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áâãÔÕÝçÕáÚÐï ÞÛØÜßØÐÔÐ ßÞ ÜÐâÕÜÐâØÚÕ

Ó.¼ØÝáÚ, 11 � 13 ÜÐï 2009Ó.
³àãßßÐ °

1. ¿ãáâìA1, A2, . . . , A1066 ïÒÛïîâáï ßÞÔÜÝÞÖÕáâÒÐÜØ ÚÞÝÕçÝÞÓÞ ÜÝÞÖÕáâÒÐ X,

|X| ≥ 10, ßàØçÕÜ |Ai| > 1

2
|X| ÔÛï ÒáÕå i. ´ÞÚÐ×Ðâì, çâÞ Ò X áãéÕáâÒãÕâ ÔÕáïâì íÛÕÜÕÝ-

âÞÒ x1, x2, . . . , x10 âÐÚØå, çâÞ ÚÐÖÔÞÕ Ai áÞÔÕàÖØâ, ßÞ ÚàÐÙÝÕÙ ÜÕàÕ, ÞÔØÝ Ø× íÛÕÜÕÝâÞÒ
x1, . . . , x10. (|X| Þ×ÝÐçÐÕâ çØáÛÞ íÛÕÜÕÝâÞÒ ÜÝÞÖÕáâÒÐ X.)

ÀµÈµ½¸µ. ¿ãáâì X = {x1, . . . , xm}, m = |X|. ¾ÑÞ×ÝÐçØÜ çÕàÕ× ni çØáÛÞ âÕå ßÞÔ-
ÜÝÞÖÕáâÒ Aj, ÔÛï ÚÞâÞàëå xi ∈ Aj Ø çÕàÕ× N � çØáÛÞ ãßÞàïÔÞçÕÝÝëå ßÐà (i, j), xi ∈
Aj.

ÂÞÓÔÐ N = n1 + n2 + . . . + nm = |A1| + . . . + |A1066| >
1066

2
·m = 533m, ßÞíâÞÜã

ÞÔÝÞ Ø× ni, áçØâÐÕÜ n1 ≥ 534 Ø âÐÚ ÔÐÛÕÕ.

2. ÀÐááÜÞâàØÜ áÛÕÔãîéãî ÑØÝÐàÝãî ÞßÕàÐæØî ÝÐ âÞçÚÐå ßÛÞáÚÞáâØ. ÄØÚáØàãÕÜ
âàÕãÓÞÛìÝØÚ4 = XY Z, ÓÔÕ âàÞÙÚÐ X, Y, Z ×ÐÔÐÕâ ÝÐßàÐÒÛÕÝØÕ ÞÑåÞÔÐ ßàÞâØÒ çÐáÞÒÞÙ
áâàÕÛÚØ. ´Ûï ÛîÑëå ÔÒãå âÞçÕÚ ßÛÞáÚÞáâØ A,B,A 6= B ßÞÛÞÖØÜ A ∗ B = C, ÓÔÕ C �
íâÞ ÒÕàèØÝÐ âÐÚÞÓÞ âàÕãÓÞÛìÝØÚÐ ABC, çâÞ âàÞÙÚØ A,B, C Ø X,Y, Z ×ÐÔÐîâ ÞÔÝã Ø âã
ÖÕ ÞàØÕÝâÐæØî Ø ßàØ íâÞÜ4ABC ßÞÔÞÑÕÝ4XY Z. ( ¿àØ A = B ßÞÛÐÓÐÕÜ A∗A = A).
´ÞÚÐÖØâÕ, çâÞ ÔÛï ÛîÑëå çÕâëàÕå âÞçÕÚ ßÛÞáÚÞáâØ A,B, C, D áßàÐÒÕÔÛØÒÞ âÞÖÔÕáâÒÞ

(A ∗B) ∗ (C ∗D) = (A ∗ C) ∗ (B ∗D).

ÀµÈµ½¸µ. ¸ÝâÕàßàÕâØàãÕÜ âÞçÚØ ÚÐÚ ÚÞÜßÛÕÚáÝëÕ çØáÛÐ. ÂÞÓÔÐ A ∗ B − A =
= εk(B−A) ÔÛï ÝÕÚÞâÞàëå k > 0 Ø ε ∈ {|z| = 1}. A ∗B = (1− εk)A+ εkB. ²ëçØáÛØÜ
(A∗B)∗ (C ∗D) = [(1− εk)A+ εkB]∗ [(1− εk)C + εkD] = (1− εk)[(1− εk)A+ εkB]+
+εk[(1− εk)C + εkD] = (1− εk)2A + εk(1− εk)(B + C) + (εk)2D.

ÂÐÚ ÚÐÚ B Ø C ÒåÞÔïâ Ò ßÞáÛÕÔÝÕÕ ÒëàÐÖÕÝØÕ áØÜÜÕâàØçÝÞ, âÞ ÒáÕ ÔÞÚÐ×ÐÝÞ.

3. ¿ãáâì f ∈ C∞([a, b],R) Ø 0 ∈ [a, b], ßàØçÕÜ f (n)(0) = 0, sup
[a,b]

∣∣∣∣f (n)(x)

∣∣∣∣ ≤ n! Mn, ∀n,

ÓÔÕ M − Const. ´ÞÚÐ×Ðâì, çâÞ f = 0.

ÀµÈµ½¸µ. ¿Þ äÞàÜãÛÕ ÂÕÙÛÞàÐ-»ÐÓàÐÝÖÐ f(x) =
f (n)(c)

n!
xn, ∀n ⇒ ∣∣f(x)

∣∣ ≤

≤
∣∣f (n)(c)

∣∣
n!

|x|n <
(
M |x|)n → 0 ßàØ n →∞ ÔÛï ÛîÑÞÓÞ x ∈ [a, b], |x| < 1

M
.

ÁÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞ, f(x) = 0 ÝÐ [a, b] ∩
(
− 1

M
;

1

M

)
, Ð Ò áØÛã ÝÕßàÕàëÒÝÞáâØ f Ø ÝÐ

[a, b] ∩
[
− 1

M
;

1

M

]
.

µáÛØ [a, b] ⊂
[
− 1

M
;

1

M

]
, âÞ f(x) = 0 ÝÐ [a, b]. ² ßàÞâØÒÝÞÜ áÛãçÐÕ, ×ÐßØáëÒÐï



äÞàÜãÛã ÂÕÙÛÞàÐ-»ÐÓàÐÝÖÐ Ò âÞçÚÐå ± 1

M
,± 2

M
, . . . , ßÞÛãçÐÕÜ âàÕÑãÕÜëÙ àÕ×ãÛìâÐâ.

4. ¿àÞØ×ÒÞÔØâáï ÜÝÞÓÞÚàÐâÝÞÕ ßÞÔÑàÐáëÒÐÝØÕ áØÜÜÕâàØçÝÞÙ ÜÞÝÕâë, â.Õ. ÒëßÐÔÕ-
ÝØÕ ÓÕàÑÐ (1) Ø àÕèÚØ (0) àÐÒÝë ßÞ 1/2. ¿ÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâì Ø× 0 Ø 1 ÝÐ×ÞÒÕÜ àÐ×àÕ-
ÖÕÝÝÞÙ, ÕáÛØ Ò ÝÕÙ ÝÕâ ÔÒãå áâÞïéØå àïÔÞÜ ÕÔØÝØæ.
Ð) ½ÐÙâØ ÒÕàÞïâÝÞáâì ßÞÛãçÕÝØï àÐ×àÕÖÕÝÝÞÙ ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâØ ßÞáÛÕ n ßÞÔÑàÐ-
áëÒÐÝØÙ ÜÞÝÕâë.
Ñ) ¿ãáâì âÕßÕàì ÒÕàÞïâÝÞáâì ÒëßÐÔÕÝØï ÓÕàÑÐ àÐÒÝÐ p. ¾ÑÞ×ÝÐçØÜ çÕàÕ× ξn çØáÛÞ ÕÔØ-
ÝØæ Ò áÛãçÐÙÝÞÙ àÐ×àÕÖÕÝÝÞÙ ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâØ ÔÛØÝë n. ²ëçØáÛØâì ÜÐâÕÜÐâØçÕ-
áÚÞÕ ÞÖØÔÐÝØÕ ξn.

ÀµÈµ½¸µ.
Ð) ¾ÑÞ×ÝÐçØÜ çÕàÕ× an çØáÛÞ àÐ×àÕÖÕÝÝëå ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâÕÙ ÔÛØÝë n. ¿àØ

n = 1 íâÞ ÑãÔãâ 0 Ø 1; ßàØ n = 2 � íâÞ 00, 01, 10; ßàØ n = 3 ßÞÛãçÐÕÜ 000, 001,
010, 100, 101. ²ÒØÔã àÐÒÕÝáâÒÞ 5=2+3, ÒÞ×ÝØÚÐÕâ ÓØßÞâÕ×Ð, çâÞ ßàØ ÛîÑÞÜ n ØÜÕÕâ
ÜÕáâÞ an+2 = an+1 + an. ÍâÞ ÛÕÓÚÞ ÔÞÚÐ×Ðâì ßÞ ØÝÔãÚæØØ. µáÛØ (n + 2) � ßÞáÛÕÔÞ-
ÒÐâÕÛìÝÞáâì ÞÚÐÝçØÒÐÕâáï áØÜÒÞÛÐÜØ 00, âÞ ÝÐ ÜÕáâÐå á 1-ÓÞ ÔÞ n-ÓÞ ÜÞÖÕâ áâÞïâì
ÛîÑÐï n-ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâì. °ÝÐÛÞÓØçÝÞ, ÕáÛØ (n + 2)-ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâì ÞÚÐÝçØ-
ÒÐÕâáï 01. ½ÐÚÞÝÕæ, ÕáÛØ ßÞáÛÕÔÝØÜØ áØÜÒÞÛÐÜØ ÑãÔãâ 10, âÞ ÝÐ n-Ü ÜÕáâÕ ÔÞÛÖÕÝ
áâÞïâì 0, Ð ÜÕáâÐ á 1-ÓÞ ÔÞ (n − 1)-ÓÞ ÜÞÖÕâ ×ÐÝØÜÐâì ÛîÑÐï àÐ×àÕÖÕÝÝÐï (n − 1)-
ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâì. ¿ÞíâÞÜã áßàÐÒÕÔÛØÒÞ àÐÒÕÝáâÒÞ an+2 = an + an + an−1. ¿Þ ØÝ-
ÔãÚâØÒÝÞÜã ßàÕÔßÞÛÞÖÕÝØî an+1 = an + an−1, Ø âÞÓÔÐ an+2 = an+1 + an. Á ãçÕâÞÜ
ÝÐçÐÛìÝëå ×ÝÐçÕÝØÙ a1 = 2, a2 = 3, a3 = 5 ßÞÛãçÐÕÜ, çâÞ an = Fn+2, ÓÔÕ Fk � k-ÞÕ

çØáÛÞ ÄØÑÞÝÐççØ. ÂÞÓÔÐ Pn =
an

2n
=

1

2n

1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n+2

−
(

1−√5

2

)n+2]
.

Ñ) ·ÐßØèÕÜ ξn Ò ÒØÔÕ áãÜÜë ξn = η1 + η2 + . . . + ηn, ÓÔÕ ηi � æØäàÐ, ×ÐßØáÐÝÝÐï ÝÐ
i-ÞÙ ßÞ×ØæØØ.

¿ãáâì αi := Mηi, i = 1, 2, . . . , n. ÂÞÓÔÐ ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞ ÝÐåÞÔØÜ
α1 = P (η1 = 1) = p,
α2 = P (η2 = 1) = P (η1 = 0)p = (1− p)p = p− p2,
α3 = P (η3 = 1) = P (η2 = 0)p = (1− p + p2)p = p− p2 + p3,
Ø ÒÞÞÑéÕ, αn = (1− αn−1)p.

µn := Mξn = Mη1 + Mη2 + . . . + Mηn. ÂÐÚ, ÔÛï µ1, µ2, µ3 ßÞÛãçÐÕÜ ×ÝÐçÕÝØï
µ1 = p, µ2 = 2p−p2, µ = 3p−2p2+p3. ² ÞÑéÕÜ áÛãçÐÕ ØÜÕÕÜ µn = np−(n−1)p2+. . . +

+(−1)n−1pn =
np

1 + p
+

(
p

1 + p

)2[
1− (−p)n

]
.

5. E � ÚÞÝÕçÝÞÜÕàÝÞÕ ÒÕÚâÞàÝÞÕ ßàÞáâàÐÝáâÒÞ ÝÐÔ ßÞÛÕÜ ÔÕÙáâÒØâÕÛìÝëå çØáÕÛ, u
Ø v � ÛØÝÕÙÝëÕ ÞâÞÑàÐÖÕÝØï E Ò áÕÑï, Ø ßãáâì ïÔàÞ u−1(0) ÞâÞÑàÐÖÕÝØï u áÞÔÕàÖØâ
ïÔàÞ v−1(0) ÞâÞÑàÐÖÕÝØï v. ´ÞÚÐ×Ðâì, çâÞ áãéÕáâÒãÕâ âÐÚÞÕ ÛØÝÕÙÝÞÕ ÞâÞÑàÐÖÕÝØï w
E Ò E, çâÞ u = w ◦ v.

ÀµÈµ½¸µ. ¿ãáâì (e1, . . . , ek, ek+1, . . . , en) âÐÚÞÙ ÑÐ×Øá E, çâÞ (e1, . . . , ek) � ÑÐ×Øá
v−1(0). ´ÞÚÐÖÕÜ, çâÞ ÒÕÚâÞàë v(ei), i ≥ k + 1 ÞÑàÐ×ãîâ ÑÐ×Øá v(E) :

Ð) v(x) = v

(
n∑

i=1

xiei

)
=

n∑
i=k+1

xiv(ei), ∀x ∈ E;

2



Ñ)
n∑

i=k+1

λiv(ei) = 0 ⇒ v

(
n∑

i=k+1

λiei

)
= 0 ⇒

n∑
i=k+1

λiei =
k∑

i=1

λiei ⇒ λi = 0, ∀i Ø,

ßÞíâÞÜã, ÒÕÚâÞàë v(ei), i ≥ k + 1 ÝÕ×ÐÒØáØÜëÕ.
¸áÚÞÜÞÕ ÛØÝÕÙÝÞÕ ÞâÞÑàÐÖÕÝØÕ w : E → E áâàÞØÜ áÛÕÔãîéØÜ ÞÑàÐ×ÞÜ. ¿ãáâì

v(x) =
n∑

i=k+1

λiv(ei), w(v(x)) =
n∑

i=k+1

λiu(ei) ⇒ w
∣∣
v(E)

◦v(ei) = u(ei), ∀i.
½Ð ßÞÔßàÞáâàÐÝáâÒÕ, ÔÞßÞÛÝØâÕÛìÝÞÜ Ú v(E) w ×ÐÔÐÕÜ ßàÞØ×ÒÞÛìÝÞ. ÂÞÓÔÐ

w ◦ v(x) = w ◦ v
( n∑

i=1

xiei

)
=

n∑
i=1

xiw
∣∣
v(E)

◦v(ei) = u(x).

6. ´Ûï äØÚáØàÞÒÐÝÝÞÓÞ ÝÐâãàÐÛìÝÞÓÞ m ≥ 2 àÐááÜÞâàØÜ ÞâÞÑàÐÖÕÝØÕ fm,

fm(x) = 1 +
1

2
+ . . . +

1

m− 1
− x

m
+

1

m + 1
+

1

m + 2
+ . . . +

1

2m− 1
− x

2m
+

+
1

2m + 1
+

1

2m + 2
+ . . . +

1

3m− 1
− x

3m
+ . . . .

½ÐÙâØ ÜÝÞÖÕáâÒÞ ÞßàÕÔÕÛÕÝØï D(fm) Ø ÜÝÞÖÕáâÒÞ ×ÝÐçÕÝØÙ E(fm) äãÝÚæØØ fm.

ÀµÈµ½¸µ. ¿ãáâì Sn(x) =
n∑

k=1

[
1

(k − 1)m + 1
+ . . . +

1

km− 1
− x

km

]
. ¿àÕÔßÞÛÞ-

ÖØÜ, çâÞ àïÔ áåÞÔØâáï ÔÛï x Ø y. ÂÞÓÔÐ áåÞÔØâáï Ø ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâì Sn(x)−Sn(y) =

=
y − x

m

n∑
k=1

1

k
. ½Þ íâÞ ÒÞ×ÜÞÖÝÞ, âÞÛìÚÞ ÕáÛØ x = y, â.Ú.

∑ 1

k
àÐáåÞÔØâáï. ÁÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞ, àïÔ áåÞÔØâáï ÝÕ ÑÞÛÕÕ, çÕÜ

Ò ÞÔÝÞÙ âÞçÚÕ x. ¿ÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâì An = 1 +
1

2
+ . . . +

+
1

nm
− ln nm áåÞÔØâáï, ÚÐÚ Ø×ÒÕáâÝÞ, Ú íÙÛÕàÞÒÞÙ ÚÞÝáâÐÝâÕ γ. ´ÐÛÕÕ, Sn(m − 1) =

= An+ln(nm)−
n∑

k=1

1

km
−

n∑
k=1

m− 1

km
= An+ln m+

(
ln n−

n∑
k=1

1

k

)
→ γ+ln m−γ = ln m.

¸âÐÚ, fm ÞßàÕÔÕÛÕÝÐ Ò ÕÔØÝáâÒÕÝÝÞÙ âÞçÚÕ x = m− 1 Ø fm(m− 1) = ln m.
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ÀÕáßãÑÛØÚÐÝáÚÐï
áâãÔÕÝçÕáÚÐï ÞÛØÜßØÐÔÐ ßÞ ÜÐâÕÜÐâØÚÕ

Ó.¼ØÝáÚ, 11 � 13 ÜÐï 2009Ó.
³àãßßÐ ²

1. ½ÐÙâØ ÜÝÞÖÕáâÒÞ ãßÞàïÔÞçÕÝÝëå ßÐà (b, c) ÔÕÙáâÒØâÕÛìÝëå çØáÕÛ b Ø c, ÔÛï ÚÞâÞ-
àëå ÞÑÐ ÚÞàÝï ÚÒÐÔàÐâÝÞÓÞ ãàÐÒÝÕÝØï z2+bz+c = 0 ÛÕÖÐâ Ò ÚàãÓÕ |z| < 1 ÚÞÜßÛÕÚáÝÞÙ
ßÛÞáÚÞáâØ.

ÀµÈµ½¸µ. ´Ûï âÞÓÞ, çâÞÑë ãàÐÒÝÕÝØÕ ØÜÕÛÞ ÔÕÙáâÒØâÕÛìÝëÕ ÚÞàÝØ Ò ÚàãÓÕ |z|<1,

ÝÕÞÑåÞÔØÜÞ Ø ÔÞáâÐâÞçÝÞ, çâÞÑë





b2 − 4c ≥ 0
1− b + c > 0
1 + b + c > 0
∣∣ b
2

∣∣ < 2,

, Ð ÔÛï ÚÞÜßÛÕÚáÝëå ÚÞàÝÕÙ Ò ÚàãÓÕ

|z| < 1 �
{

b2 − 4c < 0
c < 1.

² ØâÞÓÕ ßÞÛãçÐÕÜ âàÕãÓÞÛìÝØÚ





1− b + c > 0
1− b + c > 0
|b| < 2
c < 1,

á ÒÕàèØÝÐÜØ

(0,−1), (±2, 1) ßÛÞáÚÞáâØ Obc.

2. ÁÚÞÛìÚÞ ÝãÛÕÙ ÝÐR ØÜÕÕâ äãÝÚæØï f(x) = 2x − 1− x2?

ÀµÈµ½¸µ. ÄãÝÚæØï f ØÜÕÕâ ßÞ ÚàÐÙÝÕÙ ÜÕàÕ âàØ ÝãÛï: x1 = 0, x2 = 1 Ø
x3 ∈ (4, 5), â.Ú. f(4) < 0 Ø f(5) > 0. ÂÐÚ ÚÐÚ f”(x) = 2x ln2 2 − 2 áâàÞÓÞ ÒÞ×àÐáâÐÕâ
Ø f”(−∞) < 0, f”(+∞) > 0, âÞ f” ØÜÕÕâ ÕÔØÝáâÒÕÝÝëÙ ÝãÛì.

µáÛØ Ñë äãÝÚæØï f ØÜÕÛÐ çÕâÒÕàâëÙ ÝãÛì, âÞ Ò áØÛã âÕÞàÕÜë ÀÞÛÛï f” ØÜÕÛÐ Ñë
ÔÒÐ ÝãÛï (?!).

3. ²ëçØáÛØâì ÞßàÕÔÕÛÕÝÝëÙ ØÝâÕÓàÐÛ
π
4∫
0

cos x

ex + cos x− sin x
dx.

ÀµÈµ½¸µ.
π
4∫
0

cos x

ex(1 + e−x cos x− e−x sin x)
dx =

π
4∫
0

e−x cos xdx

1 + e−x cos x− e−x sin x
=

= −1

2

π
4∫
0

d(1 + e−x cos x− e−x sin x)

1 + e−x cos x− e−x sin x
= −1

2
ln

∣∣1 + e−x cos x − e−x sin x
∣∣
∣∣∣∣

π
4

0

=

= −1

2
ln

∣∣∣∣1 + e−
π
4 ·
√

2

2
− e−

π
4

√
2

2

∣∣∣∣ +
1

2
ln 2 =

1

2
ln 2.

¾âÒÕâ: 1

2
ln 2.

4. ²ëçØáÛØâì ßàÞØ×ÒÕÔÕÝØï:

P =
n−1∏

k=1

(
e

2πki
n − 1

)
Ø S =

n−1∏

k=1

sin
kπ

n
.



ÀµÈµ½¸µ. ÇØáÛÐ 1 Ø εk = e
2πki

n , k = 1, n− 1 ïÒÛïîâáï ÝãÛïÜØ äãÝÚæØØ zn − 1,

ßÞíâÞÜã zn−1 = (z−1)
n−1∏
k=1

(z−εk) ⇒
n−1∏
k=1

(εk−z) =
zn − 1

z − 1
·(−1)n−1 =

(
n+0(1)

)
(−1)n−1.

¿ÕàÕåÞÔï Ú ßàÕÔÕÛã ßàØ z → 1 ØÜÕÕÜ P = (−1)n−1 · n.

Á ÔàãÓÞÙ áâÞàÞÝë, P =
n−1∏
k=1

e
πki
n ·

n−1∏
k=1

(
e

πki
n −e−

πki
n

)
= e

iπ
2

(n−1) · (2 · i)n−1 ·
n−1∏
k=1

sin
πk

n
=

= in−1 · 2n−1 · in−1 · S ⇒ S =
n

2n−1
.

5.¿àÞØ×ÒÞÔØâáï ÜÝÞÓÞÚàÐâÝÞÕ ßÞÔÑàÐáëÒÐÝØÕ áØÜÜÕâàØçÝÞÙ ÜÞÝÕâë, â.Õ. ÒëßÐ-
ÔÕÝØÕ ÓÕàÑÐ (1) Ø àÕèÚØ (0) àÐÒÝë ßÞ 1/2. ¿ÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâì Ø× 0 Ø 1 ÝÐ×ÞÒÕÜ
àÐ×àÕÖÕÝÝÞÙ, ÕáÛØ Ò ÝÕÙ ÝÕâ ÔÒãå áâÞïéØå àïÔÞÜ ÕÔØÝØæ. ½ÐÙâØ ÒÕàÞïâÝÞáâì ßÞÛãçÕ-
ÝØï àÐ×àÕÖÕÝÝÞÙ ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâØ ßÞáÛÕ n ßÞÔÑàÐáëÒÐÝØÙ ÜÞÝÕâë.

ÀµÈµ½¸µ. ¾ÑÞ×ÝÐçØÜ çÕàÕ× an çØáÛÞ àÐ×àÕÖÕÝÝëå ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâÕÙ ÔÛØÝë
n. ¿àØ n = 1 íâÞ ÑãÔãâ 0 Ø 1; ßàØ n = 2 � íâÞ 00, 01, 10; ßàØ n = 3 ßÞÛãçÐÕÜ 000, 001,
010, 100, 101. ²ÒØÔã àÐÒÕÝáâÒÞ 5=2+3, ÒÞ×ÝØÚÐÕâ ÓØßÞâÕ×Ð, çâÞ ßàØ ÛîÑÞÜ n ØÜÕÕâ
ÜÕáâÞ an+2 = an+1 + an. ÍâÞ ÛÕÓÚÞ ÔÞÚÐ×Ðâì ßÞ ØÝÔãÚæØØ. µáÛØ (n + 2) � ßÞáÛÕÔÞ-
ÒÐâÕÛìÝÞáâì ÞÚÐÝçØÒÐÕâáï áØÜÒÞÛÐÜØ 00, âÞ ÝÐ ÜÕáâÐå á 1-ÓÞ ÔÞ n-ÓÞ ÜÞÖÕâ áâÞïâì
ÛîÑÐï n-ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâì. °ÝÐÛÞÓØçÝÞ, ÕáÛØ (n + 2)-ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâì ÞÚÐÝçØ-
ÒÐÕâáï 01. ½ÐÚÞÝÕæ, ÕáÛØ ßÞáÛÕÔÝØÜØ áØÜÒÞÛÐÜØ ÑãÔãâ 10, âÞ ÝÐ n-Ü ÜÕáâÕ ÔÞÛÖÕÝ
áâÞïâì 0, Ð ÜÕáâÐ á 1-ÓÞ ÔÞ (n − 1)-ÓÞ ÜÞÖÕâ ×ÐÝØÜÐâì ÛîÑÐï àÐ×àÕÖÕÝÝÐï (n − 1)-
ßÞáÛÕÔÞÒÐâÕÛìÝÞáâì. ¿ÞíâÞÜã áßàÐÒÕÔÛØÒÞ àÐÒÕÝáâÒÞ an+2 = an + an + an−1. ¿Þ ØÝ-
ÔãÚâØÒÝÞÜã ßàÕÔßÞÛÞÖÕÝØî an+1 = an + an−1, Ø âÞÓÔÐ an+2 = an+1 + an. Á ãçÕâÞÜ
ÝÐçÐÛìÝëå ×ÝÐçÕÝØÙ a1 = 2, a2 = 3, a3 = 5 ßÞÛãçÐÕÜ, çâÞ an = Fn+2, ÓÔÕ Fk � k-ÞÕ

çØáÛÞ ÄØÑÞÝÐççØ. ÂÞÓÔÐ Pn =
an

2n
=

1

2n

1√
5

[(
1 +

√
5

2

)n+2

−
(

1−√5

2

)n+2]
.

6.´Ûï ÛîÑÞÓÞ ÔÕÙáâÒØâÕÛìÝÞÓÞ x ÝÐÙâØ áãÜÜã àïÔÐ
∞∑

n=0

sin

(
x + nπ

2

)

n!
.

ÀµÈµ½¸µ. ´Ûï ÛîÑÞÙ äãÝÚæØØ f ∈ C∞(R), ãÔÞÒÛÕâÒÞàïîéÕÙ ãáÛÞÒØî
∃M ∣∣f (n)(x)

∣∣ < M ∀n ≥ 0, ∀x ∈ R, ßÞ âÕÞàÕÜÕ ÂÕÙÛÞàÐ ØÜÕÕÜ ßàØ ÒáÕå x

f(x + 1) =
∞∑

n=0

f (n)(x)

n!
.

¿ÞÛÐÓÐï ×ÔÕáì f(x) = sin x Ø ãçØâëÒÐï, çâÞ sin(n)(x) = sin

(
x + n

π

2

)
, ßÞÛãçÐÕÜ, çâÞ

ßàØ ÒáÕå x Ø×R áãÜÜÐ ÔÐÝÝÞÓÞ àïÔÐ àÐÒÝÐ sin(x + 1).
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