CHUYÊN ĐỀ CHỨNG MINH BẤT ĐẲNG THỨC
PHẦNN I. KIẾN THỨC CƠ BẢN.
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3.Một số hằng bất đẳng thức
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4.Bất đẳng thức Cô-si:
  *ĐL:Trung bình cộng của n số không âm lớn hơn hoắc bằng trung bình nhân của n số đó.
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4.Một số bất đẳng thức được áp dụng:
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PHẦN II. MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP CƠ BẢN.

PHƯƠNG PHÁP 1 : DÙNG ĐỊNH NGHĨA
KIẾN THỨC :     Để chứng minh A > B 

                             Ta chứng minh A - B > 0

                             Lưu ý dùng hằng bất đẳng thức  M
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VÍ DỤ 2: chứng minh rằng :   a)  
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c)  Hãy tổng quát bài toán

Lấi giải:  a)  Ta xét hiệu: 
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Dấu bằng xảy ra khi  a = b =c

c) Tổng quát   
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     Tóm lại các bước để chứng minh A
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     Bước 1: Ta xét hiệu  H = A - B
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     Bước 3:Kết luận A ( B

VÍ DỤ    Chứng minh (m,n,p,q ta đều có 
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Dấu bằng xảy ra khi  
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PHƯƠNG PHÁP 2 : DÙNG PHÉP BIẾN ĐỔI TƯƠNG ĐƯƠNG
LƯU Ý:    Ta biến đổi bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với bất đẳng thức đúng hoặc bất đẳng thức đã được chứng minh là đúng.
    Chú ý các hằng đẳng thức sau:
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VÍ DỤ 1: Cho a, b, c, d, e là các số thực chứng minh rằng:
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       Lấi giải: a) 
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 Bất đẳng thức đúng vậy ta có điều phải chứng minh

VÍ DỤ 2: Chứng minh rằng: 
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 Lấi giải:  
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Bất đẳng thức cuối đúng vậy ta có điều phải chứng minh. 

VÍ DỤ 3:  cho x.y =1 và x.y    ;Chứng minh  
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Lấi giải:  
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VÍ DỤ 4:
            1) CM:  P(x,y)=
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            2) CM: 
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      (Gợi ý :bình PHƯƠNG 2 vế) 

            3) choba số thực khác không x, y, z thỏa mãn:
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    Chứng minh rằng :có đúng một trong ba số x,y,z lớn hơn 1

   Lấi giải:  

    Xét (x-1)(y-1)(z-1)=xyz+(xy+yz+zx)+x+y+z-1

  =(xyz-1)+(x+y+z)-xyz(
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2 trong 3 số x-1 , y-1 , z-1 âm hoặc cả ba sỗ-1 , y-1, z-1 là dương.

Nếủ trưấng hợp sau xảy ra thì x, y, z >1 
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x.y.z>1 Mâu thuẫn gt  x.y.z=1 bắt buộc phải xảy ra trưấng hợp trên tức là có đúng 1 trong ba số x ,y ,z là số lớn hơn 1
PHƯƠNG PHÁP 3:              DÙNG BẤT ĐẲNG THỨC QUEN THUỘC
* MỘT SỐ BẤT ĐẲNG THỨC HAY DÙNG
     1)  Các bất đẳng thức phụ:
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      2)Bất đẳng thức Cô sy: 
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      3)Bất đẳng thức Bunhiacopski
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      4) Bất đẳng thức Trê- bư-sép:
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  Dấu bằng xảy ra khi
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   VÍ DỤ 1  Cho a, b ,c là các số không âm chứng minh rằng   ( a + b ) ( b + c ) ( c + a )  
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 Lấi giải:

      Cách 1:Dùng bất đẳng thức phụ: 
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   Dấu “=” xảy ra khi a = b = c

VÍ DỤ 2 1)Cho a,b,c > 0 và a + b + c = 1    CMR: 
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            2)Cho x, y,z > 0 và x +y + z = 1    CMR: x + 2y + z 
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            3)Cho a > 0 , b > 0, c> 0   CMR:    
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            4)Cho x
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VÍ DỤ 3:    Cho a>b>c>0   và 
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  Lấi giải:    

     Do a,b,c đối xứng  ,giả sử a
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áp dụng BĐT  Trê- bư-sép ta có
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       Vậy 
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       Dấu bằng xảy ra khi a=b=c=
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VÍ DỤ 4:    

                      Cho a, b, c, d > 0 và abcd =1   .Chứng minh rằng :
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Lấi giải:

Ta có   
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Mặt khác:   
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VÍ DỤ 5:    Cho 4 số a,b,c,d bất kỳ chứng minh rằng:
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 Lấi giải: Dùng bất đẳng thức  Bunhiacopski
     Ta có    ac+bd
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VÍ DỤ 6:   Chứng minh rằng 
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Lấi giải:    Dùng bất đẳng thức  Bunhiacopski
    Cách 1: Xét cặp số (1,1,1) và (a,b,c)  ta có  
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   Điều phải chứng minh Dấu bằng xảy ra khi a=b=c

PHƯƠNG PHÁP 4:         SỬ DỤNG TÍNH CHẤT BẮC CẦU
LƯU Ý:    A>B và B>C thì  A>C
               0< x <1  thì  x
[image: image270.wmf]2
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VÍ DỤ 1: 

       Cho a, b, c ,d >0 thỏa mãn  a> c+d , b>c+d

            Chứng minh rằng    ab >ad+bc

        Giải:

            Tacó 
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      ( a – c ) ( b – d ) > cd
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   ab > ad + bc               (điều phải chứng minh)

VÍ DỤ 2:

           Cho a,b,c > 0   thỏa mãn 
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   Giải:  

Ta có :( a+b- c)2=  a2+b2+c2+2( ab - ac - bc) 
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 1  Chia hai vế cho abc > 0   ta có  
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VÍ DỤ 3

        Cho 0 < a,b,c,d  <1  Chứng minh rằng (1 - a).(1 - b) ( 1- c).(1- d) >  1- a – b – c - d


          Giải:

   Ta có (1-a).(1-b) = 1-a-b+ab

    Do a>0 , b>0  nên ab>0 
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     Do c <1 nên 1- c >0 ta có  
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  (1-a).(1-b) ( 1-c).(1-d) > 1-a-b-c-d  (Điều phải chứng minh)

VÍ DỤ 4

1- Cho 0 < a, b, c <1 . Chứng minh rằng
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     Giải : 

    Do a < 1   
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 Cộng các bất đẳng thức ta có :
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 b)Chứng minh rằng : Nếu 
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Ta có (ac + bd)
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 2-Bài tập :  1,  Cho các số thực  :  a1; a2;a3  ….;a2003    thỏa mãn :  a1+ a2+a3 + ….+a2003 =1

  c hứng minh rằng  :   a
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PHƯƠNG PHÁP 5:          DÙNG TÍNH CHẤTCỦA TỶ SỐ
KIẾN THỨC
      1) Cho a, b ,c là các số dương thì
           a – Nếu  
[image: image344.wmf]1

>

b

a

  thì 
[image: image345.wmf]c

b

c

a

b

a

+

+

>

                                  b – Nếu  
[image: image346.wmf]1

<

b

a

  thì 
[image: image347.wmf]c

b

c

a

b

a

+

+

<


       2)Nếu b,d >0 thì từ     
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   VÍ DỤ 1 : Cho a,b,c,d > 0  .Chứng minh rằng 
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     Giải :

        Theo tính chất của tỉ lệ thức ta có
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   Tương tự ta có    
[image: image356.wmf]d

c

b

a

a

b

d

c

b

b

d

c

b

a

b

+

+

+

+

<

+

+

<

+

+

+

(4)  
[image: image357.wmf]d

c

b

a

c

b

a

d

c

c

d

c

b

a

c

+

+

+

+

<

+

+

<

+

+

+

      (5)

   
[image: image358.wmf]d

c

b

a

c

d

b

a

d

d

d

c

b

a

d

+

+

+

+

<

+

+

<

+

+

+

       (6)    cộng vế với vế của (3); (4); (5); (6)  ta có 
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VÍ DỤ 2 :  Cho:
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[image: image372.wmf]điều phải chứng minh

VÍ DỤ 3 :  Cho a;b;c;d là các số nguyên dương thỏa mãn : a+b = c+d  =1000, tìm giá trị lớn nhất của
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GIẢI :  Không mất tính tổng quát ta giả sử :
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PHƯƠNG PHÁP 6:         PHƯƠNG PHÁPLÀM TRỘI
LƯU Ý:   

    Dùng các tính  bất đẳng thức để đưa một vế của bất đẳng thức về dạng tính được tổng hữu hạn hoặc tích hữu hạn.

    (*) PHƯƠNG pháp chung để tính tổng hữu hạn :

                       S = 
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   Ta cố gắng biến đổi số hạng tổng quát u
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    Khi đó :

           S = 
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    (*) PHƯƠNG pháp chung về tính tích hữu hạn
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      Biến đổi các số hạng 
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    VÍ DỤ 1 :

        Với mọi số tự nhiên n >1 chứng minh rằng 
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      Giải:   

          Ta có     
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     VÍ DỤ 2  :

         Chứng minh rằng: 
[image: image403.wmf](
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             Với n là số nguyên

     Giải : Ta có   
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     Khi cho k chạy từ 1 đến n ta có
        1 > 2
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   Cộng từng vế các bất đẳng thức trên ta có
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    VÍ DỤ 3  :  Chứng minh rằng   
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     Giải: Ta có  
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   Cho k chạy từ 2 đến n ta có
              
[image: image412.wmf]1

1

....

3

1

2

1

1

1

1

1

.......

..........

3

1

2

1

3

1

2

1

1

2

1

2

2

2

2

2

2

<

+

+

+

Þ

-

-

<

-

<

-

<

n

n

n

n


    Vậy 
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 PHƯƠNG PHÁP 7:           DÙNG BẤT ĐẲNG THỨC TRONG TAM GIÁC
LƯU Ý:  Nếu a;b;clà số đo ba cạnh của tam giác thì : a;b;c> 0  

Và |b-c| < a < b+c  ; |a-c| < b < a+c    ; |a-b| < c < b+a  

VÍ DỤ1: Cho a;b;clà số đo ba cạnh của tam giác  chứng minh rằng 

a,  a2+b2+c2< 2(ab+bc+ac)

b,  abc>(a+b-c).(b+c-a).(c+a-b)

 Giải
a)Vì a,b,c là số đo 3 cạnh của một tam giác nên ta có
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 Cộng từng vế các bất đẳng thức trên ta có 

                                     a2+b2+c2< 2(ab+bc+ac)

b) Ta có    a > (b-c (     ( 
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       Nhân vế các bất đẳng thức ta được
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VÍ DỤ2:
      1) Cho a,b,c là chiều dài ba cạnh của tam giác

  Chứng minh rằng 
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      2) Cho a,b,c là chiều dài ba cạnh của tam giác có chu vi bằng 2

   Chứng minh rằng     
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 PHƯƠNG PHÁP 8:      ĐỔI BIẾN SỐ
VÍ DỤ1  Cho a,b,c > 0  Chứng minh rằng 
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Giải :

Đặt x=b+c ; y=c+a  ;z= a+b  ta có a=
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  Bất đẳng thức cuối cùng đúng vì   (
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 VÍ DỤ2:   Cho  a, b, c > 0  và a + b + c < 1
                  Chứng minh rằng  
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2

1

2

1

2

1

2

2

2

³

+

+

+

+

+

ab

c

ac

b

bc

a

          (1)

Giải:

Đặt x = 
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         Với x+y+z < 1  và x ,y,z > Theo bất đẳng thức Côsi ta có
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     Vậy  
[image: image449.wmf]9

1

1

1

³

+

+

z

y

x

   (đpcm)

VÍ DỤ3:     Cho x
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 Gợi ý: Đặt 
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 Bài tập  1) Cho a > 0 , b > 0 , c > 0          CMR:   
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               2)Tổng quát m, n, p, q, a, b >0                  

                        CMR    
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PHƯƠNG PHÁP 9:                        DÙNG TAM THỨC BẬC HAI
LƯU Ý : Cho tam thức bậc hai 
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VÍ DỤ1: Chứng minh rằng   
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   Giải:  Ta có  (1) 
[image: image476.wmf]Û

  
[image: image477.wmf](

)

0

3

6

5

1

2

2

2

2

>

+

-

+

-

-

y

y

y

x

x


             
[image: image478.wmf](

)

3

6

5

1

2

2

2

-

+

-

-

=

D

¢

y

y

y


              
[image: image479.wmf](

)

0

1

1

3

6

5

1

4

4

2

2

2

<

-

-

-

=

-

+

-

+

-

=

y

y

y

y

y


    Vậy  
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VÍ DỤ2: Chứng minh rằng 
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Giải: Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với
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             Ta có  
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  PHƯƠNG PHÁP 10:    DÙNG QUY NẠP TOÁN HỌC
KIẾN THỨC:  Để chứng minh bất đẳng thức đúng với   
[image: image487.wmf]0

n

n

>

ta thực hiện các bước sau :

      1 – Kiểm tra bất đẳng thức đúng với 
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      2 -  Giả sử BĐT đúng với n =k (thay n =k vào BĐT cần chứng minh được gọi là giả thiết quy nạp )

      3- Ta chứng minh bất đẳng thức đúng với  n = k +1  (thay n = k+1vào BĐT cần chứng minh rồi biến đổi để dùng giả thiết quy nạp)

     4 – kết luận BĐT đúng với mọi  
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VÍ DỤ1:Chứng minh rằng 
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  Giải :Với n =2 ta có 
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         Vậy BĐT (1) đúng với n =2

        Giả sử BĐT (1) đúng với n =k ta phải chứng minh  BĐT (1) đúng với n = k+1

       Thật vậy khi n =k+1 thì
       (1) 
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     Theo giả thiết quy nạp 
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k2+2k<k2+2k+1   Điều này đúng .Vậy bất đẳng thức (1)được chứng minh

VÍ DỤ2:  Cho   
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  và a+b> 0   Chứng minh rằng  
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Giải
           Ta thấy BĐT (1)  đúng với n=1

           Giả sử BĐT (1)  đúng với n=k   ta phải chứng minh BĐT  đúng với n=k+1

          Thật vậy với n = k+1 ta có 

  (1) 
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Vế trái (2)  
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  Ta chứng minh  (3)  (+) Giả sử  a 
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       (+) Giả sử a < b và theo giả thiết  - a<b  
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 Vậy BĐT (3)luôn đúng ta có  (đpcm)

PHƯƠNG PHÁP 11:      CHỨNG MINH PHẢN CHỨNG
    LƯU Ý:

      1) Giả sử phải chứng minh bất đẳng thức nào đó đúng , ta hãy giả sử bất đẳng thức đó sai và kết hợp với các giả thiết để suy ra điều vô lý , điều vô lý có thể là điều trái với giả thiết , có thể là điều trái ngược nhau .Từ đó suy ra bất đẳng thức cần chứng minh là đúng

      2) Giả sử ta phải chứng minh luận đề  “G 
[image: image534.wmf]Þ

 K”

       phép toán mệnh đề cho ta :

      Như vậy để phủ định luận đề ta ghép tất cả giả thiết của luận đề với phủ định kết luận của nó .

      Ta thưấng dùng 5 hình thức chứng minh phản chứng sau :

        A - Dùng mệnh đề phản đảo : 
[image: image535.wmf]G
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        B – Phủ định rôi suy trái giả thiết :

        C – Phủ định rồi suy trái với điều đúng 

        D – Phủ định rồi suy ra 2 điều trái ngược nhau

        E – Phủ định rồi suy ra kết luận :

    VÍ DỤ 1:

       Cho ba số a,b,c thỏa mãn  a +b+c > 0 , ab+bc+ac > 0 , abc >   Chứng minh rằng a > 0 , b > 0 , c > 0

       Giải :

           Giả sử a 
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 0 thì từ abc > 0 
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 a
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 0 do đó a < 0, Mà abc > 0 và a < 0 
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 cb < 0

          Từ ab+bc+ca > 0 
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 a(b+c) > -bc > 0, Vì a < 0 mà a(b +c)  > 0  
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 b + c < 0

            a < 0 và b +c < 0  
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 a + b +c < 0 trái giả thiết a+b+c > 0,  Vậy a > 0 tương tự ta có b > 0 , c > 0

    VÍ DỤ 2:   Cho 4 số a , b , c ,d thỏa mãn điều kiện 

         ac 
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 2.(b+d)  .Chứng minh rằng có ít nhất một trong các bất đẳng thức sau là sai:

                         
[image: image544.wmf]b

a

4

2

<

     ,    
[image: image545.wmf]d

c

4

2

<


       Giải :

   Giả sử 2 bất đẳng thức : 
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  đều đúng khi đó cộng các vế ta được, 
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       Theo giả thiết ta có 4(b+d) 
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 2ac    (2), Từ (1) và (2)  
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     Vậy trong 2 bất đẳng thức 
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 có ít nhất một các bất đẳng thức sai
VÍ DỤ 3 Cho  x,y,z > 0 và xyz = 1. Chứng minh rằng 
           Nếu x+y+z > 
[image: image555.wmf]z
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  thì có một trong ba số này lớn hơn 1

    Giải :

   Ta có (x-1).(y-1).(z-1) =xyz – xy- yz + x + y+ z –1=x + y + z – (
[image: image556.wmf]z
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)   vì xyz = 1

    theo  giả thiết  x+y +z > 
[image: image557.wmf]z
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  nên (x-1).(y-1).(z-1) > 0

   Trong ba số x-1 , y-1 , z-1  chỉ có một số dương

   Thật vậy nếu cả ba số dương thì x,y,z > 1 
[image: image558.wmf]Þ

 xyz > 1 (trái giả thiết)

    Còn nếu 2 trong 3 số đó dương thì (x-1).(y-1).(z-1) < 0  (vô lý)

       Vậy có một và chỉ một trong ba số x , y,z lớn hơn 1

PHẦN II. BÀI TẬP ÁP DỤNG.

Bài tập 1.  (Sử dụng PHƯƠNG pháp làm trội).

Cho a,b,c là 3 số dương chứng minh rằng:
[image: image559.wmf].
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HD. *Ta luôn có: 
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  , cộng vế ví vế ta được;
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  *Ta lại có: 
[image: image562.wmf];
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tương tự ta có: 
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Cộng vế với vế ta được: 
[image: image564.wmf].
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Bài tập 2.  (Sử dụng PHƯƠNG pháp làm trội).

Chứng minh rằng với mọi n > 1 thì 
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HD.     Với n > 1 ta có 
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Bài tập 3.  (Sử dụng PHƯƠNG pháp làm trội).

Chứng minh các bất đẳng thức với  n là các số tự nhiên.
a)
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c) 
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Với n > 1 thì 
[image: image572.wmf]1
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. Vậy BĐT luôn đúng với n là số tự nhiên.
b) Với n > 1 ta có 
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c)Với n = 0 thì 1 < 
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Bài tập 4. (Sử dụng tính chất hai biểu thức có tử thức bằng nhau BT nào có MT lớn hơn thì nhỏ hơn) 
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c)Tương tự câu a.

Bài tập 5.( Sử dụng BĐT Cô Si)
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d)Với a, b, c là các số dương ta luôn có: 
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e) Với a, b, c là các số dương ta luôn có:
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d) Với a,b,c dương áp dung bất đẳng thức Cô Si ta có:   
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Bài tập 6.( Sử dụng BĐT Cô Si)
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Áp dụng BĐT Cô Si ta có:  
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Bài tập 7.( Sử dụng BĐT Cô Si)

Cho a, b, c là các số không âm thoả mãn: 
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b) áp dụng bất đẳng thức Bu-nhi-a-côp-xki với hai bộ ba số 1 ta được:


[image: image634.wmf][

]

6

6

)

(

2

.

3

)

(

3

)

(

)

(

)

(

)

1

1

1

(

.

1

.

1

.

1

2

2

2

£

+

+

+

+

+

Þ

=

+

+

=

+

+

+

+

+

£

+

+

+

+

+

Þ

+

+

+

+

+

+

+

£

+

+

+

+

+

a

c

c

b

b

a

c

b

a

a

c

c

b

b

a

a

c

c

b

b

a

a

c

c

b

b

a

a

c

c

b

b

a



[image: image635.wmf]
Bài tập 8.( Sử dụng HĐT)
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Bài tập 9.

Cho a, b, c là các số dương tuỳ ý.Chứng minh rằng:
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Bài tập 10. ( Sử dụng BĐT Cô-Si)
Cho a, b, c là các số dương.Chứng minh các bất đẳng thức:
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Cộng vế với vế ta được: 
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b)Tương tự câu a) ta có: 
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Cộng vế với vế ta được: 
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c) Làm tương tự  câu a, b.
Bài tập 11. ( Sử dụng BĐT Cô-Si)

Cho a, b, c là các số dương.Chứng minh các bất đẳng thức:
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Tương tự ta có:
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Dấu (=) xảy ra khi và chỉ khi:
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Bài tập 12. ( Sử dụng BĐT Cô-Si)

Cho a, b, c là độ dài 3 cạnh của tam giác.Chứng minh rằng:
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Ta có:
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Cộng vế với vế ta được:
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Bài tập 13 ( Bài tập dùng định nghĩa) 

   HD 1) Cho abc = 1 và  
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             b) với mọi số thực a , b, c ta có 
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     Giải :

         a) Xét hiệu  H = 
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         b) Vế trái có thể viết  H = 
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         c) vế trái có thể viết H = 
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 0 ta có điều phải chứng minh

Bài tập 14 ( Bài tập dùng biến đổi tương đương) 

   HD. 1) Cho x > y và xy =1 .Chứng minh rằng 
[image: image704.wmf](

)

(

)

8

2

2

2

2

³

-

+

y

x

y

x


         Giải :
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        Do đó BĐT cần chứng minh tương đương với  
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2)  Cho xy 
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     Giải : Ta có    
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  BĐT cuối này đúng do xy > 1 .Vậy ta có điều phải chứng minh

Bài tập 15 ( Bài tập dùng bất đẳng thức phụ ) 

HD 1)  Cho a , b, c là các số thực và a + b + c = 1Chứng minh rằng  
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    Giải  áp dụng BĐT BunhiaCôpski cho 3 số (1,1,1) và (a,b,c)

    Ta có  
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    2) Cho a,b,c là các số dương : Chứng minh rằng   
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  Giải : (1) 
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   áp dụng BĐT phụ  
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Bài tập 16 ( Bài tập dùng phương pháp bắc cầu) 

HD 1) Cho 0 < a, b,c <1 .Chứng minh rằng :
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   Giải   Do a <1  
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    Tương tự ta có  
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         (đpcm)

    2) So sánh   31
[image: image751.wmf]11

  và  17
[image: image752.wmf]14


        Giải :Ta thấy  
[image: image753.wmf]11
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, Mặt khác 
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                Vậy  31
[image: image756.wmf]11

 < 17
[image: image757.wmf]14

     (đpcm)

Bài tập 17 ( Bài tập dùng tính chất tỉ số) 

HD 1) Cho a ,b ,c ,d > 0  .Chứng minh rằng 
[image: image758.wmf]23
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        Giải :Vì a ,b ,c ,d > 0 nên ta có:
        
[image: image759.wmf]abababd
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   (3     Cộng các vế của 4 bất đẳng thức trên ta có :

      
[image: image762.wmf]23
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       (đpcm)

  2) Cho a ,b,c là số đo ba cạnh tam giác,  Chứng minh rằng 
[image: image763.wmf]12
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       Giải :Vì a ,b ,c là số đo ba cạnh của tam giác nên ta có a,b,c > 0, Và a < b +c  ;    b <a+c  ; c <  a+b

       Từ  (1)  
[image: image764.wmf]2
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 Mặt khác  
[image: image765.wmf]aa
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      Vậy ta có  
[image: image766.wmf]2
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 Tương tự ta có   
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[image: image768.wmf]2
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  Cộng từng vế ba bất đẳng thức trên ta có :

       
[image: image769.wmf]12
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       (đpcm)

Bài tập 18 ( Bài tập áp dụng phương pháp làm trội) 

HD 1) Chứng minh BĐT sau :

       a) 
[image: image770.wmf]1111
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  Giải :   a) Ta có  
[image: image772.wmf](
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              Cho n chạy từ 1 đến k .Sau đó cộng lại ta có
             
[image: image773.wmf]111121
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       (đpcm)

           b) Ta có  
[image: image774.wmf](
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Bài tập 19 ( Bài tập áp dụng bất đẳng thức để tìm cực trị) 

HD DÙNG BẤT ĐẲNG THỨC ĐỂ TÌM CƯC TRỊ
        LƯU Ý
            - Nếu f(x) 
[image: image776.wmf]³

 A thì f(x) có giá trị nhỏ nhất là A

            - Nếu f(x) 
[image: image777.wmf]£

 B  thì f(x) có giá trị lớn nhất là B

     Ví dụ 1 :

            Tìm giá trị nhỏ nhất của  T = |x-1| + |x-2| +|x-3| + |x-4|

       Giải :Ta có   |x-1| + |x-4|  =  |x-1| + |4-x|  
[image: image778.wmf]³

  |x-1+4-x|  =  3     (1)

               Và    
[image: image779.wmf]2323231

xxxxxx
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    (2)

              Vậy T = |x-1| + |x-2| +|x-3| + |x-4|  
[image: image780.wmf]³

  1+3 = 4

         Ta có từ  (1) 
[image: image781.wmf]Þ

  Dấu bằng xảy ra khi   
[image: image782.wmf]14
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                       (2) 
[image: image783.wmf]Þ

  Dấu bằng xảy ra khi   
[image: image784.wmf]23
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       Vậy T có giá trị nhỏ nhất là 4 khi  
[image: image785.wmf]23
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      Ví dụ 2 :  Tìm giá trị lớn nhất của   S = xyz.(x+y).(y+z).(z+x)  với x,y,z > 0  và x+y+z =1
        Giải : Vì x,y,z > 0 ,áp dụng BĐT Côsi ta có  x+ y + z 
[image: image786.wmf]3
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[image: image787.wmf]3
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        áp dụng bất đẳng thức Côsi cho x+y ; y+z  ;  x+z ta có  
[image: image788.wmf](
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         Dấu bằng xảy ra khi x=y=z=
[image: image789.wmf]1
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, Vậy  S 
[image: image790.wmf]£

 
[image: image791.wmf]818
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          Vậy  S có giá trị lớn nhất là  
[image: image792.wmf]8
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 khi x=y=z=
[image: image793.wmf]1
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       Ví dụ 3 :  Cho xy+yz+zx = 1, Tìm giá trị nhỏ nhất của    
[image: image794.wmf]444
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         Giải : Áp dụng BĐT Bunhiacốpski cho 6 số  (x,y,z) ;(x,y,z)

         Ta có 
[image: image795.wmf](
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[image: image796.wmf](
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         Ap dụng BĐT Bunhiacốpski cho (
[image: image797.wmf]222
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        Ta có    
[image: image798.wmf]2222222444
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         Từ (1) và (2) 
[image: image799.wmf]444
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         Vậy  
[image: image801.wmf]444
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 có giá trị nhỏ nhất là  
[image: image802.wmf]1

3

 khi  x=y=z=
[image: image803.wmf]3
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       Ví dụ 4 :Trong tam giác vuông có cùng cạnh huyền , tam giác vuông nào có diện tích lớn nhất

         Giải : Gọi cạnh huyền của tam giác là 2a

                   Đưấng cao thuộc cạnh huyền là h

                  Hình chiếu các cạnh góc vuông lên cạnh huyền là x 

                  Ta có  S =
[image: image804.wmf](
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 Vì a không đổi mà x+y = 2a

                 Vậy S  lớn nhất khi x.y lớn nhất  
[image: image805.wmf]xy
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   Vậy trong các tam giác có cùng cạnh huyền thì tam giác vuông cân có diện tích lớn nhất 

    Bài tập 20 ( Bài tập áp dụng bất đẳng thức để giải PT, HPT.
  1) Giải phương trình sau  
[image: image806.wmf]222
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    Giải :Ta có  
[image: image807.wmf]2
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            Vậy  
[image: image811.wmf]22
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            Dấu ( = ) xảy ra khi x+1 = 0  
[image: image812.wmf]Þ

 x = -1

     Vậy    
[image: image813.wmf]222
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     khi x = -1

     Vậy  phương trình có nghiệm duy nhất x = -1

Ví dụ 2 :Giải phương trình  
[image: image814.wmf]22
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         Giải :áp dụng BĐT BunhiaCốpski ta có :
[image: image815.wmf](
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          Dấu (=) xảy ra khi x = 1 , Mặt khác   
[image: image816.wmf](
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, Dấu (=) xảy ra khi   y = -
[image: image817.wmf]1
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         Vậy  
[image: image818.wmf]22

24432

xxyy

+-=++=

  khi x =1 và y =-
[image: image819.wmf]1
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     Ví dụ 3 :Giải hệ phương trình sau: 
[image: image821.wmf]444
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        Giải : áp dụng BĐT Côsi ta có  


[image: image822.wmf]444444
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             Vì x+y+z = 1,  Nên 
[image: image824.wmf]444
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 , Dấu (=) xảy ra khi  x = y = z =
[image: image825.wmf]1
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     Vậy 
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   có nghiệm  x = y = z =
[image: image827.wmf]1
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    Ví dụ 4 : Giải hệ phương trình sau 
[image: image828.wmf]2
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[image: image829.wmf](1)
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      Từ PHƯƠNG trình  (1)    
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      Từ phương trình  (2)    
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       Nếu x = 
[image: image834.wmf]2

 thì y = 2
[image: image835.wmf]2


       Nếu x = -
[image: image836.wmf]2

 thì y = -2
[image: image837.wmf]2


       Vậy hệ PHƯƠNG trình có nghiệm    
[image: image838.wmf]2

2

x

y

ì

=

ï

í

=-

ï

î

   và    
[image: image839.wmf]22

22

x

y

ì

=

ï

í

=-

ï

î


  Bài tập 20 ( Bài tập áp dụng bất đẳng thức để giải phương trình nghiệm nguyên.
    1) Tìm các số nguyên x,y,z thoả mãn 
[image: image840.wmf]222
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      Giải :Vì x,y,z là các số nguyên nên
[image: image841.wmf]222
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[image: image843.wmf](
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   (*) Mà   
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[image: image845.wmf],
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[image: image846.wmf](
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  Các số x,y,z phải tìm là 
[image: image847.wmf]1
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        Ví dụ 2: Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình 
[image: image848.wmf]111
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         Giải : Không mất tính tổng quát ta giả sử     
[image: image849.wmf]xyz
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     Mà  z nguyên dương vậy z = 1, Thay z = 1 vào phương trình ta được   
[image: image851.wmf]11
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     Theo giả sử  x
[image: image852.wmf]³

y nên 1 = 
[image: image853.wmf]11
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[image: image854.wmf]1
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[image: image855.wmf]2
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  mà y nguyên dương

      Nên y = 1 hoặc y = 2

      Với y = 1  không thích hợp 

      Với y = 2 ta có x = 2

       Vậy (2 ,2,1) là một nghiệm của phương trình

      Hoán vị các số trên ta được các nghiệm của phương trình là (2,2,1) ; (2,1,2) ; (1,2,2)

    Ví dụ 3 : Tìm các cặp số nguyên thoả mãn phương trình 
[image: image856.wmf]xxy
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     Giải : (*)  Với x < 0 , y < 0 thì phương trình không có nghĩa (*)  Với x > 0 , y > 0 
     Ta có 
[image: image857.wmf]xxy
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     Đặt 
[image: image859.wmf]xk
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    (k nguyên dương vì x nguyên dương  Ta cóNhưng 
[image: image860.wmf](
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[image: image861.wmf]1
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   Mà giữa k và k+1 là hai số nguyên dương liên tiếp không tồn tại một số nguyên dương nào cả
   Nên không có cặp số nguyên dương nào thoả mãn phương trình .

   Vậy phương trình có nghiệm duy nhất là :  
[image: image862.wmf]0
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  Bài tập 21 CMR : (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) ≥ (ax + by +cz)2
( BĐT Bunhiacôpxki cho 2 bộ 3 số a, b, c và x, y, z).

GiảI  Xét hiệu : (a2 + b2 + c2)(x2 + y2 + z2) - (ax + by +cz)2
=a2x2+a2y2+a2z2+b2x2+b2y2+b2z2+c2x2+c2y2+c2z2- a2x2- b2y2- c2z2-2abxy-2acxz-2bcyz

=(a2y2-2abxy+b2x2)+(a2z2–2acxz+c2x2)+(b2z2-2bcyz+ c2y2)

=(ay - bx)2+ (az - cx)2+ (cy - bz)2  ≥ 0  

Dấu “=” xảy ra khi 
[image: image863.wmf]z
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Bằng cách làm tương tự ta có thể phát triển bài toán BĐT Bunhiacôpxki tổng quát:

(a21 + a22 +…+ a2n)(x21 + x22 +…+ x2n) ≥ (a1x1 + a2x2 +…+ anxn )2

Dấu “=” xảy ra khi 
[image: image864.wmf]n
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Để ý rằng nếu a và x là 2 số nghịch đảo của nhau thì ax = 1 (x = 
[image: image865.wmf]a
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 )

Từ bài toán 2 ta có thể đặt ra bài toán:

Bài tập 22  Cho ba số a, b, c là 3 số dương Chứng minh rằng: (a + b + c)( 
[image: image866.wmf]a
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[image: image868.wmf]c
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) ≥ 9
Giải Theo bài toán 2 (BĐT Bunhiacôpxki):

           (a + b + c)( 
[image: image869.wmf]a
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( (a + b + c)( 
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[image: image875.wmf]c
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Dấu “=” xảy ra khi a = b = c.Từ bất đẳng thức (x+ y+ z)( 
[image: image876.wmf]x
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[image: image877.wmf]y
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[image: image878.wmf]z
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Đặt a + b = X; b + c = Y; c + a = Z ta được BĐT: 2(a + b + c)( 
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