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Bảng PT

PT.1 Bằng cách xét các giá trị tại−1 và 1, giả thiết |ax+b| ≤ 1 khi |x| ≤ 1 đem lại |−a+b| ≤ 1
và |a+ b| ≤ 1.

(i) Từ bất đẳng thức tam giác, ta có |2a| = |(a+b)−(−a+b)| ≤ |a+b|+|−a+b| ≤ 2.
Nghĩa là |a| ≤ 1.

(ii) Để chứng minh |bx+a| ≤ 1 với mọi |x| ≤ 1 ta chỉ cần kiểm tra tại x = ±1. Nói cách
khác, ta cần kiểm tra rằng |a + b| ≤ 1 và |a− b| ≤ 1. Nhưng các bất đẳng thức này
đã được thiết lập ở trên.

PT.2 Đặt d = a+ b+ c, e = a− b+ c. Như vậy, theo giả thiết thì |c|, |d|, |e| ≤ 1.

(i) Để kiểm tra bất đẳng thức |2ax + b| ≤ 4, ta chỉ cần kiểm tra tại các giá trị x = ±1.
Nói cách khác, ta cần kiểm tra rằng |2a+ b| ≤ 4 và |2a− b| ≤ 4.

Từ các đẳng thức d = a + b + c, e = a− b + c ta suy ra a =
1

2
(d + e)− c, b =

1

2
(d− e). Như vậy, 2a+ b = (d+ e)− 2c+

1

2
(d− e) =

3

2
d− 2c+

1

2
e. Từ đó, theo

bất đẳng thức tam giác,

|2a+ b| ≤
3

2
|d|+ 2|c|+

1

2
|e| ≤

3

2
+ 2 +

1

2
= 4.

Hoàn toàn tương tự, ta cũng có |2a− b| ≤ 4.

(ii) Ta có

cx2 + bx+ a = c(x2 − 1) +
d

2
(1 + x) +

e

2
(1− x).

Từ đó, dựa vào bất đẳng thức tam giác, ta có khi |x| ≤ 1,



|cx2 + bx+ c| =
∣∣∣∣c(x2 − 1) +

d

2
(1 + x) +

e

2
(1− x)

∣∣∣∣
≤ |x2 − 1|+

1

2
|1 + x|+

1

2
|1− x|

= 1− x2 +
1

2
(1 + x+ 1− x) = 2− x2 ≤ 2.

PT.3

(i) Dễ thấy: cả hai vế của đẳng thức cần chứng minh là không đổi khi ta hoán đổi vị trí củaA và
B, hoặc khi ta đổi dấu một trong hai số A,B. Vì thế, chỉ cần xét trường hợp A ≥ B ≥ 0;
và chính trong trường hợp này,

|A+B|+ |A−B| = A+B +A−B = 2A = 2max{A,B} = 2max{|A|, |B|}.

(ii) Xem 

α = −a + b − c + d

β = −
a

8
+

b

4
−

c

2
+ d

γ =
a

8
+

b

4
+

c

2
+ d

δ = a + b + c + d

như một hệ phương trình với các ẩn số a, b, c, d. Giải hệ đó ta tìm được “nghiệm”:

a = −2
α

3
+ 4

β

3
− 4

γ

3
+ 2

δ

3

b = 2
α

3
− 2

β

3
− 2

γ

3
+ 2

δ

3

c =
α

6
− 4

β

3
+ 4

γ

3
−

δ

6

d = −
α

6
+ 2

β

3
+ 2

γ

3
−

δ

6
·

Thay chúng vào g(x) := 3ax2 + 2bx+ c, ta có

g(x) ≡ −
α

6
(12x2−8x−1)+4

β

3
(3x2−x−1)−4

γ

3
(3x2+x−1)+

δ

6
(12x2+8x−1).

Nhưng theo giả thiết, max{|α|, |β|, |γ|, |δ|} ≤ 1, nên áp dụng bất đẳng thức tam giác và
kết luận của bài toán PT. 3 (i), ta thấy nếu |x| ≤ 1 thì

|g(x)| ≤
1

6
(|12x2 − 8x− 1|+ |12x2 + 8x− 1|) +

4

3
(|3x2 − x− 1|+ |3x2 + x− 1|)

=
1

3
max{|12x2 − 1|, 8|x|}+

8

3
max{|3x2 − 1|, |x|} ≤

1

3
· 11 +

8

3
· 2 = 9.
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(iii) Thay các “nghiệm” a, b, c, d tìm được ở PT.3 (ii) vào h(x) := dx3 + cx2 + bx+a ta suy ra

h(x) =− 2
α

3

(
1−

x2

4

)
(1− x) + 4

β

3
(1− x2)

(
1−

x

2

)
− 4

γ

3
(1− x2)

(
1 +

x

2

)
+ 2

δ

3

(
1−

x2

4

)
(1 + x).

Vậy, khi |x| ≤ 1, ta có đánh giá:

|h(x)| ≤
2

3

(
1−

x2

4

)
(1− x) +

4

3
(1− x2)

(
1−

x

2

)
+

4

3
(1− x2)

(
1 +

x

2

)
+

+
2

3

(
1−

x2

4

)
(1 + x)

=
4

3

(
1−

x2

4

)
+

8

3
(1− x2)

= 4− 3x2 ≤ 4.

PT.4

(i) Ta có a =
1

2
(d+ e)− c, b =

1

2
(d− e). Như vậy,

f(x) =
d

2
(x2n + x) +

e

2
(x2n − x) + c(1− x2n).

Theo giả thiết, max{|c|, |d|, |e|} ≤ 1, nên dựa vào kết luận của bài toán PT. 3 (i), khi
|x| ≤ 1 thì

|f(x)| ≤
1

2
(|x2n+x|+|x2n−x|)+|1−x2n| = max{x2n, |x|}+1−x2n = 1+|x|−x2n. (∗)

Cách 1: Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức TBC-TBN cho 2n số không âm:

x2n,
1

2n−1
√
4nn2n

,
1

2n−1
√
4nn2n

, . . . ,
1

2n−1
√
4nn2n︸ ︷︷ ︸

2n−1 số

ta có

x2n +
2n− 1

2n−1
√
4nn2n

≥ 2n
2n

√
x2n

4nn2n
= |x|.

Vì thế, (∗)⇒ |f(x)| ≤
2n− 1

2n−1
√
4nn2n

+ 1, đpcm.

Cách 2: Mặt khác, ta có thể khảo sát hàm số y = g(t) = 1 + t − t2n với 0 ≤ t ≤ 1. Dễ

thấy g′(t) = 1− 2nt2n−1 > 0 khi 0 ≤ t < t∗ :=
1

2n−1
√
2n

; g′(t) < 0 khi t∗ < t ≤ 1. Vậy,
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max
0≤t≤1

g(t) = g(t∗) = 1 + t∗(1− t2n−1
∗ ) = 1 + t∗(2n− 1)t2n−1

∗ = 1 + (2n− 1)t2n∗

=
2n− 1

2n−1
√
4nn2n

+ 1.

Từ đó, (∗) cho ta đpcm.

(ii) Khi 1 ≤ |x| ≤M <∞, dựa vào (∗) và kết luận của bài toán PT. 3 (i), ta có:

|f(x)| ≤
1

2
(|x2n + x|+ |x2n − x|) + |1− x2n| = max{x2n, |x|}+ x2n − 1

= 2x2n − 1 ≤ 2M2n − 1.

HẾT
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