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LOTI TUA CHO LAN XUAT BAN PAU TIEN

Trong sudt khoang thdi gian hon hai nghin nam, viéc nédm dugc moét sé
ki€n thic khong qua hdi hot trong pham vi toan hoc da la moét bo phan céan
thiét trong von liéng tri tué cua mdi ngudi cé hoc van. Ngay nay, mot mdi
nguy cd Ién dang de doa truyén thong dé cua gia tri giao dudng cua toan hoc.
Ti€c réng, trong vdn dé nay nhiing dai bi€u cd uy tin cia khoa hoc todn hoc
con to ra thiéu trach nhiém. Viéc giang day toan thudng thuGng con mang tinh
chat nhitng bai tdp khudn sdo cé thé dan dén su phat trién nhitng k§ ndng
hinh thi'c nao dé ma khéng tham nhap sau sac vao dang nghién cltu va khdng
thuc su giup cho su phat trién tu do cua tu tudng. Cac cdng trinh nghién clru
khoa hoc da co6 xu hudng triru tugng hod va chuyén biét hod cao d6. Nhirng
&ng dung va nhitng m&i quan hé tudng hd da khdng dudc chu y day da. va
moi diéu kién tién quyét kém thuén Igi dé hoan toan khdng thé bién minh cho
mot chinh sach ddu hang vé quan diém. Ngudc lai nhitng ai hi€u dudc gia tri
clia van hod tri tué khdng thé khéng ding 1&én va da dirng 1én d&u tranh bao
vé nd. Cac thay gidao, hoc sinh va tat ca nhirng ngudi c6 hoc van khong co lién
hé vdi nha truédng déu khong mudn di theo con dudng it chdong gai nhat, da
khong ha vii khi ma da bat chiing tay vao cong cudc cai cach giang day. Muc
tiéu 1& su thdng hiéu day du ban chét cha todn hoc xem nhu mot co thé toan
ven va xem todn hoc nhu cg sé cua tu duy khoa hoc va mau phong cach hoat
dong.

Mot s6 cubn sach ndi ti€ng c6 ndi dung lich sir va ti€u s va nhitng bai
dién van chinh ludn d& Iam thdc tinh nhiéu ngudi dudng nhu thd ¢ véi toan
hoc, nhung thuc ra khéng bao gi& ngirng quan tdm dén nd. Song khéng thé
day dudc tri thdc ma chi nh& vao cac phuong tién gidn tiép. Khéng thé dat
dudc su théng hi€u todn hoc chi bdng nhitng phudng phap gidi tri nhe nhang,
cling nhu khdng thé hi€u biét &m nhac bang céach doc cac bai bdo (du ching
dudc viét ro dén muc nao), néu nhu khong hoc nghe mot cach chu y va tap
trung. Khdng thé tranh khoi su ti€p xdc thuc su véi ban than ndi dung cua
khoa hoc toan hoc sinh dong. Mat khac, khi trinh bay toan hoc thoat khoi tinh
than lac hdu cua nha trudng va tranh chu nghia gido diéu cirng nhac, tir chdi
nhifng nguyén ¢ va nhirng chi dan vé muc dich, cin phai trdnh tat cd nhitng
gi qua cong kénh va gia tao cua chu nghia gido diéu, dé chinh la mét tréd ngai
dang ghét ddi vdi moi su’ c¢d gang chén that. Chang |1& khdng thé dugc néu bat
dau tir nhirng yéu té va di theo con dudng truc tiép d€ dat t&i nhirng di€ém cao
ma tir d6 cd thé nhin rd cadi ban chit nhat va nhitng déng luc clia todn hoc
hién dai.

Culn sach nay dinh th lam mot coéng viéc nhu vay. Vi né khong doi hai
nhirng hi€u biét gi mdi ngoai nhitng diéu da dudc trinh bay trong mét gido
trinh t6t & nha trudng, cho nén cé thé goi n6 1a mot cubn sach phd cép. Song



nd khdng theo mdt xu hudng nguy hiém la thu tiéu moi su c¢d gédng suy nghi,
moi su luyén tap. N6 doi héi mét mirc d6 trudng thanh nhat dinh vé tri tué va
mot trinh d0 ti€p thu cac 1ap luan dudc trinh bay. Cubn sach dudc viét cho
nhirng ngudi bat dau hoc va cho nhitng can bd khoa hoc, cho hoc sinh va thay
gido, cho cac nha triét hoc va cac k¥ su, né cé thé dugc dung lam séch gido
khoa dé tu hoc. C4 18, y dinh phuc vu cho mét I8p rdong rai ban doc nhu thé Ia
qué ddi can ddm va tu tin. Phai thira nhan réng, do &p luc clia mot tdc phadm
khac ma khi cho cuén séch nay ra mat ban doc, ching budc phai di dén mot
su’ thod hiép: cdng viéc chudn bi da dudc ti€én hanh nhiéu ndm nhung chua
thuc su két thic. Chdng t6i rat vui mirng chd dén nhirng 18i phé binh va san
sang don nghe nhirng y ki€n déng gdp cua cac ban.

N€u nhu trach nhiém vé y dinh va ndi dung triét hoc cua cudn sach nay
thuéc vé ngudi ky tén dudi day thi toi xin chia sé cong lao xi'ng dang vé gia
tri ctia cudn sach (néu cd) véi Herbert Robbinx. Ong d& danh cho tac phdm
nay moét su chu y dac biét nhu chinh céng trinh cda ban than minh ngay tu
khi ti€p xuUc vd8i né dudi dang so thao va su cong tac cua 6ng da cé vai tro
quyét dinh 1am cho cudn sach nay dugc nhu ngay nay. Cudi cung téi xin bié€u
thi Iong cdm dn séu sac trudc su gilp d& cha nhiéu bé ban. Cac cudc toa dam
vGi Niels Bohr, Kurt Friedrichs va Otto Neugebauer da c6 anh hudng dén mot
s& quan diém cla téi vé cac vadn dé cd tinh chét triét hoc va lich sir. Edna
Kramer da cho nhiéu y ki€n phé binh xay dung vé mat su pham. David Hilbark
da viét nhirng bai giang, sau d6 da la co sé cho cudn sach. Ernest Courant,
Norman Davids, Charles de Prima, Alfred Horn, Herbert Mintzer, Wonlfgang
Wasow va nhitng ngudi khac da déng goép rat nhiéu cong siUc sita chira va
danh may ban thao. Donald Flenders da cho nhiéu y ki€n quy bao va sira chira
can than ban thao. John Knudsen, Hertha von Gumpenberg, Irving Ritter, va
Otto Neugebauer d& chudn bj cho cac hinh v& v.v... Tdi cling xin cdm ta nha
xuat ban Waverly Press, dac biét ngai Grover C. Orth, cho ching ta vé su lam
viéc co chat lugng rat cao va cdm ta nha xuat ban Oxford University Press,
dac biét ngai W. Oman va Phillip Vaudrin Vodren vé sang kién va su ung ho.

R. Courant
Niw Rochelle, (New York)
22 thang 8 nam 1941

LOTI TUA CHO LAN XUAT BAN THU HAI, THU BA VA THU TU

Trong nhitng nam géan day, nhu cau thong tin toan hoc va tai liéu chi
dan tuong 'ng ngay cang tang. Haon ldc nao hét, hién nay cé nguy co cua su



chan ngén, néu nhu hoc sinh (va gido vién) khdng nhan ra va ndm dugdc ban
chét va ndi dung clia todn hoc déng sau cac cdng thic va cac bién déi. DSi vdi
nhirng ai da nhin thdy sdu hdn nhitng diéu da viét trong cuén sach nay va
binh phdm d&i v3i IAn xudt ban th& nhat da cang c6 trong cac tac gia niém tin
rang cudn sach cd bd ich.

Chung t6i xin cam ta nhitng ban doc ma nhirng IGi phé binh da giup
chdng tdi dinh chinh lai va hoan thién thém trong nhirng Ian xuét ban sau. bé
chuén bj cho Ian in th tu, ba Natascha Artin d& dong gép rat nhiéu, chidng toi
xin chan thanh cam on.

R. Courant
New Rochelle, N.Y.
18-3-1943
10-10-1945
28-10-1947

CACH DUNG SACH

Trat tu trinh bay trong sach la cé hé théng, nhung diéu nay hoan toan
khong c6 nghia bat budc ban doc phai xem lan lugt trang nay sang trang khac,
chudng no tiép chudng kia. Vé can ban, cac chudng doc lap vdéi nhau. Thong
thudng thi phan dau chucng 1a dé hiéu, nhung sau dé con dudng di sé& tir tir
leo d6c, dén cudi chuong va phan phu luc cia nd thi cang déc han. Béi thé€,
ban doc nao can sdm c6é mot théng tin téng quat, hon 1a viéc linh hdi nhitng
ki€n thldc chuyén nganh thi cd thé doc theo nguyén téc bo qua nhitng khao
sat chi tiét.

Hoc sinh ¢ trinh d6 toan hoc han ché thi nén Iua chon theo sd thich cua
minh. Céc ddu sao va dong in chir nhé danh d&u nhitng phan cé thé bo qua
trong lan doc dau tién ma khdng phuong hai gi nghiém trong cho viéc nhan
thic phan tiép sau. Han thé nira, néu trong khi doc sach ma ban doc tu gidi
han & nhirng phan hoac nhirng chugng ma minh quan tdm dén nhiéu nhat thi
cling khéng cé trd ngai gi.

Cac thay gido trudng phd thdng sé tim th&y, trong nhitng chucng danh
cho céc phép dung hinh hoc va cuc dai, cuc ti€u, tai liéu d&€ hoat ddng ngoai
khod va boi dudng hoc sinh gioi.

Chung tdi hy vong réang cuén sach cé thé phuc vu cho hoc sinh cac 18p
khac nhau & trudng phé théng va cho nhitng ngudi thuéc nganh nghé khac



nhau thuc su quan tdm dén cac van dé kién thic chinh xac. N6 cé thé lam cg
s@ cho cac gido trinh tu chon vé cac khai niém toan hoc cd ban trong cac
trudng phd théng. Céc chuaong III, IV, V phlu hgp véi gido trinh hinh hoc, céc
VI va VIII gbp lai trinh bay trong ven cac cd sé cua giai tich v8i muc dich thong
hi€u nhiéu hon la dat téi su hoan thién vé ky thudt. Cac thay gido cé thé sir
dung ching lam bai md& dau dé bé sung gido trinh cho phu hdp vdi cac nhu
cau riéng biét nao dd va lam cho gido trinh phong phud thém bdi nhitng thi du
nhiéu loai khac nhau.

Chang tdi hy vong réng ca nhitng chuyén gia ciing sé thdy dugc mot s6
chi tiét va mot so6 1ap luan sc cap dang luu y chlra dung trong ban than chuing
mam maong cua nhirng tu tudng réng I6n hon.

TOAN HOC LA GI?

Todn hoc chra dung trong ban than nd nhiing déc diém cua hoat déng
ly tri, cGa 1&p luén triru tugng va hudng tdi su hoan thién vé thdm my. Nhirng
y&u t6 co ban va déi 1ap 1An nhau cla né 1a logic va truc gidc, giai tich va phép
dung hinh, tinh khai quat va tinh cu thé. V3&i moi quan diém khac nhau bat
nguon tur nhirng truyén théng nay hay truyén théng khac, su tac dong doéng
thdi ciia nhitng thai cuc dé va su dau tranh dé€ téng hdp ching lai s& dam bao
cho sirc sdng, su bé ich va gid tri cao ciia khoa hoc toén hoc.

Khéng nghi ngd gi nira, su ti€n I1én trong pham vi toan hoc dugc qui dinh
bdi su phat sinh nhitng nhu cau cé tinh chat thuc tién nhat dinh. Nhung, tat
y€u phai cé moét cai da ndi tai vugt ra ngoai gidi han cua Igi ich truc ti€p. Su
bién déi tir mdt khoa hoc ng dung sang mot khoa hoc ly thuyét nhu vay da
dién ra trong lich st xa xua, song ngay nay cling van con nhu thé: chi can dé
y dén su déng gop cua cac ky su va cac nha vat ly trong toan hoc hién dai
cling du rd. Nhitng phong céch tu duy todn hoc cd xua nhat da xudt hién &
phuong Dong khoang hai nghin nam trudc cdng nguyén: ngudi Babilon da tap
hop dugc chat liéu phong phu, cai ma ngay nay chidng ta cé xu hudng x€p vao
dai s6 so cap. Nhung, tu "toan hoc" dugc xem nhu mot khoa hoc theo y nghia
hién nay, da phat sinh cham hadn & trén manh dat Hy Lap vao khoang thé ky
th(r tu va th& nam trudc cong nguyén. Moi su ti€p xUc ngay cang tang gilra
Phuong B6ng va Hy Lap bat dau tir d€ qudc Ba Tu va dat téi tot dinh trong
thai ky ti€p ngay sau cudc du lich clia Alexander da dam bao cho ngudi Hy
Lap dudi kip nhitng thanh tuu cua ngudi Babilon trong linh vuc todn hoc va
thién van hoc. Toan hoc da nhanh chéng trd thanh d6i tuong cua cac cudc
thao luan vé triét hoc thong thudng tai cac Nha nudc - thanh phé Hy Lap. Nhu
vay, cac nha tu tudng Hy Lap da nhan thic dugc nhitng khd khan dac biét co



lién quan vdi cac khai niém todn hoc ca ban - su lién tuc, su chuyén ddng, cai
vd han - va vdi bai todn do cac dai lugng tuy y bang cac don vi cho trudc.
Nhung da cé quyét tdm vugt khd khan: nay sinh do két qua cua mét su co
gdng tuyét va@i cla tu tudng Eudoxus, ly tuyét continuum hinh hoc la mét
thanh tuu cé thé sdnh ngang hang vai ly thuyét s§ vo ti hién dai. Phuong
hudng tién dé suy dién trong todn hoc, bat dau tir Eudoxus, da dudc thé hién
rat rd trong tdc phdm "Elements" cta Euclid.

M&c ddu xu hudng tién d& - ly thuyét van 1a mot trong nhitng ddc diém
nGi bat nhat cla todn hoc Hy Lap va tu nd da anh hudng 18n dén su phat trién
sau nay cua khoa hoc nhung cling can phai kién quyét chi rd rang vai tro cua
cac nhu cau thuc tién va méi lién hé vdi thuc tai vat ly khong hé bi ha thap
chdt nao trong viéc sdng tao ra todn hoc ¢ xua va rang viéc trinh bay toan
hoc khdng theo phong cach chit ché cla Euclid van dugc ua thich hon.

Su phat hién qua s6m nhirng khoé khan cd lién quan tdi cac dai lugng "vo
ty" d&d can trd nhirng ngudi Hy Lap phat trién nghé thudt tinh todn bang sé ma
trong nhitng thdi ky trudc ddy da tao ra nhitng thanh tuu ddng ké & Phuong
Dong. Thay thé vao dd, ho di tim nhitng con dudng trong rirng réam cua hinh
hoc tién dé thuan tuy. Thé la bat dau mot trong nhitng cubc phiéu luu la lung
trong lich sir khoa hoc ma trong dé cé thé bd 18 nhitng kha ndng sang lan.
Gan nhu trong subt hai nghin nam, su théng tri cda truyén théng hinh hoc Hy
Lap d& ngdn can su ti€n hoa cla tu tudng vé s6 va cla phép tinh bang chir
ma sau nay da dudc dat lam cd sd cua cac khoa hoc chinh xac.

Sau moét thdi ky tap trung sic luc cham chap, moét thai ky cach mang
bdo tap trong su phat trién clia todn hoc va véat ly hoc d& dudc md ra cung vdi
su ndy sinh hinh hoc giadi tich va phép tinh vi tich phan trong thé ky XVII.
Trong cac thé& ky XVII va XVIII, ly tudng két tinh tién d& hoa va suy dién hé
thdng da tan lui di va d3 mat anh hudng, tuy rang hinh hoc ¢ xua van tiép
tuc dugc danh giad cao. Su tu duy logic hoan hao xuat phat tur nhitng dinh
nghia ranh mach va tir nhitng tién dé “hién nhién” khdng mau thuan véi nhau
da khong con lam vira long nhitng nguGi khai pha ki€n thdc toan hoc mdi.
D3am minh trong nhirng du dodn truc gidc, bang cach pha trén nhirng két luan
hi€n nhién v3i nhitng khdng dinh huyén bi phi ly, bang cach tin tudng mu
quang vao luc lugng siéu dang cua cac qui trinh hinh thirc, ho da phat hién ra
mot thé gidi toan hoc mdi v6 cung phong phd. Song dan da, trang thai phan
ch&n cao dd cua tu tudng dugc cd vi bdi nhitng thadng Igi oanh liét, d& nhudng
chd cho thai dd than trong va y thirc phé binh. Trong thé ky XIX, y thirc vé su
can thiét phai cing c6 khoa hoc, dac biét co lién quan tdi nhirng nhu céu cua
gido duc cao ddng, dugc phat trién rong rdi sau cdch mang Phap, da dan tdi
su xét lai cd sd cua toan hoc mdi. Ho da dac biét chu y téi phép tinh vi tich



phan va viéc lam sang to khai niém gidi han. Nhu vay, thé ky XIX khong nhirng
da trd nén mot ky nguyén clia nhirng thdng Igi mdi ma con dudgc danh déu bdi
su quay trd lai cé két qua ly tudng c6 dién vé su chinh xac va chdt ché cla
cac chirng minh. V& mat nay thi khudn mau Hy Lap d3 bi vugt qua. Mot Ian
nira, con ldc da nghiéng vé phia su hoan hao l6gic va triru tugng. Hién nay,
chiing ching ta con chua vugt ra khoi théi ky dd, dau réng co ca sd dé hy
vong su gian doan dang bu6n dudc tao nén gilra toan hoc thuan tuy va nhirng
Ung dung sinh déng cla nd cé thé dugc thay thé bdi su thdng nhat chat ché
haon trong thdi ky xét lai cé phé phan. Ngay nay, mo6t khéi lugng nhirng Iuc noi
tai sdng tao va su don gidn hoa cao dd dat dudc trén cd sd cla su thau hiéu
da cho phép chung ta sir dung moét ly thuyét todn hoc sao cho nhitng i'ng dung
khong bi boé qua. Viéc thiét l1ap lai mai lién hé hitu cg gilra tri thirc thuan tuy
va tri thi’c &’'ng dung, su can bang lanh manh gilra tinh khai quat triru tugng
va tinh cu thé phong phu chinh la nhiém vu cua todn hoc trong mét tuong lai
gan day.

O day, chiing ta khdng cé diéu kién phan tich hoc vé mét triét hoc hodc
tdm ly hoc mét cach ti mi. Chi muén nh&n manh vao mot sd thdi diém. Theo
toi, viéc nhdn manh qué dang tinh chat tién d& - suy dién cla todn hoc 13
nguy hi€m. Tat nhién cdi khdi dau cla su sang tao cé tinh chét kién thiét. Kho
ai co thé chira chat trong cac dién dat triét hoc cai khdi dau truc gidc - 1a
nguon goc cla cac tu tudng cua chung chung ta va nhirng ludn c cua chung
ching ta; tuy nhién cai khai dau do lai la ban chat thuc su cia moi phat minh
toan hoc, ké ca khi né thudc va nhirng linh vuc triru tugng nhét. NEu mot hinh
thirc suy dién ranh mach 1d muc dich thi dong Iuc cua todn hoc phai la truc
giac va kién thiét. Trong gia thiét cho rang, toan hoc la mot hé théng cac hé
qua rat ra tu cac dinh nghia va tién dé chi can tuong tich véi nhau, bo phan
con lai 1a s&n phdm cua su tudng tudgng tu do cla nha todn hoc, ch( trong né
moi de doa nghiém trong d6i vGi ban than su ton tai cia khoa hoc. Néu thuc
su nhu vay thi toan hoc sé lam mot viéc khong xirng dang cua con ngudi biét
suy nghi. N6 chi la mot tro chai vdi cac dinh nghia, qui tac va phép ching tam
doan ludt ma khéng cé nguyén nhén, khéng cé muc dich. Biéu tugng theo d6
tri tué con ngudi cé thé sang tao ra nhitng hé tién dé d& mat moi y nghia, sé
la mdt su Ilra dGi. Chi co thé thu dugc nhitng két qua cd gia tri khoa hoc néu
thdy ro trach nhiém nang né trudc thién nhién va tuan theo moét nhu cau noi
tai nao do.

Tuy xu hudng giai tich logic suy tudng chua phai la toan b6 toan hoc
nhung né cling giup ching ching ta nhan thic sau sac hon nhitng su kién
todn hoc va nhitng su phu thudc I4n nhau giira chiing va gitp chidng ta ndm
virng hon ban chat cac khai niém toan hoc. Chinh tir xu huéng dé da nay sinh



ra mot quan diém hién dai ddi v8i todn hoc xem nhu mau muc cia mot phuong
phap khoa hoc dugc ap dung van nang.

DU ching ta ding trén mot quan diém triét hoc nao thi moi nhiém vu
nghién cu khoa hoc déu dugc quy vé thai do cua chung ta doi vdi cac su vat
dugc cam thu va doéi véi cac cong cu nghién clru. Tat nhién, ban than su cam
thu chua phai 13 tri thic, chua phai la su thdng hi€u; con phai phu hdp ching
vdi nhau va cat nghia bang thuat nglr mét s6 ndi dung co ban déng sau chang.
“Vat tu than” khong phai la dbi tugng truc ti€p cua mot nghién clru vat ly ma
thudc vé linh vuc siéu hinh. Nhung déi v8i mot phuang phap khoa hoc thi diéu
quan trong la su tr bd cac suy luén siéu hinh, chung qui 1a su bi€u thi moi su
kién quan sat dugc dudi dang cac khai niém va cac phép dung. Su tir bo tham
vong nhan thdc ban chat caa “vat tu than”, nhan thdc tinh chan ly cudi cung
cling nhu su gidi dap ban chét ndi tai ctia thé gidi, cb thé sé Ia mét gdnh néng
vé tam ly déi v8i nhirng nguGi nhiét tam ngay thd; nhung su tur bd do lai co
hiéu qua cao dbi vGi su phat trién cla tu tudng khoa hoc hién dai.

Mot s6 phat minh vi dai nhat vé vat ly da budc chung ta phai tuan theo
nguyén tac thu tiéu duy tam siéu hinh. Khi Einstein dinh dua khai niém “nhiing
su' kién ddng thdi, phat sinh tir nhitng dia di€m khac nhau” vao s6 nhirng hién
tugng quan sat va khi dng hi€u réng niém tin ban than khai niém nay tat phai
c6 moét y nghia chinh xac nao dé mdi chi la mot tién doan siéu hinh thi trong
phat minh d6 da chlra dung mam maong cua ly thuyét tuong dbi cua 6ng. Khi
Niels Bohr va cac hoc tro clia 6ng can nhac ky su kién mot quan sat vat ly hoc
tuy y cé lién quan dén tac dung tuong hd gitra dung cu va vat dudc quan sat
thi ng da thay ré rang khdng thé cé6 moét dinh nghia vi tri va van t6c cta phan
tir ddng thdi chinh xac theo nghia ma nd dudc hiéu trong vét ly. Nhitng hé qua
xa haon cua phat minh nay da tao nén hé thdng cd lugng tur hién dai ma ngay
nay moi nha vat ly hoc d&u biét. Trong thé ky XIX d& cé mot tu tudng théng
tri, d6 1a tu tudng cho rang cac luc cd hoc va su chuyén déng cla cac phan tur
trong khéng gian la cac vét tu than; con dién, anh sdng va ti cé thé qui vé
cac hién tugng cd hoc (hodc “giai thich” bang thuat ngit cé hoc) tucng tu nhu
da lam doi v@i ly thuyét nhiét. Khai niém vé moét maoi trudng cé tinh chat gia
dinh - goi 1& mdi trudng ether- d3 dé xudt cho thich hgp véi nhitng chuyén
dong cd hoc khéng hoan toan chinh dang ma ching ta coi la dnh sang va dién.
Dan da da thay ro ether nay khong quan sat dudc, tic la khai niém nay thudc
vé siéu hinh nhiéu hon la thudc vé vat ly. Sau dé thi tu tudng giai thich mot
cach cd hoc cac hién tugng dién va anh sang va cung véi nd khai niém vé
ether da bi dit khoat loai bé.

Trong toan hoc cling cé moét tinh hudng tudng tu nhu thé, tham chi con
rd rang hon. Trong nhiéu thé ky, cdc nha toan hoc da xem nhitng su vat ma



ho quan tdm - s8, dudng thang v.v... nhu la vat tu than. Song, vi nhirng ban
thé d6 khéng thich hgp v3i nhitng y dinh mé ta chinh xac nao vé ban chét cua
ching, trong cac nha toan hoc thé ky XIX da hinh thanh mot tu tudng cho
rang van dé vé gid tri cia nhirng khai niém dé xem nhu nhifng thuc thé trong
pham vi todan hoc (va ca & bat ky dau) cling déu khéng cé y nghia. Nhirng
khang dinh todn hoc ma nhirng thuat ngr dé6 thdm nhéap vao hoan toan khdng
thudc vé thuc tai vat ly; chidng chi thiét I&p méi lién hé tuong ho gilfa cac “su
vat khdng xac dinh” va nhirng qui tic thao tac v3i nhitng su vat dy. Khdng thé
va khéng nén thao luén trong todn hoc van dé diém, dudng thang va s, thuc
chat la gi. biéu thuc su quan trong va co lién quan truc ti€p vdi cac su kién
“dudc khdo sat” 1a cdu truc va mdi lién hé tuong hd gilra cic su vat dé: hai
diém thi xac dinh mdt dudng thang; theo nhitng qui tdc nhat dinh thi tir cac
sO nay chung ta suy ra dudc cac s6 khac v.v...

Nhan thirc dugc mot cach rd rang su can thiét phai tir béd quan niém cho
rang cac khai niém toan hoc cd ban nhu la nhitng su vat cé thuc la mot trong
nhirng chién c6ng quan trong nhét cla su phat trién tién dé hod hién nay cla
toan hoc.

May man thay, tu tudng sang tao dang lang quén di nhirng tin ngudng
tri€t hoc gido diéu ngay khi ma nhirng phat minh cé tinh chat kién thiét con
quyén luyén chuang. Va, dGi véi cac chuyén gia cling nhu déi véi nhirng ngudi
yéu thich toan hoc thi khéng phai triét hoc ma chi cé su tan tuy nghién cliu
ban than todn hoc mdi cé thé tra 18i dugc ciu hoi. Todn hoc la gi?

CHUONG I : SO TU NHIEN
MO PAU

S0 la khai niém ca ban cua toan hoc hién dai. Nhung s6 la gi? Néu chung
ta ndi rang 2+%=1, %.%=" hodc (-1).(-1)=1 thi nhitng diéu khadng dinh
nay cd y nghia gi ? Trong nha trudng, ching ta nghién clu ky thuat tinh toan
v8i cac phan s6 va vai cac s6 am, tuy nhién, mudn hiéu thuc su xay dung mot
hé thGng s6 ma chi gidi han trong pham vi nhitng ki€n thic so cap thi khéng
du, ma phai di xa han mét chat nira. Ngudi Hy Lap thdi c6 d& dung cac khai
niém hinh hoc diém va dudng thdng lam cd s& cho todn hoc clia minh ; nhung
xét cho cung thi viéc qui moi khang dinh vé cac khang dinh d6i vdi cac s6 tu
nhién 1, 2, 3,.. dd trd thanh nguyén tac chd dao cla todn hoc hién dai.
“Thugng dé€ tao ra sb tu nhién, con moi cai khac la cong trinh sang tao cua
con ngudi.” V38i cau ndi do Leopold Kronecker (1823-1891) da xac dinh nén
mdng viing chéc cla toa nha toan hoc.



S8 dung dé& dém cac vat thé cd trong nhitng tadp hop nay hay tdp hop
khac. S6 dit khoat khdng cé lién hé gi véi dac diém cé thé cha vat dugc dém.
Chang han, s6 sau la két qua cla su triru tugng héa nay sinh ra khi xem xét
cac loai tap hgp gom cé sau doéi tugng : nd hoan toan khdong phu thubc vao
cac thudc tinh ddc thu ctia nhitng vat thé dé, cling khdng phu thudc va céc ky
hiéu dudc dung dén. Tuy nhién tinh chat trbu tugng cla cac tu tudng vé so
chi tré nén sang to trén mdét mulc do phat trién rat cao vé tri tué. Dudi con
mat clia da tré thi cac con s ludn ludn lién két vdi cac vat thé cd thé sd md
dugc nhu nhitng ngdn chung tay hoac nhitng hon séi ; trong ngébn ngif cua
nhan dan thi cic con s§ cling dugc hiéu moét cach cu thé. Do la cac té hap
khac nhau vé sé lugng dugc dung dé biéu thi cac véat thé khac nhau.

Chung chung ta Igi dung mot diéu la, nha toan hoc (tu ban than minh)
khdng bat budc phai nghién clru van dé triét hoc cua su chuyén tu nhitng tép
hop d8i tuong cu thé dén khai niém s triru tugng. Bdi thé, chdng ching ta
coi cac s6 tu nhién nhu la nhitng s6 cho trudc cung vai hai phép toan cd ban
dugc thuc hién trén cac s6 do6 : phép cong va phép nhan.

§ I. CAC PHEP TOAN VE SO TU NHIEN
1. Cac dinh luat so hoc.

S6 hoc la mot ly thuyét toan hoc cua cac s6 tu nhién (hodc cac s6 nguyén
duong). Ly thuyét nay dua trén mot su kién la, phép cong va phép nhan cac
s6 nguyén tuan theo nhirng dinh luadt ndo d6. Muén dién dat nhitng dinh luat
dé mot cach khai quat thi khdng thé dung céc ky hiéu kiéu 1, 2, 3 cd lién quan
dén nhitng s8 cu thé xac dinh. Khdng dinh : 1 + 2 = 2 + 1 chi |4 trudng hop
riéng cia mot dinh luét tdng quat, ndi dung cua nd 13, tdng cla hai sd khdng
phu thudc vao thir tu ma xét ching. Néu ching ta mudn biéu thi mét tu tudng
la, c6 mot hé thic gilta cac s6 nguyén, du cac s6 dudc xem xét nhu thé nao,
thi chdng ta bi€u thi ching bang ky hiéu, chdng han bang céac chit a, b, c,...
N&u nhu su thdéa thudn nhu vay dugc thira nhan thi viéc dién dat ndm dinh
ludt co ban cua sd hoc 1a dé dang va quen thudc véi ban doc :

l)a+b=b+a 2) ab = ba
3)a+(b+c)=(a+b)+c 4) a (bc) = (ab)c
5) a(b+c) = ab + ac

Hai dinh luat dau tién - dinh luat giao hoan cua phép cong va dinh luéat
giao hodn cua phép nhan - chi rdng, khi céng va nhan cé thé thay déi th tu
cua cac s6 ma trén doé chung ta thuc hién phép toan. Dinh luat thir ba - dinh
luat két hgp cua phép cdng - chi rang, khi cdng ba sd chiing ta dudc cung mot



k&t qua nhu nhau ma khdéng phu thudc vao viéc ching ta cdng téng cla sb
th(r hai va s8 th& ba vao s6 th nhat hay cdng sé thu ba va téng cua s6 th
nhat va sO thu hai. Dinh luat thir tu 1a dinh luat két hgp cia phép nhéan. Dinh
ludt cudi cung la dinh ludt phan phdi xac nhan rang, khi nhadn mét téng vdéi
mot s& nguyén nao dé cé thé nhdn moi s6 hang cla téng vdi s6 d6 va cdng
cac tich tim dugc lai.

Cac dinh luat s6 hoc nay rat don gian va tham chi cé vé hién nhién. Song
cén luu y rang ching cé thé khéng dp dung dugc vai cac d6i tugng khac khdng
phai Ia s6 tu nhién. Chang han, néu a va b khdng biéu thi cac s6 ma biéu thi
cac chat hdéa hoc va néu phép cdng dudgc hiéu theo nghia théng thudng thi dé
thdy rang dinh luat giao hoan clda phép cong khéng phai bao gig cling dung.
Thuc vy, néu dd axit sunfuric vao nudc thi dugc dung dich axit lodng nhung
néu dd nudc vao axit sunfuric thi cé thé gdy chldng tai hoa cho ngudi thi
nghiém. Nhitng minh hoa ki€u nhu vay cé thé ching té réng trong s6 hoc hoa
hoc cé khi cac dinh luat két hgp va phan phdéi cua phép cong bi loai trir. Nhu
vay, c6 thé hinh dung ra nhitng loai hé théng s6 hoc ma trong d4 mot hodc
mot s6 cac dinh luat 1),..., mat hiéu luc.

Nhirng hé thdng s6 hoc nhu vay da dudc thuc su nghién clu trong toan
hoc hién dai. Cd sé cla cac dinh ludt 1),... 5) Ia mdt md hinh cu thé cua khai
niém sé nguyén triu tugng. Pang I€ dung cac ky hiéu thong thudng 1, 2, 3
vv... thi chlng ta biéu thi s6 cac d6i tugng trong mot tap hgp cho trudce (thi du
s6 qua tdo trén mot cay) bdng mdt hé thdng diém trong hop sao cho mdi diém
tuong ’ng vd&i mot doéi tugng. Trong khi thao tac véi nhitng hop dd, chung ta
cd thé nghién clru céc dinh ludt clia s& hoc cac s6 nguyén. Mudn cdng hai sd
nguyén a va b ching ta ddy hai hép tuong (ng sat vao nhau réi bd vach ngan
di.

e o s o w || o e 0w = & % 2 0 0 8 9 8 g

Fig. 1. Addition,

Mudn nhén a véi b ching ta xép céc diém trong hai hép thanh hang roi 1ap
moét hdp méi ma trong dé cac diém dudc sdp x&p thanh a hang ngang va b
hang doc. Bay gid, chiing ta thdy ro rang cac qui tac 1),..., 5)

[l-!-iqilXIln.iI:

Fig. 2. Multiplication.



biéu thj cac tinh chat truc gidc hién nhién cla cac phép toan vdi cac ngan kéo
ma ching ta da dua vao.

lIIx(|~1+i-----l)=

Fig. 3. The Distributive Law.

Dua vao dinh nghia phép cdng hai s6 nguyén, dén ddy cé thé dua ra dinh
nghia bat ddng thlc. Moi khdng dinh tuong dudng a<b (a nhoé han b) va b>a
(b 18n hon a) bi€u thi rang cé thé thu dugc hdép b tr hdp a bang céch thém
vao mdt hdp thd ba c thich hgp sao cho b = a + ¢. Néu vay, ching ta cé thé
viét :

c=b-a

va phép toan tru cling dudc dinh nghia.

I--ltilnnila-{i---rzl_--.-pl

Fig. 4. Subtraction.

Phép cong va phép trir la cac phép todn ngugc nhau, chang han, néu cdng s6
d vao so a roi lay két qua tim dudgc tru di d thi lai dudc sb a :

(a+d)-d=a

Can luu y rdng s6 b - a chi dugc xac dinh vdi didu kién b > a. Y nghia
cua ky hiéu b —a nhu la s6 nguyén am vdéi diéu kién b < a sé dudc xét dén sau
nay. Ky hiéu b = a ( b I6n han hodc bang a) hodc a < b ( a nho han hodc bang
b) (a khéng vugt qua b) thudng dudgc dung vdi y nghia la cai phu dinh cua a
> b. Cho nén cé thé biét 2 > 2 va ciling cb thé viét 3 > 2.

Chung ta con cé thé md rong thém modt chdt pham vi cdc s6 nguyén
duong ma ching ta d& biéu dién b&ng cac hdp diém. Ching ta dua vao s6
nguyén « khéng » dugc biéu dién bdi ngén kéo hoan toan rong : chiing ta qui
udc bidu thi ngdn kéo rdng bang ky hiéu 0 thdng thudng. Vay thi theo dinh
nghia phép cong va phép nhan, véi moi s6 a ching ta cé cac hé thurc :

a+0=a
a.o=0

Thuc vay, a + 0 biéu thi su thém mot ngdn kéo rdng vao ngdn kéo a,
con a.0 bi€u thi mét ngén kéo trong dd hoan toan khdng cé hang doc nao, tic



la ngdn kéo rong. Nhu vay thi viéc ma rong dinh nghia phép tir [a hoan toan
tu nhién néu gia thiét

a-a=20
v3i moi a. B4 la nhirng tinh chat s6 hoc dac trung cua s6 khong.

Cac md hinh hinh hoc nhu ki€u ngadn kéo diém dugc ap dung réng rai trong
tinh todn s& hoc cho dén cudi thdi ky Trung c6 va chi sau d6 mdi dan dan
nhudng chd cho cdc phudng phap ky hiéu hoan hon hon nhiéu dua vao hé
thap phan.

2. Biéu dién cac sé nguyén bing cac ky hiéu (phép viét sd)

Can phan biét rat than trong s6 nguyén vdi ky hiéu (thi du 5, V, vv...)
dudgc dung dé tai tao né bang cach viét. Trong hé thap phén cua ching ta thi
s6 khoéng va chin so tu nhién dau tién dugc ky hiéu bdi cac chir 0, 1, 2, 3, ...,
9. SG 18n hon, chdng han « ba tram bay mudi hai » dudc viét dudi dang :

300+ 70 +2=23.102 + 7.10 + 2

va trong hé thap phan nd dudc viét bang ky hiéu 372. Trong trudng hgp nay
thi diéu quan trong 13, gid tri cia mdi s6 3, 7, 2 phu thudc vao vi tri cia né -
phu thudc va chd nd c6 ding & vi tri hang don vi, hang chuc hodc hang tréam
hay khdng. Dung « gia tri theo vi tri » clia cac chil s6 (nguyén tac vi tri),
chlng ta cé thé& bi€u dién mot s6 tu nhién tly y ma chi cdn d&n mudi chit s6
trong cac td hdp khac nhau cla ching. Quy tic chung cta phép biéu dién nhu
vay dudgc thé hién bang sc dd, dudc minh hoa qua thi du :

Z =a.103 + b.102 + ¢c.10 +d

trong dé a, b, ¢, d la cac s6 nguyén tur sé khong dén s6 chin. Lic nay sb Z
dugc bi€u dién van tat bang ky hiéu abcd.

Tién thé, chdng ta luu y thém rdng cac hé s6 d, ¢, b, a chdng qua la céc s6 du
trong phép chia lién ti€p s6 Z cho 10. Chang han:

10372 Remainder

10)37 2
103 7
0 3

Dua vao cach viét s8 Z & trén, chiing ta chi biéu thi dudc nhitng s& nho haon
mudi nghin. Muén bié€u thj cac s6 16n han mudi nghin cdn ndm chi s6 hodc



nhiéu han thé nlra. Néu Z la s6 bao ham gilra muGi nghin va mot tram nghin
thi chiing ta cé thé& biéu dién né dudi dang :

Z=a.104 + b.103 + c.102 + d.10 + €
va ky hiéu la abcde.

MOt khang dinh tucng tu cling dliing d6i véi nhitng s6 bao ham gitta mét
tram nghin va mot triéu vv... Diéu cuc ky quan trong & day la tim phuong phap
dién dat mot cach téng quat két qua ma chlng ta da thu dudc bdng mot cong
thic duy nhat.

C4 thé dat dudc muc dich nay néu chiing ta biéu thi cac hé s khac nhau
e, d, c,... bang cling v8i mo6t chir a vGi cac chi s6 khac nhau ao, a1, az,... Vi lly
thira 10 cé thé 18n tuy y cho nén chlng ta khdng biéu dién Idy thira bac cao
cua 10 la 103 hoac 104 nhu trong cac thi du trén ma viét la 10" véi n la s6 tu
nhién tuy y. Bay giG thi m6t s6 nguyén Z bat ky trong hé thap phan sé dudgc
bi€u thi dudi dang :

Z=a"10" + an1,10"1 + .. + al.10 + a%
va dudc ky hién la
dndn-adn-2...d140

Cling nhu trong thi du da xét & trén, ching ta nhan thay ao, ai, az... an la cac
s6 du trong phép chia lién ti€p Z cho 10.

Trong hé thap phan thi s6 « mugi » déng vai tro dac biét nhu la « co s6
» clia hé. Ngudi binh thudng cé thé khdng nhén ra viéc lua chon s6 « mudi »
nhu vay la khéng thuc té va mot bat ky s6 nguyén tuy y I68n hon don vi cling
déu cb thé déng vai trd cd s6. Chdng han, hoan toan cé thé cd hé bay vdi co
s§ bay. Trong hé th6ng nay mét s6 nguyén dugc bi€u thi dudi dang
bn.7n + pr-i, 7014+ 4+ bl 71 + p0,70

trong d6 cac hé s b bi€u thi cac s6 nguyén trong pham vi tir s khdng dén
sau. SO do dugc viét la:

bnbn—l...blbO
Chang han s6 « mot tram linh chin » trong hé bay dugc viét l1a 214, vi
109 =2.72 + 1.7 + 4.

P& luyén tap, ban doc cé thé rit ra qui tdc chung dé chuyén tir cd s6 10 sang
cc sO B bat ky: can chia lién ti€p s6 Z cho B, cac s6 du sé la « cac chit s6 »
cua sO do trong hé ca s6 B. Thi du :



7)109 Remainder

N5 4
72 1
0 2

109 (hé thap phan) = 214 (hé bay)

T4t nhién nay ra van dé : cé thé chon mét s8 nao do6 that vira y 1a ¢ s6
cta hé d&m khdng ? Sau nay chdng ta sé& thay réng mot cd sd qua nhé sé dan
dén mot s6 diéu khong thuan Igi ; mat khac mot ca s6 qua I8n doi hdi ching
ta phai thudc nhiéu chir s6 va phai nhé bang nhan qua phuc tap. Cé nhitng y
ki€n ung hd hé cd s6 mudi hai v@i ly do mudi hai chia hét cho 2, cho 3, cho 4
va cho 6, do d6 ma cac phép dinh lién quan vdi phép chia va vdi phan sé don
gian hdn moét chut. Nhung mudn viét moét sé tuy y trong hé mudi hai can co
thém hai chir s6 dé€ biéu thi cdc s& « mudi » va « mudi mot ». Gia th a biéu
thi « s6 mudi », B bi€u thi s& « mudi mdt ». Nhu vy, trong hé mudi hai thi «
mudi hai » dudc viét la 10, « hai mudi hai » la 1a, « hai mugi ba » la 1B, con
« mot tram ba muagi mot » la ap.

Viéc phat minh ra cach viét theo vi tri dua vao gia tri tuy theo vi tri cac
chit s6 dugc ngudi Babilon khdi xudng. Cach viét s6 nhu vay dugc ngudi An
D6 phét trién, n6 cd tadc dung vd cung qui bau trong lich s vdn minh nhan
loai. Cac hé théng viét s6 c6 hon dudc xay dung trén nguyén téc cong[1].
Chang han, trong cach viét s6 La M3 thi CXVIII bi€u thi « mdt tram + mot
chuc + nam + mot + mot + mot ». Cac hé thong Ai Cap, Do Thai va Hy Lap
cling & trinh d6 d6. Su b4t tién cua hé théng cdng daon thuan 1a & chd s6 ky
hiéu mdi dua vao 1a vd han. Nhung nhudc diém chd yéu chia hé théng c6 (loai
La M3) la qui trinh tinh todn rdt khé : chi nhitng chuyén gia méi cé thé giai
dudc nhitng bai todn don gidn nhat. P&i v8i hé « vj tri » An DO dang dugc pho
bi€n hién nay thi tinh th& hoan toan khac. N6 xuét hién & Chau Au thdi Trung
cd théng qua cac thudng nhan ngudi Ichdng talia va cudi cung thi ngudi theo
dao HOi lam chu dugc nd. HE vi tri cd mot tinh chat dac biét thuan Igi [a moi
sO tr nho dén I6n déu dudc viét mot sb it ky hiéu khac nhau : trong hé théap
phan thi d6 1a chit s6 AR&p « 0, 1, 2, ..., 9 ». Viéc tinh todn dé dang trong hé
nay cling cé y nghia khéng nho. Cac qui tac tinh toadn vai cac s6 viét theo
nguyén tac vi tri co thé tdm tat dugc dudi dang bang cdng va nhan va cé thé
nhd mai dudc. Phuong phao tinh todn cé ma trudc kia chi mot sé it ngudi trong
gidi thugng Iuu nam dudc thi nay da dudc dem day trong cac trudng cdp mot.
Trong lich sr van héa, it cé nhirng thi du ma su ti€n bo khoa hoc lai anh hudng
sau sdc, nhe nhang dén ddi séng thuc tién nhu thé.



3. Cac phép tinh toan so hoc trong cac hé dém khong thap phan.

Vai tro clia « mot chuc » dd bat ngudn ti nén van minh va chéc chan cé
lién quan dén viéc dém theo ngdn cua hai ban ching tay. Nhung chit s6 cua
ngon nglr khac lai cho thay nhiéu cd s6 khac da dudc dung téi, nhu co s6 20
va 12. Trong tiéng D¢ va tiéng Anh thi cac tir biéu thi 11 va 12 khdng hinh
thanh theo « nguyén tac thap phan » két hgp mot chuc vGi cac don vi :ching
déc 1ap vé ngdn ngil v&i cac tur bi€u thi sd 10. Trong ti€éng Phap, cac tir “vingt”
va “quatre-vingt” Ia 20 va 80 cho phép chung ta gia thiét su ton tai cua hé
cd s6 20 da dudc dung cho nhitng nhu cau nao dé. Trong ti€ng Ban Mach thi
tlr halvfirsinds—tyve biéu thi cho s6 70 ¢ nghia la « nra doan dudng ti ba lan
hai mudi dén bon Ian hai mugi ». Cac nha thién van Babilon da dung hé ca s6
60, nhd su kién nay ma chung ta giai thich dugc tai sao giG va d6 dudc chia
thanh 60 phut. Tat nhién trong cac hé dém khong thap phan thi cac qui tac s6
hoc cling gidbng nhu trong hé thap phan nhung bang cong va nhan cac s6 dé
c6 mot chir s6 thi lai khac. Do da quen vai hé thap phan va da gan bd vdi cac
danh s6 trong ngon nglf cua ching chung ta, do do luc dau chidng ta sé vap
phai khd khén ddng ké néu ching ta dinh tinh todn theo nhitng hé théng khac.
Chung ta hay tha tap la tinh nhan theo hé bay.

Trudc khi bat ching tay vao viéc, can viét hai bang tinh nhéd ma ching ta sé
dung dén.

Addition Multiplication

2 3 4 5 6 2 3 4 5 ¢

3 4 b5 6 10 2 3 4 5 6
4
5

1 1

2 1

3 5 6 10 11 2 4 6 11 13 15
4 6 10 11 12 3 6 12 15 21 24
5 6 10 11 12 13 4 11 15 22 26 33
6 5 13 21 26 34 42
10 6

15 24 33 42 51

10 11 12 13 14
11 12 13 14 15

ml‘.l'lbhmtﬁ'—'l
L= R I

Bay giG chung ta nhan 265 véi 24, nhitng s6 nay déu dudc viét trong hé bay
(Trong hé thap phan thi viét la : nhan 145 v@&i 18). Dau tién, nhan 5 vdi 4
chung ta dugc 26 (xem bang nhan).




Chung ta viét 8 hang dan vi nhé 2 sang hang sau. Tiép tuc, chung ta dugc
4.6=33 va 33+2=35. Viét s6 5 vao hang chuc r6i clr thé cho dén hét. Cong
cac s6 1456 va 5630 chung ta dugc 6+0=6 & hang ‘dan vi’, sau dé & hang
‘bay’ ching ta dugc 5+3=11. Chung ta viét 1 va nhé 1 sang hang ‘bon muai
chin’, d hang nay ching ta c6 1+6+4=14. Két qua cudi cung la 265.24=14016.

P& thur lai ching ta lam phép tinh dé trong hé thap phan. Muén viét s6
10416 theo hé thap phan chung ta tim Iy thta cua 7 cho dén béac bon :
72=49, 73=343, 74=2401. TU d6 suy ra 10416 = 2401 +4.49+7+6, trong do
v€& phai clia dang thiic nay da dugc viét theo hé thap phan. Cong cac s6 & vé
phai, chidng ta thdy s6 10416 trong hé by bang s8 2610 trong hé thép phan.
Bay gid chuing ta nhan 145 vdi 18 trong hé thap phan :két qua cling bang
2610.

Bai tap: 1) Tha tao ra bang cong va nhan trong hé co s6 20 va thu vai
vai bai tap don gian.

2) Biéu dién ‘ba mugi’ va ‘mot tram ba muai ba’ trong hé théng cc s6 5,
7,11, 12.

3) Biu dién 111111 va 21212 c¢b nghia trong nhitng hé théng nao?
4) Lap bang phép céng va nhan cho cg s6 5, 11, 13.

Vé quan diém ly thuyét thi mét hé théng co s6 2 xay dung theo nguyén
téc vi tri ndi bat & khia canh dd 1a hé cd cd s6 nho nhét trong cac co s6 cb thé
c6 dudc. Trong hé nhi phan nay chi cé hai chit s6 0 va 1; moi s6 khac déu
dudc viét bang cac té hdp cua nhitng ky hiéu d6. Cac bang cdng va nhan dudc
qui vé hai qui tdc : 1+1=10 va 1.1=1. Nhung tinh khdéng thuc tién cla hé
théng nay la kha hién nhién: mudn bi€u thi cac s6 khéng I6n Idam d& phai dung
dén nhirng bi€u thic khd dai. Chang han, s& bay mugi chin dugc biéu thi dudi
dang 1.26+0.25+0.24+1.23+1.22+1.2+1 va dudc viét trong hé nhi phan la
1001111.

Dé& minh hoa su ddn gian cia phép nhan trong hé nhi phan, ching ta nhén s8
bay vdi ndm viét dudi dang 111 va 101. D€ y réng trong hé nay thi 1+1=10,
ching ta viét



111
101

111
111

100011 =2 +2 + 1,

K&t qua chung ta dugc ba mudi Iam nhu da biét.

Gottfried Wilhelm Leibnitz (1646-1716), moét trong nhitng ngudi thong thai
nhat thdgi bay gid da danh gia rat cao hé nhi phan, Laplace da néi vé diéu nay
nhu sau : « Leibnitz d3 thdy mau muc cdu su sdng tao trong sé hoc nhi phan
cla minh, 6ng cho rang dan vi |1a khéi di€m than bi, con s6 khdng Ia cdi khong
vO tan, thuong dé tao ra muodn loai tU su khong ton tai y nhu don vi va s6
khéng biéu thi cho moi con s8 trong hé cta 6ng ».

§ II. SU VO HAN CUA HE THONG CAC SO TU NHIEN. NGUYEN LY QUY
NAP TOAN HOC
1. Nguyén ly qui nap toan hoc.

Day sb tu nhién 1, 2, 3, 4... khéng cd s6 tan cung : thuc vay, néu cé
mot s6 tu nhién n nao do, thi ngay sau nd da cd thé viét s6 tu nhién n+1. D&
goi tén tinh chat nhu vay cla day s6 tu nhién, ching ta ndi rang nd la mot tap
hgp vo han. Day s6 tu nhién la mot thi du don gian nhat va tu nhién nhat cua
su vo han (v@i y nghia toan hoc) dong vai tro chu dao trong todn hoc hién dai.
Trong cudn sach nay cd nhiéu chd dé cap dén tap hogp vd han cac su vat,
chédng han nhu tép hop diém trén dudng thang hoéc tdp hdp chiing tam giac
trong mat phang. Nhung, ddy v6 han s6 tu nhién chac chan la moét thi du don
gian nhat cua tap hgp v6 han.

Viéc chuyén tirng budc lién ti€p tir n dé€n n+1 dé€ sinh ra ddy sé tu nhién
vb han 1a cd s& ciia mdt trong nhirng 1ap ludn quan trong nhat va dién hinh
nhat cda toan hoc - nguyén ly qui nap toan hoc. « Quy nap thuc nghiém »
thudng dudc sir dung trong cac nganh khoa hoc tu nhién, can c& vao mot loat
cac quan sat riéng ré vé mot hién tugng nao dé ma di dén su thira nhan mot
qui luat chung ma hién tugng ay phai tuan theo dudi moi hinh thifc khac nhau
cua nd. Muc do tin cay cua mot qui luat dugc xac lap theo cach thic nhu vay
phu thudc vao sb cac quan sat riéng biét va phu thubéc vao nhirng két luan ruat
ra tir d6. Thong thudng thi nhitng 1ap luan qui nap loai tuong tu la hoan toan
dang tin cdy ; khdng dinh rdng ngay mai M3t Trdi moc tir huéng ddng la hién
nhién dé&n ndi diéu dé ndi chung sé& xay ra, nhung trong trudng hadp nay thi
tinh chat cua su xac nhan hoan toan khac véi trudng hgp mot dinh ly dudc



chirng minh bang nhitng 1ap luan logic chadt ché tlc la bang nhitng Iap ludn
toan hoc.

Phép qui nap toan hoc dudc ap dung véi mot phudng phap khac biét cé
muc dich xac 1ap tinh chén ly ctia cac dinh ly toan hoc tai mét day vo han cac
truGng hgp (truéng hgp thd nhat, thd hai, thd ba v.v..., khéng c6 ngoai 1é).
Chung ta biéu thi A 1a mdt khdng dinh nao d6 d6i v4i mot sé tu nhién n b4t
ky. Giad s A 1a khdng dinh : « Téng cac géc trong mot da giac 16i n+2 canh
bang 180°.n ». Hodc biéu thi A’ 1a khdng dinh « n dudng thang trén mét phang
khéng thé chia mat phdng d6 ra nhiéu hon 2n phan ». Muén ch*rng minh mot
dinh ly nhu vay doéi véi mot gia tri tuy y cua n thi chirng minh né d6i vdi 10,
100 hoac théam chi 1000 gia tri dau tién cua n cling la chua du. D6 chinh la
nguyén tac cua qui nap thuc nghiém. Thay thé vao d6é ching ta sé dung mot
lap ludn toan hoc chat ché hoan toan khéng cé tinh chat thuc nghiém, ching
ta s& lam sang to nhitng ddc diém chia nd thdng qua cdac thi du vé chirng minh
cac ménh dé A va A’. Chung ta xét ménh dé A. Néu n=1 thi ménh dé do ndi
vé hinh chldng tam gidc, trong hinh hoc sa cdp ching ta da biét rédng, téng cac
gbc trong cua ching tam giac bang 180°.1. Trong trudng hop hinh t& giac
(n=2), chung ta vé dudng chéo phan chia t(r giac thanh hai ching tam giac,
bdy gid thi d& rd rang téng cdc goc cla t&r gidc bang téng cac géc cua hai
ching tam giac, tlc la bang 180°+180°=180°.2. Cling bang cach nhu trén
chung ta phan chia ngii giac thanh moét t& gidc va mot ching tam giac. Vi t
gidc cb tdng cac goc la 180°.2 va ching tam gidc c6 téng cac gbc 1a 180°.1,
nén tdng cdc goc cua ngii gidc la 180°.3. Bay gid thi rd rang lap luan cd thé
ti€p tuc mai theo cac hoan toan tucgng tu. Chung ta chirfng minh dinh ly cho
trudng hdp n = 4, sau d6 cho trudng hdp n = 5 v.v... Mdi két ludn tiép sau
dudc suy ra tu két luan trudc nd va dinh ly A dudc thira nhan déi vai gia tri n
bat ky.

Tinh hinh cling xay ra nhu vay d6i v8i ménh dé A’. Khi n = thi di nhién
la né dliing vi moi dudng thang déu chi mat phdng ra lam 2 phéan. chlng ta vé
mot dudng thdng th(r hai. N6 chia mdi phan trudc 1am hai phan véi diéu kién
dudng thang thd hai khéng song song vGi dudng thang th nhat. Nhung, dung
th€ nao chdng nira thi trong trudng hop n = 2 cé khdng nhiéu hon 4 = 22
phan. Chung ta lai v& thém dudng thdng th(r ba. Mdi phan d& cé hodc bi chia
lam hai phan, hoac khong bi chia. Do d6 s6 phan mdi khéng vugt qua 22.2=23.
Thira nhan diéu nay, ching ta sé giai quyét dudc trudng hgp ti€p theo v.v...
qua trinh nay khong bao gid két thuc.

Ban chat cla 1ap luan trén 1a & chd, khi mudn chirng minh su ddng dén
ctia mét dinh ly A téng quat nao dé ddi vai moi gia tri ca n, ching ta chiing



minh dinh ly dé cho mot day vo han lién ti€p cac trudng hgp riéng A1, As...
Tinh kha hién cua lap luan dé dua trén hai tién dé :

a) C6 mét phucsng phap chung dé chirng minh rdng néu A: ddng thi
khang dinh ti€p theo Ar+1 cling dung.

b) D& biét khdng dinh th(r nhat A; 1a ding cd s dé cho hai diéu kién do
la d0 dam bao cho moi khdng dinh Ai, Az, As,... cling ddng la mét nguyén ly
logic ma né mang moét y nghia nén tang trong toan hoc giéng nhu nhirng qui
téc c6 dién cua ldgic Aristotelian .

Chung ta phat bi€u nguyén ly dé nhu sau . Gia thr phai xac |ap su ding dén
clia mdt ddy v6 han cdc ménh dé todn hoc A1, Az, As... ma toan thé hdp thanh
md ménh dé téng quat A. Gia thiét réng :

a) Thuc hién dugc moét 1ap ludn todn hoc chirng td rang néu Ar ding thi
Ar+1 cling dang véi moi s6 tu nhién r va

b) Xac nhan dudc rang A: ding. L4c nay thi moi ménh dé A dugc ching
minh. Ching ta chap nhan nguyén ly qui nap ma khong hodai nghi gi (cling
nhu ching ta da chdp nhan moi qui tac cua logic théng thudng) va xem né la
nguyén ly cd s cla ching minh todn hoc. Thuc ra, ching ta cé thé xac 1ap su
ding d&n cua mdi khdng dinh A, bdng cach xuat phat tir gid thét b) cho réng
A1 la dang va ap dung nhiéu [an gia thiét a) chirng minh lién ti€p su ding dan
clia cac khang dinh Az, As, As... cho dén An. Nguyén ly qui nap todn hoc dudc
suy ra t&r moét su' kién la sau bat ki s6 nguyén r c6 mot s6 tiép theo r+1 va bat
dau tUr s6 tu nhién 1 cb thé dat tdi s6 tu nhién n sau moét s& hitru han budc nhu
vay.

Thudng thudng chidng ta ap dung nguyén ly qui nap toan hoc ma khong
néu rd su 1&p lai d6 hodc nguyén ly nay dudgc &n sau cbng thiic « va cl nhu
th€ mai ». Dang &n nay cla viéc ap dung nguyén ly qui nap |a ddc diém cua
giang day toan hoc sd cap. Nhung khi chirng minh cac dinh ly khac sau sac
hon, t&€ nhi hon khéng thé khéng van dung nguyén ly dé6 mét cach tudng minh.
Chung ta néu ra & ddy mot s6 thi du don gidn nhung dau sao cling khéng phai
la hoan toan tdm thudng.

2. Cap s0 cong
n(n+1)

Tong 1 + 2 + 3 + ... n clia n s6 ty nhién dau tién bang —— v&i moi n.

Muén chirng minh dinh ly nay bang qui nap toan hoc ching ta phai xac lap su
dang dan cla cac hé thic An v8i moi n :



(1) 1+2+3+..+n= "2
a) Néu r la mét s6 tu nhién nao dé va n€u khang dinh A 1a dlng, tldc la néu

r(r+1)
2

1+2+4+3+..+r=
Coéng r+1 vao hai v€ cia dang thlc, ching ta dudc

r(r + 1)
2

142434 .- 4r4+(+1)= + (r + 1)

_ D 42041 _ 142,
2 2

d6 chinh Ia khdng dinh Art1

b) Khang dinh A1l hién nhién la ding vi 1 = 12—2 Nhu vay, theo nguyén ly quy

nap toan hoc thi khang dinh A la diing v8i moi n, do6 la diéu phai chirng minh.
Ngugi chiing ta con thudng chirng minh dinh ly nay bang cach khac. Chung ta
vigt téng 1 + 2 + 3 + ... + n dudi hai dang:

Shn=1+2+..+(n-1)+n
Sh=n+(n-1)+ .. +2+ 1

Chlng ta thdy cac s6 nam trén moét hang doc cdng lai bang n+1. Vi co tat ca
n hang doc, ching ta suy ra :

25 =n(n+1)
Va bay giG chi con phai chia cho 2 la xong
T cdng thic (1) ching ta c6 thé tinh ngay dudc téng cia (n+1) s8 dau tién.

(2)  Pa=a+ (a+d) + (a+2d) +..+ (a+nd) = LHCD

Thuc vay,

Po=(n+1)a+d(1+2+3+.+n)=(n+1)a+d 2= Deamd

Trong trudng hgp a = 0, d = 1, hé thdc sau cung nay tré thanh hé thic (1)

3. Cap s6 nhan.
Cling c6 thé nghién clru cdp s6 nhan (dudi dang tdng quat) bang cach nhu
trén. Chung ta sé chirng minh rang véi moi n thi :



1 —
3) —a+aq+aq+---+ﬂq—a1_: .
(chdng ta gia thiét g # 1 vi néu khong, v€ phai cua (3) khéng c6 nghia).

Tat nhién khang dinh cla ching ta dang véi n=1, vi trong trudng hop nay thi

a(l —¢") _a(l + (1 —gq)

Gi=a+ag="p— =g = a1 +a.
va néu chuing ta gia dinh réng
; l_qr-t-l
Gf=ﬂ+ﬂ9+~*-+a!2"ﬂl—_q—:
thi suy ra ngay
r l_ b r
Gui=(a+ag+ - +af)+ o™ =Gtag" =a;—" —+a™
_ (l_qr'i'l):!_qr-l'-l(l _q)= al_qr+l+q!‘+1_qr+2_ l_q ri2
1—g¢ 1—gq 1—¢q ~

Ma d6 la khdng dinh (3) khi n = r+1. Chdng minh két thuc.
Trong cac sach gido khoa cé néu cach chirng minh khac. Chang ta dat:
Gon=a+ag+ -+ + aq",
Nhan hai vé vdi q:
¢Gn = ag + o' + -+ + ag"".

Trir 2 vé€ cua 2 dang thuc trén:

Gn = gGn = a ~ ag™",

(1~ ¢)Gn

Gn=a

I
_—
|
[~
2
-+
—




4. Téng n binh phuong dau tién
Péi véi tdng n binh phudng dau tién ching ta cé ’ng dung thd vi cia nguyén
ly quy nap toan hoc. Sau khi thir v8i mot s6 cac gia tri khong I6n cua n, ching
ta thay:

aln + 1)(2n + 1)

6 ]
Sau dd chung ta du doan cong thic dung véi moi s6 nguyén duong n. Mudn
khang dinh, ching ta ap dung nguyén ly quy nap todn hoc. Trudc hét ching
ta gia st (4) dang véin =r:

(4) TR 127 ElloR L LR Y A ol

i rr+ 1)@2r +1)

F+224+33... + 8 ;

Sau khi thém vao hai vé (r+1)? thi:

r(r 4+ 1)(2r + 1)

P42 43+ e 47+ + 1) = 5 + (r + 1)
_rir+ 1)@ +1) +6(r+1)" _ (r+DIr(2r+1) +6(r +1)]
6 6
_r+ D@ +7r+6) _ (r+ D+ 2)2r + 3)
6 6 !

D46 1a khdng dinh véi n = r+1. P& két thdc chi’ng minh, ching ta can khang
dinh A; ddng, trong truéng hdp nay:

11+ 12+ 1)

B 6

12

Nhu vay, (4) duang vdi moi n.

Chung ta cé thé dp dung céc phép quy nap tucng tu véi cac luy thira cao han,
1k + 2k + 3k +.. .+ nk, t6ng quat han véi tong cac luy thira bac k nguyén ducng
tuy y. Ban doc cé thé chirng minh bang quy nap céng thirc sau:

2
(5) 11+2’+3'+---+n'=[1w].

Pé két luadn can luu y rang, mac du nguyén ly quy nap todn hoc hoan
toan du dé chiing minh céng thic (5) nhung ching minh d6 khéng néu ra
dudc nhirng chi dan quan trong nao dé dé di dén ban chat cdng thic dd: tai

sao du dodn téng cua n |ap phudng dau tién bang [@]2 ma khoéng phai la



mot biéu thi'c nao khac nhu [MP hay ... Su lua chon la qua Ién! Van dé ap

3

dung nhitng quy tac logic don gian nao d6 dé chrng minh dinh ly khéng may
may anh hudng dén ngudn goc cua nd la su lua chon trong mot tap hgp vo
han cac kha nadng sinh ra. Van dé gia thiét (5) dudc dat ra nhu thé nao phuc
thudc vao mot pham vi khéng cé quy tac chung nao ca; ¢ dady ngudi chiing ta
ti€n hanh phép thir nghiém, phép tudng tu va phép quy nap kién thi€t. Néu
nhu mot gia thiét dang da dugc hinh thanh thi nguyén ly quy nap toan hoc
thudng 1a da dé chirng minh dinh ly. Nhung, vi ban thadn chfng minh 8y khdng
cé anh hudng gi dén con dudng phat hién thi t6t hon nén goi l1a mét su kiém
tra lai.

5. Mot bat dang thic quan trong
Trong chuong sau ching ta sé& can dén bat dang thic:

(6) (1+p)" =1 + p.n

VGi moi p thoa man diéu kién p = -1 va vd8i moi n nguyén duacng (6 day chung
ta du doan p la s6 bat ky I6n hon -1 tlc la v8i ca p am va khong nguyén.
Chitng minh la nhu nhau, khéng phu thudc vao p). Chung ta ap dung quy nap
toan hoc.

a) Néu (1+p)" = 1 + p.r, thi nhan 2 vé vGi s6 duang (1+p), ching ta dudc:
(1+p)* 121 +pr+p+rmp?=21+p(r+1) (dosé hang rp? khéng am)

Két qua thu dugc chirng té (6) dung ca khi n = r+1.

b) Hoan toan rd rang rang : (1+p)* > 1 + p.1

Gidi han p = -1 |a d& dam bao néu (1+p) duong vi néu (1+p) &m thi khi nhén
hai v& clia b4t didng thirc v3i s6 dm thi chiéu clia né thay déi (vi du, véi 3 > 2
thi khi nhan véi -1, chidng ta c6 -3 < -2).

6. Pinh ly nhi thic
Thudng phai m& ngoac mot luy thira bac n cua nhi thic dang (a+b)".
Phép tinh truc ti€p cho:

n=1:(a+b)! = a+b
n = 2: (a+b)? = a(a+b)+b(a+b) = a2+2ab+b?
n = 3: (a+b)3 = (a+b)(a+b)? = a(a2+2ab+b?) + b(a2+2ab+b2) = a3 + 3a%b

+ 3ab? + b3



va cU nhu thé mai.

Nhung dudi cum tU “c nhu thé mai” cé quy ludt chung nao khong?
Chung ta phén tich qua trinh tinh (a+b)2. Vi (a+b)2 = (a+b)(a+b) cho nén
chiing ta thu dudc biéu thic cho (a+b)2 béng cdch nhan mdi sd hang cla biéu
thidc (a+b) véi a, sau do véi b roi cong cac két qua lai. Cling ap dung nhu thé
véi (a+b)3, (a+b)?4, ..Chlng ta tinh dudc (a+b)" bdng céch nhan a rbi b vdi
(a+b)"1, sau d6 cong cac két qua lai. Chung ta cé sd do:

a+b = a\ 4+ b

[ [ a AW
I =./ N ./ \..1
(a4 b)° = /a\+ /2ab\ +/b\
a [ a b o b

N N \

(a + b)' = /a'\ + aa’{ + 8ab* +

7 e N PSS

(a + b)' = @@ + 4a% + 6a’* + 4ab* + B

Giup chung ta phat hién quy luat chung vé cau tao cac hé sé trong phan tich
(a+b)". Ching ta sé xay dung mot sg d6 hinh ching tam giac gbm cac s6 tu
nhién bat dau tr cdc hé s6 1,1 cua nhi thic a+b sao cho mbi sd trong ching
tam gidc 13 téng 2 s6 ding trén no trong hang trudc(bén trai va bén phai). So
dd nay da ndi tiéng vai tén goi ching tam gidc Pascal.

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 7 21 35 35 21 7 1
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Cac hé s6 trong phan tich (a+b)" theo luy thira giam cua a va luy thira tang
clia b nam & dong th n cla sa do nay.

Chéng han nhu.
(a+b)” = a’ + 7ab + 21a°b’ + 35a*b3 + 35a°b* + 21a’b> + 7ab® + b’

Nho cac ky hiéu coé dung chi s6 trén va chi s6 dudi ngan gon, ching ta viét
nhitng s6 & dong th{& n cia chung tam giac Pascal nhu sau:



Cﬂ‘ =IIC;‘!C;‘IC:?..'I :—1!0: = 1.
Nhu vay cdng thirc téng quat cua phéan tich (a+b)" c6 dang nhu sau:
(7) (a+ b)" =a"+ Cla"'b + C7a™ " + ... + Cn_iab™™ + b".

Theo quy luat cd s& cho cau tric cua chung tam giac Pascal, chung ta cé hé
thirc:

(8) CT = Ci5 + ¢

Ban doc da c6 kinh nghiém ap dung phuong phap quy nap toan hoc, co thé ap

dung nguyén ly do (va Co=Ci= 1) @& chiing minh céng thic t8ng quét :

n(n—l)(ﬂ—ﬂ)u-(n—i+1)= n!
1-2.3...1 t!(n —1)!°

(V3i n duong thi ky hiéu n! doc 1a “n giai thira” bi€u thj tich cia n s& nguyén
dudng dau tién: n! = 1.2..n. D& thuén tién, chdng ta dinh nghia 0! = 1 dé
cong thirc (9) co hiéu luc véi k=0 va k=n. Viéc suy ra cong thuc cac hé s cua
phan thiic nhi thdc con cé tén la dinh ly vé nhi thic.(xem trang 475)

(9) Ci =

Bai tadp: Chirng minh bang quy nap toan hoc
1 n
nin+1) n+1

1 1
1) I_*E+ﬁ+ R o

1 2 3 n n+2
2}§+§+§+“'+5_-2— o
1 — 1 a¥l
*3) 142 +3¢* + -+ + ng~t = {"{':_Jq;f"‘“ :
| l—qq"ﬂ
DU+ + M0 +¢) - Q+¢g™ = S gl
Tim tdng cua chudi sau:
1 1 1
5 L LLLIS R
‘Trz2tara T T O
6 1+ z z! ™

iyatarapt " taroe
xi_y'l zl_yll :I_yln
?)z’+ y‘+(='+y")+ +(=‘+y’)'

Dung 4) va 5) chirng minh:




%) 114 3 4 -or 4 (2n 4 11 = BT DE -:11(% +3)

) 184+ 3+ .o+ +(2n + 1)* = (n + 1¥(2n* + 4n + 1).

7. Nhac lai thém vé nguyén ly quy nap toan hoc.

Mot Ian nira chdng ta nhan manh réng nguyén ly quy nap toan hoc khac
han vdi quy nap thuc nghiém dung trong khoa hoc tu nhién. Su thira nhan
mot quy ludt chung cho mét s6 hitu han cac trudng hop (du rang rat I6n) tuyét
nhién khong phai Ia moét chrng minh theo y nghia toan hoc ngay ca khi biét
rang khéng cé6 mot trudng hgp ngoai |é€ nao. Trong hoan canh do thi “khang
dinh” hoac “quy luat” dugc xem nhu khong khac gi moét “gia thuyét” cua ly tri,
c6 thé thay ddi di do két qua cia nhirtng thi nghiém vé sau nay. Trong toan
hoc, “quy luat” dugc coi nhu chirng minh khi va chi khi né6 dugc xem nhu hé
qua logic tat yéu cua nhirng tién dé dudc thira nhan la ddng. C6 khdng it vi du
vé nhitng khang dinh todn hoc da dugc kiém chirng va té ra ding ddi vdi tat
ca dung doéi vdi tat ca nhitng trudng hdgp riéng trudc téi nay, nhung dén gid
van chua chirtng minh dugc mot cach téng quat. Néu mot dinh ly dugc khéng
dinh 13 ddng v8i mot s6 18n cac vi du thi van cé thé nghi ngd su ding dén cla
noé trong trudng hop tdng quat, dd 1a co s cha y dinh chirng minh nd béng
quy nap toan hoc. Néu y dinh dé thanh cong thi van dé dung hay sai cua dinh
ly, dugc xac nhan, néu ngudc lai vdn dé ding hay sai cla dinh ly vin chua
dudc giadi quyét, dinh ly c6 thé dudgc chirng minh hoéc bi bac bo bdi mét trong
nhirng phuang phap trong tucng lai.

Khi van dung nguyén ly quy nap toan hoc ching ta nén thudng xuyén
theo doi moét cach than trong cé~|c gia thi€t a) va b)cd thuc su dugc thuc hién
hay khéng. Néu khdng cé thé dan dén vé ly.

Chung téi d& nghi ban doc phat hién 16i sai trong nghich ly sau: Ching
ta sé chirng minh hai s6 nguyén duong bat ky déu bang nhau:

Chulng ta bat dau tir dinh nghia: néu a va b la 2 s6 nguyén dudng khéng bang
nhau thi chdng ta bi€u thi max(a,b) la s& 16n hon trong 2 s& dd; néu a=b thi
max(a,b) = a = b. Chdng han, max(3,5) = max(5,3) , max(4,4) = 4. Chung
ta ky hiéu An 1a khang dinh sau: "Néu a va b la 2 s6 nguyén duong sao cho
max(a,b) = nthia =b".

a) Gia thiét Ar dung. Gia s’ a va b la 2 s6 nguyén duong sao cho max(a,b) =
r+1.

Xét cac so:



a=a-1
B=b-1

suy ra max(a, B) = r. Trong truong hgp nay, a = B vi Ar dung. Nhung tu dé
suy ra a = b, tlic Ar+1 dang.

b) A1 di nhién dung vi néu max(a,b) = 1 thi mdi s& a va b (theo gia thiét cac
s6 nguyén duong) phai bang 1.

dung vdéi moi n theo nguyén ly quy nap toan hoc.

Bay gid, gida s’ a va b la 2 s6 nguyén duong bat ky, ching ta dat max(a,b) =
r. Da ch’ng minh dugc An ddng vaéi moi n, thi riéng Ar cling ding. Do do6 a =
b.



BO SUNG CHUONG I: Ly thuyét s&
Mg dau

Nhirng quan niém mé tin di doan va than bi dau tién vé cac s6 nguyén
dan dan bi phai md di, nhung ddi v8i cac nha toan hoc thi sy quan tam dén
cac con s6 khong hé giam bdét. Nhu chung ta da biét, Euclid (khoang nam 300
trudc cong nguyén), ngudi ma vinh quang da dudc xac nhan qua mot phan
tap “The elements” cia 6ng danh cho cd s& hinh hoc (trong nha trudng), da
c6 nhirng phat minh quan trong trong pham vi ly thuyét s0, trong khi hinh hoc
cua ong, vé cd ban chi la su tdp hgp cua nhirng két qua thu dudc trudc do.
Alexandre Diophante (275 trudc cong nguyén), moét trong nhirng nha dai s6
dau tién cling dé lai cac cdng trinh vé Iy thuyét s8. Pierre de Fermat(1601-
1665) séng & Toulouse, lam ludt su ddng thdi 1a nha toan hoc ndi tiéng nhéat
thGi d6, da dat nén mong cho nhitng phat minh dau tién vé ly thuyét s6 hién
dai. Euler (1707-1783), nha toan hoc cé nhiéu phat minh tuyét va&i nhat,
thudng di sdu vao ly thuyét sd trong cac céng trinh cta minh. Cling nén ké
thém nhitng tén tudi ndi ti€éng khac trong todn hoc: Lagrange, Dirichlet,
Riemann, Gauss... 1a nhitng nha todn hoc ndi ti€éng nhat thdi can dai da chi y
dén nhiéu nganh toan hoc khac nhau, da xac dinh dugc quan hé cia minh vdi
ly thuyét s6 qua cau ndi: “Toan hoc la n{t hoang cua khoa hoc, ly thuyét soé la
ni* hoang cua toan hoc”.

§1. SO NGUYEN TO
1. Nhirng su kién cc ban

Nhiéu khang dinh trong pham vi ly thuyét s6 cling nhu trong toan hoc ndi
chung déu khéng thudc vé cac su vat riéng biét ma thudc vé moét I6p cac su
vat c6 mot tinh chat nao do, vi du nhu I8p céc sé chan

2,4,6,8 ..
hay I8p cac s6 chia hét cho 3:

3,6,9,12 ..
hay I8p cac binh phudng clda s6 nguyén

1,4,9,16 ..

LSp cac s6 nguyén t6 co vai tro dac biét quan trong trong ly thuyét s6. Rat
nhiéu s cé thé phén tich thanh cac thira s& nhd hon: 10 = 2.5, 111 = 3.37,
144 = 2.2.2.2.3.3,... Nhitng s8 khdng thé phén tich dugc nhu vy goi la s6
nguyén t6. Chinh xac han, cac s6 nguyén t6 la s6 nguyén p I6n hon 1 va khdéng
c6 thira s6 dudng nao khac la 1 va chinh né (s6 a la thira s6 hoac udc sb cua



b néu cé moét s6 nguyén c sao cho b = ac). Cac s6 2,3,5,7,11,... dudc goi la
cac s6 nguyén td, cac s6 khdng nguyén t3 khac 0 va 1 goi 1a hdp s6. Y nghia
cua I8p cac s6 nguyén td 1a mdi s6 déu co thé viét dudi dang tich clia cac s6
nguyén t6: n&u mdi s6 cho trudc khdng nguyén té thi chiing ta co thé lién tiép
phan tich né thanh thira s6 cho dén khi moi thira s6 déu nguyén t&, chdng han
360 = 3.120 = 3.20.4 = 3.3.10.2.2 = 23.32.5. S6 khéng nguyén t6 khac 0 va
1 dudc goi la hgp so0.

MOt trong cac cau hoi dau tién nay ra khi nghién clu I8p cac s6 nguyén
t0: chi cd mot s6 hiru han hay cé v6 han cac s6 nguyén t6 khac nhau tuong
tu nhu I8p cac s6 nguyén ma nd la mot bé phan. Cau tra IGi nhu sau: co vé
han s6é nguyén toé.

Chirng minh su ton tai tap hdp v6 han sé nguyén t6 do Euclid néu ra la
dién hinh ctia mét 1ap luén todn hoc. Cd sd cla nd 1a “phuong phap gian tiép”
(ch’ng minh phan ching, dan dén su vo ly). Chung ta gia thiét ménh dé dang
xét la sai. Diéu dd cod nghia la chi ton tai mot s6 hitu han cac s6 nguyén to,
mac du co thé cd rat nhiéu, mot ti chdng han. Ching ta gia s s6 lugng do la
n. Goi tap tat ca cac sé nguyén té la p1, p2, ..., pn. Moi s6 khac la hgp s6 va
chia hét cho it nhat mét trong cac sé nguyén té pi, p2, ..., pn. Bay gid ching
ta sé xay dung mot s6 A khac vdi tat ca cac s6 nay va khong chia hét cho bat
ki s6 nao trong s6 chung. Do la:

A=pi.p2..pn+1

SO nay I8n hon tat ca cac s6 pi, p2, ..., Pn Nén nd la hgp sb, va khi chia
cho cac s6 nay déu cd sb du la 1 nén khong chia hét cho bat ki s6 nguyén to
nao . Piéu dé dan dén mau thudn, nhu vay gid thiét 13 sai. Suy ra cai déi 1ap
v@i nod la dang. DBinh ly dudc chi’ng minh.

DU réng chirng minh cé tinh chat “giadn tiép”, nhung it nhat cling dan
dén, vé mat ly thuyét mot phuong phap xay dung dung v6 han cac s6 nguyén
t6. Gia sur bat dau tir s6 nguyén té nao dd, nhu p1 = 2, ching ta sé tim dudc
n s6 nguyén té pi1, p2, ..., prn Nra. Sau dé ching ta lai tim dudc s6 A = pi1.p2 ...
Pn+1 1@ nguyén t6 khac vdi nhitng s6 tim dugc. Vi mét thira s6 nhu vay bao gid
cling cb thé tim dugc (bang thir truc ti€p), cho nén rit cuc chiing ta ludn tim
dudc it nhat mot s6 nguyén t6 mdi pn+1; cU ti€p tuc qua trinh d6, ching ta
thdy ddy s6 nguyén t8, ma ching ta c6 thé xay dung dudgc thuc su, khdéng cd
sO tan cung.

Bai tdp: Xay dung mot tap s6 nguyén t6 dua trén cu tric trén. Bat dau
v@i p1=2 va p2=3.



NEu mét s6 nao dé dudc biéu thi dudi dang tich cac thira s& nguyén t&
thi nhitng thira s6 dé tat nhién cé thé sap x&p theo mdt th tu thich hgp nao
dd. Khi phéan tich cac s6 thanh thira s6 nguyén t6, ching ta nhanh chdéng di
tdi két ludn rang su phéan tich mot sé N bat ky thanh thira s6 nguyén t6 la duy
nhat néu khong k& dén thd tu: moi s6 tu nhién N 18n hon 1 chi cé thé phan
tich thanh thira s nguyén t6 mét cach duy nhat. Khdng dinh nay cé vé hién
nhién dé&n ndi ngudi khéng cé chuyén mon vé todn hoc d& cd y dinh bac bd su
can thiét phai ch’ng minh né. Ménh dé dang xét khong phai tam thudng, mac
du chirfng minh ctia n6é hoan toan sc cap nhung sé doi hoi nhitng lap luan kha
t& nhi. Chirng minh cd dién cda “dinh ly cd ban vé s& hoc” do Euclid néu ra
dua trén thut todn (algorithm) tim udc sé chung I6n nhat cua 2 s8. O day
chlng ta s& dan ra chirng minh mé&i ngén hon chirng minh clia Euclid mét chdt
va c6 tinh chat suy dién hon. N6 cling 18 moét dién hinh cua 1ap luan “gidn
ti€p”. Ching ta sé& gia thiét rang cé mdt sd nao dd c6 thé phan tich thanh thira
s6 nguyén t& béng 2 phuong phap khac han nhau, gid thiét ndy sé dan dén
mau thudn. Su ndy sinh mau thuan chng té réng giad thiét vé su ton tai mot
s6 c6 2 phan tich khac nhau la khong cé can cur; tr dé chidng ta két luan viéc
phan tich cac s6é thanh thira s6 nguyén t6 co tinh duy nhat.

NEu cd nhitng s6 cé 2 phan tich thira s6 nguyén td khac han nhau thi
tat cd s6 nguyén nhoé nhat:

(1) m = pipz ...pn = q1G2...qn
trong dé p va q biéu thi cdc s8 nguyén t8. V&i thé gia thiét rang:
P1 S p2=..=pPnq: =q2=..=Qn

Luu y rang pi1 khdc g1 vi n€u khdng thi khi chia dang thic (1) cho thura sé
nguyén té chung, chidng ta sé dugc moét s6 nhdo hon m c6 2 phan tich thura s6
khac hdn nhau, diéu ndy mau thuln vdi gia thiét m 1a s6 nho nhat cé tinh chat
nay. Do do, hoac p1 < g1 hay p1 > gi. Gid s p1< gi. Chung ta xét s6 nguyén:

(2) m’=m - (p:191G2..Gs)

thay m bdi (1):
(3) m’ = pipz ...pn = P1G1q2..qs = p1(P2 ...pn = 41q2..qs)

(4) m’ = q1q2...qn = P1G1G2..qs = (41 = P1)q1g2..Gs

T (4) suy ra m’la s6 dudng vi pl< g1, t&r (2) suy ra m’ < m. Do d6 m’ phai
phan tich dugc thanh thira s6 mét cach duy nhat (khdng ké th(r tu cac thira
s6). TU (3) ching ta thdy thém rang p1 la thira s6 cia m’ ; nghia lam trong
trudng hgp nay thi tir (4) co thé két ludn pl la thira s6 cla ql1 - p1, hodc cua



g2qg3...gn. (Diéu nay dudc suy ra tu su duy nhat cua phan tich m”thanh thura
s& nguyén t8). Nhung diéu sau la khdong thé dugc vi moi qi déu 18n hon pl. Vi
thé pr phai la thtra s6 cua g1 - p1, tic la q1 - p1 chia hét cho p1. Ndi cach
khac, cé mot s6 h

g: - p1= p1.h hodc gi= pi(h+1)

diéu nay cé nghia g1 chia hét cho p1, trai gia thiét q1 la s6 nguyén t6. Mau
thuan ma chung ta di téi chi’ng td su khéng dung cua gia thiét néu ra dau
tién. Chirng minh dinh ly co ban vé s6 hoc két thuc & day.

Sau day la mo6t hé qua quan trong cua dinh ly cd ban. Néu sé nguyén té
p la thitra s6 cua tich ab thi nd phai la thua sé cua a hoac b. Thuc vay, néu p
khong phai la thira s6 cua ca a va b thi phan tich cua ab khéng chira thira s6
p. Mat khac, do gia thiét p la thira s6 cua ab thi c6 mot s6 nguyén t sao cho

ab = pt

Bdi thé, khi nhan p v@i phan tich thira s6 nguyén t6 cua t, ching ta dugc phan
tich thira s6 nguyén t6 cua ab cé chlra p. Cho nén ching ta di dén thira nhan
c6 2 phan tich thira s6 nguyén t6 khac nhau cla s6 ab, diéu nay mau thuan
v@i dinh ly co ban.

Vi du: néu chung ta xac nhan dudc 2652 chia hét cho 13 va 2652 =
6.442 thi cé thé két ludn 442 chia hét cho 13. Mat khéac, 240 chia hét cho 6
va 240 = 15.16 nhung ca 15 va 16 déu khong chia hét cho 6. Diéu dé ching
to gia thiét p la s6 nguyén t6 trong dinh ly cd ban. 6 khong phai la s6 nguyén
té nhung 13 la la mo6t s6 nguyén to.

2. Su phan bo cac s6 nguyén to

Co thé 1ap bang liét ké tat ca cac s8 nguyén té khdng vugt qud mét sb
N cho trudc bang cach sau day. Viét cac s6 tu nhién tir 2 dén N theo th(r tu,
sau do6 xod tat ca cac sob la bdi cua 2(trur 2), roi dén cac sb la bdi cua 3 ... cho
dén khi xod hét tat ca cac hdp s8. Qua trinh dé ndi tiéng vdi tén goi “sang
Eratosthenes” cho phép gilr lai tat ca cac s6 nguyén t6. D€n nay ching ta da
lap dugc nhirng bang s6 nguyén td cho dén 10000000 do cai tién phuong phap
nay. Nhirng bang nay cho ching ta tai liéu thuc nghiém phong phl nhat dé
nghién cu su phan bd va cac tinh chat cua s6 nguyén t6. Dua trén cac bang
dé, ching ta cé thé néu mot loat cac giad thiét cé ly dén ndi dudng nhu ly
thuyét s6 la mot khoa hoc thuc nghiém. Viéc chirng minh nhirng gia thuyét dé
thudng rat kho.



a. Cac cong thuc cho s6 nguyén té

Ngudi chiing ta da cé nhiéu c8 géng tim nhitng cdng thirc cho ra céc s6 nguyén
t6, du rang khong yéu cau phai cho tat ca cac s6 nguyén t6. Fermat da cho
rang (khéng khang dinh) tat ca cac sd c6 dang:

F(n) = 2%" + 1
la s6 nguyén t6. That vay, véin =1,2,3,4 ching ta dudc
F(1) =22 4+1=5
F2) =2 4+1=24+1=17
F(3) =22 +1=2841 =257
F(4) = 22" + 1 = 216 + 1= 65537

la s6 nguyén t8. Nhung dén ndm 1732, Euler d& phan tich dugc F(5) = 22° +
1 = 641 . 6700417, nén F(5) khoéng la s6 nguyén t6. Sau nay, chidng ta con
phat hién dugc nhiéu hgp sé khac trong “cac s6 Fermat” d6. Do nhitng kho
khan khong vugt qua dugc cé lién quan va@i cac phép thu truc ti€p ma nhiéu
phudng phap ly thuyét s6 sdu sac da dugc hinh thanh.

Sau day 1a mét biéu thlic don gian va dang chd y khéac ciing cho dudc
nhiéu s6 nguyén to:
f(n) =n?-n+ 41

V@i n =1,2,...,40 thi f(n) la s6 nguyén t0; nhung vGi n = 41 thi f(41) = 412
khong la s6 nguyén t6.

Biéu thic
n? -79n +1601
cho cac s6 nguyén t6 cho dén n=79, khi n = 80 ching ta dudc hgp s6. Tém

lai, ching ta cd thé nai viéc tim kiém cac cdng thirc sG cdp cho ra cdc nguyén
t6 la uéng céng vo ich.

b. S6 nguyén té trong cac cdp sé céng

N€u chi’ng minh cua van dé trong day s6 tu nhién 1,2,3,4,... ¢ vO s sO
nguyén td la hoan toan cé tinh chat so cép thi viéc lam nhu thé doi véi nhirng
day s6 nhu 1,4,7,10,13,... hoac 3, 7, 11, 15, 19... hoac ndi chung doi véi mot
cap s6 cong bat ky a,a +d, a + 2d, ..., a + nd, ... (vGi a va d khéng c6 thira
s& chung) gap khd khan 18n. Moi su quan sat chi khang dinh mot su kién Ia



trong mot cap s6 nhu thé cé vb s6 s6 nguyén toé cling nhu trong mot cap s6
cdng don gian 1,2,3, ... d& c6 nhiéu ¢ gang I6n lao d& chirng minh dinh ly
téng quat nay. Lejeune Dirichlet (1805-1859) Ia mdt nha todn hoc cua thé ky
19 da di dén két qua. Trong khi chirng minh 6ng da ap dung nhirng phuadng
tién hoan hao cua giai tich todn hoc thdi d4. Nhitng céng trinh néi tiéng cua
ong trong pham vi nay van 13 tuyét dinh ddi vdi ca thdi nay. Mot trdm ndm da
qua nhung van khéng thé don gidn hod chirng minh cda Dirichlet d€ nhitng
ngudi chua ndm virng day du cdng cu giai tich todn hoc va ly thuyét sd cd thé
hi€u dugc.

O day, ching ching ta khéng cé y dinh chirng minh dinh ly tong quat
cua Dirichlet ma chi gigi han trong mét bai todn dé han: ma rong chifng minh
cua Euclid vé su ton tai cua vo sb6 s6 nguyén t6 sao cho né bao gom dudc mot
cép s6 dac biét nhu 4n+3 hay 6n+5 chang han. Ching ta xét cdp s6 th& nhét.
Trudc hét, ching ta luu y rang moi s6 nguyén I6n han 2 déu phai 1é (néu
khéng thi né chia hét cho 2 do d6 cé dang 4n+1 hay 4n+3 (vdi n nguyén).
Tich cla cac s6 dang 4n+1 cling la mét s6 cé dang nhu thé bdi vi:

(4a+1)(4b+1) = 16ab + 4a + 4b + 1 = 4(4ab + a + b) + 1

Bay giG ching ta thl rang chi c6 mot s6 hitu han s6 nguyén té dang 4n+3,
chiing ta biéu thi ching Ia p1, p2, ..., pn vVa xét s:

N = 4(pip>...pn) = 1 = 4(pip2...pn =1) + 3

Hoac N nguyén t0, hodac phéan tich dugc thanh tich cac s6 nguyén t6, nhung
trong phan tich dé khéng thé cé thira s6 nao la mét trong cac sé p1, p2,... pn ,
bdi vi nhitng s6 nhu thé chia cho N du -1.

Bay gi& ching ta luvu y rdng moi thira s cé trong N khdng thé cé dang 4n+1
bdi ban than N khong cé dang d6 ma tich cac s6 cé dang 4n+1 la nhitng s6
cling c6 dang nhu thé. Nhu thé thi it nhat mot thua s6 cé trong N phai cé dang
4n+3. Diéu nay co thé xay ra vi khéng c6 s p nao la thira s6 ctia N va tat ca
cac s6 nguyén t6 cé dang 4n+3 dad dudc s dung hét, dan d&n mau thuln.
Vay sb cac s6 nguyén té nhu thé la v han.

c. binh ly vé su’ phadn bb cac sé nguyén té

Trong cac cong trinh nghién clu cé lién quan dén luat phan bd cac s6
nguyén to thi budc quyét dinh chi dat dudc khi nha toan hoc tu bd y dinh vo
ich di tim cong thlc toan hoc sa cap cho tat ca cac s6 nguyén t6 hoac tim con
sO chinh xac cac s6 nguyén td cé trong n s6 tu nhién dau tién ma tap trung
chd y vao su phan bd trung binh cdc s6 nguyén t6 trong cac so tu nhién.



V3&i mdi s6 nguyén n, chiing ta biéu thi s6 cac sd nguyén td tr 1 dén n
la An. NéEu ching ta ching tach trong cac s6 dau tién cua day so6 tu nhién:

1234567891011 121314151617 18 19
nhirng s6 nguyén t6 thi ching ta dém dudc ngay mot loat cac gia tri An:
At =0,A2=1,A3=A3=2,As=As =3, A7 =As = Ag = A1o = 4, A1 = A2
=5 A3 =A1sa=Ais=A16=6,A17=~A1is=7,A19 =38, ...
Bay giG chung ta lay mo6t day gia tri n bat ky tang vo han, vi du:
n =10, 102 103, 10¢, ..,
Khi d6 day gia tri A, tudng U'ng
A10, A102, A103, A104, ey
cling sé tang v6 han (tuy cé cham han). Thuc vay, tap hgp s6 nguyén té la vo
han, cho nén gia tri An s6m hay mudn sé trd nén I&n han moét sé bat ky cho
trude. “Mat d6” phan bb cac s6 nguyén t6 trong n s6 nguyén dau tién cua day
sO tu nhién dudc cho bdi ty Ié %" NhG bang s6 nguyén té chung ta tinh dugc
mot cach dé dang cdc gid tri v8i n dd 18n:
n An./n
10| 0.168

10°| 0.078498
10° | 0.050847478

Dong cudi cung cua bang trén cho chlng ta xac sudt dé€ 18y ra tur 10° sb tu
nhién dau tién la s6 nguyén t6; tu 10° luya chon, cé 4,9 s6 nguyén to.

Su phan b6 cac s6 nguyén tb riéng biét cd tinh chat rat khong déu.
Nhung su khong déu dé sé bién mat néu chung ta chu y dén su phan bd “trung

n

binh” dugc cho bdi ty 1€ A?. Qui luat don gian ma su bién thién cua ti s6 nay
phai tuédn theo can dugc liét vao trong s6 nhitng phat minh ndi ti€éng nhét
trong toan bd ca sd todn hoc. Mudn phét bi€u dinh ly vé su phan bd cac sb
nguyén t6 trudc hét can giai thich “logarithm tu nhién” cla n la gi. Mudn thé
ching ta 18y 2 truc vudng goc véi nhau trén mat phang va xét quy tich nhiing
diém trén mat phang cd tich cdc khoang céach x va y dén 2 truc bang dan vi.
V@i ngén ngir toa do thi quy tich dé la mot hyperbol dang xy = 1. Chung ta
dinh nghia log(x) la dién tich cta hinh gigi han bdi hyperbol va 2 dudng thing



vuong goéc x = 1 va x = n(logarith va tinh chat ciua né sé dugc xét ky han
trong chucng VIII).

v}

1 n

Hinh 5: Dién tich phan gach chéo dudi duong hyperbola dinh nghia log n.
Hoan toan ngau nhién ma thdng qua viéc nghién clru bang s& nguyén
t6, Gauss da thdy ti s AT" gan bang @ va do chinh xac sé tang khi n tang.
Cén cf vao gia tri clia ti s8 7% / —— , khi n = 1000, 1000000, 1000000000
trong bang sau day dé thdy su x&p xi dé la co thé chdp nhan dugc:

An/n
n A./n 1/log n /log n
10° 0.168 0.145 1.159

10° 0.078498 0.072382 1.084
10° 0.050847478 0.048254942 1.053

L I - e & # 8 4 & 0 & @ L L B & & & @

Dua trén tinh hién nhién thuc nghiém ki€éu d4, Gauss da phat bi€u rang ti s6
"2 x8p xi bang @ . Y nghia cta kh&ng dinh nay nhu sau: néu ching ta I&y

mot ddy cac gid tri n cang ngay cang I6n, chang han

10, 102, 103, 104, ...

1
log n

(nhu da lam & trén) thi ti s6 2/

tinh theo gia tri ca n, sé trd nén cang gan bang 1, tuc la khodng cach gilra
ti s6 nay vdi 1 sé& nhd bao nhiéu cling dudc mién la n du 18n. Mot hé thic kiéu
dé dudgc ky hiéu bang ~ :

1

dan tién dén 1 khi n tang.
logn

An 1 ~ » An
—~— nghia la 7/

n log



Viéc khbéng thay ddu ~ bang ddu = théng thudng la ré rang vi An ludn ludn la
s6 nguyén, trong khi d6 log n thi khéng nguyén.

Chung ta khdng thé ngac nhién trudc van dé su phan bd cac s6 nguyén
t6 dugc mo ta rat tét bang ham s logarit, béi vi & day cd su két hgp chat ché
gitra 2 khai niém toan hoc khong co lién quan dén nhau.

DU réng khéng c6 khd khdn ddng ké d€ ndm dudc néi dung ménh dé
Gauss néu Ién, song & thagi Gauss thi viéc chirng minh chat ché vé mat toan
hoc ménh dé do lai vugt ra ngoai kha nang cua mot nha khoa hoc toan hoc.
Mubn chirng minh dinh ly vé su phan bd cac s6 nguyén t6 - mét dinh ly ndi
vé cac khai niém todn hoc sd cdp nhat - da phai dung dén nhirng phuong phap
c6 hiéu luc nhat cua toan hoc hién dai. Phai gan 100 nam sau, khi ma giai tich
da phat trién vi Hadamard(1896) & Paris va Vallé-Poussin(1896) méi chi'ng
minh dugc dinh ly vé su phan bé cac s6 nguyén t6. Sau dé Mangoldt va
E.Landau da don gian hod di va cé nhirng bd sung quan trong. Trudc Hadamard
da 1au, trong tdc phdm néi ti€ng ctia minh vé dudng 18i chién lugc cia nhitng
cudc tan céng sap téi, Riemann (1828 - 1866) da c6 mot budc ti€n quan trong
trong pham vi ndi trén. Gan day nha toan hoc My Norbert Wiener d& thay ddi
chlirng minh d& khéng phai dp dung s& phlc trong nhitng khdu chu yéu cua
cac lap luadn dan ra. Tuy nhién, chirng minh van con rat phirc tap ddi véi nhitng
ngudi mdi bat dau lam toan. Chiang ching ta sé quay lai chi d& nay mot lan
nira.

d) Con hai bai toan vé sé nguyén té chua dugc giai

Trong khi van dé phan b6 cac s6 nguyén t6 (“trung binh”) da giai dap
xong thi sy dung dan cua mot loat cac gia thuyét khac hoan toan hién nhién
dGi vdi thuc nghiém van chua dugc chirng minh.

Trudc hét; gid thuyét ndi tiéng clia Goldbach thudc loai db. Goldbach
(1960 - 1764) khdng dé lai mot cdng trinh nao trong lich st todn hoc: dng chi
ndi tiéng vé bai todn ma dng néu trong bic thu gui cho Euler ndm 1942. Ong
luu y d&n mot su kién 1a bao gid cling c6 thé biéu thi mot s& chan bat ky (ngoai
s§ 2 la s6 nguyén t8) dudi dang téng cla hai s6 nguyén t&. Thi du: 4 = 2 +
2,6 =3+3,8=5+4+3,10=5+5,12=5+7,14=7+7,16 = 13+ 3, 18
=11+7,20=13+7,..48 =29 + 39,... 100 = 97 + 3 V.v...

Goldbach hdi rdng liéu cé th& chiing minh diéu dé d6i véi moi s6 chan
hodc co thé chi ra moét thi du bac bo gia thuyét dé hay khéng. Euler d& khdng
gidi dap dugc, sau nay ciing chua cd ai gidi dap dudc. Tinh hién nhién vé mat
thuc nghiém cua gia thuyét Goldbach la hoan toan tin cay dudc qua phép thdr.
Ngudn géc clia nhitng khé khdn & day 1a & chd khai niém s& nguyén t6 dugc
dinh nghia qua thuat ngilt nhan, trong khi dé thi bai toan dé cap dén phép



cong. Cach day khong lau thi viéc chirng minh gia thuyét cia Goldbach con la
mot bai todn rat hi€m hdc. Ngay nay thi tinh hinh d& khéng con nhu thé nita.
Trong ndm 1931, nha todn hoc Nga tré tudi néi tiéng thdi by gid
Schnirelmann (1905 - 1938) d& dat dugc mot két qua dang ké bat ngd va ky
la d8i v&i moi chuyén gia vé vdn dé nay. Ong da chirng minh dugc réng moi
s& nguyén dudng déu cé thé viét dudi dang téng cua khdng qua 300 000 sb
nguyén t&. Dau réng hai k&t qua nay cé phan nao tinh chat khoi hai (so vdi
muc dich ch’ng minh gia thuyét Golbakh dé ra ban dau) nhung né la budc
dau trén con dudng phai di. Chi’ng minh clia Schnirelmann la truc ti€p va
mang tinh chat kién thiét, du rang nd khdong bdo ddm moét phucsng phap thuc
tién dé bi€u thi mot sé nguyén tuy y dudi dang tdng cac sd nguyén td. Sau
nay, nha toan hoc Nga Vinogradoff ap dung cac dung cac perdng phap cua
Hardy, Littlewood va clia ngudi cong tac vi dai cla ho ngudi An D6 Ramanugan
da gidm cac s6 hang tir 300 000 xudng 4. Diéu nay da rat gan vdi IGi giai bai
toan cua Goldbach. Nhung gilta cac két qua cua Schnirelmann va cua
Vinogradoff cd su khac nhau rat ro rét, con ro han la su khac biét gilra cac sé
300 000 va 4. binh ly cua Vinogradoff da dugc chirng minh chi déi véi moi s6
“da I&n”; noi chinh xac han thi Vinogradoff da xac nhan su tén tai moét s6 N
d€ cho moi s& nguyén n > N c6 thé biéu thi dudi dang tdng cua bdn s6 nguyén
t6. Phucng phap cua Vin Vinogradoff 6gradév khong cho phan doan gi vé dai.
Trai ngudc v@i phuang phap cua Schnirelmann, né thuc su “gian ti€p” va khong
ki€n thiét. Vinogradoff d& chirng minh nhu sau: néu gia thir rang cé mot tap
hdp vo han s8 khdng biéu thi dugc dudi dang téng clia bdn (hodc it hon) sé
nguyén t6 thi co thé di dén mau thuan. O day, chldng ta c6 mot thi du tuyét
dep chi’ng to su khac biét sdu séc gilra hai ki€u chifng minh truc tiép va gian
tiép.

Bai toan th( hai con thu vi han bai toan cua Goldbach, cho dén nay chua
ai di gan téi 18i gidi cia ndé ca. Ngudi ching ta dé y thdy khéng it nhitng cép
s6 nguyén t6 dang p va p+2. Chdng han 3va 5, 11 va 13, 29 va 31 v.v... Gia
thuyét vé su ton tai mot tap hdp vo han nhitng "ké lang giéng" nhu vay xem
ra rat cé ly, nhung cho dén nay chua cé ai di gan dén chirng minh cua né ca.

§2. SU DPONG DU
1. Khai niém chung.

MOi IAn phai ndi dén tinh chia hét cua cdc s6 nguyén cho mdt s6 nhat
dinh nao do thi moi lap luan sé tré nén dan gian va sang ré han néu ching ta
dung quan hé dong du do Gauss dua ra cung véi nhitng ky hiéu tugng Ung.
Pé dua khai niém ddng du vao ching ta hdy xét cac s6 du cd dudc khi chia
nhitng s& khac nhau cho 5 chdng han. Chang ta co:



0=0:54+0 7T=1-5+4+2 —-1=-1.54+ 4
1=0.541 8§=1.5+4+3 —2=-1.543
2=0.54+2 9=1.94+4 —3=-1.54+ 2
3=0.54+3 10=2.54+0 -4 = —1.5+1
4 =0.54 4 11 =2.5+1 -5=-1.540
5=1.540 12 =2.54+ 2 —6 = —2.544
6 =1.5+4+1 ete. ete.

Ching ta dé€ y rang sb du trong phép chia cho 5 chi cé thé 1a mét trong cac sé
0, 1, 2, 3, 4. Ching ta ndi rang hai s6 a va b dong du theo modulo 5 néu
ching cé cung mét s6 du khi chia chiing cho 5. Chang han cac s6 2, 7, 12,
17, 22, ..., -3, -8, -13, -18,... la d6ng du theo modulo 5 bdi vi khi chia cho 5
chiing déu cho du 2. Téng quat, ching ta néi réng hai sé a va b ddng du theo
modulo d (d la mét s6 nguyén nao dd) néu khi chia cho d ching cho cung mét
sO du, hay ndi cach khac, néu céd mot s6 nguyén n thia - b = nd. Thi du, 27
va 15 dong du theo modulo 4 bdi vi

27=6.4+3, 15=3.4+ 3.

DaGi vdi quan hé dong du ching ta dua vao ky hiéu cho nd: néu a va b déng
du theo modulo d thi ra viét

a=b(modd).

[NEu a khéng dong du vdi b theo modulo d thi ching ta viét: @ # b (mod d)].
Né&u d3 rd 1& modulo nao thi chiing ta c6 thé bd “mod d” di.

Su déng du thudng dugc gap trong ddi séng sinh hoat hang ngay. Thi
du, kim giG chi thgi gian theo modulo 12, déng ho 6 t6 ghi quang dudng di
dudc theo modulo 100 000 (hai ly hoac km).

Trudc khi xét ky han phép dong du va cac tinh chéat, dé nghi ban doc
ki€m tra lai xem cdc ménh dé sau day co tuong duong khodng:

1. a dong du véi b theo modulo d.
2. a =b + nd, n nguyén.
3. a - b chia hét cho d.

Ky hiéu clia phép dong du do Gauss dua ra nham nhan manh mot su
kién la déng du thic c6 nhiéu tinh chat clia cac dang thic thdng thudng.
Chung ta nhac lai nhitng tinh chat do:

1) Lubn lubn cé a = a



2)NEua=bthib=a
3)Neua=bvab=cthia=c.
Ngoai ranéua =a’vab = Db/, thi
4)Ya+b=a+b’
5Ya-b=a-b’

6) ab = a’'b’

Nhirng tinh chat nay dudc bao toan néu quan hé bang nhau a = b dudc thay
thé€ bang quan hé déng du a = b (mod d). Tdc la:

1’) Ludn ludn c6é a = a (mod d).

2’) Néu a = b (mod d) thib = a (mod d).

3') Neua =b (mod d) va b =c(modd) thia=c (modd).
(Ban doc hay thir lai xem! - diéu nay khéng kho)

Ciling vay, néua = a’ (mod d) va b = b’ (mod d) thi:
4Ya+ b =a"+ b’ (mod d)

5Ya-b=a"-b'(modd)

6’) ab = a’b’ (mod d).

Cho nén ching ta cé thé cdng, trir va nhén céc ddng du thiic theo cung mot
modulo. Thuc vay, tu:

a=a +nrd, b=>b"+ sd

suy ra:

a+b=a+b’'+(r+s)d
a-b=a-b'+(r-s)d
ab =ab’+ (a's+ b’r+rsd)d

nhitng ddng thirc nay sé& dan dén cac két ludn can thiét. Phép ddng du ciing
thira nhan mot biéu dién hinh hoc tuyét diéu. Néu ching ta mudn cho cac sé
nguyén mot biéu dién hinh hoc thi ching ta chon mét doan thdng c6 do dai
don vi roi dit nhitng doan 1a boi cua don vi vé ca hai phia. Nhu thé, mbi s6
nguyén cé mdt diém tucsng ’ng trén dudng thang - truc sd (H.6). Nhung, néu
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H.6. Biéu dién hinh hoc cdc s6 nguyén

Nhung, néu ching ta xét cac s6 nguyén theo mot modulo d cho trudc thi hai
sO6 dong du dugc xem nhu khéng cé gi phan biét vi chung cho cung mot s6 du
trong phép chia cho d. Mudn biéu dién bé&ng hinh hoc nhirng diéu trén ching
ta chia mot dudng tron thanh d phan bang nhau. Moi sé nguyén khi chia cho
d cho s6 du la mét trong cacs6 0, 1, 2 ..., d -1 : nhitng s6 nay dugc phan bd
trén dudng tron vdi nhitng khoang béng nhau. Mdi s6 déu dong du véi mot
trong cac s& noi trén theo modulo d, do d6 s& dugc biéu dién bai diém tudng
&ng; hai s6 1a ddng du néu chldng dugc dién bdi cing mét diém. Trudng hgp
d = 6 dudc biéu thi trén hinh 7. M3t ddng hd cling c6 thé coi [a mét md hinh
nhu thé.

Pé lam thi du cho viéc &p dung tinh ch&t nhén cla phép ddng du (tinh chét
6’), ching ta sé xac dinh du trong phép chia cac Iy thura lién ti€p cua 10 cho
cung mo6t s6. Vi 10 = -1 + 11 cho nén

10=-1 (mod 11)
Nhan nhiéu lan déng du thldc d6 véi nhau chidng ta dudc:
102=(-1) (-1) =1 (mod 11)



103
104

-1 (mod 11)
(mod 11)

i
[E

V..V
MOt s6 nguyén viét trong hé thap phéan cé dang:
Z=ao+a;.10+a2.10°+ ... +an. 10"
Thay céc 10" bang cac s6 du cta nd khi chia cho 11, ching ta dugc:
t=ap-a:+az-..
Thuc vay, ching ta co
Z-t=a:.11+a>(10°-1)+az(10°+ 1)+ a+(10%-1) + ...

Vi moi biéu thic 11, 102 - 1, 102+ 1,... ddng du véi 0 theo modulo 11 nén Z
- t cling dong du véi 0, vi thé khi chia cho 11 thi Z va t c6 cung dong du. Noi
riéng, mot s6 chia hét cho 11, tdc la s6 du 0 khi chia cho 11, khi va chi khi
téng cac chir s& clia nd vdi ddu xen ké chia hét cho 11. Thidu, s z = 3162819
chiahétchol1ll1vi3-1+6-2+8-1+ 9 = 22 chia hét cho 11. Ciing bang
cach nhu vay thi viéc tim qui tac chia hét cho 3 hodc cho 9 con dan gidn han
bdi vi 10" = 1 (mod 3 va 9), cho nén 10" - 1 (mod 3 va 9) v&i moi n. Do d¢,
Z chia hét cho 3 va cho 9 khi va chi khi téng céc chir s8 ctia n6

S=ar+a>+as.. +an
chia hét cho 3 va cho 9.
NEu Idy modulo la 7 thi chidng ta co:
10=3,102=2,103 = -1, 104 = -3, 105 = -2, 106 = 1...

Nhiing s6 du ti€p theo dugc 1ap lai. Vi thé Z chia hét cho 7 khi va chi khi biéu
thirc

R =a0+ 3a; + 2a> -az - 3a4 - 2as + as + 3a7 + ...
chia hét cho 7.

Bai tap: Tim quy luat tucng tu cho tinh chia hét cho 13

Khi chidng ta cong va nhan cac dong du thic theo mot modulo nhat dinh,
chdng han d = 5, mudn cho cac s khéng qua I8n, cd thé thay s6 da cho bang
mot trong cac s6

0,1,2,3,4



ddng du véi nd. Thi du, khi tinh téng va tich theo modulo 5 clia nhitng sé khac
nhau chi can dung bang cong va bang nhan sau day:

a-+b a-b
b=01 2 3 4 b=0 1 2 3 4
a=0 01 2 3 4 a=0 0 0 0 0 0
| 1 2 3 4 0 1 o JARD - - 1!
2 2 3 4 0 1 2 0 2 4 1 3
3 3 4 01 2 3 0 8 1 4 2
4 4 01 2 3 S R Y I |

Qua bang th{ hai ching ta thdy rang tich ab dong du vdi 0 theo modulo 5 khi
va chi khi a hoac b = 0 (mod 5). Diéu nay ggi ching ta suy nghi vé su ton tai
dinh lut téng quat sau:

7) ab = 0 (mod d) chi khia = 0 hoac b = 0 (mod d).

la su md rong tinh chat cda phép nhan théng thudng rat quen biét ab = 0 chi
khi @ = 0 hoac b = 0. Luat 7) chi dang vdi diéu kién modulo d la s6 nguyén
t6. Thuc vay, dong du thirc

ab=0 (mod d)

c6 nghia la ab chia hét cho d, ma chidng ta da biét rang tich ab chia hét cho
sO6 nguyén t6 d khi va chi khi mot trong cac thira s6 a hoac b chia hét cho d
tirc la néu:

a=0 (mod d) hoacb =0 (mod d)

Mat khac, dinh luat sé khéng con ding khi d Ia hgp s8; lUc d6 cd thé viét d =
r .s trong do ca hai thtra s6 r va s nho hon d va

rz0 (modd) s Z0 (modd)
nhung
rs =d =0 (modd).
Thidu, 220 (mod 6) va 3 #0 (mod 6), nhung2 .3 =6 =0 (mod 6) .

Bai tap: 1) Chirng minh luat sau, v8i mot modulo nguyén t6 chung ta
co

ab=abvaa®o,thib=c.



2) Cai s6 nao gilta 0 va 6 la dong du vdéi tich 11.18.2322.13.19 modulo 7.

3) SO nao gilra 0 va 12 la dong du v@i tich 3.7.11.17.19.23.29.113 modulo
13.

4) S& nao gilra 0 va 4 1a dong du vdi tdng 1+2+22+...+213 modulo 5.

2. Pinh ly Fermat.
Trong thé ky 17, Fermat ngudi sang lap ly thuyét s6 hién dai da phat
hién moét dinh ly cuc ky quan trong. Néu p la s6 nguyén t6 khong chia hét s6
nguyén a thi

a>t=1 (modp)
Noi cach khac, Ily thira bac (p - 1) cua a chia cho p du 1.

MOt sb tinh toan ma chdng ta da thuc hién & trén da xac nhan dinh ly
nay: chang han ching ta thdy rang 106 = 1 (mod 7); 102 = 1 (mod 3) va 1013
= 1 (mod 13). Cling vay dé dang thu lai réng 212 = 1 (mod 13) va 51 = 1
(mod 11). D& kiém tra ching ta khdng can tinh 10y thira béc cao cua cac sb
da cho, chi can dung tinh chat nhan cua cac déng du thic:

24 =16 =3 (mod 13)
28=32=9=-4 (mod 13)
212=-4 . 3=-12=1 (mod 13)

52 =3 (mod 11)
54 = -2 (mod 11)
58 =4 (mod 11)
50=3.,4=12=1 (mod 11)
Dé chiing minh dinh ly Fermat chldng ta hdy xét cac s6 la bdi cua a:
m;=a, mx=2a, mz = 3a,.. mp-; = (p-1)a.

Khéng cé bat ky hai s& nao trong dé cé thé dong du vdi nhau theo modulo p,
néu khéng p phai la udc cua hiéu mr - ms = (r - s)a, trong dé r va s la cap s6
nguyén nam trong gidi han 1 < r <s < (p - 1). Nhung tl dinh luat 7), chidng
ta thdy rang diéu dé khdng thé& xay ra: vi r - s nho hon p, nén r - s khéng
chia hét cho p; mat khac, theo gia thiét p khong chia hét a. Han nita, ching
ta thdy khéng mot s6 m nao dong du vdi 0 ca. (y phén trén la khéng cdé hai
sé nao chia cho p ma dugc cung s6 du’ => cac sb du phai khac nhau, chung



ta cé y phan sau) . Tu dé suy ra cac s6 mi, my, ... mp-1 tuong lirng~ dong du vai
cacs6 1,2, .. p-1(cothé sdp xEp theo cach khac). Diéu dé dan dén:

mmz..Mp-1=1.2.3...(p-1)a*1=1.2.3..(p-1) (modp)
hodc d& cho gon: dd&tK=1.2.3 .. (p - 1), ching ta cé
K(aP1 -1) =0 (mod p).

SO K khong chia hét cho p vi khong c6 thira s6 nao chia hét cho p; nghia la
theo dinh luat 7) thi (aP~! - 1) phai chia hét cho p hay

aP1-1=0 (modp).
Do la dinh ly Fermat

Chung ta thur lai dinh ly nay mot lan nra. Ching ta lay p = 23 va a = 5.
Nhu vay theo modulo 23 thi 52 = 2,54 =4,58 = 16 = -7, 516 = 49 = 3, 520
= 12, 522 = 24 = 1. Néu chung ta Iay a = 4 thay cho 5 thi theo modulo 23,
chingtaséc6o42=-7,43=-28=-5,44=-20=3,48=9,411 = -45= 1,
422 = 1, Trong thi du a = 4, p = 23 (cling nhu trong nhiéu thi du khac), can
chl y rang khong nhirng chi Iy thira bac (p - 1) ma ca Iy thira bac thap han
nifa cua a ciling da dong du vdi dan vi. Trong thi du cia chung ta thi Iy thira
nhé nhat do la 11, la udc s6 cua p - 1.

Bai tap: 1) Tudng tu nhu trén, tinh: 26 = 1 (mod 17); 32 = -1 (mod
17); 3% = -1 (mod 29); 2% = -1 (mod 29); 414 = 1 (mod 29); 5% =1 (mod
29).

2) Kiém tra dinh ly Fermatchop =5, 7, 11, 17 va 23 véi cac gia tri khac nhau
cua a.

3) Chirng minh dinh ly téng quat sau: S& dudng e nho nhét, sao cho a® = 1
(mod p), phaila u6c cia p - 1. (Ggi y: chia p - 1 cho e, dugc

p-1=ke+r,

ddiy 0 <r<e, vasudung thém aP-l= a¢= 1 (modp).)

3. Thang du binh phuong.
Trd lai cac thi du minh hoa dinh ly Fermat , ching ta thay khong chi aP
-1 =1 (mod p) dlng, ma (vi gia thiét p la nguyén t6 khac 2, tic la p 1é va co
dang p = 2p’ + 1) a? = alP-1)/2 = 1 (mod p) cling dang . Tinh hinh dé lam nay
sinh mot loat gia thiét tha vi. Dinh ly c6 thé viét dudi dang sau:

ar-l-1=a% -1=(@"-1)@ +1)=0 (mod p)



Vi mot tich s6 chi chia hét cho p khi mot trong cac thira s6 chia hét cho p,
nghia la mot trong cac s6 aP’ - 1 hoac aP + 1 phai chia hét cho p, cho nén vdi
moi s6 nguyén té p > 2 va vdi moi a khéng chia hét cho p tat phai co:

a(P-1/2 = 1 hodc alP-1/2 = -1 (mod p)

Ngay tu luc phat sinh ly thuyét s6 hién dai, cac nha toan hoc da bi thu
hat vao viéc giai quyét van dé: véi nhitng s6 a nao thi dong du thidc th(r nhat
dung, vdi nhitng s6 a nao thi dong du thic thd hai dung? Chung ta gia thu
rang a dong du mod p vaGi binh phucng ciia mét s6 x nao do:

= x?2 (mod p)

Suy ra, alP-1/2 = xP -1 cdi ma theo dinh ly Fermat déng du véi 1. S6 a (khong
phai la bdi cia p) dong du vdi binh phudng cia mét s6 nao dé nhu thé dudgc
goi la thang du binh phuong cua p; ngugc lai, mot s6 b khéng phai la boi clua
p khdng déng du véi mot binh phudng nao theo modulo p dugc goi la phi thang
du binh phuong cta p. Ching ta via thdy rang moi thang du binh phuong a
clia s6 p thda man doéng du thirc aP-17/2 = 1 (mod p). Khé thdy rang moi phi
thang du b cua s6 p théda man dong du thic b(P-1%/2 = - 1 (mod p). Hon nira,
chlng ta sé chirng minh rang (vé sau nay) rang trongcacsé 1, 2, 3,..., p- 1
c6 (p—-1)/2 la thang du binh phudng va phi thang du binh phuong.

Tuy dua vao cach tinh truc tiép ching ta da cé thé thu thap dugc mot
sO khong it cac dir kién thuc nghiém, nhung viéc phat hién ra nhirng qui luat
chung chi phéi cidch phan b cac thing du binh phudng khdng phai dé. Mot
tinh chat sdu sac dau tién clda hai thang du doé d& dudc Legendre (1752 -
1833) phat hién; sau may Gauss goi né 1a dinh luat ddi ngdu. Dinh luat d6 noi
vé quan hé tuong ho gilra hai s6 nguyén td p va q khac nhau. Né nhu sau: g
la thang du binh phuong cua p khi va chi khi p la thang du cua q, kem theo
tich ( pT_l ). ( qT_l) la chdn. Ngugc lai, néu 1&, thi tinh hinh da thay d&i hdn: p 13
thang du binh phudng cta q khi va chi khi g la phi thang du cua p. M6t trong
nhirng thanh tuu tu thdi tré cua Gauss, la dua ra chirng minh mot cach chat
ché cho dinh ly dang chu y nay, cai ma mot thdi gian dai da tha thach cac nha
toan hoc. Chirng minh cta Gauss hoan toan khdng thé coi l1a tdm thudng, dén
ngay nay thi viéc chirng minh dinh ludt d6i ngdu van con 1a mdt cong viéc
dang k&, dau réng mot s6 18n chirng minh khac d& dugc cdng bs. Y nghia thuc
su cla dinh ludt d6i ngdu dén thdi gian gan day mdi dugc phat hién - né cé
lién quan dén su phat trién méi nhat cua ly thuyét dai sé vé s hoc.

DéE lam thi du minh hoa cho su phan b8 cla cac thdng du binh phuong,
chung ta chon p = 7. Thi:

02= 0, 12 =1, 22 =4, 32 = 2, 42 = 2, 52 = 4, 62 =1



va Vi cac binh phuang ti€p theo lap lai day dé, cho nén thang du binh phuong
cua 7 la cac s6 dong du vdi 1, 2 va 4, con cac phi thang du la nhitng s6 dong
du vdi 3, 5 va 6. Tdng quat thi cac thang du binh phuong cua p gdom cac sd
dong du v@i cac s6 12, 22, ..., (p - 1)2. Nhung nhitng s6 nay ting cap dong du
v@i nhau vi:

x?2 = (p-x)?(modp) (thidu2?=52(mod?7))

Thuc vay, (p - x)2 = p2 - 2px + x2 = x2 (mod p). Nghia la mo0t nira cac s6 1,
2, ..., p — 1 thang du binh phudng cua p, con nira kia la cac phi thang du. Mudn
cho mdt minh hoa cua dinh ludt d6i ngau, ching ta @8t p = 5, g = 11. Vi 11
= 12 (mod 5), cho nén 11 la thang du binh phudng theo modulo 4, va vi tich
. 13 ch&n cho nén theo dinh ludt d&i luat d6i ngdu thi 5 cling phai la thing du
binh phudng theo modulo 11; thuc vay, ching ta thdy réang 5 = 42 (mod 11).
Mat khac, chiung tadatp = 7, g = 11. Ldc nay tich . la |, 11 la thang du theo
modulo 7 (vi 11 = 22 (modulo 7), con 7 la phi thang du theo modulo 11.

§3. SO PITAGO VA PINH LY CUOI CUNG CUA FERMAT
Dinh ly Pichung tago cé lién quan dén mot van dé thu vi trong ly thuyét
s6. Ngudi Hi Lap da biét mét ching tam gidc vdi cac canh 3, 4, 5 la ching tam
gidc vubng. Dinh ly dd, nhu da biét dugc bi€u thi mdt cach dai s6 bang dang
thic:

(1) a?=b2+c?

trong dé a va b la d6 dai cac canh géc vudng, c la d6 dai canh huyén. Van dé
tim t&t ca cdc ching tam gidc vuéng, ma cac canh cta chidng dudc biéu thi
bang cac s6 nguyén tuong duong vdéi van dé tim tat ca cac nghiém nguyén (a,
b, c) cta phudng trinh (1). M6i bd ba s6 nguyén (a, b, c) théa man phucng
trinh d6 cé tén la b6 ba Pichung tago.

C6 thé tim moi bd ba Piching tago mét cach kha don gian. Gia thir cac
s6 nguyén a, b, c lap thanh moét bo ba Piching tago, tic la cé hé thic a2 + b?
= c2. P& cho gon ching ta ddt a/c = x, b/c = y. Nhu thé& x va y 1a cac sé hitu
ty saocho x?2+y2=1.Turdésuy ra: y2 = (1 - x) (1 + x) hoacy/(1+x) = (1-
x)/y. Gia tri chung cua hai ti s& nay 1a s6 t, s6 nay cé thé biéu thi nhu ti s§
cla hai s6 nguyén u/v . Ching ching ta cé thé viéty = t(1 + x) va (1 - x) =
ty hoac:

tx -y = -t x+ty=1
TU hé phuong trinh nay suy ra ngay rang:



1 —t? 2t
y:

XTIy 1+ t2
Thay X, y, va t vao chung ta dugc:

a_vz—uz b 2w

c  v2+u? c v+ u?

TU dé suy ra:
a= (v’-u?)r
2) b = 2uvr
c=(w*+u*)r

trong dé r la mot thira s6 hitu ti nao dé. Nhu vay, néu cac sb (a, b, c) lap
thanh mot b6 ba Pichlng tago thi ching tuong Ung ty |1€ vé&i cac s6 c6 dang v?
— u?, 2uv, u? + v2. 3o lai, dé dang thu lai rdng moi bd ba sb (a, b, ¢) dudc
xac dinh bdi cdc dang thirc cé dang (2) sé Iap thanh bd ba Piching tago bdi vi
tlr cac dang thirc (2) chang ta suy ra:

a? = (u? - 2u?v? + v4) r?
b2 = (4u?v?) r?
c? = (u* + 2u?v? + v) r?
do d6 ma a2 + b2 = 2
Két qua nay cé thé’wddn gian di moét chat. T mot bé ba Pichung tago
nao doé (a, b, c) suy ra dé dang mot tap hgp vo han cac bd ba Pichling tago
khac (sa, sb, sc) véi moi s6 nguyén dudng s. Chang han, tu (3, 4, 5) chidng
ta dugc (6, 8, 10), (9, 12, 15) vv... Nhitng bd ba nhu vay khéng khac nhau co
ban vi chung tucng 'ng v@i nhitng ching tam giac dong dang.Chudng chuing ta

quy udc noi vé bd ba Pichiing tago nguyén thuy néu cac sb a, b va c khong co
thira s6 chung. C6 thé chirng minh rang cac céng thirc:

a=v?-u?
b = 2uv
c=u?+V

trong d6 u va v la nhitng s6 nguyén dudng bat ky (v > u) khong cé thira s6
chung va khéng dong thdi cung lé sé cho ching ching ta tat ca cac bd ba
Piching tago nguyén thay.

bay la nhitng thi du vé bd ba Pitago nguyén thuy:



v=2,u=1:(3,4,5,v=4,u=3:(7,24,25),v=3,u=2:(5 12, 13),
v=10,u=7: (51, 140, 149) v.v...

Trong khi nghién clfu nhitng s6 Piching tago thi tat nhién nay ra van dé
vé kha ndng md réng sau day cua bai toan. Co thé tim dudc nhitng s6 nguyén
duong a, b, c thda man phuadng trinh a2 + b2 = c2 hoac phuong trinh a* + b*
= ¢#, hodc tdng quat, phudng trinh:

(3) a”+ b"=c"

trong do n la s6 nguyén I6n hon 2 hay khéng? Bang con dudng tu bién Fermat
da cho cau giai dap. Fermat da nghién clu cong trinh cua Diophantus - nha
toan hoc néi ti€ng thdi cd nghién clru vé ly thuyét s6 - va cé thdi quen ghi chu
trén 1& sach. Mdc du 6ng khdng cé vy dinh dan ra & dé chirng minh ciia nhiéu
dinh ly ma 6ng da dé xuat - tat ca nhitng dinh ly 8y sau nay da dugc ching
minh dan - chi trtr mét trudng hdp ngoai 1€ rat dac biét. Nhan van dé so6
Pichung tago, Fermat da ghi chu rang phuong trinh (3) khéng giai dugc trong
pham vi sé nguyén néu n > 2, nhung vi chirng minh ma 6ng tim dudc qua dai
nén khéng thé ghi vao I& cudn sach dé dugc.

Chua ¢ ai va chua bao gid chirng minh dudi dang téng quéat hodc béac
boé khang dinh nay cua Fermat méac du c6 su ¢d gang cua nhiéu nha toan hoc
I6n. Dinh ly da dugc chirng minh cho rat nhiéu gia tri cia n, ndi riéng doi vdi
n < 619, nhung chua phai d8i v3i moi gia tri c6 thé dugc cua n; dong thdi
cling chua cé ai néu ra dugc mot thi du nao dé bac bd dinh ly. Tuy dinh ly nay
ban than né khéng coé y nghia I&n vé mat toan hoc, nhung y dinh chirng minh
nd da la ngudn goc cua nhiéu cong trinh nghién clu quan trong nhat trong
pham vi ly thuyét s6. Bai todan da gay nén su quan tam réng rai, mét phan la
nhg gidi thudng 100.000 mac tang cho ngudi dau tién gidi dugc nd, nhat la
giadi thudng nay lai dudc Vién han 1dm Gottingen trao tdng. Hadng ndm van cé
mot s6 I8n “bai giai” cd sai lam dudc guri téi cho dén khi giai thudng nay khdng
con gia tri bang tién do nan lam phat sau chién thang & nudc Dlc. Ngay ca
nhirng chuyén gia toan hoc cling nhiéu lan vo6i va cong bé nhirng chirng minh
ma sau do da bi bac bd vi phat hién ra nhitng sd hé rat tam thudng. Bai toan
clia Fermat bi 1dng xu8ng mot it tir khi giam gid déng mac. Tuy nhién bao chi
van ludn ludn loan tin réng I3i giai bai todn dd dugc mot “thién tai” mdi xuat
hién nao doé tim ra.

§4. THUAT TOAN EUCLID
1. Ly thuyét tdng quat.
Ban doc da lam quen vdi qua trinh thong thudng cua phép chia “kéo dai”
mot s6 nguyén a cho mot s nguyén khac b va biét réng cé thé kéo dai qua



trinh cho dén khi s6 du chua nho hon s6 chia. Thidu, nfua =648vab =7
thi ching ta dudc thudng s6 g = 92 vasé dur = 4.

92

7]648 648 = 7.92 4 4.
63

18
14
4

Nhan v&n dé nay ching ta c6 thé phat bi€éu mdét dinh ly tdng quét sau
day: néu a va b la nhitng s6 nguyén trong dé b khac 0 thi bao gid ciing cé mét
sé nguyén q sao cho:

(1) a=bqg+r
trong dé r la mét sé nguyén théa man bat déng thic 0 < r < b.

Chung ta sé chirng minh dinh ly nay mo6t cach doc lap véi qui trinh cla
phép chia kéo dai. Chi can luvu y rang s6 a la bdi cia s6 b

a=>bg
hodac nam gilra hai boi lién ti€p cua b:
bg<a<b(g+1)=bg+b>b

Trong trudng hdp th& nhat, dang thic (1) ddng vdi r = 0. Trong trudng hgp
th(r hai thi tir bt ddng thic th nhét ching ta suy ra:

a-bg=r>0
va tu bat dang thic th& hai thi:

a-bg=r<»>b
vivay 0 < r < b, nhu yéu cau cua dinh ly (1).

T d6 ching ta cdé thé rit ra mot sd I8n cac hé qua quan trong khac
nhau. Hé qua thr nhat Ia phudng phap dé tim udc s6 chung I8n nhét cha hai
s6 nguyén.

Gia s’ a va b 1a hai s6 nguyén nao d6é khéng dong thGi bang 0. Ching
ta xét tap hgp cac s6 nguyén dudng la udc s6 clia ca a va b. Tat nhién tap hgp
nay hitu han vi, néu a # 0 chdng han, thi mdt s6 nao do6 18n hon a khdng thé
la udc sb cua a. TU d6 suy ra s6 cac udc s6 chung cua a va b la h{tu han; gia
thir d Ia s6 I8n nhat trong nhitng s6 d4. S6 d dudc goi la udc s6 chung I6n nhat



cla a va b, ching ta viét la d = (a, b). Chdng han, néu a = 8, b = 12 thi phép
th(r truc ti€p chirng té rang (8, 12) = 4; n€ua = 5, b = 9 thi cling bang cach
th& nhu vay chiang ta dugc (5, 9) = 1. Néu a va b 1a nhitng s6 kha 16n chang
han a = 1804, b = 328 thi viéc thir truc ti€p dé€ tim udc s6 chung 18n nhét sé
rat vat va. Mot phuang phap ngan gon hon va hoan toan cé hiéu luc la thuat
toan Euclid (thuat todn la moi phuong phap tinh da dudc hé thong hoa). N6
dua trén su kién la tu hé thic cé dang

(2) a=bqg+r
suy ra dugc
(3) (a, b) = (b, r)

V@i bat ki s6 u la uSc sb cua ca a va b:
a = su, b=tu

cinglaudcsbcuarvir=a-bg=-su-qtu=(s-qt)u, va dao lai, mot s6
v la udc s6 chung cua b va r:

7, 7,

b = s, r=tv

clingld udcs6cuaavia=bqg+r=s'vqg + t'v=(s'q+t)v. Nghia la mdi udc
s6 chung cua a va b dong thdi la udc s6 chung cua b va r va ngudc lai. Néu
tap hop cac udc s6 chung cua a va b trung véi tap hgp cac udc s6 chung cua
b va r thi rd rang udc sé chung I6n nhat cua a va b phai trung vdi udc sé chung
I6n nhat cha b va r. Diéu nay dudc biéu thi bdi dang thic (3). Bay gid ching
ta sé thay ro ich Igi cia su kién vira dudc xac nhan.

Mudn vay, ching ta trd lai thi du tim udc s6 chung I6n nhat cua cac sb
1803 va 328. Phép chia théng thudng:

5
3281804
1640
164

dua ching ta két luan rang:

1804 = 5.328 + 164
T (3) suy ra:
(1804, 328) = (328, 164)



Ching ta dé€ y réang bai todn tinh udc s8 chung I16n nhit ctia (1804, 328) dudc
thay thé bdng mot bai todn tuong tu nhung véi nhitng s& nhé hon. Cé thé kéo
dai qua trinh d6. Vi:

2
164|328
328

0,

cho nén: 328 = 2.164 + 0, vi th& (328, 164) = (164, 0) = 164. Nghia 1a (1804,
328) = (328, 164) = (164, 0) = 164.

Qua trinh tim udc s6 chung I6n nhat cua hai s6 dudc dua ra dudi dang
hinh hoc trong quyén “the Elements” cGia Euclid. Chdng ching ta s& md ta
téng quat qui trinh d6 dudi dang s6 hoc véGi cdc s& nguyén tluy y a va b khéng
dong thai bang 0.

Gia thiét b # 0, vi (a, 0) = a. Phép chia lién ti€p dan ching ta dén day
chuyén dang thuc:

a=bg + n 0<r<b)
1) b=rig+ r O<r<nr
r = raqs + rs (0<ry<ry)
s = raQu + T 0 <re<ry)

lllllll L L L I Y

Phép chia dudc tiép tuc cho dén khi mot s6 du bat ky trong cac sb du ri, ra,
r3, ... bang 0. Khi xem xét cdc bat dang thic viét & bén phai, ching ta thay
rang cac s6 du lién ti€p tim dugc |ap thanh mot day cac sé dudng gidm dan

(5) b<ri<rp<rz<rq..<0

RO rang la sau nhiéu nhat la b budc (nhung thudng it han nhiéu vi hiéu s6
gitra cac r k& nhau thudng I6n han don vi), s6 du bang 0 phai xuét hién:

rh-2=rn-1.4n+ In
rn-1=rngn+1+0
Né&u thé& ching ta co6 thé két ludn rang

(a, b)=rn.



N&i cach khac, udc s chung I6n nhét (a,b) bédng s6 du cudi cung trong day
(5). Diéu nay dudc suy ra tir su ap dung cé 1dp lai dang thic (3) vao hé thirc
(4). Thuc vay, tir nhirng hé thirc do6 suy ra:

(al b) = (bl ra )I (blrl ) = (rll r2 )I (rll r ) = (rzl rs )I (rz /3 ) = (r3l r4) 7oy
(rn-1, rn ) = (rm ,0) =y

Bai tap: Dung thuat toan Euclid tim udc chung I&n nhat cua cac cap so:
(187,77), (105,385), (245,193)

TU céc déng thiic (4) chung ta c6 thé rit ra mét tinh chat cuc ky quan
trong cua udc sé chung I18n nhét (a,b): Néu d=(a,b) thi cé thé tim dugc nhitng
s6 dudng hoac am k va | sao cho

(6) d=ka+Ib

Dé& khang dinh diéu nay, chidng ta hdy xét cac s6 du lién ti€p (5). Cai th nhat
trong cac dang thic (4) cho ching ta:

ri =a - qib

nhu vay ri cd thé viét dudi dang kia +11b (trong trudng hgp nay thi ki= 1, l1=
-q1). TUr dang thic ti€p theo, ching ta co:

r=b-qor1 =b - qgz(kia +11b) = (-qg2ki)a+ (1 - g2l1)b= koa+I>b

T4t nhién cé thé &p dung Iap ludn nhu vay ddi véi moi s6 du' rs, ra,...., cho dén
khi di t8i bi€u thi'c ma chdng ta muén tim :

rn =k.a + I.b

Thi du, ching ta hdy xét thuat toan Euclid trong viéc tim (61,24); uéc
chung I6n nhat la 1:

61 = 2.24+13, 24 =1.13+11, 13 =1.1142, 11 =5.241, 2 =2.1+0
Déng thic th& nhét trong s6 nay cho :
13 =61-2.24
Déang thirc th( hai cho:
11 =24 - 13 =24 - (61 - 2.24) = - 61 + 3.24
Déng thirc th& ba cho:
2=13-11 = (61 - 2.24) - (-61 + 3.23) = 2.61 - 5.24
Va cubi cung dang thic th tu cho



1=11-52=(-61 +3.24) - 5(2.61 - 5.24) = -11.61+ 28.24

2. Ap dung vao dinh ly cd ban cta sé hoc
Su kién d = (a, b) bao gid cling c6 thé viét dudi dang d = ka+lb, cho
phép ching ta dua ra mot chi’ng minh cua dinh ly s6 hoc cg ban, khac vdi
chi’ng minh da trinh bay & trén. Pau tién ching ta chi’ng minh mot hé qua
lam bd dé sau dd chiing ta sé suy ra dinh ly. Bay gid thi cach suy nghi ngugc
lai so vdi trudc.

B6 dé : néu tich ab chia hét cho s6 nguyén t& p thi hodc a hodc b chia
hét cho p.

Néu a khong chia hét cho p, nhu thé (a,p) = 1 vi p chi cé hai udc sb la
p va 1. Trong trudng hdp nay cé thé tim dugc nhitng s6 nguyén k va | sao
cho:

1 =ka+Ip
Nhan ca hai v& ctia dang thdc véi b, ching ta dugc:
b = kab + Ipb

vi ab chia hét cho p, nén cd thé viét :

ab = pr

b = kpr + Ipb = p(kr + Ib)

va rd rang rang b chia hét cho p. Bdi vay, ching ta khang dinh réng néu ab
chia hét cho p ma a khong chia hét cho p thi b sé phai chia hét cho p; nghia
la trong moi trudng hop hoac a hoac b chia hét cho p néu ab chia hét cho p.
Su mad rong cho trudng hop tich cua ba hay nhiéu thira s6 khong cé khd khan
gi. Thi du, néu abc chia hét cho p thi dp dung hai lan bd dé ching ta két luén
dudc it nhat mo6t trong ba thura s6 a, b, ¢ chia hét cho p.

TU két qua vua thu dudc suy ra ngay dinh ly cg ban cua s6 hoc. Gia tha
c6 hai phan tich thanh thira s6 nguyén t6 cda s6 nguyén N:

N = pip>...pr = q1Q2...Gs

Vi p; 1a udc s8 cla vé trai dadng thic, cho nén nd phai la udc sé cua vé€ phai,
tlrc la udc s6 cua mot trong cac thira s6 gk. Nhung gk la s6 nguyén t6, vay pi1
phai bédng g«. Sau khi chia dang thirc cho thira s6 chung p1 = gk thi cling bang
cach nhu trén ching ta thdy réng thura s6 p2 bang mot g: nao dé. Rat gon cho



p2 = qt roi ti€p tuc chuyén sang thira s ps..... Cudi cuing, tat ca cac thira s6
dugc rat gon hét va vé trai chi con lai s6 1. Nhu vay cac s6 p va g bang nhau
tirng déi khéng k& thr tu, trc hai phan tich 1&a déng nhét.

3. Ham so0 Euler . M6t Ian nifra noéi vé dinh ly Fermat.
Chuang ta ndi rang hai s6 nguyén a va b 1a nguyén t6 cung nhau néu udc
s6 chung I6n nhat cia chang bang 1:

(a, b) = 1

Thi du, cac s6 24 va 35 nguyén t6 cung nhau, nhung cac s6 12 va 18 khong
nguyén té cung nhau.

Néu a va b 1a cac s8 nguyén té cung nhau thi cé thé chon dudc cac s k va |
sao cho :

ka+1Ib=1
Diéu nay dudc suy ra tu tinh chat cua (a,b) 6 phan trén.

Bai tap: Ching minh dinh ly: Néu s6 nguyén r la udc sb cua tich ab va
a va r nguyén té cung nhau, thi r phai la udc s6 cua b. (Ggi y: n€u r nguyén
toé cung vai a thi tim dudc s6 k va / sao cho

ka+1Ir=1

nhan ca hai v& clia phudng trinh véi b.) Pinh ly nay dudc bao gdm trong bd
dé trén nhu mot trudng hop dac biét.

Gia s n la s6 nguyén duaong tuy y, goi ¢(n) la s6 nhitng s6 nguyén to
cung nhau v@i n trong pham vi tir 1 dén n. Biéu thrc ¢(n) do Euler dua ra dau
tién 18 mdt ham sé rat quan trong trong ly thuyét s6. D& dang tinh dugc gia
tri @(n) d6i v&i mot sb gia tri dau tién cua n:

Pp(1) =1 vi 1 nguyén té cung nhau va@i 1

¢p2) =1 vi 1 nguyén té cung nhau vaéi 2

Q(3) =2 vi 1 va 2 nguyén t6 cung nhau vdi 3
¢(4)=2 vi 1 va 3 nguyén t6 cung nhau vdi 4
¢(5) =4 vi 1,2,3,4 nguyén té cung nhau v@i 5
Pp(6) =2 vi 1, 5 nguyén t6 cung nhau vdi 6

¢p(7) =6 vil, 2,3,4,5, 6 nguyén t6 cung nhau véi 7



Pp(8) =4 vi1l, 3,5, 7 nguyén t6 cung nhau vdi 8

P(9) =6 vil,2,4,5, 7, 8 nguyén té cung nhau véi 9
¢(10) = 4 vi1l, 3, 7, 9 nguyén t6 cung nhau vdi 10
V.V....

Chung ta dé€ y thdy réng ¢(p) = p - 1 néu p la sé nguyén td; thuc vay
sO p khong cé udc s6 nao ngoai 1 va p, chonénmoisé 1, 2, ..., p - 1 la nguyén
t0 cung nhau vdi p. Néu n la hgp s6 ma phan tich thanh thira s6 nguyén t6 cé
dang

n — plalpzaZ .. prar

trong d6 cac s6 p biéu thi cac thira s& nguyén t8 khac nhau dudc ndng 1én mét
|Gy thira nao do thi

_ _1 -1 _1

@) =n(1-=)(1~-2)..(1-=)

Chang han, t&r phan tich 12 = 22.3

_ _1 _1y o 12 _

@(12) =12(1-3)(1-3)=12.5.2 =4

diéu nay co thé dé dang th truc tiép dugc. Chirng minh cda dinh ly trén 13
hoan toan so cap ching ta khong trinh bay & day.

Bai tap: Dung ham s0 Euler va dinh ly Fermat chi’ng minh: Néu n la s6
nguyén bat ki va n nguyén td cung nhau vdéi a, thi

a®(m = 1 (mod n).

4. Phan so lién tuc. Phucong trinh Piophang Algorit cua Euclid
Thudt todn Euclid dé€ tim udc s6 chung 16n nhét cda hai s6 nguyén con
dan dén mdt phuang phap quan trong biéu thi ty s6 cla hai s6 nguyén dudi
dang mo6t phan s6 phuc tap c6 dang dac biét.

Ap dung vao cac s6 840 va 611, Thuat todn Euclid cho chiing ta mot day
dang thic:

840 = 1.611+ 229, 611 = 2.229 + 153
229 = 1.153 + 76, 153 = 2.76 +1



Nhitng dang th{c nay chi’rng té réng ( 840, 611) =1
Nhung mat khac, tir nhirng dang thirc dé chidng ta thu dugc

ot = 1 611 ~ 1 + 117z
B9~ 2% 225 = 2+ By
%_1+133 +1531Tl§'
17563 2+“

K&t hop cac dang thic sau nay vd@i nhau, ching ta coé phan tich sau day cua
SO :

840 1
il 1
2 + i
1+
ghpilcd
76"
Mot biéu thirc cé dang:
1
a=a+ :
a +
@+
.|_ i

G day s6 a la nguyén duong, dugc goi la phan s6 lién tuc. Thuat toan Euclid
d& cho ching ta phuong phdp biéu thi mét s8 hitu ty tuy y dudi dang mot
phan soé lién tuc nhu vay.

\ = ol N\ n n - N k 2 43 169
Bai tap: Tim phan so lién tuc cua: = 3¢’ 70



Phan sO lién tuc dong vai tro quan trong trong mot nganh cua s6 hoc
cao cap dudc goi la giai tich Diophantine. Phuong trinh Diophantine la phudng
trinh dai s6 c6 moét hay nhiéu 4n s ma moi hé s déu la s6 nguyén va chi yéu
céu tim cdc nghiém nguyén cua nd théi. Mét phuong trinh nhu vy cé thé hoan
toan khéng c6 nghiém hoac cé mét s6 hitu han nghiém hoac cé vo s6 nghiém.
Trudng hgp don gian nhat cua phudng trinh Diophantine la phudong trinh tuyén
tinh cé hai an:

(8) ax + by =c

trong dé a, b, c la cac s6 nguyén cho trudc. Can phai tim cac nghiém nguyén
X va y. Co thé tim dugc I8i gidi day du clia cac phuong trinh loai nay nhd thuét
toan Euclid.

Trudc hét, thuat toan Euclid giup ching ta xac dinh d = (a, b). Sau d¢,
c6 thé chon dudc cac s6 nguyén k va | thoa mén ddng thic :

(9) ak + bl =d

nhu vay, trong trudng hgp ¢ = d phudng trinh (8) cé nghiém riéng x=k, y=I.
TAng quat, néu c la bdi ctia d (c = dq) thi tir ddng thirc (9) ching ta suy ra:

a(kqg) + b (Ig) =dg =c

do d6 trong trudng hgp nay phuang trinh (8) c6 nghiém riéng x = x* = kq, y
= y* = Iq. Ddo lai, néu phuadng trinh (8) vdi c cho trudc cé mot nghiém x, y
thi ¢ phai la bdi cua d = (a, b); thuc vay, d la udc s6 cta cho a va b, do dé d
phai la udc s6 cua c. Nhu vay, ching ching ta da chirng minh rang phuong
trinh (8) cé (it nhat moét) nghiém khi va chi khi c la boi cua (a, b).

Bay gid chung ta xét xem néu biét mot nghiém x = x’, y = y’ cua phuong
trinh (8) thi lam thé& nao dé xac dinh dugc tat ca cac nghiém khac. Gia sir x =
x’, y =y’ la mot nghiém tuy y khac: nhuthéthix = x' - x*, y =y’ - y* la mét
nghiém cua phudng trinh dong nhat

(10) ax + by =0

trir cac phudng trinh
ax’+by’=cvaax"+by*=c
cho nhau, chidng ta dudc :
ax'-x)+b((y -y)=0



Bay gi§ d€ y dén phuadng trinh (10) chdng ta thdy rdng nghiém téng quat cua
no co dang x = rb/(a,b), y = ra/(a,b) trong dé r la s6 nguyén tuy y (Pé nghi
ban doc tu chf’ng minh diéu nay dé€ luyén tap). Sau d6 ching ta s& dudc
nghiém téng quat cda phuong trinh (8) :

x =x*+rb/(a,b), y=y" -ra/(ab)

Chung ta di dé€n két luan: phudng trinh Diophantine tuyén tinh ax+by =
c trong dé a, b, c la cac s6 nguyén, cd nghiém nguyén khi va chi khi c la boi
cua (a, b). Trong trudng hdp nay, chidng ta tim dugc nghiém riéng x = x*, y
=y* nh& thuét todn Euclid, con nghiém téng quat cb dang la :

x =x"+rb/(ab), y=y*-ra/(ab)
trong dé r la s6 nguyén tuy vy.

Thi du : phudng trinh 3x + 6y = 22 khéng cé nghiém nguyén vi (3,6)=3
khong la udc sb cua 22.

Phudng trinh 7x + 11y = 13 cé nghiém riéng x = -39, y = 26 dudc tim ra nhd
cac tinh toan sau day :

11 = 1.7 +4, 7 =1.4 +3, 4=13+1, (7.11) = 1
1=4-3=4-(7-4)=24-7=2(11-7)-7=2.11-3.7
T dé suy ra :
7.(-3)+11.2) =1
7.(-39) + 11.(26) = 13
Nhirng nghiém con lai dudc cho bang cac cong thic :
X=-39+11r,y =26 -7r
trong d6 r la s6 nguyén tuy vy.

Bai tap: Giai cac phuong trinh Diophantine sau: a) 3x - 4y = 29.
b)11x - 12y = 58. €)53x - 34y = 51.

CHUONG II: HE THONG SO CUA TOAN HOC
GIOI THIEU

Vé sau nay chung ta phai md& rong khai niém s6 & moét s6 muc db rat
cao bat dau tur day s6 tu nhién, nham xay dung mot cong cu manh mé nham
thod man nhu cdu cua ca thuc tién va ly thuyét. Vé mat lich s, trong qua



trinh ti€n hoa lau dai va chap chitng, s6 0, s6 nguyén am va phan so hitu ty
dd dan dan cé quyén binh ddng vdi cac s6 trong day s6 tu nhién. Ngay nay
moét hoc sinh trung binh cling d& ndm virng dugc quy tac cua cac phép tinh
ddi vdi tat ca nhirng s6 d6. Nhung mudn nam dudc hoan toan cac phép toan
dai s6 thi can phai di xa hon nifa va can nam virng dugc khai niém md rong
cua s6 hitu ty va s6 phic . Mac dau nhitng su mé rong dé cua khai niém vé
sG da cdé cach day hon mot thé ky va toan bd toan hoc hién dai da dua vao
chidng lam cd sd, nhung nén moéng logic virng chac cua chiang cling mdi chi cé
cach day khong lau. Trong chuong nay chidng ching ta sé phac ra nhirng thdi
ky cd ban cua su phat trién do.

§1. SO HOU TY
1. SO hiru ty lIa phudng tién cua viéc do luang.

SO tu nhién nay sinh do su triru tugng hoa trong qua trinh dém cac su
vat trong tap hgp hitu han. Nhung trong dGi sdbng hang ngay khong nhirng
chlng ta chi d&m céc su vat tach rdi nhau ma con phai do cac dai lugng, chéng
han nhu d6 dai, dién tich, trong Iugng, thdi gian. Néu ching ta mudn lam toan
vGi cac két qua clia phéo do cac dai lugng cd thé chia thanh vé han cac phan
nho nhu vay thi khdng thé gidi han trong pham vi ddy s6 tu nhién ma khdng
phai m& rong gidi han cua s6 hoc ra moét thé gidi mai cua cac s6. Budc dau
tién la quy van dé do vé van dé dém. Trudc hét ching ta chon mot cach hoan
toan tuy y mét dan vi do - foot, yard, inch, pound, gam - nhitng cai ching
chung ta quy udc la 1 ddn vi do. R6i ching ta dém s6 cac dan vi nhu vay co
trong dai lugng cén do. Co thé xay ra trudng hop miéng kém ndng ding bang
54 gam. Nhung trong trudng hop téng quat thi quéa trinh d€m thudng khéng
dugc tron. Dai lugng can do khdng thé do dugc tuyét déi chinh xac bdng cac
dan vi da chon, khong phai la boi cia nd. Trong trudng hgp nay chung ta chi
cb thé& nodi réng dai lugng dé bao ham gilra hai bdi s6 lién ti€p cua don vi do,
ching ta giad thi rang gilra 53 va 54 gam. Néu vay, ching ta dua vao nhing
don vi mdi bang dan vi ban dau chia ra lam n phan bang nhau. V& mat ngén
ngl, nhitng don vi nhéd mdi nay cé nhitng tén goi khac: chang han, foot chia
thanh 12 inch, mét chia thanh 100 centimet, pound chia thanh 16 ounces, gid
thanh 60 phat, phat thanh 60 gidy v.v... Song, trong ky hiéu todn hoc téng
quat thi moét dan vi nho tao ra dugc khi chia don vi ban dau ra n phan sé dudc
hién thi b&ng ky hiéu % N&u dai lugng dang xét chlfa ding m don vi nho do6
thi s6 do cua né la % Ky hiéu nay dudc goi la phan s hoac ti s6 (con viét la
m : n). Budc ti€p theo va quyét dinh da dudc thuc hién mot cach co y thirc
sau nhiéu thé& ky tadp hop nhitng c6 géng riéng ré. Ky hiéu % da thoat khéi méi
lién hé cu thé vai qué trinh do va dugc xem nhu mét nhu s8 cd ban chat déc



lap, binh dang vai s tu nhién. Khi m va n la cac s6 tu nhién, thi ky hiéu %
dugc goi la s6 hitu ty.

Viéc dung thudt nglr “s8” (luc dau chiing ta hi€u “s8” chi la s6 tu nhién)
doi vai cac ky hiéu mgi, vi phép cong va phép nhan déi va@i cac ky hiéu nay
cling c6 nhirng quy luat giébng nhu nhitng phép toan tudng (rng dobi vai cac s6
tu nhién. Mudn xac nhan diéu nay, trudc hét phai dinh nghia phép cong va
phép nhan cac s6 hitu ty va dinh nghia s6 hitu ty bang nhau. Nhiing dinh nghia
ddé nhu ching ta da biét, la nhu sau:

t}+ﬂ_dd+bﬂ a c__a
IR T T b d bd’
(1)
a ﬂ=.i"_!. _
ﬂ—13, 3 d1fﬂd be,
for any integers @, b, ¢, d. For example:

2, 4_25434_10+12 2 2.4 _24_8
3 6 3-5 15 15’ 3 5 3.5 15
3_1 -

3 : 2

Chung ta budc phai thira nhan nhitng dinh nghia dé néu chidng ta nghi
dén viéc dung cac s6 hitu ty dé do chiéu dai, dién tich v.v... Nhung vdi quan
diém logic chat ch& han thi nhitng quy tac cdng va nhan va viéc giai thich nhu
vay vé su bang nhau ciia nhirng ky hiéu mdi dudc xac 1ap mot cach doc lap vé
dinh nghia, khong chiu mot diéu kién nao khac ngoai su tuong thich 1an nhau
(tinh phi mau thudn) va su tién Igi d6i vdi nhitng 'ng dung thuc tién. Xuat
phat tir cdc dinh nghia (1) cé thé chiing td rang nhitng dinh luét co ban cua
s6 hoc cac s6 tu nhién van tiép tuc dudc bao toan trong sé hitu ty:

p + g =q+ p (dinh luat giao hoan cua phép cong)
p+(q+r)=(q+ p)+ r(dinh luat két hgp cua phép cong)
pg = gp (dinh luat giao hoan cua phép nhéan)

p (gr) = (gp) r (dinh luat két hgp cua phép nhan)

p (g + r) = pqg + pr (dinh luat phan phdi)

Chang han viéc chrng minh dinh luat giao hodn cta phép cdng phan sé dudc
thé hién qua nhitng dang thic sau day:



a ¢ ad+bc cb+ad ¢ a

b7d” "bd ~ bd _d'b
3 day dang thirc dau tién va dang thirc cudi cung dugc xac dinh bdi dinh nghia
phép cdong (1) con dang thic & gilra 1a hé qua cua cac dinh luat giao hoan cua
phép cdng va phép nhan cac s6 tu nhién. Bang cadch nay ban doc cé thé kiém
tra bon dinh luat con lai n€u thay can thiét.

Pé thuc su hi€u nhitng dinh luét nay, phai nhdn manh thém mdt Ian nira
rang nhitng sé hitu ty sang tao cua ching ching ta, va réng nhirng luat nhu
(1) 1a &p dat cha y nghi con ngudi. Chiing ching ta c6 thé thay dai luét cla
phép cdng, nhu 1a %+§= %, trong trudng hdp cu thé sé& cho %+% = %, mo
diéu vo ly theo cach nhin cua viéc do IuGng.

2. Su nay sinh nhu cau vé so6 hiru ty bén trong ban than toan hoc.
Doc 1ap d6i vdi cd sd “thuc tién” cla viéc dua vao sé hitu ty con cé6 mot
co s6 sau sac hon va cé tinh bt budc hon. O day ching ta s& xét khia canh
dd cua van dé mot cach hoan toan doc lap véi nhitng 1ap luan da néu & trén.
Trong s6 hoc tu nhién théng thudng, ching ta luén thuc hién dudc cac phép
toan thuan co ban: phép cong va phép nhan. Nhung cac phép toan ngugc -
phép trir va phép chia thi khong phai bao gid cling thuc hién dudc. Hiéu b - a
cua hai sb tu nhién a va b, theo dinh nghia, la mot s6 tu nhién c sao cho a +
c = b, tc la nghiém cua phuong trinh a + x = b. Nhung, trong pham vi s6 tu
nhién thi ky hiéu b - a chi cé nghia khi b > a, bdi vi chi trong diéu kién doé thi
phuong trinh a + x = b mdi c6 nghiém. Khi dua ky hiéu 0 vao d€ biéu thi a -
a, ching ta da cé moét budc ti€n quan trong trén con dudng xda bo gidi han
dd. Nhung viéc dua vao ky hiéu - 1; -2; -3;... cung v@i dinh nghia (b - a) =
- (a - b) dGi v@i trudng hgp b < a, con Ia mo6t thanh cong quan trong han, sau
dé da cd thé khang dinh rdng phép trir 1a thuc hién dugc vd han trong pham
vi s0 nguyén - s6 dudng va s6 am. Khi dua vao cac ky hiéu méi - 1; -2; -
3;...tlc la md& rong pham vi s6; thi tat nhién ching chidng ta phai dinh nghia
cac phép toan vai nhitng sé mdi dua vao sao cho nhitng quy tac ban dau cula
cac phép toan s6 hoc khdng bi xda bd, chang han quy tac:

(3) (-1).(-1) =1

la cd s& cho phép nhan cac s6 am, dudc hinh thanh do y dinh bao toan dinh
ludt phén phdi a(b+c)=ab+ac. Thuc vay néu, chdng han ching ta cho réng (-
1).(-1) = -1thikhidata=-1,b=1,c=-1chdngtaco -1(1-1)= -1 -1=
-2 nhung thuc ra thi -1(1 -1)= -1.0 = 0.



Phai mat khong it thdi gian d& cac nha todn hoc nhén thic dugc rd réng
“quy tdc cua ky hiéu” (3) va moi dinh nghia khac thudc vé cac s6 am ciing
nhu cac s6 hitu ty 1a khdng thé “chirng minh dudc”. Chling dugc hinh thanh
v@i muc dich bao dam dudc cac phép toan ma khong xdéa bd nhirng dinh luat
s& hoc co ban. Céi cé thé va phai chirng minh dé cac dinh nghia d6 dugc thira
nhan chinh la bao toan cac dinh luat ca ban cua s6 hoc: dinh luat giao hoan,
két hogp va phan phdi. Chinh Euler vi dai da dung moét chirng cé hoan toan
chua cé tinh thuyét phuc dé chimng to rang (-1).( -1) “phai” bdng +1. Ong
ndi: “Tich s6 dang xét chi cé thé bang +1 hodc -1, va khdng thé bang (-1),
bdi Vi —1= (+1).( -1)”

Viéc dua phan sb vao dé xéa bo nhitng trd ngai trong khi thuc hién phép
chia cling hoan toan tudng tu nhu viéc dua s 0 va sd nguyén dm vao dé
chuén bi cho su thuc hién khdng gidi han clia phép trir. Ty s8 hodc thuong sé
X = b/a cla hai s6 nguyén la nghiém sé cua phudng trinh:

(4) ax =b

Ty s6 d6 la s6 nguyén khi a la udc s6 cua b. Nhung néu diéu dé khong
xay ra khi a= 2; b= 3. Chung ta sé dua vao moét ky hiéu mdai b/a, goi la phan
s6 thoa man diéu kién a(b/a) = a la nghiém cua (4) “theo dinh nghia”. Su
sang tao ra phan sb vdi tu cach la nhitng ky hiéu mdi da bao dam cho su thuc
hién khéng cé gidi han cla phép chia, trir phép chia cho 0. Cac biéu thic 1/0,
3/0, 0/0, v.v... la nhitng ky hiéu v6 nghia déi vdi ching chidng ta. Néu nhu
thira nhan phép chia cho 0 thi tir dang thirc 0.1= 0.2 s& suy ra mdt hé qua sai
1 = 2. C6 khi chdng ta thé hién nhitng biéu thic d6 bang ky hiéu o, nhung
v@i diéu kién khong dugc xur' ly ky hiéu nay nhu la n6é da tuan theo cac dinh
luat s6 hoc thong thuGng

Bay gid thi ching ta da hi€u rd nhitng nguyén tac xay dung hé théng
tat ca cac s6 hitu ty - s6 nguyén va phan sd, s6 dudng va s6 am. Trong pham
vi mé& rong dé thi khong nhitng dinh luat hinh thirc - dinh luat két hgp, giao
hoan va phan phéi - la dung, ma cac phuadng trinh a+x=b va ax=b luén cé
nghiém duy nhat x = b-a va x = b/a(a # 0). Néi cach khac trong pham vi s6
hitu ty, cac phép toan vdi s6 hitu ty — phép cong, trir, nhan va chia dudc thuc
hién khéng gidi han va khéng vugt ra ngoai pham vi d6. Nhitng pham vi s6
dong kin nhu vay dugc goi la nhitng trudng s6. Chang ta sé gap lai nhirng thi
du vé trudng s6 sau nay, ¢ chuong nay va chuadng III.

Su md rong pham vi bang cach dua ra nhiing ky hiéu mgi dudgc tién
hanh sao cho dinh luat cda pham vi ban dau van con dudc bao toan trong
pham vi d& md& rong. D6 la mot thi du dién hinh cla nguyén ly suy réng.



Su Mm@ rong tur s6 tu nhién dén s6 hitu ty khong nhirng thoa man dudc
nhu cau loai trir tinh gidi han cua viéc thuc hién cac phép chia, ma con thoda
man dudc nhu cau thuc tién vé viéc ghi lai két qua do dac mot cach thuan
tién. Chinh su kién sd hitru ty thoa méan ddng thdi nhitng nhu cdu vé thuc tién
va ly thuyét da lam cho ching cé tdm quan trong dac biét. Ching ta thay viéc
mad rong cac sé dudc thuc hién bang cach dua vao nhitng ky hiéu mdi va triru
tugng nhu 0, -2, hoac 34. Ngay nay ching chung ta x&r ly nhitng ky hiéu dé
mot cach thong thao va tu tin khéng can nghi dén ban chat cua chidng. Va
cling khé tudng tugng dudgc rang trong thé ky XVII, ching con dugc rat it tin
nhiém so v@i s6 tu nhién, n€u nhu ching dugc s dung thi mdc d6 hoai nghi
rat 16n. Ban chat c6 hitu cta y thirc con ngudi c6 xu hudng bam vao “cai cu
thé” dugc thé hién trong ddy s6 tu nhién, 1a nguyén nhan gay ra su cham tré
clia qud trinh tién hda tat y&u. Chac chdn c6 thé xdy dung mét hé théng sb
hoc hoan hao vé logic bang su triru tugng hda xudt cai thuc tai.

3. Bi€u dién hinh hoc cac sé hitu ty.
C6 thé thu dudc mdt biéu dién hinh hoc hé théng s hitu ty bdng céch
nhu sau:

Trén mot dudng thdng nao dé (truc s6) ching ta danh ddu mot doan
thdng tir 0 dén 1 (hinh 8). Noi chung, c6 thé chon mét cach tuy y, dd dai doan
thdng dan vi. Cac s6 nguyén dudng va nguyén am dudgc biéu dién bdi tap hgp
nhirng di€m cach déu nhau trén truc s, cac s6 ducng dudc ghi & bén phai,
cac s6 am dudc ghi & bén trai s6 0.

> s P
-

-3 -2 -1 0 } 2 3
Fig. 5. The number azis.

Muén biéu dién cac s6 c6 mau sb 1a n, ching ta chia moéi doan cé d6 dai don
vi ra n phan b&ng nhau, cac diém chia biéu thi cdc phan s6 cé mau s& n. N&u
chung ta lam nhu thé véi nhitng gia tri n tudng ’ng vGi moi sb tu nhién, thi
moi s6 hitu ty s& dugc biéu dién bdi mot diém ndo dé cda truc s6. Ching ta
quy udc goi nhirng diém dé 1a nhitng “di€m hitu ty”, ndi chung thi cac thuét
nglr “sd hitu ty” va “diém hitu ty” dugc goi la ddng nghia.

Trong §1, chudng I, ching chung ta da dinh nghia quan hé A < B ddi
v8i s& tu nhién. Quan hé d6 dugc thé hién trén truc s6 nhu sau: néu sd tu
nhién A nhd han sb tu nhién B thi s6 tu nhién A & bén trai s6 tu nhién B. Vi
quan hé hinh hoc néu trén dugc thiét Iap cho moi cdp di€m hitu ty, cho nén
chlng ta phai ma rong quan hé bt ddng thic sd hoc dé bao toan thi tu hinh



hoc d6 ddi véi cac diém dang xét. Diéu nay cd thé dat dugc, néu thira nhan
dinh nghia sau day: ching ta ndi rang s6 hitu ty A nhd haon sé hitu ty B (A <
B) hodc B I6n hon s6 A (B > A), néu hiéu B - A dudng. Do dd, nhitng diém
(s8) & gilra A va B (néu A < B) Ia nhitng diém ddng thdi > A va < B. Mdi cip
diém A va B nhu vdy cling v38i moi diém & gilta chdng dudc goi 1a mét doan va
dudc ky hiéu l1a [A, B], con tdp hop chi gdbm nhitng diém & bén trong dudc goi
la mot khoang va dudc ky hiéu la (A, B).

Khoang cach tr mot diém A bat ky dén gbc 0 dugc xem nhu la mot sb
dudng va dudc goi la gia tri tuyét dbi cua A vdi ky hiéu la

[A].

néu A > 0 thi |A] = A, nén A < 0 thi |A| = -A. R0 rang néu A va B cung dau
thi c6 dang thic |A+B| = |A| + |B|, néu A va B la khac ddu thi |[A+B| < |A]
+ |B. K&t hgp hai bat dang thic d6 véi nhau ching ta co bat dang thirc:

|A+B| < |A| + |B|
dung véi moi A va B.

Su kién c6 tAm quan trong nén tang dudc hién thi bdng ménh dé (dinh
ly) sau day: cac diém hifu ty la tri mat khdp nai trén truc s6. Y nghia cla
khang dinh nay la trong mot khoang bat ky, du nhd dén dau cling c6 nhirng
diém hiru ty. Mudn chdng minh su ding dan cua khang dinh vira néu, chi can
lay mo6t s6 n du I6n sao cho khoang (1, 1/n) nhé hon mét khoang (A, B) cho
trudc khi d6, cé it nh&t mot trong nhitng di€m cé dang m/n ndm trong khoang
da cho. Nhu vay khong tén tai mot khoang nao trong truc s6 (ngay ca khoang
nhé nhat ma chlng ta cé thé biéu dién dugc) ma bén trong né khong cé diém
hiru ty nao. TU d6 suy ra hé qua sau: moi khoang cach diéu chira mot tap hop
v6 han diém hitu ty. Thuc vy, néu mdt khodng nao dé chi chra mét sé hitu
han s6 hitu ty thi, bén trong khoang tao bdi hai diém hitu ty k& nhau nhu thé
s& khong cd mot diém hifu ty nao cd - diéu ndy mau thudn vdéi su kién vira
dudc chirng minh & trén.

§2. POAN THANG VO TY - SO VO TY - GIOT HAN
1. M3 dau
Khi so sdnh d6 dai 2 doan thang a va b cd thé xay ra trudng hgp a dugc
chlra trong b dung mo6t s6 nguyén r Ian. Trong trudng hop nay do dai cua doan
b dugc thé hién qua dd dai cha doan a rat don gian; dd dai b gép r lan dd dai
a. Co thé xay ra trudng hdp khdng ton tai s6 nguyén r cd tinh chdt nhu trén,
lic nay, néu chia doan thdng a thanh mot s6 phan bdng nhau nao dd, chang



han n phan bang nhau (mdi doan dai a/n), roi Iy mot s6 nguyén m [an céc
phan dé thi dudc dang doan thang b:

(1) b=

313

. d

Khi ¢ hé thirc (1) thi ching ta ndi rang hai doan a va b théng udc véi nhau
vi ching cé "mét dd do chung”: d6 la doan thang co6 d6 dai a/n dudc dudc
chlra trong doan thdng b ding m Iadn. M6t doan thdng b nao dé la thdong udc
hodc vd ty v3i doan thang a tuy thubc vao viéc chon dudgc hay khéng hai sé
tu nhién m va n (n#0) sao cho c6 dang thic (1). D€ y dén hinh H.9, gia thu
chidng ta chon doan thang gia tri (0, 1) lam doan thdng a va xét tat ca nhirng
doan thdng cé thé cé dudgc ma moét ddu mut trung vai 0. Luc nay chi nhitng
doan thdng cd ddu mat th hai trung véi diém hitu ty m/n nao dé |1a théng
udc vGi doan thang don vi ma thoi.

.4 o & Py e I
Fig. 9. Rational pointa.

Trong thuc tién do dac thi s6 hifu ty 1a hoan toan du dung. Vi cac diém hitu ty
la trl méat khdp ndi, do d6 vé mat ly thuyét c6 thé cho rdng moi diém trén
truc s6 1a diém hitu ty khéng. Néu thé thi moi doan thdng déu théng udc véi
doan thang don vi. Nhung van dé khdng don gian nhu vay. Su xac nhéan tinh
trang nay la mét trong nhitng phat minh sang chdéi nhat trong toan hoc ngay
tlr thoi c6 dai (trong trudng phai Pichiing tago): ton tai nhirng doan thang vo
ty v8i nhau hoac ndi cach khac, ton tai nhirng s6 vo ty. Viéc y thirc dugc su
kién khoa hoc cé tam quan trong I8n lao nhat nay mdi chi la linh cam. N¢ la
cG sG cho cai ma ngay nay chidng chung ta coi la mét phuang phap toan hoc
chat ché va dudc xem nhu moét c6ng hién cua cac nha toan hoc Hy Lap cho
khoa hoc. Khéng con nghi ngd gi nita, phat minh tuyét vGi nay da anh hudng
sau sac dén toan bd toan hoc va ngay ca triét hoc tir xua dén nay.

Ly thuyét cua dai lugng vo ty, dugc trinh bay dudi hinh thic hinh hoc
trong “the Elements” cua Euclid, la moét thanh tuu tinh vi nhat clda toan hoc
Hy Lap (né thudng dudc trinh bay qua nhitng mau k& chuyén cda Euclid dung
dé giang day & nha trudng). Mai dén cudi thé ky XX sau nhitng ¢ géng cula
Dedekind, Cantorr va Weierstrass nham tao nén ly thuyét vo ty chat ché, thi
ly thuyét nay mdi dudc danh gid cao tucgng 'ng véi nd. Sau nay chung ta sé
trinh bay ly thuyét dé trén quan diém s hoc hién dai.

Trudc hét ching ta xét: MOt dudng chéo cua hinh vudng la vo ty vdi
canh cua né. Gia thu canh hinh vudng dugc chon lam don vi dai. Chung ta



biéu thi dd dai dudng chéo cua nd la x. Theo dinh lya Pichdng tago, ching ta
co:

X2=12+12=2

(chling ching ta cé thé ki hiéu s x bang biéu tudgng v2 ). N&u x thdng udc véi
dan vi thi c6 thé tim dudc hai s6 nguyén p va g sao cho x = p/q va ching ta
c6 dang thic

(2) p? = 2g?
C6 thé gia thiét rang phan s6 p/q la t8i gian; néu khdéng thé thi ngay tir dau
chung ta udc lugc cho udc s6 chung I6n nh@'t cua p va g. V€ phai co thira s6 2
cho nén p? la s6 chan, tuc p cling la s6 chan, bdi vi binh phugng cia moét s6
& cling 1a mét s6 1é. Bay gid cbé thé dat p = 2r. Khi dé dang thic (2) s& cb
dang:

4r? = 2q*> hay 2r? = g2

Vi vé& trai c6 thira s6 2 cho nén g? chan va do d6 q ciing chan. Nhu vay, p va
g la cac s6 chan, tic la chung chia hét cho 2, diéu nay mau thuan vdi gia thiét
phan s8 t8i gian. Nhu vy khéng thé cé ddng thic (2) va x khdng thé 1a sb
hitu ty.

C6 thé phat bi€éu két qua nay mét cach Ia khdng cb s6 hitu ty nao bang

V2

Lap ludn vira néu dua moét phép dung hinh hoc don gian nhat sé& dan tdi
moét doan thang vo ty vdi don vi. NEu moét doan thdng nhu vay dudc dat bang
compa tuor diém 0 trén truc sé thi diém dung dudc (diém mut cubi ctia doan
thdng) sé khéng trung véi mét s6 hitu ty nao.

.-

0 1 ¥
Fig. 10. Construction of +/2,

Nhu vay hé théng cac diém hiru ty (dU réng tri mat khap ndi) van khéng
phu toan bd truc s6. Tt nhién, mot tap hop diém hitu ty trl mat khdp noi ma
khéng phu dugc toan bd dudng thang thi that la la lung va ky di d6i véi su
nhan thi'c ngay tha. Khong cé6 mot “truc gidc” nao giup chung ta “thay dugc”
cac diém voé ty va phan biét ching vai cac diém hitu ty. Khéng I8y gi 1am la
rang su phat hién ra mot doan thang vo ty da lam x6n xao cdc nha todn hoc



va cac nha tu tudng Hy lap. Su ton tai doan thing vo ty dén nay van con gay
dn tudng manh mé cho nhirng ngudi c6 xu hudng suy tudng sdu sac. Viéc
dung theo y mudn tuy y mot sé doan thang vo ty véi don vi la khéng co gi kho
khan. Diém mut cua tét ca doan thang nhu vay - véi diéu kién dau cla ching
phai trung véi di€ém 0 - sé tao thanh tép hgp céc diém vo ty. Luu y radng khi
dua s6 hitu ty vao, chiing ta c6 moét nguyén téc chu dao la: dam bao do dudc
dd dai cdc doan thang bang cac s8, va nguyén tac nay ti€p tuc chi dao ching
ching ta khi xét dén cac doan thang vo ty. Néu ching ta mudn cé mot tucng
('ng hai chiéu gitta mot bén la cac s6 va mdt bén 1a cac diém trén truc sd thi
khdng thé tranh khoi phai dua sd vo ty vao.

DE& tdm lai nhitng diéu da ndi cho dén bay gid, ching ta két luan réng
s& vb ty bi€u thi cho dd dai cua doan thdng vé ty véi don vi. Trong cac muc
sau, chung ta phai chinh xac héa mét vai dinh nghia thuan tdy hinh hoc con
ma hod dé di d€n mdt dinh nghia théa man quan diém logic chat ché&. Khi xem
xét van dé nay ching ta sé bat dau tur cac phan sd thap phan.

Bai tdp: 1) Chi'ng minh ¥2,3/3, V3,V5 la s8 v ty.

2) Chirng minh v2 + /3, va v2 + V2 la s6 vo ty. (ggdi y: gia sir d6 la mét
s6 hitu ty r ndo dé, dit V3 = r - V2, binh phudng 2 vé&, dan dén V2 1a s6 hitu
ty.)

3) Chirng minh V2 + v3 + V5 la s6 vo ty.

2. Phan so6 thap phan va so6 thap phan vo han.

Mudn phu truc s6 bdng mét tdp hop diém tri mat khdp nai thi khéng
can phai dung dén toan b tap hdp s6 hitu ty, chdng han chi can dung nhiing
s& hinh thanh nén do chia doan thang don vi thanh 10, 100, 1000, v.v... phén
bang nhau. Cac diém chia thu dugc sé tuong U'ng vdi “cdc s8 thap phan”. Thi
du diém 0.12 = 1/10 + 2/100 tudng Ung vGi mot di€m ndm & trong khoang
don vi dau tién, & trong “phan khoang” th( hai dai 10!, cu thé |a diém dau
cua “phan khoang con” th(r ba dai 10-2. Néu phan s6 thap phan loai nay chia
n s§ sau ddu phay thi né cé dang:

f=z4+al0 + al0* + 107 + ... + a,107",

trong d6 z Ia s6 nguyén, con cac hé s6 a la cac chi s6 0, 1, 2,..., 9 bi€u thij s8
phan mudi, s6 phan tram v.v... SO f dudc viét gon trong hé thap phan nhu
sau: z , ai@2as3...an. Ching ta thdy ngay rang céc s6 thap phan loai nay cé thé
hién thi dudc dudi dang ty s6 p/q, trong d6 g = 10". thidu: f=1.314 =1 +
3/10 + 1/100 +4/1000 = 1314/1000. Néu p va g co thira s& chung thi cé thé



rat gon phan so di, ldc nay r~n§u sO sé l[a mot udc s6 nao do cua 10", Mat khac,
mot phan so téi gian ma mau s6 khéng phai la udc sb cua Iy thira cua 10 thi
khéng thé viét dudi dang phan s& thap phan thudc loai néi trén. Thi dy, = =
= 0.2, % = 10% = 0.004; nhung % khdng thé viét thanh phan s6 thédp phan.
Thuc vay, tor dang thic:

1 b
3 10m
suy ra: 10" = 3b

Khéng thé cé dang thiic cudi nay vi 3 khéng phai la thira s6 clia b4t c Iy
thira nao cua 10.

Bay gid chiing ta 18y mét diém P tly y trén truc s8 khdng tuong ing véi
s§ thdp phan hitu han nao ca; chdng han, cé thé |18y diém hitu ty % hodc

diém vo ty v2. Nhu vay, diém P khdng bao gid Ia diém chia trong qua trinh
phan chia lién ti€p doan thdng dan vi thanh 10 phadn bang nhau: nd s& nam
bén trong cac khoang thap phan ma d6 dai cua cac doan nay giam di vo han;
cac mut cua nhitng khoang nay tudng 'ng véi nhirtng phan s6 thap phan hiru
han va dan tdi diém P véi do chinh xac tuy y. Ching ta hdy xét ti mi hon qua
trinh xap xi nay.

Gia thiét rang P nam trong khoang don vi th& nhat. Phan khoang dé ra
10 phan b&ng nhau mbi phan dai 10-! va gia thiét diém P rai vao trong khoang
th ba chdng han. L4c nay ching ta cé thé khdng dinh rdng P bao ham giira
cac phan s6 thap phan 0,2 va 0,3. Chung ta tiép tuc chia khoang 0,2 va 0,3
ra 10 phan b&ng nhau mbi phan dai 10-2 va thdy réng P radi vao trong khoang
th& tu chang han. Lai chia khodng nay ra 10 phan bang nhau, ching ta thay
rang di€m P rdi vao trong khodng thr nhit chdng han cé d6 dai 10-3. Bay gid
cé thé néi réang diém P bao ham giita 0,230 va 0,231. Qua trinh nay cd thé
kéo dai vd han va dan dén moi day v han cac chir s6 aiaz ...,an,... cé tinh chat
nhu sau: diém P ndm trong khoang In ma diém mut ddu bén ching tay trai la
0,a1a2a3...an-1an, di€m muat bén ching tay phai la 0,a1a2as...an-1(an +1) va dd
dai In bdng 10-". Néu xét theo th(r tu n=1,2,3,4,... ching ta thdy rédng moi
doan I1 ,I2 ,Is ... ndm trong khoang ding trudc nd, db dai cia nhitng khoang
dy la 1071, 1072,1073,... tién t8i 0. Chling ta ndi van tat hon la: diém P nam
trong mot ddy thap phan thét lai . Thi du, néu diém P 1a diém hitu ty gth‘l moi
chir s6 ai,az,as... bang 3 va P nam trong mot khoang I, tuy y tir 0,333...33 dén
0,333...34 tuc la I16n han 0,333...33 va nhé han 0,333...34 vGi s6 chir s6 tuy y
sau ddu phdy. Trong trudng hop nay ching ta ndi rang s thap phan n chit sé
0,333...33 “dan téi"§ khi n tang I1én v6 han. Ching ching ta viét la:



1
- =0,333...
3

cac ddu chdm cd nghia 1a phan sb co thé kéo dai “dén vo han”.

Diém vob ty V2 dudc xem xét & muc 1 cling dan t&i mot sé thap phan vo
han. Nhung trong trudng hgp nay thi quy luat cua cac chir so lién ti€p trong
dang thap phan dé da khong rd rang. Khé ma chi ra moét cong thiric cho ching
ta chil s& dirng & vi tri n, méc du cé thé tinh dudc tuy y bao nhiéu chir s6:

’=1<2<2"=4
(14) = 1.96 < 2 < (1.5)" = 2.25
(1.41)° = 1.9881 < 2 < (1.42)° = 2.0264
(1.414)" = 1.999396 < 2 < (1.415)* = 2.002225
(1.4142)° = 1.99996164 < 2 < (1.4143)* = 2.00024449, ete.

D& dinh nghia téng quat, chlng ta ndi r&ng mot diém P khdng biéu dién
dudc dudi dang sb thap phan véi moét s6 hitu han cac chit s6 thap phan dudc
biéu dién dudi dang mot s thdp phan tuan hoan z,ai1a»as... néu diém &y ndm
trong khoang c6 dd dai 10" vdi z,a1a2as..., an la diém mut dau.

Nhu vdy ching ta d3 thiét Iap su tuong Ung giita tat ca cac diém cua
truc s6 va tat ca cac phan s6 thap phan (hitru han va v6 han). Bay gid ching
ta dua ra moét dinh nghia mé dau: “s6” la mo6t s6 thap phan hitru han hoac vo
han. Nhitng s& thap phan v6 han khdng hién thi cho s6 hitu ty dudgc goi la
nhirng s6 VO ty.

Cho dén gilra thé ky XIX nhitng ly giai tudng tu nhu nhitng ly gidi nhu
trén van dudc coi 13 du dé xay dung hé théng s6 hitu ty va vo ty, su lién tuc
clia s6. Nhitng thanh tuu phi thudng clia todn hoc bat dau tir thé ky XVII, dac
biét su phat trién ctia hinh hoc gidi tich va phép tinh vi phén, da dua han trén
quan niém nhu thé vé hé thong s6. Tuy nhién khi xem xét lai mot cach cé phé
phan cac nguyén tac va cing cd lai cac két qua, ngudi chling ta cdm thdy ngay
cang phan tich rd rang, chinh xac va sau sac hon khai nién sd v6 ty. Nhung
trudc khi phac hoa ly thuyét vé so lién tuc hién dai, ching ta can xem xét va
lam rd - mot phan nao do dua trén cd sd truc giac - mot trong nhirng khai
niém toan hoc ca ban - khai niém gidi han.

3. Gidi han. Cap s6 nhan vo han.
Nhu da biét trong muc trudc, cé khi moét s6 hitu ty s nao dé dudc xap xi
bdang mot day cac s6 hitu ty khac sn, trong d6 chi s6 n nhan tat ca cac gia tri



1, 2, 3,... chdng han védi: s =1/3, this1 = 0,3, s2 =0,33, s3=0,333 v.v... M0t
thi du nira, ching ta chia khoang don vi ra hai phan bang nhau, roi lai chia
nlra th& hai thanh hai phan bang nhau, rbi chia khoang th{ hai vira tim dugc
thanh hai phan bang nhau v.v... cho dén khi khodng nhd nhat tim dudc bang
cach nhu thé& bang 2", trong d6 n la s& cho trudc tuy y 18n, chang han n =
100, n = 100000 v.v.. sau dé cong tat ca cac khoang dé lai véi nhau (khéng
k& khoang cudi cung), chiing ta dudc dd dai:

(3) Ssh=1/2 +1/4 +1/8 +1/16 +...+1/2"

Chung ta thdy rang s, khac 1 mét lugng (1/2)" va su sai khac d6 nhd bao
nhiéu cling dudc, hodc “dan tdi 0” khi n tdng v6 han. Noi rang hiéu d6 bang 0
khi n “v0 han” la khéng cé nghia. V6 han trong toan hoc lién két v8i mot qua
trinh nao d6 khong cé cai tan cung va khoéng khi nao lién hé vdéi moét dai lugng
thuc tai. D& md ta su bi€n thién cla s», ching ta ndi réng téng s, dan tai gidi
han 1 khi n dan t&i vo han, va viét la:

1 1 1 1
(4) l=z+ztztzt- -,

trong dé vé& phai 1a mét ddy vé han. Khéng nén hiéu dang thlc sau cling nay
theo nghia cdng vo han cac s6 hang: d6 chi la cach viét tat cua su kién: 1 Ia
gidi han cla cac téng hitu han sn khi n dan téi vé han (nhung khéng bao gid
bang v6 han). Nhu vay, ddng thirc (4) c6 mét y nghia chinh xac thé hién qua
ddy tir bat bubc sau day:

1 bdng gidi han khi n ti€n t&i vd han clha biéu thirc:

1 1 1 1
(5) aa—§+¥+2—a+...+§',
va viét ngdn gon han nhu sau:
(6) S« — lasn— o,

Khi néi vé cac gidi han, chiung ta con xem xét thém mot thi du nira. Véi -
1<qg<1, nhu q=1/3, g=-4/5, chling ta cé mot day vo han cac lly thura cla g:

a, 4% q 9., q",...

sé ti€én dan dén 0 khi n tang. Néu g la s6 &m thi ddu cia xen ké nhau: sau +
dén - va ngudgc lai. Bai th& g" dan tdi 0 “tur hai phia”. Chdng han néu q = 1/3
thig2 = 1/9, g3 = 1/27, q* = 1/81,..., trong khi néu g = -1/2 thig2 = 1/4, g3
= -1/27, q* = 1/81, ... Chidng ta khang dinh rang: gidi han cua g", khi n tién
téi vo han, bang 0 hodc viét bang ky hiéu la



(7 g —0asn — o, for -1 < g < 1.

(Néu q > 1 hodc q < -1 thi g" khéng dan t&i 0, ma tdng Ién v6 han vé gia tri
tuyét doi).

Chung ta nén néu chi’ng minh chit ché cta khdng dinh (7). O phan
trudc ching ta d& thdy rang véi moi n nguyén dudng va p > -1 c6 bat dang
thirc (1 + p)" = 1 + np. Néu g la s6 bat ki nam gitra 0 va 1, thi du g = 9/10,
c6 thé dat q = 1/(1+p), trong dé p > 0. T d6 suy ra:

1
—=((1+pn =1+ np = np

hay

0<q"<

S
S| =

g" nam giifa s6 0 va sd (1/n).(1/p), cai ma nd dan tdi 0 khi n tang v6 han, &

? AV AN n " n \ n N AY r
day vi p khong do. Diéu nay cho thay ¢ — 0. nau g la s6 am thi chidng ta
dat g = -1/(1+p), nhu vay g" sé nam gilra s6 0 va (1/n).(-1/p), lap luan ciing
sé dugc két thuc nhu & trén.

Bay gid ching ta xét cap s6 nhan:

(8) sh=14+g+¢*+g>+..+q"

(Trudng hdp q = 2 da dudc xét & trén). Nhu da ching minh & phan trudc,
téng s» con cb thé dugc biéu thi dudi dang dan gian va ngadn gon hon. Nhéan
Sn V@i g chung ta dudc:

(8a) Gsn=q+q@ +qg>+..+q" +qg"+1

va lay (8) trur di (8a) chung ta dudc két qua la:
(1-q)sh=1-qg"*1

sau khichiacho 1 - q

n+1 1 qn+1

I
Sp = 1— =TT
q 1-q 1-gq

Chung ta sé gap khai niém gidi han néu cho n tang Ién v6 han. Chung ta via
mdi thdy rang g"*1 = q . q" dan tdi 0 néu -1 < q < 1, do d6 cb thé két luan:



(9) s,—rl—i—éaﬂﬂ—rm,fur—-liqél.

Cling co thé viét dudc két qua dd néu dung day vo han:

1
(10} 1+q+?2+q'+---=—_E,for—-l<(q{1.
Thi du:
1
l + + "‘I" + * T_—_; = 2,
tuong tﬁ’ng hoan toan vdi déng thic (4); ching ta ciing cé:
9 1
BT et tEt e "B n -

hay noi cach khac 0,9999... = 1. Hoan toan tudng tu nhu vay, sé thap phan
hitu han 0,2374 va s6 thap phan v6 han 0,23739999... sé& dugc bi€u thi cling
mot s6. Chung ta sé trd lai khai niém gidi han trong chuong VI khi xem xét
van dé nay vdi quan diém hién dai va chat ch& hon vé mat logic.

B3i tdp: 1) Chiing minh 1 - q + g2 - g3 - g*... =—, néu |q|<1

1+q
2) Tim gidi han cta chudi a1 ,az ,as, ... 8 day an = n/(n+1)?
(ggi y: viét lai n/(n+1) = 1 - 1/(n+1), thdy rang s6 hang th 2 tién tGi 0.)
3) Cai gi la gidi han cua
n“+n+1
n?—-n+1
khi n ti€n t&i «.(ggi y: viét lai dudi dang

n n_)
1 1
1_H+?
1

4) Ching minh, véi [g]<1 thi1l + 2q + 39% + 4¢°... = -2

5) Cai nao la gidi han cta chudi
1-29+ 3g%2-4q93+..

142+3++n 12422432 +.--+n? va 13423433 +.-.4n3
n2 ! n3 ! n* )

6) Cai nao la gidi han cua



4. SO hitu ti va so thap phan tuan hoan.

Nhitng s8 hitu ti p/q khéng biéu thi dugc dudi dang s& thap phan hitu
han, c6 thé phan tich dudc thanh nhitng s6 thdp phan vd han nhd phuong
phdp chia “kéo dai” théng thudng. S8 du trong mdi giai doan cla qud trinh
nay phai khac 0 vi néu khong thé thi phan s6 da la hitru han. Nhitng s6 du khac
nhau chi cé thé 1a nhitng s& nguyén t&r 1 dén q - 1, do d6 cé tdt ca q - 1 kha
nang doi vdi gia tri cua cac sb6 du do. Diéu nay cé nghia la sau q phép chia thi
mot s6 du k nao do sé xuat hién hai [an. Nhung nhu thé thi tat ca cac s6 du
ti€p sau cling sé dudc lap lai theo th{ tu ma ching da xuat hién sau lan xuat
hién dau tién cua s6 du k. B&i thé€, dang thap phan cda moi s6 hitu ti déu cé
tinh chat tuan hoan, sau moét s6 s6 lé thap phan nao dé thi mot nhdm cac sé
|&é thap phan s dudc lap lai v6 han lan. Thi du, 1/6=0.16666666...; 1/7=
0.142857142857142857...; 1/11=0.090909...; 122/1100=0.11090909...;
11/90=0.122222222...vv. (V& nhitng s6 hitu ti dugc biéu thi dudi dang s thap
phan hitu han, ching ta chl y rdng sau sé |é thap phan cudi cung cua nd thi
chir s6 0 sé dudc lap lai vb han lan, do dd, nhirng s6 hitu ti loai nay cling khéng
bi loai ra khoi nhan xét téng quat néu trén). Qua nhirng vi du dd dan ching
ta thdy rang & mot s6 dang thap phan cua s6 hitu ti thi “cai dau” khéng tuan
hoan di’ng trudc “cai dudi” tuan hoan.

Ngudc lai, c6 thé chirng minh rdng moi s6 thdp phan tudn hoan la sé
hitu ti. Chang han, ching ta xét phan s thap phan tuan hoan:

p = 0,332222...

C6 thé viét: p = 33/100 + 2.10°3(1 + 107! + 1072 +...). Biéu th(’c trong ngoac
la cap s6 nhan vo han:

14+ 107 + 1072 4+ = D
T 1-1/10 9
Nghia la:
_ 33 103 10 2970420 2990 299
P=T00 "~ "9 9,103 9000 900

Chi'ng minh ciing dugc tién hanh nhu vay trong trudng hop téng quat,
nhung doi héi phai dua vao mot sé ky hiéu cong kénh phirc tap. Ching ta xét
phan s& tuadn hoan téng quat:

p = 0.a:1a2a3... ambibo... bnbibs... bpbibo... b
Ching ta dat 0.bibs... bn = B 1a chu ky. Bay gi& co thé viét:



p = 0.a132a33... am + 100M.B.(1 + 107" + 1072" +1073" ...).

Bi€u thirc trong ngodc la cdp s6 nhan v6 han vdi g = 10" . Téng cdp s6 nhan
nay theo céng thirc (10) bang — L va ta co:

10"

4 107™.B
1- 10"

L, 1,2, 2 2 2 thanh phéan s6 thap

117 137 137 13" 17" 17’

p = 0.a;a,a3...ay,

Bai tap: 1) Khai trién cac phan sé
phan va xac dinh chu ki.

*2) S6 142,857 cb tinh chat la khi nhan vdi bat ki s6 nao trong cac so6 2, 3, 4,
5 hodc 6 chi dugc mdt hodn vi vong tron clia chinh nd. Khai trién tinh chét
nay, s dung khai trién cla %thénh phan s6 thap phan.

3) Khai trién s8 hitu ty ctia bai tdp 1) tir hé thdp phan sang hé cd s8 5, 7, va
12.

4) Khai trién moét-th(& ba thanh mét s8 cap doi.

5) Viét .11212121... thanh dang phan s6. Tim gia tri cua cua s6 thanh néu né
é trong hé thdng cd s6 3 hoac 5.

5. Pinh nghia tong quat sd hitu ti bang cac doan thang

Chung ta dua ra dinh nghia sc b6 & trang trudc la: “S6” la s6 thap phan
hitru han hodc vd han. Ching ta da qui udc goi nhirng s6 thap phan khéng hién
thi dudc bdi phan sb la s6 vo ti. Dua vao nhitng két qua thu dugc trong muc
trudce, ching ta co thé phat biéu nhu sau: “s8 lién tuc hodc hé théng céc sb
thuc (8 day s6 “thuc” dGi lap vdi s6 “ao” hoac “phlc” sé gidi thiéu & §5) la toan
bd cac s6 thap phan vb han. (khi viét thém cac s6 0 vao thi s6 thap phan hitu
han c6 dang vo han, hoac c6 mét phudng phap khac thay chir s6 cubi cung a
ctia phan s6 bdi a - 1 r6i thém vao ddy moét ddy vd han sd 9. Chang han
0,999... = 1, xem muc 3). SO hitu ti |a s6 thap phan tuan hoan, s6 vo ti la s6
thap phan khong tuan hoan. Song, mét dinh nghia nhu vay la chua hoan toan
day du. Thuc vay, nhu ching ta da thay trong chudng I, hé thap phan vé ban
chét khong cé gi dac biét so véi cac hé théng khac. Chdng han, chidng ta ciing
cd thé x{r ly hoan toan nhu thé& d6i véi hé nhi phan. Do d9, viéc dua ra mot
dinh nghia téng quat hon cla continuum s8, ddc Iap véi viéc chon co s6 10
hoac ca s6 bat ky nao khac, la rat can thié€t. Co I€, phuong phap don gian nhat
dé khai quat hda la nhu sau:

Chuing ta xét moét ddy nao do6 cac doan thang Ii, Iz, I3, ... In Vi cac dau
mut hitu ti; ching ta giad thiét rang moi doan ti€p sau déu nam trong doan



trudc va do dai doan th n (In) dan tdi 0 khi n tang vo han. Chlng ta goi day
cac doan “16ng” vdi nhau nhu vay la ddy cac doan that. Trong truéng hdp thap
phan thi dd dai I, bang 10, nhung nd cb thé béng 2", hodc chi cdn nd nho
hon 1/n cling dudc. Bay gid, ching ta dua ra mét ménh dé sau day dugc xem
nhu mot dinh dé& hinh hoc ¢ ban vdéi moi day cac doan that: VGi moi day cac
doan that, ton tai mot va chi mot diém trén truc s nam trong moi doan thang
dé (R4t rd rang rang khdng thé ton tai qud mot diém nhu vay vi dd dai cac
doan thdng dan t&i 0, ma hai diém khac nhau thi khdng thé & trong mét doan
thdng cé d6 dai nhé hon khoang cach gitra hai diém &y). Diém do, theo dinh
nghia, dudc goi la s6 thuc, néu khong hitu ti thi dugc goi la vo ti. Nhd dinh
nghia nay, chdng ta thiét Iap dudc su tuong (‘ng hoan toan gilta cac diém va
cac s6. O day, khong cé gi hoan toan méi: doé chi 1a dinh nghia s& nhu mot s6
thap phan vé han dudi dang tdng quat hon ma thbi.

O day, hdn moi ban doc sé& cé nhitng hoai nghi hoan toan cé cd sd. Thuc
ra thi “diém” trén truc s& khdng tuong rng véGi s6 hitu ti ndm trong moi doan
that, 1a cai gi? Cau tra I8i cla ching ching ta la nhu sau: su ton tai nhirng
diém trén truc s6 (xem nhu mét hinh anh hinh hoc) trong moi doan that cé
cac mut hitu ti la mot dinh dé hinh hoc cd ban. Khéng can qui né vé nhitng
ménh dé toan hoc khac. Chung ta thira nhan né nhu da thira nhan cac tién dé
va dinh dé khac trong toan hoc la dua vao su cé ly vé mat truc giac va dua
vao Igi ich cta né trong viéc xay dung mot hé thGng ménh dé toan hoc lién
ti€p. Mot cach thudn tdy hinh thdc ching ta cé thé xudt phat tir mét truc s6
ma chuing ta tudng tugng chi gdm nhitng diém hitu ti réi sau d6 dinh nghia
diém vo ti nhu mot ky hiéu biéu thi cho mdt ddy cadc doan that nao dé.
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Fig. 11, Ni=ted intervals,  Limita of sequencis.



Piém vo ti dugc xac dinh hoan toan bdi mot diy cac doan thadt ma dd
dai dan tdi 0. Nhu thé dinh dé co ban cua ching ta da thuc su la moét dinh
nghia. Sau khi day cac doan that da dugc dua vao nhd truc gidc nham khang
dinh “su ton tai” cia diém vo ti thi, viéc thira nhdn mot dinh nghia nhu thé cé
nghia la su vt bé “cai mang” truc giac ma lap luan cua ching ta da dua vao
dé va, da y thic dudc rang moi tinh chit todn hoc cla cac diém vo ti la cb thé
nhan thdc dudc va biéu dién dudc véi tu cach cac tinh chat cla day cac doan
that. VGi quan diém todn hoc thuén tdy thi, diéu quan trong & day 1a, néu thira
nhan dinh nghia s6 vé ti nhu ddy cac doan that, ching ta cé thé dinh nghia
phép cdng, phép nhan v.v... va quan hé bat dang thic bdng cach ma rong truc
ti€p cac dinh nghia tucgng 'ng trong trudng so6 hitu ti, do dé bao toan ca nhirng
dinh ludt cg ban trong trudng s6 hitu ti. Chang han, mudn tinh téng hai s8 v6
ti a va B nhd hai ddy cac doan that xac dinh ra cac s6 a va B, ching ta xay
dung mot day cac doan thdt mdi bang cdch céng cac diém dau va diém cudi
tuong Ung clia cac doan thang ndm trong cac day cho trudc véi nhau. Ciing
c6 thé& lam nhu vy véi tich a B, hiéu a - B va thuong . Dua trén nhitng dinh
nghia ndy con cé thé chirng to réng cac dinh luét s6 hoc da dudc xét dén trong
1 cla chuong nay sé& khdéng bi hiy bo khi chuyén sang s8 vd ti. Chidng ta sé&
khong trinh bay ti mi van dé dé & day.

Viéc th( lai tat ca cac dinh luat trén la don gian va dudc thuc hién mot
cach truc ti€p khdng cé khé khén gi ddc biét, nhung nd cé thé gy ra su budn
chan cho nhitng ban doc mdi bat dau con dang chd y nhiéu dén van dé co thé
lam gi nhd vao toan hoc han la viéc phén tich cac co s logic cua nd. Khong
hiém cé nhirng cu6n gido khoa mdi nhat vé toan ngay tu nhirng trang dau tién
d& cho nhitng ly gidi cdu ky vé hé thng sb thuc. Ban doc nao d& khdng dé y
dén nhirng trang sach d6 c6 thé yén tdm vi, cho dén tén cubi thé ky XIX, tat
ca cac nha toan hoc I&n déu con phat minh trén cd sd khai niém “ngay tho”
vé continuum sG bang truc giac.

Cudi cung, vé quan diém vat ly hoc thi dinh nghia s v6 ti théng qua ddy
cac doan that phu hgp moét cach tu nhién vai su xac dinh s6 mot dai lugng nao
dé bang mot loat cac phép do lién ti€p véi do chinh xac ngay cang I6n. Moi
thao téc dudgc thuc hién dé€ do chiéu dai cua mdt doan thdng nao dé chang
han, chi cé y nghia thuc té trong pham vi sai s6 cho phép nao dé, do I16n cua
sai s6 nay do d6 chinh xac cua dung cu quyét dinh. Vi cac s6 hitu ti la tru mat
khap noi trén truc sG, cho nén mot thao tac vat ly nao dd, du chinh xac dén
dau cling khéng cho phép phan biét d6 dai cho trudc la hitu ti hay vo ti. Vi
thé&, co thé cho rdng khdng cédn dén sd vo ti d& mé ta cac hién tuong vat ly.
Nhung trong chuong VI ching chidng ta sé thay rd uu thé thuc su cua viéc
dung sb vd ti d& mo ta vé mat todn hoc cac hién tugng vat ly, thé hién & su



dan gian hoéa la thudng qua trinh moé ta nhd kha nang s dung tu do khai niém
gidi han ma cd sd cua nd la continuum s6.

*6. Cac phuong phap dé xac dinh so vé ti. Lat cat Dedekind.

Richard Dedekind (1831 - 1916) - moét trong nhirng ngudi dat cd sé
xudt sac nhat cho viéc phan tich cac cg sé ctia toan hoc vé mat logic va triét
hoc, d& chon mot con dudng khac dé€ dinh nghia s6 vd ti. Bai bdo cla éng
"Stetigkeit und irrationelle Zahlen”(1872) (ti€ng DBUc nghia la “su lién tuc va
sO vo ti”) va "Was sind und was sollen die Zahlen” (1877) (nghia la “s0 la gi
va s6 phai nhu thé nao”) da co anh hudng sau sac dén viéc nghién clfu nhirng
nguyén ly cd ban cua toan hoc. Dedekind da thich nhirng khai niém truru tugng
téng quat han 1a nhitng phép dung cu thé ki€u nhu ddy cac doan that. Qui
trinh cdia 6ng dua trén tu tudng “lat cat”. Bay gid ching ta sé trinh bay qui
trinh dé.

Chlng ta gia th rang bang moét cach nao do ching ta da phan chia tap
hgp s6 hitu ti thanh hai I6p A va B sao cho moi s6 b cua I8p B I6n han moi s6
a cua Iép A. Moi su phan chia nhu thé goi la mot Iat cat trong pham vi hitu ti.
Néu lat xat dugc thuc hién thi phai xay ra mot trong ba kha nang logic sau
day:

1. Ton tai mot phan tur I6n nhat a* trong I6p A. Kha nang nay sé xay ra,
chang han trong trudng hgp I18p A chira tat ca s6 hitu ti < 1 va I8p B chua tat
ca so hitu ti > 1.

2. Ton tai mo6t phan t nhdé nhat b* trong I6p B. Kha nang nay sé xay ra
chdng han trong trudng hdp I6p A chlra tat ca s6 hitu ti < 1, I6p B ch(ra tat ca
sO h{tu ti = 1.

3. Trong I8p A khong cé phan tur I6n nhat, trong I8p B khong cé phan tu
nhé nhat. Lat cat loai nay xay ra, chang han, trong trudng hdp 18p A chlra moi
sO hitu ti ma binh phudng cua ching nho han 2 con I8p B chira moi s6 hitu ti
ma binh phudng cua ching I6n han 2. Cac I6p A va B nhu vay da vét hét moi
s6 h{tu ti, bdi vi chung ta da chirng minh khong cé s6 hitu ti nao binh phuadng
|én bang 2.

V& mat logic, trudng hdgp trong I6p A cd phan tur I6n nhat a* va trong
I3p B cé phan t&r nhd nhit b* s& khdng thé xay ra, vi s6 hitu ti bao ham gilra
a va b sé I6n hon phéan t I16n nhéat trong I16p A va nho hdn phan tir nhé nhat
trong I8p B; tlc la khéng nam trong I&p A va cling khdng nam trong 13p B.

Theo Dedekind, trong trudng hgp thir ba - tdc la khi khéng cé s6 hitu ti
I6n nhét trong I6p A khéng c6 s6 hitu ti nho nhét trong I6p B thi 1t cat sé Ia



mot s6 vo ti ndo dé. D& dang thu lai réng dinh nghia ctia Dedekind phu hdp
v@i dinh nghia dua trén cd sé cac doan I6ng vao nhau: ti mot day nao dé cac
doan 16ng nhau I3, Iz, Is,... ching ta sé c6 mot lat cat néu ching ta I8y moi s6
hiru ti nhé hdn mut bén trdi cua it nhat moét doan I x€p vao I&p A, con moi s6
hitu ti khac xép vao I&p B.

Vé mat tri€t hoc thi dinh nghia s6 vo ti cia Dedekind c6 muic do truru
tugng cao han vi nd khéng bi gidi han trong moét qui luat toan hoc xac dinh
cac I6p A va B nao. George Cantor (1845 - 1918) da dé ra mé6t phuong phap
khac cu thé hon dé dinh nghia continuum s8 thuc. Thoat nhin thi phudng phap
nay khac han vGi phuong phdp dung ddy cac doan thdng 16ng nhau va phuong
phdp dung Iat cdt, nhung né tuong dudng véi mdi phudng phap trén & chd,
continuum s6 thu dudc trén co s& ba phuang phap cé nhitng tinh chat hoan
toan giéng nhau. Tu tudng cla Cantor xudt phat tu: 1) s6 thuc cé thé xem
nhu s6 thdp phén vd han, 2) s6 thadp phén hitu han cé thé xem nhu gidi han
clia s thap phén v6 han. Theo Cantorr, d& khéng phu thubc vao s6 théap phan,
chiing ta thira nhan réng bat ki ddy ai, a2, as...cac sd hitu ty 1a mot sé thuc. O
day “su hdi tu” dugc hi€u la hiéu “am - an” gilta hai s6 hang cua day dan tdi
0, néu m va n déng thdi tang Ién vO6 han doc lap vdi nhau (cac xap xi thap
phan lién ti€p co6 tinh chat nay vi sau s6 lé thr n hai xap xi bat ky sai khac
nhau it hon ). Theo phudng phap cua Dedekind thi mét s6 thuc cé thé dudc
xac dinh bdi nhirng day s6 hitu ti khac nhau, cho nén can ndi thém rang, hai
day ai, az, as,... va b1, bz, bs... s& xac dinh cung mot s6 thuc néu hiéu am - an
dan t&i 0 khi n tang 1én v6 han. Viéc dinh nghia phép cong, phép nhan v.v...
theo con dudng Dedekind da vach ra sé khéng gap kho khan gi.

§3. NHUNG PIEU CAN LUU Y TRONG PHAM VI HINH HOC GIAI TiCH
1. Nguyén tic cc ban.
Ngay tUr dau thé ky XVII, s6 lién tuc da dudc thira nhan nhu la moét cai
gi d6 dudng nhién hodc c6 chiu mot su phé phan qua loa, da trgd thanh co sd
cua toan hoc, dac biét cua hinh hoc giai tich va phép vi tich phan.

Viéc dua vao sé lién tuc, cho chiing ta kha ndng ('ng véi mbi doan thang
xac dinh mét s8 thuc nhu 1a “dd dai” ciia nd. Nhung con cd thé di xa hon nita.
Khéng chi dd dai, ma ndi chung, bat ky mot vat thé hinh hoc nao cling cd y
nghia cda nd trong thé gidi cac con sb6. Budc quyét dinh theo hudng s6 hoc
hoa hinh hoc da dudc Fermat(1651 - 1665) gidi quyét trudc nam 1629 va
Descartes(1596 - 1650) gidi quyét trong nam 1637. Tu tudng cd ban cua hinh
hoc giai tich 1a viéc sir dung “toa dd” - nhitng sé lién k&t véi vat thé hinh hoc
cho trudc va hoan toan déc trung cho vat thé dé. Phan 16n ban doc da biét toa
dé vudng goc hay toa dd Dé-cac dung dé xac dinh vi tri mot diém tly y trén



mat phang. Chuing ta sé dung hai dudng thang vudng gdc vdi nhau trén mat
phang: “truc x va truc y”. Nhitng truc nay dudc xem nhu cdc dudng thang sé
c6 hudng, chia ra bang cac don vi nhu nhau. Mdi diém P (hinh 12) dudc cho
tuong Ung véi hai toa do x va y. Nhirng toa do nay dudc xac

LAY LV
o - T I
yT !
: oo x R
0 x =1 0 x

1r i

Fig. 12. Rectangular coirdinates of & point, Fig- 13, The four quadrants.

dinh nhu sau: chung ta xét mot doan thang cé hudng (vecta) di tir “g6c” 0
dén diém P, roi chi€u vudng géc vects d6 xudng ca hai truc, dugc doan chiéu
OP’ va OQ’. V@i hai s6 x va y - la s6 do d6 dai OP’ va OQ’ dudc goi la toa do
ctia diém P. Ngudc lai, néu x va y la hai s bat ky cho trudc thi di€ém P tuong
rng sé& dudc xac dinh duy nhat. Néu ca hai s6 x va y déu dudng, thi P néam
trong gdc phan tu th(r nhat cta hé toa do (hinh 13), néu x va y déu am thi
hinh P ndm trong géc th(r ba, néu x &m va y duong thi di€m P nam trong gdc
thr hai.

Khoang cach giita diém P1 c6 toa dd xi,y:1 va di€ém P2 cd toa dd xz2, y2
dudc cho bdi cong thirc:

(1) d? = (x1 = x2)* + (Y1 - y2)?
Diéu nay suy ra ngay tu dinh ly Pitago (hinh 14)
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Fig. 14. The distance between two pointas.

2. Phuong trinh cta dudng thiang va dudng cong.

Néu C 1& mdt diém cd dinh cd toa d6 x = a, y = b thi quy tich nhitng
diém P cach C mdt khoang r cho trudc 1a dudng tron tdm C ban kinh r. TU
céng thic tinh khoang cach gitra hai diém (1) suy ra nhitng diém nam trén
dudng tron cé toa dob x,y thda man phudng trinh:

(2) (x-a)’ +(y-b)7=r

Phuong trinh nay dudc goi 1a phuong trinh ctia dudng tron vi né biéu thj
diéu kién can va du dé€ mot diém P toa db x, y nam trén dudng tron tdm C ban
kinh r.

L 1]
P
- —~I
Fig. 15. The circle.
NEéu md ngoac, phuadng trinh cé dang:
(3) x? + y? - 2ax -2by =k

trong do k = r2 — a2 - b2. Dao lai, néu cho trudc phuong trinh dang (3) trong
dé a, b va k Ia nhitng hang s6 tuy y va tdng k + a2 + b2 dudng thi nh& qui



trinh dai s& “bé sung cho du mdt binh phuong” ching ta cé thé viét phuong
trinh d6 dudi dang:

(x-aP+(y-bpP=r

trong d6 r2 = k + a2 + b2, Bay gid thi rd rang rang phuong trinh (3) xac dinh
mot dudng tron ban kinh r tam C cé toa do a, b.

V& hinh thic, phudng trinh cia dudng thdng con don gian han. Chang
han, phuong trinh cla truc x c6 dang y = 0 vi v8i moi diém trén truc nay thi
toa dd y bang 0 va ddi véi nhitng diém khac thi khdng nhu thé&. Ciing véy, truc
y c6 phuong trinh x = 0. Cac dudng thang di qua g6c va chia d6i goc gilra cac
truc cé phuong trinh 1a x = y va x = -y. Dé dang chirng té r&ng moi dudng
thang déu cé phuong trinh dang:

(4) ax + by =c

trong d6 a, b, c l1a nhitng hang s6 dac trung cho dudng thang. Cling nhu d6i
v@i cac trudng hgp khac, y nghia cia phuong trinh (4) la: mot cap so thuc x,
y thoa man phuang trinh 1a toa dd cia mét diém nao dé trén dudng thang va
nguagc lai.

C6 thé, khi hoc & nha trudng ban doc da biét phuong trinh dang:
xZ yZ
(5) p_z + ? =1
bi€u thi mét elip (h.16). BDudng cong nay cét truc x & cac diém A(p,0) va A’(-
p,0) va cdt truc y & cac diém B(0,q) va B’(0,-q) [Ky hiéu P(x,y) hodc (x,y)
dudc dua vao dé viét cho gon, can hiéu la: “diém P cd toa dd x va y”]. Néu p
> q thi doan AA’ cé do6 dai 2p dudc goi la truc I8n cua elip, con doan BB’ c6 do
dai 2q dudc goi la truc nho cda elip. Elip la qui tich cta nhitng diém P ma téng
cdc khoang cach dén cac diém F ({/p?2—q3,0) va F’ (-/p?—q3,0) 1a 2p. D€
luyén tap, ban doc cé thé thur lai diéu d6 bang cach ap dung cong thic (1).
Cac diém F va F’ dudc goi la tiéu diém cua elip, con tisé e = _szp;qz dugc goi la
tam sai.
Phudng trinh dang:
x? y
(®) At
bi€u thi mét hyperbon. Dudng cong nay géom hai nhanh cat truc x & hai diém
A(p,0) va A(-p,0) (h.17). Poan AA’ c6 d6 dai 2p dudc goi la truc thuc cua
hyperbon. Hyperbon ra xa vo tén, ti€n dan t&i hai dudng thang gx = py = 0
nhung khdéng cdt ching; nhitng dudng thdng dé dudc goi la cac dudng tiém



cén cua hyperbon. Hyperbon la qui tich nhitng diém P’ ma hiéu cac khoang

cach dén hai diém F(/p? — ¢2,0) va F/(-/p? — q2,0) cb gid tri tuyét d6i badng 2p.

Trong trudng hop nay, nhitng diém F va F’ cling dudc goi la cac tiéu diém;
Vr?-q*

tam sai cua hypebon la tisb e = —

Fig. 18, The ellipss; F and F' are the fucl, Fig. 17. The bhyperbola; F and F* are the focl.

Phudng trinh
(7) xy = 1
cling xac dinh mo6t hyperbon, nhung cac dudng tiém cén la hai truc x va y
(h.18). Phuang trinh clia hyperbon “déu” nay cé y nghia vé mat hinh hoc, la
dién tich hinh chir nhat 'ng v3i moi diém P clia dudng cong déu bang 1. Dang
téng quat hon cda hyperbon déu:

(7a) Xy =¢C

trong dé c la hang sd, chi la trudng hgp riéng cua hyperbon, cling nhu dudng
tron la trudng hdp riéng cla elip. Dac diém riéng cla hyperbon can la hai tiém
can cua no (& day la hai truc) vuéng goc vdi nhau.

D0i vai ching chung ta thi tu tudng chd dao sau day la diéu dang cha y
nhat: c6 thé hoan toan md ta dudgc cac dbi tugng hinh hoc dudi hinh thic s6
hoc hodc dai s6. P&i vdi cac phép toan hinh hoc cling ding nhu vdy. Chang
han, néu mudn tim giao di€m cua hai dudng thang, thi ching ta xét hai phuong
trinh:

(8) ax + by =c

ax+by=c



Mudn tim cac giao diém cua hai dudng thdng nay chi can giai hé (8). Ciing
vay, giao diém cla hai dudng cong tuy y (chdng han, dudng tron x2 + y? -
2ax - 2by = k va dudng thdng ax + by = ¢) dudc tim bang cach giai hé gbm
hai phudng trinh dé.

"

Fig. 18, The oquilateral hyperbola zy = 1, The area zy of the rectangle determined by the point
P (z, y) is equal to 1,

§4. GIAI TICH TOAN HOC CAI VO HAN
1. Cac khai niém cd ban. Day s0 tu nhién
Chudi s6 nguyén ducng

1,2,3..

la mot thi du dau tién, quan trong nhat cua tap hgp vo han. Khéng co gi la bi
hiém trong vdn dé xem day dé 1a vé han, nd “khdng cé tén cung”: du sé tu
nhién n 16n dén dau cling c6 thé tim dugc mét s6 khac n + 1 ddng sau nd va
I6n hon nd. Nhung khi chuyén tir tinh nglr “vd han” thuc chdt cé nghia la
“khdng co6 tén cung” dén danh tir “su v6 han” thi khéng thé dua vao moét giai
thiét la: “su vo han” (dugc ky hiéu o) dugc xem nhu mot con s6 théng thudng.
Khong thé dua ky hiéu oo vao hé théng s6 thuc ma khdng dan tdi su huy bo
cac dinh luat cd ban cua s6 hoc. Hon nira, tu tudng vo han con tham nhép vao
toan bo toan hoc, bdi vi cac su vat toan hoc thudng dudc nghién clru khong
phai v3i tu cach céc ca thé - riéng biét tirng cdi — ma véi tu cach céc phan tl
cua nhirng I8p hoac nhitng tap hgp chira v6 s6 cac phan tir cung mot loai,
chdng han, tdp hdp céc sb tu nhién, s thuc hodc tdp hdp céc tam giac trong
mat phdng. Chinh vi nguyén nhan nay ma can phan tich chinh xac vé mat
toan hoc su v6 han. Ly thuyét tap hop hién dai do Geog Cantorr va trudng
phai cua 6ng sang lap vao cudi thé ky XIX, da giadi quyét van dé nay va dat
dudc nhitng k&t qua dang ké&. Ly thuyét tdp hop clua Cantorr d& thAdm nhép



sau vao nhiéu nganh toan hoc va da cé anh hudng I6n dén chung, n6 da cé
vai tro dac biét xudt sdc trong cac cong trinh nghién clu co lién quan dén co
s@ logic va triét hoc cua toan. Khai niém tap hdp la khai niém cg ban cua ly
thuyét Cantorr. D6 chinh la m6ét nhém cac su vat (cac phan tdr) dugc xac dinh
theo mét qui tdc nao dé cho phép ching ta cé thé phan doan dugc rang mot
su’ vat cd thudc hay khdng thudc vao nhdm céc su vat &y hay khdng. Co thé
dung tap hdp so tu nhién, tadp hgp cac phan s6 thap phan tuan hoan, tap hgp
cac s6 thuc hodc tap hgp cac dudng thdang trong khdéng gian ba chiéu lam vi
du.

Mudbn so sanh cac tap hgp vé mat “sé lugng” cac phan tu cé trong ching,
can phai dua vao trong ly thuyét nay khai niém “su tudng ducng” gilra cac tap
hop. Néu cé thé cho tuong (ng tirng ddi cdc phan tl cua hai tdp hgp A va B
sao cho mdi phan tl clia tdp hgp A tudng (ng v8i mot va chi mot phan tir cua
tap hop B, mbi phan t clia tap hdp B cling tuong 'ng véi mot va chi mot phan
tor cua tap hgp A thi su tudng Ung nhu vay dudc goi la 1 - 1. Chung ta ndi
rang, hai tap hop A va B tuong ducng vdi nhau. Khai niém tuong ducng cua
cac tap hdp hitu han trung vdi khai niém bang nhau vé s6, bdi vi hai tap hgp
hitu han c6 tuang &’'ng 1 - 1 khi va chi khi ching c6 cung mét s6 phan tu. Can
lvu y rang phép dém cling dua trén cd sd nay vi khi ching ta “"dém” cac phan
tr cua mot tap hgp thi qua trinh dém la su’ xac dinh mot tudng Urng 1 - 1 gilia
cac phan tu cia tdp hgp va cacsé 1, 2, 3..., n.

Mudn thiét 1ap su tuong dudng gilra hai tap hgp hitu han, cé khi khong
can “dém” cac phéan tlr. Chdng han nhu khéng can dém ciing biét tap hgp hitu
han cac dudng tron cé ban kinh don vi la tuong dudng v@i tap hgp cac tdm
cua chudng.

Y tudng cla Cantorr 1a md rong khai niém tuong dudng tdi tap hdp vo
han, dinh nghia “s6 hoc” clia vd han. Tap hgp cac s6 thuc va tép hgp cac diém
trén dudng thang la tuong duong, vi sau khi d& chon gbc va doan thang don
vi thi dudng thdng cho trudc trd thanh “dudng thadng s6” va mdi diém P cla
no tuong ’ng 1 — 1 v8i modt s6 thuc x nhu |a toa d6 cua di€ém &y:

Po x

C&c s6 chan tao thanh mot tap hgp con cua tap hgp cac sb tu nhién, con
tat ca cac s6 nguyén lap thanh mot tap hgp con cac sé hitu ti (khi ndi vé tap
hop con ciia mét tadp hdp S, nghia la mot tap S’ gobm mot vai, nhung khong
phai tat ca cac phan t cia S). RO la, n€u mot tadp hgp hitu han, tic la chla n
phan t(, thi khéng thé tuong duong véi bat ky mot tdp hdp con nao cla nd,
bdi vi moi tap hgp con chlra nhiéu nhat n - 1 phan t. Nhung néu tap hgp cho



trude chlra vo s6 phan tur thi né cd thé tudng ducng vdéi mét tdp hop con cua
no. Vi du:

1 2 3 4 5.
11111 )
2 4 6 8 10.."2n...
thi€t 1ap su tuong Ung 1 - 1 gilra tap hgp cac s6 tu nhién va tap hgp cac sé
duong chan. Hai tdp hdp nay 1a tuong duong, tuy rang tap hop thir hai I3 tap
hgp con cla tap hgp th& nhat. Diéu nay mau thuan vdéi chan ly phé bién “toan
thé€ 16n hon mét bd phan” chirng té cé nhitng diéu la lung dang chd dgi ching
chung ta trong pham vi “sé hoc vo han”.

2. Su dém dudc cua tap hgp so6 hiru ti va su khong dém dudc cua
continuum.

Mot trong nhirng phat minh cua Cantorr trong giai tich vé han la tadp hgp
sO hitu ti (nhan tap hop vo han s6 tu nhién lam tap hdp con thi ban than né
phai vo han) tuong dudng véi tap hgp sb tu nhién. MGi nghe thi c6 vé la lung,
tadp hop s6 hitu ti 3 khap nai ma lai khong cé nhiéu phéan t& hon tap hon so tu
nhién cé nhitng phan td “phan tan” rai rac cach nhau kha xa hay sao. Thuc
vay, dé bao toan th( tu tdng dan, ching ta khdng thé xé&p ddc cac s hitu ti
dudng nhu da cé thé lam véi cac s6 tu nhién: s& nhé nhét a |1a s8 dau tién, sb
b ti€p sau néd 1a s6 thd hai v.v..., vdn dé 1a & chd cac s6 hitu ti & khdp nai, vi
th€ khdng thé chi ra mét s6 nao trong ching la “tiép theo sau vé d6 I6n”.
Nhung Cantorr da Iuu y rang, néu bd yéu cau “sap x€p theo d6 I16n” thi cé kha
nang sap dat tat ca s6 hiru ti thanh mot day ri, ra, r3, rs,... tuong tu day sé tu
nhién. Su sap x&p cac phan tdr cha mot tdp hgp nao dé thanh day thudng dugc
goi la phép danh s6 tap hgp db. Tap hop co thé danh sé dudgc goi la tap hop
dém dudc. Khi chi ra mot trong nhitrng phudng phap danh s6 tap hgp sé hitu
ti va do d6 ma thiét 1ap tinh dé€m dugc chia nd, Cantorr da chirng té rang tap
hgp hitu ti tudng duacng véi tap hdp sb tu nhién, bdi vi:

IR
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tao nén su tudng rng don tri hai chiéu gilra hai tap hgp. Bay gid chung ta sé
trinh bay moét phuaong phap danh s6 tap hop so6 hitu ti.

Moi s6 hitu ti dugc viét dudi dang a/b , trong dé a va b la cac s6 nguyén,
t4t ca nhitng s6 nay co thé dat trong mot mang, véi a/b trong cbt th a va



dong th& b. Thi du 3/4 & cOt th(r 3 va dong th(r 4 cua bang dudi day. Tat ca
s8 hitu ti bay gid c6 thé x3p x&p theo cach nhu da chi trén hinh 19.

1 2 3 45 6 7 ...
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Fig. 18. Denumeration of the rational numhbaers,

K&t qua chuyén dich theo dudng g&p khuc dan ching ta dén day sé hitu ti: 1,
2,1/2,1/3, 2/2, 3,4, 3/2,2/3, 1/4 ... Bay giG chung ta bd tat ca cac phan s6
ma tir s6 va mau s6 cé clng udc chung, vi mbi s& hitu ti xuat hién chinh xac
mot [an va trong dang tdi gidn nhat clia nd. Vay chiing ta c6 chudi 1, 2, 1/2,
1/3, 3, 4, 3/2, 2/3, 1/4, ... ch(ra tat ca s6 hiru ti duogng moét va chi mot lan.
Diéu nay cho thady tap hdp cac s6 hitu ti dudng la d€m dudc. Cha y rang cac
s6 hitu ti twong &’ng 1 - 1 véi cac diém hitu ti trén truc s, cho nén cd thé noi
rang tap hdp cac diém hiiu ti duong trén truc s la dém dudgc.

Bai tap: 1) Cho thay tap cac s6 nguyén ducng va am la dém dudc. Cho
thdy tap céc sb hitu ti duong va am la dém dudc.

2) Cho thay tép hgp S+P la dém dugc néu S va P la tdp hop dém dudc. Téng
quat vdi 3, 4,... hay n tap hagp.

NEu nhu tap hdp cac s6 hitu ti la dém dudc thi phai chang moi tap hgp
vO han cling dém dudgc, va nhu vay, tat nhién toan bd gidi tich cia vo han sé
két thuc. Nhung hoan toan khéng phai nhu vay. Phat hién sau day cua Cantorr
cling cuc ky quan trong: tap hgp s6 thuc (s6 hitu ti va vo ti) khong dém dugc.
NGi cach khac, tdp hop s6 thuc la mot ki€u “vd han” hoan toan khac (bac cao
hon, nhu chidng ta thudng noi) so véi tdp hop chi gobm toan sé nguyén hoac
chi gébm s6 hitu ti. Chi'ng minh “gian ti€p” doc ddo cua Cantorr vé su kién nay
l& mau muc cho nhiéu chirng minh khac trong todn hoc. Tu tudng Iap ludn cla
chung ta nhu sau: ching ta xuat phat tur gia thiét la moi s6 thuc déu da danh



sd hét va sap x€ép ching thanh day, sau dé ra chi ra mot s6 khdng ndm trong
day trén. T dé ndy sinh mau thuan. Vi chlng ta d& gia thiét moi s6 thuc déu
nam trong day trén thi n€u nhu cé it nhdt mot s6 khdng nam trong day trén
thi gia thiét sai. Do d6 khang dinh tinh dém dugc cua tap sd thuc la khdng
dung. Khong con cach nao khac la phai thira nhan: tdp hgp s6 thuc khong
dém dudc.

Cu thé I1ap ludn nhu sau. Gia thiét moi sé thuc biéu thi dudi dang thap
phan v6 han (cac s6 thap phan hitu han dudc viét lién sau bdi v6 han cac s6
0) dugc sap x€p thanh day:

SO th nhat: N1, aiazasasas...
SO th( hai: N2, bib2bsbsbs...
SO thir ba: N3, C1C2C3C4Cs...

trong d6 N biéu dién phan nguyén, con cac chif cdi a, b, ¢, ... biéu dién phan
thap phan. Chung ta gia thiét day s6 bao gobm moi s6 thuc. Phan quan trong
cla cua ching minh la xay dung mét sé mdi nhd “qui trinh dudng chéo” ma
cb thé chiing té dudc sd nay khdng cd trong ddy cua ching ta. Ching ta sé
xay dung mot s6 nhu thé. Mudn vay, chung ta 1ay chif s6 a tuy y khac a:, ngay
sau ddu phay, khac ca 0 va 9 nira(dé tranh trudng hop ki€u nhu 0,999... hay
1,000...); sau dé lay chir s6 th( hai b khac bz, 0 va 9; chir s6 thir ba ¢ khac
c3, 0va9..(vidy, néua=1thildya: # 1, nhula a = 2, tudng tu vai b, c,
d, e ...). Bay gid ching ta dudc s6 thap phan v6 han:

z = 0, abcde ...

S6 mdi z nay khéng nam trong day cla chidng ta. Thuc vay, né khac sd thd
nh&t bdi chit s6 dau tién sau ddu phay, s8 th& 2 bdi chir s6 thr 2, ndi chung
la khac s6 th& n bdi chit s6 th& n sau ddu phdy. Nhu vay khdng cb s6 z trong
day tat ca cac sb thuc cua chung chung ta. Vay tap s6 thuc khong dém duac.

Ban doc co thé s& tudng rang su khong dém dudc cla continum |a bdi
su kéo dai vd han clia dudng thdng, va mot doan thdng hitu han s& chira mét
tap hop vo han diém dém dudgc. Mudn thay rd chd sai cia ménh dé trén, chi
can xac nhan rang moi continum sé xét vé toan bd la tuong dusng vGi mot
khoang hitru han nao d8, chang han khoang tir 0 dén 1. C6 thé tim dugc su
tudng ing 1-1 nhu vay néu bé gap khoang dé & cac diém 1/3 va 2/3 rdi dlng
phép chiéu nhu da cé trong hinh 20. Qua d6, chidng ta thdy mot khoang (va
tat nhién, mot doan) hitru han chra mét tap hdp khéng dém dudc cua cac
diém.
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Fig. 20 Fig 21

Fig. 20. Biunique correaponidence between the pointa of a bent segment and & whole straight line,
Fig. 21. Biunigque correapondence betwesn the points of two segments of diffsrent length.

(Biunique correepondence - su tuong ung)

Con moét chirng minh khac cé tinh truc giac han vé su khong dém dudc
cua cotinum. Can c& vao ménh dé sau cung (H.21) thi chi can tap trung vao
nhirng diém cua doan don vi tir 0 dén 1. Chi*ng minh ciing la “gian ti€p” nhu
chlirng minh trudc. Gia thiét tap hgp tét ca cac diém ndm gilta 0 va 1 cb thé
x€p thanh day:

(1) ai, az, as, ...

Ching ta hdy nhét diém cé toa dd a; trong khoang cé d6 dai 1/10, a2
bang khodng dé dai 1/102, ... Néu moi diém gilra 0 va 1 nam trong day (1),
thi toan bd don vi sé dudc phu bang mdt tdp hdp vd han cadc khoang (cd thé
cd phan chdng chéo 1én nhau) c6 d6 dai 1/10, 1/102, ... Téng db dai cla cac
doan phu la:

3 1 _1 1 i
1/10 + 1/10° 4+ 1/10° 4 ... = o = [ =35
T

Nhu vay, gid thiét day (1) chira tat ca cac diém thuc clda doan don vi dan dén
ké&t luén 1a co thé phu toan bd doan cé dd dai 1 bang cac doan thang cé dd
dai téng cdng 1/9, diéu nay vé ly. Ching ta tam coi l&p luén nay nhu la chiing
minh mac du can phan tich sau sac hon vé mat logic mdi chat ché.

Tién thé, 18p ludn vira dan cho phép thiét Iap mot dinh Iy cé gid tri I6n
trong ly thuyét d6 do hién dai. Thay thé nhitng khoang d& néu & trén bang
nhitng khoang nhd han cé do dai /10", trong dé e la s6 dudng bé tuy v,
ching ta thdy moi tdp hop diém dém dudc trén dudng thdng cd thé phu bdi
mot tdp hop céc doan cd dd dai téng cdng la e/9. Vi e bé tuy y nén sd sau



cung cling bé tuy y. Dung thuat nglr cua “ly thuyét do do” ching ta noéi tap
hdp diém dém dudc cd dd do bang O.

Bai tap: Chirng minh két qua trén van con ding cho tap dém dudc cla
cac diém trén mat phang, thay dd dai doan thang bang dién tich hinh vudng.

3. "Ban s0"” cua Cantor

Chlng ta tom tat két qua da thu dugc. S6 cac phan tr cia mot tédp hop
hitu han A khéng thé bang s8 phan t& cua tadp hdp hitu han khac B néu A chira
nhiéu phan t& B. Nhung néu thay thé khai niém “cac tap hdp cé cung mét sé
hitu han cac phan tir khai niém téng quat hon: “cac tap hop tudng ducsng” thi
khang dinh noi trén sé& khdong con dung d6i vGi cac tap hdp v han: tap hop
cac s6 nguyén chira “nhiéu” phan tr han tap hgp cac s6 chan, con tap hdp cac
sO hitu ti “nhiéu” phan tu han tap hgp sé nguyén, nhung nhu ching ta da biét,
cac tdp hop dé tuong duong v3i nhau. C6 thé ngd rang moi tdp hop vo han la
tuong dudng véi nhau, nhung Cantorr da bac bo y kién dé: ton ching tai mot
tap hgp - cotinum cac s6 thuc - khdong tucong dudng vdi bat cir mot tap hgp
dém dudc nao.

Nhu vdy, cd it nhat hai “ki€éu vd han” khac nhau: v han dém dudc cua
cac sb tu nhién va vo han khong dém dudgc cua cotinum. Néu 2 tap hdp A va
B (h{tru han hoac v6 han) tuong ducng véi nhau thi ching ta néi ching cé cung
ban sé (hoac luc lugng). DGi vdi cac tap hop hitu han thi ban s6 dugc quy vé
s§ tu nhién thdng thudng, nhung khai niém ban s mang tinh chat téng quat
hon. Han nita, néu tap hgp A tuong dudng véi mot tap hgp con nao dé cua tap
hgp B, ma B khong tudng duong vdi tap hdp A va cling khdong tuong duacng
v@i bat cr b0 phan nao cua né thi theo Cantorr, ching ta ndi tap hgp B tudng
duong vdi ban s6 16n han tap hop A. Viéc dung thuat ngir “s6” cling phu hgp
v@i viéc dung no6 thong thudng trong trudng hgp tédp hdp hitu han. Tap hgp
cac s6 nguyén la tap hdp con cua tap hgp cac so thuc, trong khi dé thi tap hgp
cac s6 thuc khong tudng dudng vdi tap hgp cac s6 nguyén va ciling khong
tuong duadng vdi bat ci tap hgp con nao cua nd. Theo dinh nghia da néu thi
continum s6 thuc tucgng 'ng véi moét ban s6 16n han tap hgp so tu nhién.

Cantor d& chirng minh cé thé xay dung mot day vd han cac tap hop vo
han tuong ’ng vdi nhitng ban s8 ngay cang 18n. Vi thé cd thé xudt phat tur tap
hdp cac s6 tu nhién cho nén chi cdn chirng minh rang du tap hdgp A cho trudc
nhu thé& nao cling cé thé xay dung mot tdp hop B khac c6 ban s§ I6n han A.
Do tinh khai quat cao cua dinh ly nay cho nén chirng minh ctia né khéng tranh
khoi triru tugng. Chung ta xac dinh tap hgp cac phan td cda né la tap hgp tat
ca cac tap con cd thé co cua A. O day, khi ndi vé cac “tap con” clia A, chiing



ta dé cap dén khong nhirng chi “nhitng tdp con thuc su” clia A ma con ké ca
A va tap hop rdng (khong chlfa phan t&r nao). Chdng han, néu A gém 3 sé
nguyén 1,2,3 thu B chlra 8 phan tui khac nhau {1,2,3}, {1,2}, {1,3}, {2,3},
{13}, {23, {3} va 0. Mbi phan tur cta B chinh Ia mét tap hdp con gdm bd nhitng
phan tU nao dd cua A. bay gid, gia si B tuong dudng vdéi A hoac mot tap con
cla A tic la cd mét quy tac tuong ’ng 1-1 gilta cac phan t cia A hodc mét
tap con nao do cua A doi vdi tat ca cac phan tu cua B:

(2) a <« Sa,

trong dé Sa biéu thi mét tdp con cla A tuong ’ng v3i phan t a cla tép hop
A. Chlng ta s& di d&n mau thudn néu chi ra dugc mot phan tr nao dé cla B,
tirc la mot tap con T nao dd cua tap hdp A ma khéng tugng Ung véi mot phan
t(r a nao. Mubn xay dung tap hgp con T thi trudc hét phai chl y rang moi phéan
tor x cua A c6d 2 kha nang: tap hgp Sx chlra phan tr x hoac khong chira x.
Chung ta sé xac dinh T nhu moét tadp con cua A gom tat ca cac phan tu x sao
cho S khong chlra x. Tap hdp T dudc xac dinh nhu thé sé khac v8i moi Sa; ¢ it
nhat la phan tu a, bdi néu S, chira a thi T khong chlra a va néu Sa khong chira
a thi T chra a. Nhu vay, T khdong nam trong tucong 'ng (2). Diéu nay ciling
chl’ng minh khéng thé thiét 14p tuong (ng 1-1 gilta cidc phan t& cua A (hodc
cua mot tap con nao doé cua A) vdi cac phan tur cua B. Nhung hé thirc

a e d{a}

thiét Iap su tudng ’'ng 1-1 gilra tat ca cac phan tur cia A va mét tap con cua
B gom cac tap con chra mét phan tr cia A. Nghia 13, ta_“ap hgp B tucng 'ng vai
mot ban sb I8n han cua tap hgp A theo dinh nghia da dan & trén.

Liéu cé thé dé dang xay dung mot tap hdp diém cé ban sb 16n han tap
hdgp di€m cla doan thdng dan vi hay khong? Mot hinh vudng cé canh 1 (hinh
2 chiéu) phai chdng chlra “nhiéu” diém hon doan thang “1 chiéu”? Nhung su
that hoan toan khac: ban sd cta hinh vuéng ding bang ban sé cua doan thang.
Mudn chli'ng minh chi can thiét 1ap tuong ’ng 1-1 gilta cdc di€m cua hinh
vudng va cac diém cla doan thang. Ching ta s& c6 gang lam viéc do.

NEu (x,y) la toa dd diém nao d6 cda hinh vudng dan vi thi cé thé biéu
thi cac toa d6 x va y cua no dudi dang thap phan:

x =0, a1 azaszas ..
y = 0, b1 b2 b3 bs ...

trong dé d trdnh moi nghi ngd, chiing ta quy udc, chdng han 1/4 s& dudc viét
dudi dang 0,25000... , ma khéng & dang 0,24999... Chung ta sé cho tucgng Ung
diém (x,y) & trén véi diém z = 0, al bl a2 b2 a3 b3... cua doan thang. T4t



nhién, nhitng diém khac nhau (x,y) va (x’,y’) ctia hinh vuéng sé& dudc tudng
Ung véi nhitng di€m khdac nhau z va z’ cua doan thang. Diéu nay cé nghia la
ban s8 cua tdp hop cac diém clta hinh vudng khdng vuot qud ban sé cla tép
hdp cac diém cua doan thang.

Thuc ra trong truGng hgp nay, chung ta chi thiét 1ap dudc tudng U'ng 1-
1 gira moi diém cua hinh vudng véi tp con céc diém cua doan thing, ching
han, s& khéng cdé diém nao ctia hinh vudng tuong 'ng véi diém 0,2140909009...
bdi ching ta quy udc viét 0,25000... chr khong viét 0,24999... song, ching ta
cé thé thay déi cach thiét 1ap tudng ('ng dé thuc hién su tuong ’ng 1-1 giita
tédp hop cac diém cua hinh vudng va céc diém cla doan thidng. M6t 1ap ludn
tudng tu sé chirng té rang ban sé ctia diém cua hinh 18p phuong cling khéng
VUGt qua ban s cla cac diém cua doan thang. Moi két qua dé dudng nhu méu
thudn véi quan niém truc gidc vé “th& nguyén”. Nhung can luu y nhitng tuong
('ng d& néu trén khéng “lién tuc”. Khi chlng ta di chuyén theo doan thdng lién
tuc tor 0 dén 1 thi nhitng diém tuong (ng trong hinh vuéng khéng tao thanh
mot dudng cong lién tuc ma xudt hién theo mot trat tu hoan toan “hdon don”.
Th{ nguyén clia mét tép hop diém khdng nhitng chi phu thudc vao ban sé cua
cac diém ma phu thudc vao cach sép x&p clia ching trong khéng gian. Ching
ta sé trd lai van dé nay trong chuong V.

4. Phuong phap chirng minh gian tiép
Ly thuyét ban sd chi 1a mot trong nhitng quan di€ém cua ly thuyét tap
hop tdéng quat do Cantor xdy dung, b&t chdp su chi trich ndng né cla nhirng
nha todn hoc xudt sac thai bdy gid. Nhiéu ngudi trong dé cd Poincaré va
Kronecker d& phan déi tinh khdng xac dinh cta khai niém tép hgp téng quat
va chdng lai tinh ch&t kién thiét cta cac 1ap ludn dudc dp dung dé xac dinh
nhirng tap hop nao dé.

Trong s6 nhitng lap ludn khdéng kién thiét, cé6 nhirng chirng minh dudc
goi la “thuc su gian tiép”. Ban than nhitng chi’ng minh gian ti€p la mot yéu té
théng th nhét cda tu duy todn hoc: dé xac nhén su ding dan cia mét ménh
dé A, dau tién chung ta gia sir ménh dé khac A’ doi lap véi A dung; sau do,
mot day chuyén 1ap luan s& dan ching ta dén khdng dinh ddi 1ap véi A’, diéu
nay ching to su khéng ding dan clda A’. Dua vao nguyén tdc cd ban “bai
trung” cla logic thi sy ding dan cia A dudc suy ra tur su sai cia A'.

Ban doc da thay mot loat cac thi du vé chirng minh gian ti€p rai rac
trong cu6n sach nay. Trong nhirng thi du dé thi mot chirng minh gian tié€p cé
thé dugc chuyén thanh mét chirng minh truc tiép dé dang, nhung hinh thirc
“gidn ti€p” cé uu thé& & chd ngdn gon va tranh dudc viéc xem xét nhitng chi



tiét la th( y€u doi véi muc tiéu gan nhat dé ra. Con cé nhirng dinh ly ma cho
dén nay van khdéng cé nhitng chfng minh nao khac ngoai chfng minh gin
tiép. Co6 thé ndi ban chéat cda ching la thuén, nhung khéng thé cé vé nguyén
tédc, nhitng ch{rng minh cé tinh chat kién thiét cho ching dugc. Chang han do
la dinh ly néu & trang ...(***). Trong lich st toan hoc khong it nhitng truGng
hdp ma trong khi moi ¢ gang cua cadc nha todn hoc nham xay dung (“kién
thi€t”) I3i gidi cua nhitng bai toan nao dé ma su giai dugc cua ching dudc xac
nhan, thi cé mot ngudi nao dé da vugt qua dudc moi tréd ngai nhd mot 1ap luan
“gian ti€p” khong kién thiét.

Khi ndi vé chi'ng minh su ton tai cia moét su vat thudc mot loai nhat
dinh thi c6 su khac biét quan trong giira van dé xay dung mot mau rd rang
clia su' vat vdi van dé chirng minh rang su khéng ton tai clia su vat cd thé di
dén nhirng mau thuln. Trong trudng hdp dau tién thi mét su vat cu thé dugc
tao ra, trong trudng hop thir 2 thi khéng cé gi khac ngoai su mau thudn. Cach
day khong lau, moét s6 nha toan hoc cé cong lao I6n da tuyén bd loai trir khoi
toan hoc moi chirng minh khéng kién thiét. Néu nhu viéc thuc hién ké hoach
do la can thiét thi sé kéo theo nhitng kho khan, phuc tap rat I16n trong thdgi dai
chiing ching ta; thdm chi con cd nguy cd moét bé phan quan trong cla cd thé
toan hoc bi pha huy trong qua trinh chiu tac dong cua su chan dong do. Vi thé
khong 18y gi lam ngac nhién rang nhifrng ngudi theo chu nghia truc giac thia
nhan chuadng trinh da néu, da gap nhirng ch6ng ddi kién quyét. Chinh nhirng
ngudi theo chl nghia truc gidc thdng nhét cling khdng thé s8ng theo chinh
ki€n cua minh.

5. Nghich ly cua vo han

DU rdng theo quan diém cla da s6 cac nha toan hoc, 1ap trudng khdng
thod hiép cua cac nha truc giac chu nghia la qua cuc doan, nhung du mudén
hay khong cling phai thira nhan ly thuyét tap hgp vo han cé chiu su de doa
nghiém trong tir bén ngoai, dong thdi bén trong cling phat hién dugc nhitng
nghich ly va logic rat rd rang. Can Iuu y ngay, viéc van dung mot cach tu do
khong han d6 khai niém “tap hgp” sé& khong trdnh khoi dan dén mau thuan.
Chung ta néu ra @ day mot trong nhirng nghich ly nhu vay do Bertrand Russell
dua ra.

V& nguyén tac thi mot tdp hgp khdéng chira ban than nd véi tu cach la
mot phan t. Thi du, tdp hdp A gobm cac sé nguyén chi chra cac phan tu la s6
nguyén, vi ban than A khéng phai la s6 nguyén ma la tap hdp cac s6 nguyén,
nén A khong chlra ban than né vdéi tu cach mot phan tlr. Ching ta quy udc
nhirng tap hgp nhu vay la “binh thudng”. Tuy nhién con cé nhitng tap hgp
chlra ban thadn né nhu mét phan tir. Chdng han, ching ta xét tdp hop S xac



dinh nhu sau: S chlra cdc phan ti la t&t ca cac tdp hop cb thé xac dinh bang
nhitng ménh dé cé it hdn ba mudi tu”. Vi ban than S dugc xac dinh bdi mot
phan tu cua tap hdp S. chung ta goi nhirng tap hdp nhu thé Ia “di thudng”. Du
sao di nira thi da s6 tap hgp la binh thudng. Ching ta xét moét tap hgp cac tap
hdp binh thudng. Chiing ta biéu thi tdp hdp nay bang chir C. Mbi phan tl cua
C la mot tap hgp binh thudng. Mot cau hoi ndy sinh: ban than C la binh thudng
hay di thuGng? Tat nhién né phai la binh thudng hoac di thudng. Néu C la tap
hgp binh thudng thi C sé chra ban than né nhu mot phan tu, vi C dudc dinh
nghia nhu mot tap hgp cua cac tap hop binh thudng. Nhung néu vay C lai la
mot tap hop di thudng vi theo dinh nghia thi C cha ban than né nhu mot
phan tir. Mau thuadn d& dugc phat hién ra. Nhu vdy chung ta thdy réng chi véi
mot gia thiét tdn ching tai tap hgp C ma ndi ching tai d& mau thuln.

6. Co sd@ cua toan hoc

Nh{rng nghich ly thudc loai néu trén da thirc tinh Russell va nhitrng ngudi
khac nghién cliru mot cach cé hé thong co sd cua toan hoc va logic. Muc tiéu
culi cung cua nhirng cong trinh nghién clru dé la tao ra cac lap luan toan hoc
c6 Mot co sd logic ma cé thé chirng minh dugc né khong gdp mau thudn va
du phong phtl dé dua vao d6 ma suy dién ra tat ca nhitng gi dugc coi la quan
trong trong toan hoc hoac it ra Ia da s6 éu quan trong d6. Mac dau khéng dat
dudc (co thé 1a khdng thé dat dugc) muc tiéu qua tu tin do, logic todn véi tu
cach la moét doi tugng dac biét da thu hut su chl y ngay cang cao cua cac nha
nghién cfu. Nhiéu bai todn cé lién quan dén van dé nay tuy phat bi€u don
gian nhung lai cuc ky khd. Ching ta néu ra lam thi du: gid thuyét continum
khang dinh rang khdng ton tai mot tdp hop co ban s6 16n hon ban sé cla tap
hop s6 tu nhién nhung nho hon ban s6 cua tap hgp so thuc. Tu gia thuyét nay
c6 thé suy ra nhiéu hé qua ly tha, nhung ban than gia thuyét nay cho dén nay
van chua dudc chirng minh hodc bi bac bd. Va lai, cdch day khéng lau Kurt
Go6del da chirng minh: néu mot hé tién dé thdong thudng nam trong cd sd cua
ly thuyét tap hop, khong chira mau thuan thi hé tién d& mé rong cé dudgc khi
thém vao dé gia thuyét cotinum cling khong chlra mau thudn[9]. Nhitng van
dé dugc xem xét trong logic todn, xét cho cling, dan d&n mdt van dé co ban:
hi€u nhu thé nao vé su tdn tai trong todn hoc? May mén |a su tdn tai clia ban
than todn hoc khong phu thudc vao viéc cé tim dugc cau tra Igi day du cua
van dé dé hay khdéng. Trudng phai “chud nghia hinh thi'c” do nha toan hoc
Hilbert dirng dau khang dinh trong toan hoc thi su ton tai cd nghia la “phi mau
thudn”. N&u thira nhan quan diém dé thi mot nhiém vu c&p bach can thiét 13
xdy dung mot hé tién dé tir dé cd thé suy ra toan bo todn hoc bang suy dién
logic va chirng minh rdng mét chuong trinh nhu thé, it nhat la dudi hinh thirc
ma ban than Hilbert da vach ra, la khong thuc hién dudc. Diéu rat cé y nghia



la ly thuyét xay dung toan hoc hinh thic hoa lai dua nhiéu vao qua trinh truc
giac. DU bang con dudng nay hay con dudng khac, dudi hinh thic boc 16 hay
tiém &n, thdm chi ca khi khoac bd do tién dé, logic, hinh thdc chd nghia hoan
hdo nhat thi truc gidc cé tinh chat kién thiét van 1a y&u t6 thiét than nhat trong
toan hoc.

§5. SO PHUC
1. Nguon goc cua so phirc

Do nhiéu nguyén nhan cung véi nhu cau mdé rong khai niém tap hdgp so,
thdm chi vugt ra ngoai pham vi s thuc, ddn dén viéc s dung sé phirc. Can
quan niém rang ro rang moi su ma rong va dua vao cai mdi tudng tu nhu thé
hoan toan la két qua cua qua trinh tién hoa dan dan, trong qua trinh dé khdéng
nén cudng diéu vai tro cua cac ca nhan riéng lé. Mot trong nhitrng nguyén nhan
thic day su xuét hién va s dung phén s6 va sé dm la s mong mudn cdé mot
su' tu do 18n trong cac tinh todn. Mai dén cudi thdi Trung cd, cic nha toan hoc
mdi hét ban khodn va thac mac khi x{r ly cac khai niém dd, trong khi ma mot
cam giac tuong tu nhu vay khong hé cé doéi véi nhitng khai niém cam thu moét
cach truc giac, cu thé, nhu khai niém sé tu nhién.

Cong viéc don gian nhat can dung dén s6 phuc la giai phuong trinh bac
2. Chung ta nhé lai viéc da xay ra khi cdn phai xac dinh gid tri cha a8n s6 x
thod man phuong trinh tuyén tinh ax = b. Nghiém duy nhat x = b/a va viéc
dua phan sd vao nham lam moi phuadng trinh tuyén tinh c6 hé s6 nguyén (a
# 0) déu gidi dugc cé nghiém. Phudng trinh loai:

(1) x2 =2

khéng cé nghiém trong pham vi s6 hitu ti, nhung c6 nghiém trong pham vi s6
thuc d8 ma rong. Nhung ngay trudng hdp s8 thuc cling chua da dé xay dung
mot ly thuyé&t hoan chinh vé phuong trinh bac 2. Chang han, mdt phuong trinh
don gian sau day:

(2) x2 = -1
khdng cé nghiém thuc, bdi binh phuong clia mét s6 thuc khdng thé 1a s6 am.

Hodc bang long vdi tinh trang cac phuadng trinh nhu vay khéng giai dudc,
hoac di theo con dudng quen thudc - md rong pham vi s6 va dua vao nhirng
s md&i ma nhd d6 chlng ta cé thé giadi dugc phuong trinh. D4 chinh 13 diéu
ching ta da lam khi dua vao ky hiéu mdi i va dinh nghia i2 = —1. Nén hiéu
rang “don vi ao” khdng c6 gi chung vdi s6 — mot cong cu cta phép dém. D6 la
mot ky hiéu trifu tugng chiu su chi phGi cia nguyén ly cd ban i2 = -1, va gia



tri ciia noé chi phu thubc vao viéc mé rong hé théng nhd viéc dua vao co thuc
su c6 ich hay khong.

Vi mudn cong va nhan vdi ky hiéu i cling nhu déi vai cac s6 thudng, tat
nhién chuang ta phai dung dén cac ky hiéu loai 2i, 3i, —i, 2+3i, ndi chung a+bi,
trong d6 a va b la nhitng s6 thuc. Néu cac ky hiéu nay tuan theo cac dinh luat
giao hodn, két hgp va phén phdi thi nhitng phép tinh sau day cé thé dugc:

(2+43i) + (1+4i) = (2+1) + (3+4)i = 3 + 7,
(2+3i0).(1+4i) =2 + 8i + 3i + 1212 = (2-12) + (8+3)i = -10 + 11i.
Dua vao nhitng y kién dd, ching ta bat dau trinh bay ly thuyét s phuc
mot cach cd hé thdng tu dinh nghia sau day: ky hiéu dang a + bi, trong do a
va b la 2 s6 thuc, dudc goi la s6 phuc véi phan thuc a va phan ao b. Cac phép
cdng va nhan trén cac sé nay dudc thuc hién vdi quy tic coi nhu i la s6 thuc

binh thudng, song phai thay thé i2 = -1 khi cadn. Néi chinh xac han, phép céng
va phép nhan dugc xac dinh theo céng thirc:

(3) (@a+ bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a + bi) . (c + di) = (ac - bd) + (ad + bc)i

Dac biét, chung ta cé:

(4) (a + bi). (a-bi) =a2+ b2

Dua vao nhitng dinh nghia nay, dé nghiém lai cac dinh lut giao hodn, ké&t hgp
va phan phdi cling dang v@i cac s6 phuc. Han nira, khong nhitng chi cé phép
nhan ma ca phép tru va phép chia cling i'nhg dung dudc vao 2 s6 phuc, cho
két qua la nhirtng s6 phirc cling cé dang a + bi sao cho cac s6 phic Iap thanh
mot trudng:

(@a+ b)) — (c+ di) = (a —¢) + (b — d)i,

) a+bi_ (at+bi)lc—di) _ uc+bd)+(bc- )
c+di (c+di)(c—diy \2+a& ¢ + d

(Bdng thirc thir 2 s& v6 nghia néu c+di = 0+0i vi ¢ + d? = 0. Nghia I3, ching
ta van loai trir phép chia cho 0 = 0+0i.) Vi du:
(2+30)-(1+4i)=1-i
2+3i_2+3i1—4i_2—8i+3i+12 14 5

14+4i 1+4i1—4i 1+ 16 —17 17t




Trudng s6 phuc chira trudng s6 thuc nhu moét truGng con bdi s6 phutc
a+0i cling vdi s6 thuc a. Mat khac, chiing ta luvu y rang sd phic dang 0+bi =
bi la s6 thuan ao.

(A+i)(2+0)(3+1)
1-i

Bai tip:1) Bién doi vé dang a + bi.

2) Bién doi (—%+ i§)3 vé dang a + bi.
3) Bién ddi vé dang a + bi

1+i1+4i 1 1 (4 — 5i)
1—i'2—i"i5" (=24 )(1=30)" (2 - 3i)2

4) Tinh V5 + 12i . (Ggi y: Dat V5 + 12i = X + Yi, binh phudng, nhan dudc
phan thuc va phan 40)

Khi dua vao ky hiéu i, ching ta da md rong trudng sé thuc va dugc mot
trudng cac ky hiéu a+bi, trong trudng nay thi phucng trinh bac 2:

c6 2 nghiém x = i va x = —-i. That vay, theo dinh nghTaNth‘l i2=(-i)2=-1.Céan
noi rang chldng chiing ta da “1&i” kha nhiéu, cé thé dé dang ki€m tra lai moi
phuong trinh bac 2 c6 dang:

ax? +bx+c=0

da gidi dudc. That vay, néu thuc hién dang thic trén véi mot loat cac phép
bi€n d6i, ching ta cé:

x’+2.z:= =
A i
(7 (m+%)l-%ﬂc,
:+%==I=\/FEE,




Chang ta luvu y rang néu b2 — 4ac = 0 thi Vb2 — 4ac la s thuc va cac nghiém
cua (7) la thuc; néu b2 - 4ac < 0 thi Vb2 — 4ac la s6 a0, do d6 , nhu thé (7) cé
nghiém la sé phirc. Chdng han, nghiém cua phuong trinh

xX2-5x+6=0

la x = (5 ++v25-24) /2 = (5 %+ 1)/2 = 2 hoac 3. Trong khi d6 nghiém cua
phuong trinh

X2-2x+2=0

lAx= (2+£vV4=8)/2=(2+2i)/2=1+ihodc1-i

2. Biéu dién hinh hoc cua sé phirc.

Ngay tu thé ky 16, trong cac céng trinh toan hoc da xuat hién can bac
hai ciia s6 @m & cac cong thic cho nghiém cua phuadng trinh bac hai hay bac
ba. Nhung cac nha toan hoc thdi dé da gap kho khan trong viéc giai thich y
nghia chinh x&c cta cac biéu thirc d6, nhin chldng véi moét ndi “kinh hoang
huy@n bi”. Ban than thuat ngif “a0” cho d&n nay van nhic nhé chiing ta nhitng
bi€u thirc nhu thé dugc xem nhu mét cai gi d6 nhan tao, mat y nghia thuc tai.
Mai dén dau thé ky 19, khi vai tro clia s6 phic da dudgc lam sang toé trong cac
linh vuc toan hoc khac nhau, ngudi ta da dua ra giai thich vé hinh hoc don
gian cua sO phuc va cac phép toan cua ching. Diéu nay da két thic moi nghi
ngd vé kha nang s dung s6 phlc theo quy luat. Tat nhién, vdi quan niém
hién dai thi cac phép toan hinh thirc véi s6 phiic la hoan toan cd ly trén cg sd@
cac dinh nghia hinh thirc, con viéc biéu dién hinh hoc 1a khong can thiét vé
mat logic. Nhung mét su biéu dién nhu vy gan nhu clng lic Vessel (1745-
1818), Argan (1768-1822) va Gauss, cho phép ching ta xem xét s6 phlc va
cac phép toan vdi ching nhu mot cai gi dé hoan toan tu nhién vé truc giac.
Ngoai ra, né con cé y nghia cuc I8n doi véi nhirng ('ng dung cua sb phuc trong
ban than toan hoc va vat ly.

Thé hién hinh hoc cua s6 phic I1a mdt s phic z = x + yi dugc cho tucng
Ung v8i mot diém trén mat phang vai cac toa dd (x,y). Cu thé 1a phan thuc x
dugc coi la hoanh d6, phan ao la tung d6 y. Bang cach nhu vay ching ta da
xac dinh dudc tuong Ung 1-1 gilta cac s6 phlc va cdc diém trén mat phang
s@, tuong tu nhu tuong Ung gilra cac s6 thuc va cac diém cua truc s6 da xac
|ap trudc kia (xem §2). Cac diém trén truc x trong mat phang sé sé tudng 'ng
véi cac s6 thuc z = x + 0i, con cac diém trén truc y tuong &'ng véi cac sb thuan
aoz =0 + vi.

NEéu: 2=z 4+ y



la mot s6 phuc bat ky, thi s6 phuc
2=z — yt

1a s6 lién hop cua z. Diém Z suy ra tir diém z bang phép 18y dbi x&rng véi truc
X. Nnéu chung ta quy udc:

'y}

rI=X+yi

Tmi—yi

Fig. 22, Geometrical representation of complex numbers, The point & has the rectangular coSrdinates z, y
bi€u thi khoang cach tir z dén gbc la p, thi theo dinh ly Pythago ta cé
p?=x2+y? = (x+yi)( x-yi
S6 thuc p = /x2+y2 goi la modulo cua z, va viét la:
p = |z|

NE&u z ndm trén truc thuc thi module cla z tring vdi gia tri tuyét déi cua nod.
Céc sb phurc vd8i module 1 dudc biéu thi bdi nhitng diém nam trén “dudng tron
don vi” c6 tam la g6c O va ban kinh 1.

Néu |z| = 0 thi z = 0. Diéu nay dudc suy ra tu dinh nghia cta |z| la
khoang céch tir diém z d&€n gdc. Hon nita, modulo cua tich 2 s8 phirc bang tich
cac modulo:

|z1.z2| = | z1].| z2|
DPiéu nay la hé qua cua mdt dinh ly tdng quat han sé chirng minh sau.

Bai tap: 1. Ching minh dinh ly trén tur dinh nghia tich cia 2 s6 phtc,
Z1 = X1 + yiiva z2 = z1 = X2 + yai.

3. TU viéc tich cta 2 sd thuc bang 0 chi khi mdt trong cac nhén tlr bang 0,
ching minh dinh ly nay véi s6 phtrc.



Theo dinh nghia phép céng 2 s6 phlc, z1 = x1 + yiiva z2 =21 = x2 +
y2i, ching ta co:

Z1+ z2= (X1 + x2) + (y1 + y2)i.
Nhu vy diém z1 + z> dudgc biéu thi trén mat phang bdi dinh th& 4 cua hinh
binh hanh ma 3 dinh dau tién la

¥

5 :

Fig. 23, Parallelogram law of addition of complex numbers.

cac diém 0, z1, z2. Phudng phap dung tdng cua 2 s6 phirc nay dan dén nhiéu
hé qua quan trong. TU d6 ching ta di dén két ludn modulo cla téng 2 s6 phirc
khdng vugt qua téng cta 2 modulo:

| zi + z2| £ | z1 |+] z2|

Suy ra tir nhan xét chiéu dai cita mot canh trong tam giac (cé thé suy bién)
khdng I8n hon téng dd dai clia 2 canh con lai.

Bai tap: Khi nao thi | z1 + z2| = | z1 |+] z2|?

Goc gilta hudng dudng cua truc x va doan Oz dudc goi la goc cla z va
dudgc ki hiéu la ¢(Hinh 22). Modulo cua z va z cé cung module,

1Z] = |z|
nhung goc zZ cua la s6 do6i goéc cua z: .
o= —d¢
T4t nhién, gdéc cla z khéng chi cd duy nhat mét gid tri, bdi vi cé thé thém vao

hodc trir di mot gdoc tuy y la bdi cia 360° va khéng thay déi hudng cia doan
Oz. nhu vay, cac goc



@, & + 360° ¢ + 720°,0 + 1080°, ...
@ - 360°, ¢ - 720°,0 - 1080°,...

vé mat do6 thi cé cung gdéc. Vi theo dinh nghia modulo p va géc @, s6 phuc z
cd thé dugc viét dudi dang:

(8) Z =X + yi = p(cosp + i sing)
vi theo dinh nghia sin va cosin,
X =pcosd,y =psin®
Vidu:ez=1i,p=1, =90°, vay i = 1(cos 90° + i sin 90°);
ez=1+i,p=+2,0=45° vay
1 +i= +/2(cos45° + i sin45°)

ez=1-i,p=+2, p= -45°, vay

1 - i = v2[cos(-45°) + i sin(-45°)]
ez =-1++/3i, p=2, ¢ = 120°, vay

1 + /3i = 2(cos120° + i sin120°)

Ban doc cé thé ki€m tra lai bang céch thay vao dé gia tri bang sé cla cac ham
lugng qiéc. DE gidi thich y nghia hinh hoc cia phép nhan 2 s phuc thi céc
bi€u dién lugng gidc (8) rat can thiét. Néu:

z = p(cos® + i sin®)
va z’ = p’(cos®’ + i sin®')
thi: zz’ = pp’{(cos@.cos®’ - sin@.sin®’) + i (cos®.sin®’ + sin@.cospd’) }
Nhung theo dinh ly cd ban cua sin va cosin thi:
cosg.cosd’ - sing.sing’ = cos(d + &)
cosd.sing’ + sing.cos@’ = sin(d + &)
cho nén:
(9) zz’ = pp{cos(@d + &) + isin(d+ &)}

v€ phai clia dang thic la moét s6 phdc viét dudi dang lugng gidc véi modulo
pp’ va goc g + @ TU d6 ching ta c6 thé két luadn: khi nhan 2 s8 phic ching
ta nhan cac modulo v@i nhau va cong cac goéc cua chung (hinh 24). Nhu vay,
ching ta th8y phép nhén cac sé phic cé lién hé vdi phép quay. D& rd rang



han, chdng ta goi hudng clia doan thang di tir géc dén diém z l1a vecto z, Ilc
dé p = |z| 1a d6 dai clia nd. Giad thi z' [ mot diém bat ky clia dudng tron don
vi, ti'c la p' = 1. Trong trudng hgp nay, phép nhan z véi z' chi don gian la phép
quay vecto z moét géc #'. Néu p' # 1 thi cung véi phép quay, dd dai vecto phai
dugc nhan vdéi p'. D& nghi ban doc tu minh hoa nhitng su kién dé bang cach
nhan cac s6 phuc khac nhau véi z1 = i (quay 90°), z> = -i (cling quay 90°,
nhung theo chiéu ngugc lai), zz=1+ivazs=1-i.

AV
nl

L]

Fig. 24. Multiplication oftwo complex numbers; the anales are added and the moduli multinlied.
Cong thirc (9), cé trudng hgp dac biét ly thd néu z = z', ta co:
7?2 = p?(cos2d + i sin2 @)
nhan mét lan nira v@i z, ching ta cé:
z3 = p3(cos37 + i sin39)
ti€p tuc theo cach nay, chung ta cé:
(10) z" = p"(cosngd + i sinng)

DPéc biét, néu diém z nam trén dudng tron don vi thi p = 1, chdng ta di dén
cong thuc cua nha toan hoc Anh A. De Moivre (1667 — 1754)

(11) (cos? + ising)" = cosngd + i sinngd

Cong thirc nay Ia mdt trong nhirng hé thic bé ich va ndi ti€éng nhét trong
toan hoc sa cdp. Ching ta giai thich diéu nay bang thi du. Ching ta ldy n = 3
va phan tich vé trai theo cong thic nhi thirc,



(u+v)?=u3+ 3u?v + 3uv? + V3
nhu vay ching ta co:
cos37 + i sin3@ = cos3d — 3cosdsin’d + i(3cos’dsingd — sin®2)

MOt dang thirc phirc nhu thé sé tudng duong vdi hai dang thic thuc.
Qua vay, néu hai s6 phirc bang nhau thi phan thuc cia ching bang nhau, phan
40 cua chung bang nhau. Nhu vdy chung ta cd thé viét:

cos3¢g = cos’>d — 3cosdsin’g ; sin3g = 3cos?’dsind — sin3g
dung quan hé
cos’d + sin’g = 1
chung ta cé:
cos3@ = cos3@ - 3cosd(1 - cos?@) = 4cos3d - 3cosd
sin®g = -4sin*g + 3sing.

Ciling dé dang thu dugc cac cdng thirc v3i sinng va cosng qua sind va cosd vdi
gia tri nguyén n tuy vy.

Bai tap: 1) Tim cong thic tucng U'ng cho sin4@ va cos4g.
2) Chirng minh réng, diém z = cos® + i sing, ndm trén dudng tron don vi, thi
1/z = cos® - i sing.
3) Ching minh ma khong cén tinh (a+bi)(a-bi) luén cé gia tri tuyét doi la 1.
4) Néu z1 va z2 la hai s6 phirc, chirng minh rang gdc cta z1-z2 bang goc gilra
truc thuc va vecto chi tir z1 dén z2.
5) Giai thich, goc cua s6 phirc (z1-z2)/(z1-z3) nam trong tam giac co dinh la
cac diém z1, z2, z3.
6) Ching minh két qua khi chia hai s6 phlc c6 cung géc la mét s6 thuc.

3_21 . Z4—

o Iy n n 4 V4 ? - 1 &
7) Chitng minh réng, véi bdn s6 phlic z1, z2, z3, 24, goc clia Z—; va Z— bang

3_52 74— 72

nhau, thi bén s d6 ndm trén mdt dudng tron, hodc mot dudng thing, va
ngugc lai.

8) Ching minh rang, bdn diém zi, z2, z3, za nam trén moét dudng tron hodc
trén mot dudng thang, néu va chi néu

z3-z1 | z4-71

z3—z2 1 Z4_,2

la s6 thuc.



3. Cong thirc De Moivre va cac can cua don vi
Chung ta hi€u cén bac n cia mét s6 a Ia mét s6 b nao dé sao cho b" = a.
NGi riéng s6 1 c6 hai can bac hai: 1 va -1 bdi vi 12 = (-1)2 = 1. S6 1 c6 mot
can bac ba thuc, dé la s6 1, trong khi n6 c6 bon can bac bdén; hai thuc 1 va -
1 va hai doi va -i. Nhu vay ta du dodn rdng, trong mién phdc phai c6 hai cdn
bac ba cua 1, vay thi tat ca sé la ba can bac ba. NhG cong thirc De Moivre
ching ta sé& ch’ng td rang diéu du doan nay la ding.

Fig. 25. The twelve twelith roota of 1,

Chulng ta sé thady rang trong trudng s6 phirc cé ding n can bac n cda 1.
Nhiing can d6 dugc bi€u thi bang cac dinh clia da gidc déu n canh ndi ti€p
trong hinh tron don vi va nhan diém 1 1a mét dinh. Diéu nay dudc thé hién rd
trén hinh 25 (tudng Ung vdi trudng hdp n = 12). Dinh th{r nhat cua da giac la
1. Dinh ti€p sau la:

3100 + i sinSfloo

(12) x = COS

bdi vi goc clia nd phai bang phan thr n cda toan bd 360°. Dinh tiép theo la
x.x=x2, bdi vi ching ta thu dugc né bang cach quay vecto « mdt goc
360°/n. Ti€p theo chung ta dudc dinh o3 v.v...,, sau n budc ching ta quay trd
lai dinh 1, tic la cé dudc:



an=1.
Diéu nay cling suy dugc tu cong thic (11) vi
[cos%oo + isin%oo]” = c0S360° + i sin360° = 1 + 0i = 1.

Nhu vay, «! = « la nghiém cta phudng trinh x" = 1. Ddi vdi cac dinh tiép theo

~ . 720° .. 720° ’ ~ ~ ~ . A
cling dung: «? = cos — + i sin—, chung ta sé thay néeu viet:

(0(2)n — O(Zn — (ofn)z — 12 — 1/

hoac dung céng thic De Moivre:
(ac2)n = [cos%("’ + isin%""]n = c0s720° + [ sin720° = 1 + 0i = 1.
Theo cling cach nhu vay, ching ta thdy rang toan bd n sG:
1, o, 2, 3, .., o1

la cdc can bac n cta 1. Néu tang ti€p tuc sé mi hoac xét cac s6 mii &m, chung
ta sé khong thu dugc can nao mdgi. Thuc vay: « 1 = 1/x = «"/x = «"-1, cling
thé «" = 1, «"*1 = («").x = 1.0c = 1 V.v... cac gia tri trudc dudc lap lai. Coi
nhu bai tap, chi’ng minh, khong c6 can bac n nao khac.

N&u n chan, thi mot trong cac dinh cla da gidc n canh sé rdi vao diém
-1, phu hgp véi su kién dai s6 la -1 la can bac n cua 1.

Phucong trinh thod man cac can bacn cua 1
(13) x"-1=0

la phucng trinh bac n, nhung cé thé dé dang ha th&p xuéng bac (n-1). Chlng
ta dung cong thirc dai so:

(14) X' l=(x-1)(x"1+x"2+x"3+ ..+ 1)

Vi tich clia hai s6 bang 0 khi va chi khi mét trong hai s6 d6 bang 0. Cho phuong
trinh (14) xay ra hai trugng hgp, hoac khi x = 1, hoac khi:

(15) X1 4 x" 2+ x" 34+ . +1=0

Caccan a, a2, a3, ..., an-1, thod man phudng trinh d6. Phuaong trinh nay dudc
goi la phuadng trinh cyclotomic (chia dudng tron). Vi du, can bac ba phdc cua
11a:

oc = c0s120° + i sin120° = %(—1 + i3),

o = €05240° + i 5in240° = (-1 - V3),



la cac nghiém cua phuong trinh
x> +x+1=0,

ma ban doc cé thé thdy dudc bang phép thay gid tri cia « vao phudng trinh.
Ciling vay, cac can bac nam cua 1, ngoan ban than 1, thoa man phuong trinh:

(16) x+x3+x2+x+1=0.

Muén dung mot ngi gidc déu, can phai giai mot phuong trinh bac bén. Bang
mot meo dai s6 dan gian c6 thé gidm béc cua phudng trinh, dat w=x + 1/x.
Chulng ta chia phuong trinh (16) cho x2 va xap x€p lai:

X2+ = +x+2+1=0,
X X
VGi chuyréng,(x+i)2=x2+xiz+2, chung ta cé:
w2 +w-1=0.

Theo cong thirc (7) muc 1 thi cdc nghiém cuda phudng trinh bac hai nay sé cé
dang:

—-1+5 -1-/5
Wi = P W2 = -

Nhu vay, can phic bac nam cua 1 la cac nghiém cua hai phuaong trinh bac hai
sau day:

X+§=W1, hoécx2+_1;\/§x+1 =0,
va
x+§=W2,hoécx2+%\/§x+1 =0,

Ban doc co6 thé giai cadc phucng trinh nay theo cdng thirc (7).
Bai tap: 1) Tim cac can bac sau cua 1.

2) Tim (1+i)!1.

3) Tim t&t ca nhitng gia tri khac cia v1+i, V7 — 4i, i, Y=i.

4) Tinh ~(i7 - i77).



4%, Pinh ly dai s6 cc ban
Khéng nhitng chi cé cac phuong trinh dang ax?+bx+c=0 hoac x" - 1= 0
la gidi dudc trong trudng sé phldc, ma xa han nita: moi phudng trinh dai s6
bac n bat ki, vdi hé s thuc hoac phuc:

(17) f(x) = X"+ @n-1 X" + an2x"2 + ... +arx +aop =0,

déu giai dudc trong trudng s6 phuc. B6i vdi trudng hgp phudng trinh bac ba
va bac bon, dinh ly nay da dugc xac nhan tur thé ky XVI bgi Tartaglia, Cardan,
va nhitng ngudi khac: gidi bang cac cong thic tuong tu céng thi’c phucng
trinh béc hai nhung phic tap han. Viéc nghién clfu phuong trinh tdng quat bac
5 va bac cao han da dudc tién hanh kién tri trong vong gan hai thé ky, nhung
moi cd gang giai bang céng thirc déu vo ich. Chang thanh nién Gauss, trong
ludn van ti€n si cia minh (1799) da lan dau tién chirng minh dugc su ton tai
cac nghiém. P4 1d mdt thanh tuu vi dai nhat, ddu rang van dé vé kha nang
md rdng cac céng thiic cd dién cho cac trudng hdp cd bac I8n hon bac 5 dé
tim nghiém nh& cac phép todn hitu ti va khai cdn, vin con chua gidi quyét
dudc trong thai dé.

DPinh Iy Gauss khéng dinh rdng: v&i moi phuong trinh dai sé dang (17),
trong d6 n la s6 nguyén dudng, cac hé s6 « la nhitng sé thuc hoac s6 phurc,
ton tai it nhat mot s6 phifc x = ¢ + di sao cho f(x) = 0.

S6 « la nghiém gboc cua phuadng trinh (17). Ching minh cua dinh ly nay sé
dugc trinh bay & trang 269. Gia thu dinh ly da dudc chirng minh, ching ta suy
ra tu d6 mot dinh ly khac da dudc biét vdi cac tén dinh ly dai s6 cd ban (dung
hon nén goi nd la dinh ly co ban cua hé thong s6 phirc): Moi da thirc dai s6
bac n

(18) f(x) =x"+an1x"1 +an2x"2+ .. +airx + ao,
déu co6 thé biéu thi dudi dang tich clia ding n thira s6:
(19) f(x) = (X - x1) (X = x2>) ... (X = xp),

trong d6 «i, x2,..., xn la cac nghiém s6 phuc cua phuadng trinh f(x) = 0. Vi
du, da thic f(x) = x* - 1 sé dudc phan tich thanh cac thira s6 nhu sau:

f(lx) =(x-1)(x-)(x+i)(x+ 1)
Cac sO «, la nghiém cua phudng trinh f(x) = 0, dudc suy ra tu ban than phan
tich (19) la di nhién, bdi vi khi x = « thi moét trong cac thira s6 cua f(x) bang
0, do dé ban than f(x) bang 0.

Trong nhirng trudng hgp khac, thi khéng nhat thiét moi thira s6 x - «i,
X — «z,... clia da thic f(x) bac n, phai khac nhau, chdng han:



f(x) =x?-2x+1=(x-1)(x-1),

chi cd moét nghiém x = 1, “dudc tinh hai I[an” hoac “bdi 2”. Trong moi trudng
hdp, khéng thé phén tich mot da thirc bac n thanh tich clia qué n thira s6 khac
nhau dang (x — <) va phudng trinh tuong &'ng khéng thé c6 qua n nghiém.

Khi chfng minh dinh ly dai s6 cg ban, ching ta moét Ian nira, sé dung
hang dang thirc dai s6:

(20) XK — ok = (x = )(xK1 + ooxk2 + o@xk3 + .. + ok2x + ok 1),

n6 da dugc dung dé tinh tdng cla cdp s6 nhan khi « = 1. Gia th dinh ly Gauss
ding, ching ta ¢ thé 18y « = «; 1& nghiém cla phuong trinh (17) thi:

f(x1) = ot + an-1 0t" 1 + ap201"2 + ... +ar s + ao = 0.
Trir né vao f(x) va nhém lai cac s6 hang, ching ta dudc dang thirc:
(21) f(x) =f(x) - f(ec1) = (X" — i) + ap-1 (X" 1 - ") + ... + a1 (X - «i1).

Bay gid, dung cdng thiric (20), ching ta cd thé tach thira s6 (x — «z) ra khoi
tirng s6 hang, dua nd ra ngoai dau ngoac, bac cua da thic con lai trong ngoac
s€ nho di mot don vi. Nhdm cac s6 hang mot lan nita, ching ta dudc dong
nhat thiec:

f(x) = (x = «1)g(x),
trong d6 g(x) la da thic bacn - 1
g(x) = X" 1+ bp2x"2 +...+ bix + bo.

(Hoan toan khong can thiét phai tinh cac hé sé bk.) Ap dung ti€p tuc I&p luan
dé vao g(x). Theo dinh ly Gauss, ton tai mot nghiém oe clia phudng trinh g(x)
= 0 tlec la:

g(x) = (x = o«2) h(x),

trong dé h(x) la da thic méi bac n-2. Lap lai lap luan nay n-1 lan (tat nhién,
dua trén nguyén ly quy nap toan hoc), cudi cung chung ta di dén phan tich:

(22) f(x) =(x-o0o1)(xX—oa2)..(xX—-0cq).

T (22) khong nhitng suy ra cac s6 phic «i, a2, ..., o la nghiém cula
phuadng trinh (17), ma con suy ra khéng con nghiém nao khac nita cia phuong
trinh (17). Thuc vay, néu sb y la nghiém cua phuong trinh (17) thi, tu (22)
suy ra:

ftly) =(y-o1) (y - a2)..(y—on)=0.



Nhung ching ta thdy rang tich céc s6 phic chi bang 0 khi mot trong céc thira
s6 bang 0. Nhu th&, mot trong cac thira s6 (y —«)phai bang 0, ticlay = «.

§6. SO PAI SO VA SO SIEU VIET
1. Pinh nghia va van dé ton tai
SO dai s6 la bat ki s6 x nao, thuc hoac phic, thoa man moét phudng trinh
dai s6 c6 dang:

(1) anX" + an-1x" 1+ ... +ax+ao=0 (n =1, an
+0)

trong dé cac ak nguyén. Chang han, s6 V2 la s dai s6 vi n6 thod man
phuong trinh

x2 -2 =0.

Tudng tu, bat ki nghiém cia moét phuadng trinh cé hé s6 nguyén bac ba, bac
b6n, bdc ndm, hodc bac tuy y Ia mét s6 dai s§, nghiém dé cé thé cod hoac
khong biéu dién dudi dang cdn thdc. Khai niém s6 dai s6 1a sy md rong tu
nhién cua khai niém sé hitu ti, tuong Ung véi truéng hgp rieng n = 1.

Khéng phai moi s6 thuc déu la s6 dai s6. Diéu nay suy ra tu dinh ly sau
day do Cantorr dé xuat, rang tap hgp s6 dai s6 la dém duogc. Bdi vi tap hgp s6
thuc 1a khéng dé€m dudc, cho nén bat bubc phai ton tai nhitng s6 thuc khéng
phai la s6 dai so.

M6t phucng phap danh sé tap hgp s6 dai s6 sau day: 'ng v8i mdi phuadng
trinh dang (1) la mo6t s6 nguyén ducng:

h = |an| + |an-1|+...+ |a:1| + |lao| + n

goi dé 1a “dd cao” cua phuadng trinh. D&i v&i mdi gia tri n ¢d dinh chi cd mot
s6 hiru han cic phudng trinh dang (1) véi d6 cao h. Mdi phuadng trinh nhu
thé c6 nhiéu nhat n nghiém. Bgi thé, chi c6 mot s6 hitu han cac sb dai sb cua
phuadng trinh cé dd cao h; va, ching ta cé thé sdp t&t ca cac s6 dai s6 thanh
day, bat dau ké tir nhirng day nghiém cla phudng trinh cé d6 cao 1, sau d6
do cao 2,...

Chi'ng minh nay vé su dém dugc cua tap hop sb dai s6, xac nhan su ton
tai cac s6 thuc khong phai la s6 dai s6. Chung dudc goi la nhitng sé siéu viét,
nhu Euler da ndi: “ching vugt qua si’c manh cua cac phuong phap dai
s0.”(They trancend power of the algebraic methods).



Chi'ng minh cua Cantorr vé su ton tai cac so siéu viét khong co tinh chat
ki€n tao. V& mat ly thuyét, thi cé thé xdy dung dugc mot sb siéu viét bang
cach ap dung qui trinh dudng chéo cua Cantorr, thuc hién trén bang liét ké
cac nghiém thap phan cua nhirng phuong trinh dai s6; nhung qui trinh dé hoan
toan khong thuc tién va khong dua dén mot s6 cé thé viét dudi dang s6 thap
phan hoac bat ky moét hé thng nao. Ngoai ra, van dé ly thd nhat co lién quan
dén s6 siéu viét ndm & chd chirng minh nhitng s cu thé xac dinh nhu n va e)
la sb siéu viét.

**2. Pinh ly Liouville va viéc xay dung cac so siéu viét

Chi'ng minh su tén tai cua s6 siéu viét da dudgc J. Liouville(1809 - 1862)
néu ra trudc Cantorr. N6 thuc su cho chung ta kha nang xay dung cac thi du
vé nhitng s6 nhu vay. Chirng minh cua Liouville khé hon chifng minh cua
Cantor, diéu nay khong cé gi dang ngac nhién, bdi vi viéc xay dung mot thi
du néi chung, khé han viéc chirng minh su tén tai. Khi dan ra ch&ng minh cla
Liouville dugi day, chung t6i chi cé y dinh danh cho ban doc da cé mot trinh
dd tuong déi, tuy rang mudn hi€u nd thi chi cdn nhitng kién thirc todn hoc so
cdp d& hoan toan du. Liouville da phat hién dudc rang nhirtng s6 dai s6 vo ti
cb tinh chat 1a khéng thé x8p xi dugc bdi cac s hitu ti v&i dd chinh xac rét cao
néu nhu khéng chon mau sé cuc ky I8n clia cac phan sd xap xi.

Chung ta gia thiét s6 z thoa man phudng trinh dai s6 véi hé s6 nguyén:
(2) f(x) =ao+amx+ax?+..+ax"=0 (an + 0)

nhung khong thoa man phuadng trinh loai dé véi bac thap han. Khi dé, ching
ta néi rang ban than z 1a s6 dai s6 bac n. Chdng han sd z = V2 |a s& dai s6 béac
2, do thod man phuang trinh x2 - 2 = 0 ma khong phai phuadng trinh bac nhat;
s6 z = V3 la s6 dai s6 bac 3 vi n6 thod man phuong trinh x3 - 2 = 0 nhung
khéng thoa man phuang trinh bac thap hon (nhu da ching minh trong chuong
III). S8 dai s6 bdc n > 1 khdng thé la s6 hitu ti, bdi vi s6 hitu ti z = p/qg thoa
man phuong trinh gx- p = 0 bac 1. Mbi s6 vo ti z déu cé thé xap xi vdi dd
chinh xac tuy y bang mot s8 hitu ti, cé nghia I1a ching ta cé thé tim ra mét
day so:

P1 P2

a1’ q; "

hitu ti véi mau s6 tdng voé han ma

ar



Pinh ly Liouville khdng dinh: moi s dai s& z bAc n > 1 déu cb thé vai dd chinh
xac bé han 1/g"*1, noi cach khac:

(3) |z -2 > =

v@i mau sb g du Ién.

Chulng ta sé& c8 gang chirfng minh dinh ly nay, nhung trudc hét chiang ta
s& ching td cdé thé dung dinh ly nay dé xdy dung nhiing s& siéu viét nhu thé
nao. Xét so
z=as.100" + a,10? + az1073 + .. + am.10™™

= 0,a:a2000a300000000000000000a400...

trong dd ai la s6 dai s6 tuy y tir 1 dén 9 (dan gidn nhét la cho tdt ca ai bang
1). Tinh chat dac trung mot s6 nhu vay la do dai cdc nhdm s6 0 tang nhanh
ngan cach bgi mot chir s6 khac 0. Ky hiéu zm la mot sé thap phéan hitu han cé
dugc bang cach 138y cac z cho dén s6 va bao gom ca am.10-™!, Khi d6
(4) |z = zm| < 10. 10-(M+1)!
Gia tho z la mét s6 dai s6 bac n. Khi d6, trong (3) chung ta hay dat
p/q=zm=p/10~™, thi dugc:

1
|Z - Zml < W
v3i m du I8n. Két hgp véi (4), chdng ta nén co

1 10 _ 1
10m+1m! < 100m+1)! - 10m+Dm! _ 7’

dé (n+1)m! < (m+1)! = 1 khi m du 16n. Nhitng diéu nay sai vGi nhitng gia tri
m 16n hon nN(d‘é nghi ban doc chifng minh ky khang dinh nay). Chung ta di
dén mau thuan. Nhu vay, so z la s6 siéu viét.

Bay gid chung ta chi’ng minh dinh ly Liouville. Chung ta gia thi€t s6 z la
s6 dai s6 bac n > 1 thod man phuang trinh (1) tuc la

(5) f(z) = 0.
LAy zm = pm/gm la mot day sb6 hitu ti v8i zm—z. ThE thi:

f(zm) = f(zm) - f(z) = a1(zm- z) + az(z% - 22) + ... + an(z}}, - Z2").
Chia ca hai vé cho z» - z va dung cbng thirc dai so:

ut—pn

= U+ u" 2y + U3 4 a2
u—v



chung ta dugc

6) L9 = a; 4 ax(zm+ z) + a2k +zZmz + 22) +..+ an(z + -+ 2071,

Zm—Z

Vi zm dan téi z nhu la gidi han, né sé khac z it hon 1 khi m du Ién. Vi th€, cé
thé danh gid nhu sau khi m du 18n:

(7)

Bl < gl + 2laz| (2] + 1) + 3las| (2] + 1D + -

tnlay|(lz| + D" =M,
la mot s6 khdng dbi, vi z 1a khdng d6i trong sudt qua trinh chirng minh. Béay
gid chung ta chon m du 16n sao cho trong zm = z—’” mau s6 gm I6n han M, thé
thi:
(8) |Z _ Zml > |f(;1m)| > |f(Zm)|.

dm

Dé& cho gon, tr ddy chiing ta qui udc viét p thay cho pm, viét g thay cho gm.
Nhu vay thi:

(9) |f(Zm)| _ aoqn+a1qn;711p +...+anqn'

Bay gid s6 zm = p/q khdng thé 1a nghiém cla phuong trinh f(x) = 0 bdi vi néu
thé thi tur da thirc f(x) cd thé tach thira s6 (x - zm), tlc la z thod man phuong
trinh bac thap hon n. Vay, f(zm) # 0. Nhung ti s6 trong v& phai clia dang thirc
(9) la mot s6 nguyén cho nén gia tri tuyét d6i ciia nd it nhat phai bang don vi.
Nhu vay, so sanh cac hé thirc (8) va (9) suy ra bat dang thic:

11
q_n_ qnt+v’

(10) |z - zm| > %
do chinh la diéu phai ching minh.

Trong vai chuc nam gan day, nhitrng nghién clru dé cap dén kha nang
x&p xi cac s6 dai s6 bai s6 hitu ti d3 ti€n rat xa. Chang han, nha todn hoc Nauy
A. Thue (1863 - 1922) da chirng minh réng trong bat dang thiric cdia Liouville
(3), cb thé thay thé s6 mi n +1 béng s& mii nhoé han (n/2+1). C. L. Siegel d3
chi’ng minh réang con cé thé chon s8 mii nhé hon 2/n.

SO siéu viét luon ludn la mot dé tai dudc cac nha toan hoc chu y dén.
Nhung cho dén gan day, chdng ta mdi chi biét dugc mot vai s6 ma tinh siéu
viét cia chung da dudc xac dinh (trong chudng III, chdng ta sé ndi vé tinh
siéu viét cla sb 1 s&, tir d6 suy ra khdng thé binh phuong tron bang thudce va
compa). Trong bdo céo ndi tiéng doc tai hdi nghi todn hoc quéc té & Paris ndm
1900, David Hilbert @& dé xudt ba muadi vdn dé toan c6 phat bi€u dan gian,



mot s6 bai todn cé thé phat biéu dé dang béng ngdn ngir thdng thudng, nhung
mot bai todn nao ¢ thé gidi ngay dugc bang nhitng k¥ thuét todn hoc hdi do.
Nhirng “bai todn Hilbert” d6 d& co tdc dung thic ddy manh mé toan bd thdi ky
phat trién todn hoc tiép sau dé. Hau nhu tat ca da dudc giadi dugc sau do, va
thuGng thi viéc giai ching da cé lién quan dén nhirng két qua rdé rang vé mat
chué@n bi nhitng phuong phap téng quat han va siu sic han. Mét trong nhitng
bai toan dudng nhu khdng c6 hy vong giai dudc la van dé chirng minh rang

V2

sO la sO siéu viét, hoac it ra la s6 vo ti. Trong vong ba chuc nam khéng cé6 mét
cach x(r ly nao c6 hy vong dat dudc két qua. Cudi cung, Seigel, va doc lap vai
dng, nha todn hoc Nga tré tudi, A. Gelfond d& phat minh nhitng phucng phap
mdi d€ chdng minh tinh siéu viét cta nhiéu s6 cd y nghia trong toan hoc, bao
gdm ca sb Hilbert s6 2¥2 va, t6ng quat hon, bat ki s6 dang a® trong d6 a 1a s6
dai s6 #0 hoac #1 va b la s6 dai s0 Vo ti.

PHU LUC CHUONG II: PAI sO TAP HOP
1. Ly thuyét tdng quat.

Khai niém I8p hoac tap hgp cac su vat la moét trong nhirng khai niém co
s@ cua toan hoc. Mot tap hdp dudc xac dinh bdi moét tinh chat nao dé (thudc
tinh) U ma mdi su vat dang xét phai cé hodc khong cd; nhitng su vat cé tinh
chéat U tao thanh mét tap hdp A. Chang han, néu chidng ta xét cac s6 nguyén
va tinh chat U Ia “nguyén t6” thi tap hgp A tuong ’'ng sé gom tat ca cac so
nguyénté 1, 2, 3,5, 7...

Ly thuyét todn hoc vé cac tap hdp xuat phat tir chd, nhd cac phép toan
nhat dinh, c6 thé cdu thanh nhirng tap hop mdi tir cac tap hop cho trudce (tusng
tu nhu nhG cac phép toan cdng va nhan thu dugc cac sé mdi tur cac sé cho
trudc). Viéc nghién clu cac phép toan vé tap hdgp la déi tugng cua “dai s6 tap
hgp” cé nhiéu cdi chung véi dai s6 cac s8 binhudng, du rang cé diém khéc
nhau. Su kién cé thé dp dung cac phuong phap dai s& dé nghién clru cac su
vat khong phai la con s6 ma la cac tap hogp da minh hoa cho tinh khai quat
cao cua tu tudng toan hoc hién dai. Trong thdi gian gan day, ching ta thay
dai s6 tadp hop da cho ra d&i nhiéu linh vuc todn hoc, chang han ly thuyét d6
do va ly thuyét xac suat; no cling co ich trong viéc hé thGng hoa cac khai niém
toan hoc va lam sang td mai lién hé logic gilra cac khai niém dé.

TU day, ching ta s& ky hiéu mdét tdp hop su vat khdng déi nao do la 1
ma ban, goi nd la tdp hop vi tru(universe of discourse), va cac tap hdp con
clia né dudc ky hiéu Ia A, B, C... Néu I 1a tdp hdp s6 tu nhién thi A, cé thé la



tap hdp s6 chan, B 1a tdp hop s6 1&, C 1a tap hdp s6 nguyén td v.v... N&u tap
hop I 1a tdp hdgp diém trén mat phang thi A c6 thé Ia tdp hop cac diém nam
trong mot hinh tron nao dod, B la tdp hop cadc diém nam trong mot hinh tron
khac v.v... D€ thuén tién, trong s6 cac “tap con” chung ta ké ca ban than I, ca
tap hop “rong” O khong chlfra phan t&f ndo. SU m& rong nhan tao nay nhdm
muc dich bao toan y kién 1a mdi tinh chat U s& tudng &ng vdi tap hop nhitng
phan t nao do6 trong I cé tinh chat ay. Trudng hgp U la mot tinh chat dugc
thuc hién toan bd, cé thé dung tinh chit thod man phudng trinh tdm thudng
X = X, thi tdp con tudng ng cua I sé 1a ban than I, vi mdi phan tir déu cé tinh
chat d8, mat khac néu U 1a mot tinh chdt mau thudn ndi tai nao dé nhu x #
X, thi tap con tuong Ung hoan toan khéng chla phan t& nao, noé la tap hdgp
“rdng” va dugc ky hiéu 1a 0.

Chung ta goi tap hdp A la mét tap con cua tap hdgp B néu trong tap hgp A
khong c6 phan tir nao khong nam trong B. Khi dé ching ta viét

A cBhoacB oA

Thi du, tap hgp A cac s6 nguyén chia hét cho 10 la tap con cua tap hgp B cac
s6 nguyén chia hét cho 5, b&i vi mbi s6 chia hét cho 10 cling chia hét cho 5.
Quan hé A c B khong loai trir quan hé B c A. Néu c6 dong thdi ca hai quan hé
thi chiing ta ndi tap hgp A bang tap hgp B va viét

A =B.

Diéu nay cé nghia moi phan tl ctia A cling 1a phan ti ctia B va ngudc lai, tic
la cac tédp hgp A va B chira nhitng phan td nhu nhau.

Quan hé A c B gilta cac tap hdp nhac nhd chiing ta dén quan hé a < b
gitra cac s& thuc. Cu thé, dung that nhu vay

1)A CA
2) NSuUAcBvaBcAthiA=8B
3)NEuUAcBvaBcCthiAcC

Do d6 quan hé giita A c B con dudc goi 1a “quan hé th(r tu”. Chd khac biét chu
yéu véi quan hé a < b cho s6 thuc la, moi cap s6 a va b bao giG ciling co it
nhat mo6t quan hé a < b hoac b < a, diéu nay khdong dung trong cac tap hdp.
Thi du: néu A la mot tdp hdp gbm céc s6 nguyén 1, 2, 3,

A = {11 2/ 3}/
con B la tdp hdp gobm cac s6 nguyén 2, 3, 4,

B =12, 3 4},



thi khong cé A c B hoac B c A. Vi thé, vi thé quan hé A c B cua tap hgp I |la
dugc sép th( tu bd phan, trong khi quan hé a < b Iap thanh mot tap hdp “cé
th( tu tuyén tinh”.

Ngoai ra, ching ta luu y rang tir dinh nghia quan hé A c B, chiing ta cé
4) O c A v4 tap hgp A bat ki va
5)Acl,

G day A la tap hgp con cua tap hop toan bo I. Tinh chat 4) xem ra cé vé vo ly,
nhung néu suy nghi ky thi né phu hgp véi y nghia chinh xac cua dinh nghia
cta ki hiéu c. Hé thifc O c A cé thé sai néu tap rong O chlra mdt phan tu
khdng ndm trong A, va vi tap hdp rong hoan toan khéng chlra phan tir ndo ca,
cho nén khdng thé xay ra su vé ly d6 vdi tap hop A.

Bay giG chung ta sé dua ra dinh nghia hai phép toan trén cac tap hdp,
c6 nhiéu tinh chat dai s6 cua phép cdng va phép nhan cac sé thong thudng,
mac du ndi dung bén trong cua nd la hoan toan khac v@i cac phép toan dé.
Gia thr A va B 1a hai tdp hop bét ki. Hop hodc “tdng logic” cua A va B |a mét
tdp hdp gém nhitng phan tlr ndm trong A hodc ndm trong B (k& cad phan tl
nam trong ca hai). Tap hdp nay dudc ky hiéu la A + B. “Giao” hoac “tich logic”
clia A va B la mot tap hdgp chra nhitng phéan t&r nédm trong ca A va B. Tap hap
nay dudc ky hiéu AB. Chung ta minh hoa cac phép toan thi du. Mot Ian nira,
chung ta chon tédp hop A va B

A= {11 2/ 3}1 B = {21 31 4}1
thé thi A+B=1A1,2, 3,4}, AB=1<{2, 3}

Sau day la nhitng tinh chat dai s6 quan trong cua cac phép toan A + B
va AB. Dua vao cac dinh nghia cla ban than cac phép toan, ban doc cd thé
thir lai cac tinh chat dé:

6)A+B=B+A 7) A.B = B.A
8)A+(B+C)=(A+B)+C 9) A(BC) = (AB).C
10)A+A=A 11) AA=A

12) A (B + C) = AB + AC 13) A + (BC) = (A+B)(A+C)
14)A+0=A 15) AI = A

16)A+I=1 17)A.0 =0

18) Quan hé A c B la tugng Urng vdéi mot trong hai quan hé
A+ B =B, AB = A.



Viéc thr lai tat ca nhitng dinh luat do la viéc cua ban than logic s cdp. Chang
han, 10) xac nhan rang tap hgp cac phan t&r dugc chlra trong A hodc trong A
chinh l1a tdp hop A, trong khi dé 12) xac nhén rang tap hdp nhitng phan tr
thudc A dong thdi thudc B hoac thudc C, trung véi tap hgp cac phan tr cung
nam trong A va trong B hodc cung nam trong A va trong C. Nhirng Iap luan
logic dugc dung dé& chdng minh cdc dinh luadt nay dudc minh hoa mdt cach
thuén Igi néu nhu chidng ta qui udc bi€u thi cac tdp hdp A, B, C... dudi dang
nhitng hinh phang nao do6 va Iuu y sao cho khéng bd sét mot kha nang logic
nao cd thé xay ra khi dé cép dén su cé nhitng phén t&r chung cla hai tdp hgp
hoac ngudc lai dé cap dén su cd nhitng phan tu trong moét tadp hgp nay nhung
khong thudc tap hgp khac.

AB
Fig. 26. Union and intersection of seta.

Ban doc can luu y dén cac dinh luat 6), 7), 8), 9), 12) vé hinh thirc gidng
v@i cac dinh luat giao hoan, két hgp va phan phdi ctua dai s6 hoc thong thudng.
TU d6 suy ra moi qui tac clua dai s6 hoc théng thudng rut ra tir nhitng dinh
ludt dé cling dung trong dai s6 tap hgp. Ngudgc lai, nhirng dinh luat 10), 11)
va 13) khong cé nhitng dinh luat tudng tu trong dai s6 hoc thong thudng,
chidng cho dai s6 tap hgp mot cdu tric don gian hon. Ching han, céng thic
nhi thirc trong dai s6 tap hdp dan t&i mot déng thic don gian:

(A+B)=(A+B).(A+B)..(A+B)=A+B

diéu nay suy ra t dinh luat 11). Cac dinh luat 14), 15) va 17) ndi rang cac
tinh chat clda cac tap hdp O va I vdi cac phép toan hgp va giao cua cac tap
hop la kha gidng cac tinh chat cua s6 0 va 1 do6i vGi cac phép toan céng va
nhan cac s6 thong thudng. Nhung dinh luat 16) khong cd cai tudng tu trong
dai s6 théng thudng.

N6 con dung dé€ dinh nghia cia mét phép tinh khac nira trong dai s& tap
hgp. Gia thir A la mot tap con tuy y cla tap hdp toan bd I. Phdn bu cua A trong



I Ia tap hop tat ca cac phéan t trong I ma khong thudc A. Tap hdp nay ching
ta ky hiéu la A’. Chéng han, néu I la tdp hdp céc s6 tu nhién, A la tap hop cac
s& nguyén td, thi tip hdp A’ chlra tat ca cdc hop s6 va s6 1. Phép todn chuyén
tir A dén A’ khong co cai tuong tu trong dai s6 thong thudng va cé nhirng tinh
chéat sau day:

19)A+A'=1 200 AA’=0

21) 0’ =1 22) I’'=0
23) A" =A

24) Quan hé A c B tuong duong vdi quan hé B’ c A’.

25) (A + B)' = A'B’ 26) (AB)' = A’ + B’,

Lan nifa, chung t6i danh ban doc thu lai nhitng tinh chat dé.

~ Cacdinh luat 1 - 26 la cd sG cua dai s6 tap hgp. Chung cd “tinh chat doi
ngau” dac biét sau day:

N&u trong mdt dinh ludt bat ky tir 1 - 26 chlng ta thay thé I4n nhau
tirng cap cac ky hiéu

c va >
O va 1
+ va

thi két qua van 1a mot trong nhitng dinh luat do.

Chang han, dinh luédt 6 chuyén thanh dinh luét 7, 12 thanh 13, 17 thanh 16
Vv.v... TUr d6 suy ra mdi dinh ly rdt ra tir cac dinh ludt 1 - 26 tuong 'ng v&i mot
dinh ly khac “d6i ngau” véi nd, thu dudc béng cich hodn vi cac ky hiéu d& noi
d trén. Thuc vay, bdi vi viéc chirng minh dinh ly th(r nhat la viéc i'ng dung lién
ti€p trong nhirng giai doan khac nhau cua cac lap luan mét sé dinh luat 1 - 26
thi viéc ('ng dung cac dinh ludt “ddi ngau” trong cac giai doan tucong (fng s&
tao nén chitng minh cla dinh ly “d6i ngiu”. (cling tuong tu nhu tinh d6i ngu
trong hinh hoc, xem chugng 1IV).

2. Ap dung vao logic toan.

Su th{r lai cac dinh luat cua dai s6 tap hdp la dua trén su phan tich y
nghia logic cua cac quan hé A c B va cac phép toan A + B, AB va A’. Bay gid
ching ta cé thé xem cac dinh ludt 1 - 26 nhu la cd sd cua “dai sb logic”. NOi
chinh xac han: phan cua logic, ti€p can cac tap hgp hoac cac tinh chat cuaa su



vat dudc xem xét, cd thé qui vé mot hé thdng dai s6 hinh thic dua trén cac
dinh luat 1 - 26. Dinh nghia tap hgp toan bd I vé mat logic xac dinh tap hgp
I; mdi tinh chat U xac dinh mot tap hdp A gdm nhitng su vat trong I cé tinh
chat do. Quy tac phién dich cac thuat nglr logic théng thudng sang ngdn nglt
tédp hop thé hién trong cac thi du sau day:

“A hoac B” A+ B

“A va B” AB

“Khéng A” A’

“Khoéng A, khéng B” (A + B)’, hoac tudng duang, A'B’
“Khong phai vira A vua B” (AB)’, hoac tuong duong, A’ + B’
“Tat ca A la B” hoac “"Né€u A, thi B” hoac “A suy ra B” AcB

“Mo6t A nao dé la B” AB + 0

“Khong cé A nao la B” AB =0

“Mo6t A nao dé khoéng la B” AB' + 0
“Khong cé A nao” A=0

Trong thuat nglr cia dai s6 tap hop, tam doan luan “Barbara” ndi rang:
“néu tat ca A la B va tat ca B la C, thi tat ca A la C” sé c6 dang don gian:

3), NéuAcBvaBcCthiAcC.

Tuong tu “ludt mau thudn” khang dinh réng: “mot khéng thé ddng thdi cé va
khong c6 mot tinh chat nao dé” dugc viét dudi dang:

20) AA’ =0,

con “luat bai trung” ndi rang: “moi su vat hodc cd, hodc khdng cé6 mét tinh
chat nao do” tré thanh

19) A+ A’ =1

Bgi th& phan cla logic dudc biéu thi bdng cac thuat ngif cua ky hiéu I, +, . va
(") c6 thé& dudc coi nhu mét hé dai s6 hinh thic tuadn theo cac dinh ludt 1) -
26). Dua vao su hoa hdp cua giai tich logic toan hoc va giai tich toan hoc logic
thi m6t nganh toan hoc mdéi da dugc hinh thanh - logic todn - mot nganh ma
hién nay dang phat tri€én manh mé.

Véi quan diém tién dé, ching ta chld y dén mot su kién dac biét 1a cac
khdng dinh 1 - 26 cung v&i moi dinh ly khac clia dai s6 tép hdp co thé suy ra
dugc mot cach logic tr ba ddng thic sau day:



A+B=B+A
27) (A+B)+C=A+ (B+C)
(A’ +B) + (A"+B) =A

TU d6 suy ra cé thé xay dung dai s6 tdp hgp nhu mot ly thuyét suy dién thuin
tuy giong nhu hinh hoc Euclid, dua vao ba ménh dé d6 coi nhu cac tién dé.
NEu cac tién dé do dudc thuc hién thi phép toan AB va quan hé A c B sé dudc
dinh nghia theo thuat nglr A + B va A”":

AB biéu thi t&p hop (A’ + B’)’
A c B biéu thji rdng A + B = B.

Mot hé thGng toan hoc gomtéamsé 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30, trong dé a
+ b, theo dinh nghia biéu thi bdi chung nhé nhét ctia a va b, ab biéu thi udc
chung I&n nh&t cla a va b, a c b biéu thi khdng dinh “b chia hét cho a” va a’
bi€u thi s6 30/a, thod m&n moi dinh ludt hinh th{rc cua dai s6 tap hop ciing la
mot thi du hoan toan khac. Su tén tai nhirng thi du nhu vay kéo theo su nghién
cltu cac hé théng dai sé téng quat thod man cac dinh ludt 27). Nhitng hé théng
nhu vdy dugc goi la “cac dai s& Boolean” dé ky niém George Boole (1815 -
1864), nha toan hoc va logic hoc Anh véi cu6n sach cua 6ng “An investigation
of the laws of thought” ra ddi nam 1854.

3. Mot ap dung vao ly thuyét xac suat

Dai s6 tadp hdp coé quan hé gan giii nhat vdi ly thuyét xac suat, cho phép
chiing ta nhin ly thuyét nay theo mét quan di€ém mdi. Ching ta xét mot thi du
dan gian nhat: chung ta hinh dung mot phép thr véi mot sé hitu han cac két
cuc c6 th€ ma ching ta cho rang “déng kha ndng”. Chang han, phép thir cé
thé I3 viéc rat hi hoa mot con bai trong mot cd bai da xdc ky. N&u chdng ta
bi€u thi tdp hdp cac két cuc 1a I, con A bi€u thi cho mdt tdp con nao do6 cua I,
thi xac sudt dé€ cho két cuc clia phép thir thudc vao tép con A dudc xac dinh
bdi ti s6:

P(A) = e mang

NEu chlng ta qui udc biéu thi s6 phan tlr ctia tdp hop A nao d6 1a n(A) thi dang
thirc trén sé c6 dang

n(4)

(1) p(A) = ==

n(4)



Trong thi du nay, gia thir A la tap hdp cac con “nhép” chiung ta cé n(A) = 13,
_ R _ 13 _ 1
n(I) = 52 va p(A) = i
Cac tu tudng cua dai sb tap hgp dudc phat 16 ra trong khi tinh xac suat
néu da biét xac suat cua moét sb6 tap hdp can tinh xac suat cua cac tap hop
khac. Thi du, biét xac sudt p(A), p(B) va p(AB), cd thé tinh dudc xac suét
p(A+B):

(2) p(A+B) = p(A) + p(B) - p(AB)
ching minh dan gian. Chang ta cé:
n(A+B) = n(A) + n(B) - n(AB)
bdi vi cac phan ti dugc chra dong thdi trong A va trong B, tuc la phan tu
trong AB dugc xét dén hai lan trong khi tinh tong n(A) + n(B), nghia la can

trir n(AB) vao téng dd dé cho viéc tinh n(A+B) dudc thuc hién ddng. Sau dé
chia ca hai vé& clia dang thic cho n(I) ching ta dudc hé thic (2).

NEu xét ba tap hgp A, B, C trong I ching ta dugc mot cong thirc ly thi
hon. Dung hé thic (2) ching ta cd:

p(A + B + C) = p[(A+B)+C] = p(A + B)+ p(C) - p[(A + B)C].
Dinh luat (12) trong bai trén cho ching ta (A + B)C = AC +BC. Tu dé suy ra:
p[(A + B)C] = p(AC + BC) = p(AC) + p(BC) - p(ABC).

Thay vao phuadng trinh trén giad tri cua p[(A + B)C] va gid tri cua p(A + B)
dudc cho bdi (2), ching ta cé cong thuc:

p(A+ B+ C)=p(A) +p(B)
(3) + p(C) - p(AB) - p(AC) - p(BC) + p(ABC).

Pé lam thi du, chidng ta xét phép thir sau. Ba chit s6 1, 2, 3 dudc viét
theo mot trat tu tuy y. Xac sudt dé cho it nhat mét trong cac chir s dé ndm
G vi tri dung cua no (tinh theo th( tu) la bao nhiéu? Gia s A la tap hdp cac
hoan vi trong d6 chir s6 1 dirng & vi tri th nhat, B la tap hgp cac hoan vi trong
dd chir s6 2 & vi tri th hai, C la tdp hdp cac hoan vi trong dé chir s6 3 ding
G vi tri th ba. Chung ta can tinh p(A + B + C). R0 rang:

p(A) =p(B) = p(C) ===+
thuc vay, néu mot chir s6 tuy y dirng & vi tri dang cua né thi cé hai kha nang
hodn vi hai chil s6 con lai trong s& 3.2.1 = 6 cadc hodn vi cé thé cua ba chit
s6. HAn nira:



p(AB) = p(AC) = p(BC) = -
va p(ABC) = -,
vi chi xay ra mot trong cac truéng hgp dé. Theo cong thic (3)
P(A+B+C) = 3.2 - 3.2 + = 1-~+ 2 = 0,6666 ..

Bai tap: Tim mo6t cong thdc cho p(A + B + C + D) va ap dung né cho
trudng hgp cé 4 ki tu. Két qua tudng Ung la g = 0.6250

Cong thic chung cho n tép hgp la
p(AL+ Ay + -+ Ap) = zp(Ai) - Z p(Ai4;) + zp(AiAjAk)
1 2 3

(4) —- 1 p(444; .. Ap),

& day biéutuong Yy , Y, , X: .., 2.1 la tdng clha viéc két hgp cd thé
dudc cla cac tép 4, ,4,, ..., A, 18y mdt, hai, ba, ... (n-1) tai mot lan. Biéu thirc
nay co thé dua ra bang quy nap toan hoc theo cing mdt cdch ma dé cé dugc
(3) tir (2). T (4) chiing ta dé dang thdy r&ng néu n ki tu' 1, 2, 3, ..., n dugc
viét theo thir tu b4t ki, co thé it nhdt mot ky tu sé & dung vi tri cta né.

1

1 1 1
(5) Pn =l—gtg—o+t—,

& day ky hiéu +, cong hodc trir, phu thudc vao n chan hodc 1é. Cu thé, cho n
= 5 thi xac xuéat la
19
ps =1——+—-——+-=_—-=063333..,

Chung ta sé& thdy & chuong VIII réng khi n tién t&i vo cung thi chudi

111 1

R TR TR T
Tién tG&i gidi han, 1/e, gia tri cta ndé dén nam vi tri thap phan la .36788. Lai
theo (5) pn = 1 — Sn, cho thdy rang khi n ti€n tdi v6 cung thi

pn—»1-1/e =.63212.



