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1. Dinh ly Mantel :

Bai toan 1: ( Mantel) Chting minh ring véi moi d thi chira nhidu hon " canh thi chita mot tam giac.
4

Chirng minh:
Gia sir d0 thi G =(v,E), voi |V|=n dinh, khong chira tam gidc ndo. Thi véi mi canh uv, ta phai co

d(u)+d(v)<n (néu nguoc lai, theo nguyén Iy chudng bd cau, hai dinh y,vs& ¢6 lan can chung ) . Ly tong
theo tat ca cac canh ta dugc

d(v 2 ) 2
n|E[== >’ (d(u)+d(v))Zdz(v)>[§|v(| )j :(2|E|) :4|E| , tir day ta suy ra |E|£n7.

{uvjeE veV

n

2

Bai toan 2: Gia sir G 1a mot d6 thi cé n dinh va chua it nhat [%Jﬂcanh thi G chua it nhat 1a EJ tam

giac.

Loi gidi -
Ta chizng minh bang quy nap theo n. Bang cach tinh truc tiép ta thiy khing dinh ding véi n=34.

. , . X 3 a2 n-2)° . L -
Gia st khang dinh rang mot do thi c6 n—2 dinh va cd it nhat {%Jﬂ canh thi chira it nhat Ln—zzJ
tam giac. Ta chang minh khang dinh bai toan diing voi n. Gia sir G 1a mot d6 thi cé n dinh va chira it nhat
2 n-2)°
la {%J+1:{%J+l+(n—l) canh nhung chira it hon [gJ tam giac. Goi x va y la hai dinh lién hop

(c6 canh ndi v6i nhau) nhung khong chira trong bat ki tam giac ndo ('sé céc canh chira trong cac tam giéc

n2

ludn nho hon sb c&c canh cua db thi, bai vi B[EJ—lj < {ZJH). Do dé, d(x)+d(y)<n . Tanhan thiy

. 5 . n—2)° .
dothi H=G—-x-y lamdt do thicé n—2 dinh, chira it nhat {%JH canh . Theo gia thiet qui nap,

2
H chua it nhat F—EZJ tam giac. S6 canh ndi gira N (x)va N(y) téidala(d(x)—-1)(d(y)-1)< (n—42) .

Giasirca N(x) va N(y) lacac tap dinh doc Iap , thi sé canh tdi da cua do thi la
(n—2)2 (n—2)2 n> | .. . o 3 A
d(x)+d(y)-1+ - <n-1+ — < 7|V li. Do do, ta phai c6 N(x) hoac N(y) chira mot

canh. Suy ra, G chira t6i thiéu LHT_ZJH:EJ tam giéc.

Bai toan 3:

2
Gia sir 40 thi G ¢6 n dinh voi m canh. Ching minh rang G chura it nhat z—m(m—%j tam gi4c.
n

Lo giai: Xét do thi G ¢6 n dinh voi m canh. Véi hai dinh lién hop bat ki x,y chua it nhat
IN(X) AN (y)] =[N (X)|+[N(y)|=|N(x) AN (y) = d(x)+d(y)—n lan can chung. Do d6 , mdi canh

{x,y} chta trong it nhat d(x)+d(y)—n tam gidc. Do d6, s6 cac tam gidc ma G chua it nhat la :

. [Xevz(@d (X)] 1A’

L > dz(x)—lmn > ———mn:——lmn , diéu phai
XV (G) 3 Cauchy—Schwartz 3n 3 3n 3

S ¥ (d(x)+d(y)-n)=

xyeE(G)
chtrng minh.

Wl




Bai toan 4:

A g N 4 az N~ X Ko ” A 0 ap D n_3
Mot do thi véi n dinh va chi chira duy nhat mot tam giac thi so canh toi da cua do thi d6 la {%J +n.

Loi gidi: ‘ ’
Budéc 1: Panh gia :Gia st G 1a mot d6 thi véi n dinh va chira duy nhat mot tam gidc T . Goi H 1a do thi
concua G trén V (G)\V (T). D&thay H la mot triangle-free, sir dung két qua cua Mantel ,
2
(n B 3) X 2 A z =A A \ A A A M -7 4 .
[E(H)|< | Mo dinh thuoc H c6 nhidu nhét 1a mot 1an can ndm trong tam giéc T, néu nguoc lai

ta thu dugc thém dugc tam giac tha hai . Do vay c6 téi da 1a n—3 canh gitta H va T, nén

\E(G)\ss+(n—3)+\E(H)\{@Jm

. . 3 n-3)° N .
Budc 2: Xay dyng cau hinh téi uu: Xét do thi KFs”nﬂ co6 n—3 dinhva VT)J canh. Dau tién ta bo
22
sung thém mot diém vao phe chia L 5 3J dinh va ndi dinh bb sung nay véi tat ca (n 5 ﬂ dinh phe con lai,
n-3 n-3 ,
tiép theo ta b6 sung thém mot dinh vao phe chira — dinh va ndi dinh nay véi tat ca — +1 dinh

thudc phe ddi 1ap. Ta thu duoc db thi ludng phan véi lue lwong caa ting phe lan luot 1a LnT_lJ va (n—_l—l :

2
, -3’ - - ~1)°
khong chira tam giac va co so canh la {(n 2 ) JJ{nZs}{nZsJH:{%Jﬂl_Z canh .

Sau ciing, ta bd sung thém mat dinh doc 1ap khéng thudc vé phe ndo ca va ndi dinh nay véi mot dinh & mai
phe cii.

\ n—1)° n-3)°
Khi do, ta thu dugc duy nhat mot tam giac, va do thi nay co {%J +N-2+2= {%J +ncanh.

Bai toan 5: Cho G 1a mot do thi véi n dinh khdng chira hai tam giac c6 canh chung. Chitng minh rang G

, n?
chtra toi da {—J ;
4

Loi giai:
Budc 1: Danh gia:

Ta dién dat lai diéu kién caa bai toan theo mot 161 khac: “V&i 4 dinh bat ki thi sb canh ndi ching lai voi
nhau khong vuot qua 4”. D& dang , bang cach xét truc tiép, nhan ra rang phat biéu trén cua ta twong duwong
vai diéu kién : “Khong chira hai tam giac ¢ canh chung”.

Ta chang minh bang quy nap theo n. Bang cach xét truc tiép thi khiang dinh dang véi cac trudng hop
n=1,2,3,4. Gia st khiang dinh dwoc ching minh véi moi gié tri bé hon n. Ta xem xét hai truong hop sau
day c6 thé xay ra :

Truwdong hep 1: Khong ton tai 4 dinh trong d6 thi ma s6 canh ndi giita chung dung bang 4. Trong trudng
hop nay thi ta c6 thé b6 sung thém mot canh vao db thi dé cho diéu kién bai todn van duoc thoa méin . Do do,
sb canh cua do thi chua tdi vu.

Truwdong hep 2: Ton tai 4 dinh , tatam goi 1a a,b,c,d véi cac canh ab,bc,cd,da néi giira ching. Theo gia

(n-4y
4

thiét quy nap thi sé canh ciia @6 thi H =G—-a—b—c—d tdida la { J . Ta thuc hién viéc danh gia sd

cac canh néi giita {a,b,c,d} va ddthi H. Xét dinh e e H thi e ¢ téi da la 2 lan can trong tap {a,b,c,d}.




That vy, néu e c6 3 lan can nam trong tap {a,b,c,d}, tatam goi a a,b,c. Khid6 , c6 5 canh ndi cac dinh
{a,b,c,e} lai voi nhau d6 1a : ea,eb,ec,ab,bc.
Diéu nay dan dén sb cac canh caa db thi ti da bang

{(n—44)2J+2(n_4)+4={(n—4)z+2.4(n—4)+42J{n_2J.

4 4

2. Pinh ly Turan :

Bai toan 1: (Zarankiewicz ) Néu do thi g khong chira k —clique thi ta tim dwgc mot dinh c6 bac {EnJ
k-1

Chirng minh : Gia str phan ching. Xét mot dinh bat ki v,. Bat N (v;) latap céac lan cén cua v, . Theo phan

ching voi x la mot diém bat kitaco : [N (v,)[=d(v,) {%nJ >0. Do dé , ton tai dinh v, e N(v,).

Taco N (v,) AN (V) =N (vy)[+ [N (v,) =[N (v ) UN(v,)]= 2&%nJ+l}—n>O
Khi do, ton tai v, € N (v, )N (v, ).
Taco :|N(v,) AN (v,) AN (v, )| =N (v,) AN (v,)| +[N (v H( )AN(v,)) )‘

SIS w—ns o

Thuyc hién qué trinh 1ap luan tuong tu , ta chi ra dwoc sy ton tai v,_, € ﬂ N (v

> (k- 1)&‘& . J+1j_(k_z)n>o

k-1

(IN(v)

i=1

k-1
Do do, tontai v, €[ N (V;). Khidé, V,,V,,...,v, Iap thanh mot d6 thj con ddy du cia G .

i=1

Bai toan 2 : (Turan) Néu dd thi G =(V,E)trén n khong chira (k +1)—clique (doi khi ta ciing goi tat do thi

\ < 1 nZ
G la k—free) , k=2, thi |E|< 1_E =

Chirng minh thr 1: Ta sir dung phép qui nap theo n. Khi n=2, bat dang thirc hién nhién ding. Bay gio ta
gia str bat dang thirc dung cho moi d6 thi ¢ t6i da n-1dinh, va G =(v,E)la do6 thi trén n dinh va khdng c6

(k+1)—clique V& ¢0 s canh 16n nhat. DS thi nay di nhién 1a phai chira k —clique, boi néu khong ta c6 the thém
canh. Gia sir A la k—clique va B=V —A.

~ \ , k . ~ X Ke o N 9 A N A A i~
VI A la k—clique, A chta e, =(2J canh. Goi e, la so canh noi cdc dinh cua B va e, , 1a so canh ndi giira
cac dinh A va B.
Theo gia thiét quy nap, ta c6 e, <(1_ij Vi G khong c6 (k+1)—clique , nén mdi dinh xeB ké Vi

nhiéu nhat k-1 dinh thugc A, ta thu duoc e, 5 <(k—-1)(n—k).
Cong céc bat dang thic nay lai ta thu duoc :

e 2 (o258

Chitng minh the 2: i
Ta chitng minh mét két qua manh hon so vai_khang dinh cé trong bai toan :
_ 2 g2 2
Néu G 1a mot dd thi k — free vaéi n dinhthi G chira khdng qué kk i.n > Ll > ' ,trong d6 r 1a du

trong phép chia n cho k-1.




Ta ching minh bang quy nap theo n. Gia sir két qua dung v6i moi dd thi k- free 6 tdi da n—1 dinh.
J Xét dd

Tir két qua cua Zarankiewicz ( xem bai toan 1) thi ta tim dwgc mot dinh ¢ bac khdng qué [
k

thi con thu dugc tir n—1 dinh con lai sé la k — free .

k=2 | k-2 (n-1)"-s* (s ,
Do d6, s6 cac canh toida la { k_ nJ+ k_l' ) 4{2] , trong d6 s la s6 du trong phép chia n—1
cho k—1. Bang tinh toan truc tiép, ta nhan thay rang s hoic labang r—1 ( 0<r <k —-1);

hoac k—2 ( r=0). Trong ca hai truong hop nay, cling bang viéc tinh toan, ta luén chi ra duoc rang :

k-2 | k=2(n-1)"=s* (s} k-2n2-r> (r
n |+ +| _|=—— + |
k-1 ] k-1 2 2) k-1 2 2

Tir day suy ra diéu phai chiing minh.

Bai toan 3: Gia str S la mot tap gdm n diém trong mat phang véi duong kinh bang 1, c6 nghia 14 ta khong
thé tim dugc hai diém cé khoang cach I6n hon han 1. Chirng minh rang s6 céc cap diem co6 khoang cach

1 . n?
>— toidabang | — |.
72 QM

Loi gidi: Pat S ={X,X,,.... X, } . Xét d6 thi G trén tap diém S x4c dinh nhu sau : ta ndi hai dinh véi nhau

4 s -~ . R ’ 1 A » M \ A
néu khoang cach gitra hai diém tuong tng > E .Tacanchirarang G la mot K, — free.

That vay, nhan xét rang bao 16i cia 4 diém hozc 14 mot doan thang , hoic mét tam giéc hoac 1a mot ti giac
16i. Trong trudng hop Nao ta ciing luén tim duge 3 diém x, X, X, sao cho goc giira X% va XX it nhat bang

i Ja

90°. Ta xét tam gidc c6 cac dinh twong ang X, X5 X - Néu ta c6 dong thoi d( O J)>% va
1
d(X;,% )=—=. Ap dung dinh li cosin, ta dugc
( j ) NA p dung

d® (%, %) =d?(x,x;)+d*(x;, % )—2d (%, % )d (x, ])003a>(\/1§j2+(%j2 Nk \Fcosgoo

Diéu nay mau thudn véi gia thiét. Do do , c6 it nhat 1a mot cap x;va x; ; hodc x,va x, khong c6 canh néi
nhau trong @ thi G . Suy ra G 1a motK, — free.

2

Str dung két qua cia Turan , ta thu duoc s6 canh ciia G nhiéu nhat 1a = % . Tir day ta dé dang suy

ooIN

n’
2
ra diéu phai chirng minh.
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