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Các ví dụ : 

Bài toán 1: Gọi 
1 2, ,..., nA A A  là các tập con k  phần tử của tập A . Nếu 12kn   thì ta có thể tìm được một 

cách tô màu các phần tử của A R B   bởi hai màu xanh và đỏ sao cho 
iA R   và 

iA B   với 

1 i n  , trong đó R  là tập các phần tử tô màu đỏ còn B  là tập các phần tử tô màu xanh.  

Lời giải:  

Ta xét một cách tô màu ngẫu nhiên các phần tử của tập A ,   : ,f A R B  , với phân bố đều. 

Đặt 
iE  là biến cố : Các phần tử của tập 

iA  được tô bởi một màu , có nghĩa là, 
iA R  hoặc 

iA B  

       E  là biến cố : Tồn tại chỉ số i  sao cho các phần tử của tập 
iA  được tô bởi một màu , có nghĩa là, 

iA R  hoặc iA B  
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Bằng cách vận dụng định lý Ramsey ta có thể chứng minh được khẳng định của Van Der Waerden : 

Với 1k  là số nguyên dương cho trước ta luôn tìm được số kW  sao cho với kn W  thì từ một cách tô màu 

bất kì các phần tử của tập  1,2,...,n bởi hai màu xanh và đỏ thì ta luôn tìm được một cấp số cộng với k  số 

hạng và có các phần tử được tô cùng màu.  

Bài toán 2: Chứng minh rằng : 22
k

kW   

Lời giải: Ta xét một cách tô màu ngẫu nhiên các phần tử của tập  1,2,...,n , trong đó 22
k

n   . 

Với mọi cấp số cộng S  gồm k  số hạng :  , , 2 ,..., 1a a b a b a k b    . 

 Đặt SA  là biến cố : Các phần tử của S  được tô cùng màu  
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Nhận xét: cấp số cộng S  được xác định duy nhất bởi hai thông số ,a b  nên số các cấp số cộng 
2

n 
  
 

 .  

Do đó:   1 22 2 1
2

k k

S S

SS

n
P A P A n   

     
   

 . 

Điều này có nghĩa là ta có thể tìm được một cách tô màu các phần tử của tập  1,2,...,n bởi hai màu xanh và 

đỏ sao cho mọi cấp số cộng S  với k  số hạng đều chứa hai phần tử được tô màu khác nhau. Từ khẳng định 

của định lí Van Der Waerden ta suy ra : 22
k

kW    

Bài toán 3: Cho số nguyên 3k  . Chứng minh rằng :   2, 2
k

R k k   

( xem lại bài viết “ Định lý Ramsey và các ứng dụng”)  

Lời giải : Ta cần chứng minh rằng nếu 22
k

n   thì ta luôn tìm được một cách tô màu các cạnh của đồ thị nK  

bởi hai màu xanh và đỏ sao cho với k  clique bất kì luôn chứa hai cạnh được tô khác màu. Ta thực hiện việc 

tô màu ngẫu nhiên các cạnh của đồ thị nK  bằng hai màu xanh và đỏ với phân bố đều, có nghĩa là ta tô màu 

một cạnh bởi màu xanh hoặc màu đỏ với xác suất bằng 
1

2
. Ta sẽ chuyển những phân tích trên thành dạng 

toán học như sau : 

    Đặt RE  là biến cố : Tồn tại một k clique  với các cạnh được tô màu đỏ 

           BE  là biến cố : Tồn tại một k clique  với các cạnh được tô màu xanh 



Ta cần chứng minh rằng   1R BP E E      

    Gọi 
1 2, ,..., NC C C  là các k clique  của đồ thị 

nK  , trong đó :
n

N
k

 
  
 

.  

Đặt 
,R iE  là biến cố : 

iC  có các cạnh được tô màu đỏ. 

 Bằng tính toán ta thu được : 
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Bài toán 4: Chứng minh rằng nếu đồ thị G  có n  đỉnh và  gọi  d v  là bậc của đỉnh v  thì ta luôn tìm được 

một tập độc lập với kích thước 
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  .  

Hơn nữa, nếu G  có e  cạnh thì ta luôn tìm được một tập độc lập với kích thước 
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Lời giải: 

 (Ta tiếp cận vấn đề một cách đối ngẫu dựa trên chứng minh định lý Turan bằng công cụ xác suất, xem thêm 

bài viết “ Định lý Turan và các hướng tiếp cận khác nhau trong chứng minh” ). 

Giả sử    1 2, ,..., nV G v v v . Ta chọn một hoán vị bất kì  1,..., n    ( có xác suất bằng 1

!n
 ) và xây dựng 

trên đó một tập S  theo quy tắc: ta đặt 
i  vào trong tập S   khi và chỉ khi là 

i   không có cạnh nối với tất cả 

các đỉnh  j j i . Theo cách định nghĩa này thì S  là một tập độc lập. 

 Đặt :X S  là biến ngẫu nhiên chỉ số phần tử của tập S . Khi đó ta có phân tích sau : 
1

i

n

v

i

X X


  , trong đó 
ivX  

là biến ngẫu đặc trưng của đỉnh iv  , có nghĩa là 1
ivX    hoặc 0 phụ thuộc vào việc iv S   hay iv S . Giả sử 

ta có một hoán vị  1,..., nπ π π  ta tiến hành xây dựng tập S  theo quy tắc nêu trên thì phần tử iv S  khi và 

chỉ khi iv  nằm ở vị trí thứ  in d v  và tất cả các phần tử 
 1 1

,....,
in d v

π π
 

 đều không phải là các lân cận của 

phần tử iv . Ta thu được    
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 , sử dụng tính tuyến tính của kì vọng ta được : 
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    . Điều này chỉ ra rằng đồ thị G  chứa một tập độc lập với 

kích thước 
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Áp dụng bất đẳng thức Jensen ta thu được đánh giá : 
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Sử dụng hằng đẳng thức Euler ,  
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d v e


 , ta được: 
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Bài toán 5: Chứng minh rằng : Đối với một đồ thị con bất kì của  ,G V E  với 2 1s tV n     ta luôn tìm 

được hoặc một tập độc lập kích thước s  hoặc là một clique kích thước t  . 

Lời giải : 

Bước 1: Đánh giá :Ta chứng minh bằng qui nạp theo s t . 



Bằng tính toán trực tiếp ta thấy khẳng định là hiển nhiên với 2, 2s t  ( Một đỉnh được xem như là 1-clique 

hoặc là tập độc lập với một phần tử; hai đỉnh được nối với nhau là 2-clique và nếu ngược lại thì là tập độc 

lập với hai phần tử )  

Giả sử khẳng định đúng với mọi s  và t  sao cho 1s t k   .  

Ta cần chứng minh khẳng định đúng với s t k  . Xét một đỉnh v A  , có các trường hợp sau : 

Trường hợp 1: v  có ít nhất 11 2 2
2 1

2 2

s t
s tn 
  

    đỉnh lân cận. Theo giả thiết qui nạp thì đồ thị con cảm 

sinh trên tập các lân cận của đỉnh v  hoặc là chứa một tập độc lập kích thước s  hoặc là chứa một clique kích 

thước 1t   . Do đó , G  hoặc chứa một tập độc tập kích thước s  hoặc một cilque kích thước t   

Trường hợp 2:  v  có 11
2 1

2

s tn  
   đỉnh không phải là lân cận. Áp dụng giả thiết qui nạp cho tập các đỉnh 

không phải là lân cận này ta tìm được hoặc là một tập độc lập với kích thước 1s   hoặc là một clique với 

kích thước t . Do đó , G  hoặc chứa một tập độc tập kích thước s  hoặc một cilque kích thước t     

Bước 2: Xây dựng cấu hình tối ưu:  

     Để thực hiện xậy dựng cấu hình tối ưu cho bài toán ta sử dụng mô hình đồ thị ngẫu nhiên  

( xem bài “Đồ thị ngẫu nhiên” )       

 Ta chứng minh khẳng định sau : 

Kết quả : Đồ thị 
1

,
2

G n
 
 
 

không chứa một tập đỉnh độc lập hoặc là một clique kích thước 22log 1n     với 

xác suất cao. 

Chứng minh : Với mọi tập con   ,S V G n p  với kích thước 22log 1t n    ; gọi SX  là biến ngẫu 

nhiên đặc trưng của tập S , có nghĩa là 1SX   nếu S  là một clique và bằng 0 trong trường hợp ngược lại . 

Khi đó ,   [SE X P S là clique]
 21

2

t

 
  
 

. Gọi X  là số các clique với kích thước t  trong đồ thị G . 

 Sử dụng tính tuyến tính của kì vọng ta thu được : 
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(trong đánh giá trên ta có sử dụng đến ước lượng 
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Áp dụng bất đẳng thức Markov đối với biến ngẫu nhiên không âm X  ta thu được đánh giá sau : 

 
  1

1 0
1 !
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t
     , khi n . Từ đây ta dễ dàng suy ra vế đầu của điều phải chứng minh. 

Lập luận tương tự ta cũng chỉ ra được rằng , đồ thị 
1

,
2

G n
 
 
 

không chứa một tập đỉnh độc lập kích thước 

22log 1n    với xác suất cao. 
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