binh ly Hall -Binh ly Konig
Truong Phuac Nhan, 24/07/2017

binh ly Hall:
Xét d6 thi ludng phan G =(X UY,E) v6i G=X UY Ia phan hoach cua tap dinh, trong d6 cac canh chi néi
cac dinh gitra hai 16p khéc nhau cta phéan hoach.
Mot cap ghép M cia G 1a mot tap céc canh doi mot phan biét , hiéu theo nghia khong ¢ dinh nao 1a dau
mdt caa hai hoic nhiéu hon hai canh thugc M .
Voi Ac X tadat N(A)={yeY:3xe X,(x y) e E}. Mot ghép cip M duoc goi la hoan hao tir X vao Y
néu n6 phu hét tat ca cac dinh caa tap X , mot ghép cap M dugc goi 1a pha dinh v néu n6 chira mot canh e
sao cho vee.

Két qua 1: (Hall)
i kién can va du dé G c6 mot ghép cap hoan hao 1a |N (A)|=|A|, VAc X .

Chirng minh :
Piéu kién can : Gia st {(x f(x))ixe X} la mot ghép cap hoan hao tir X vao Y . Khi d6 , dé dang nhan
thdy rang f lamot don énh tirtap X vaotap Y vado d6 voi moi Ac X taludnco [N(A)[=|f (A)=|A
Piéu kién dii : Gid sir [X|=n va M, [M|=m<n , lamot cap ghép ciia G . Ta s& chi ra rang ton tai mot
cap ghép voi m+1 canh.

Ta thyuc hién té mau cac canh cuaa cap ghéep M bdi mau do va cac canh con lai béi mau xanh. Bai vi
IM|<|X]| nén ton tai mot dinh khong dwoc phu béi cip ghép M, ta tam goi 1a dinh X, . Ta goi duong di P,
Xuat phat tir X , 1a luan phién néu cach canh d}ch t(j) mau thay doi luan phién nhau : xanh, (,1(7), {(anh, do,...

Goi X' X vaY'cY lacac tap dinh co the di den duoc boi mot duong di luan phién bat dau tai dinh x; .
Ta s& chitng minh rang Y’ chita mot dinh y, khong dugc pha béi cap ghép M . Gia sir phan ching , khi d6
v6i moi dinh y €Y’ ta luon tim duoc canh (g(y),y) dugc t6 mau do va hién nhién néu y =y’ eY’ thi
g(y)=g(y').Baygionéu yeY' thi g(y)e X', bsi vi mot duong di luan phién bat dau tir x, khidén y
két thic boi mot canh td mau xanh ( mdt con duong c6 do dai lé déu két thic tai Y ) va néu nd khong chira
dinh g('y) thita co thé bd sung thém canh (g(y),y). Khido [X'|=1+|g(Y")|=1+[Y’

viéc x, € X'. Mat khac tanhan thiy raing N(X')<Y' (néu xe X’ va P la mot dudng di luan phién bét

, trong d6 1 dén tur

dau tir x, dén x va y la mot lan can ciia x nhung khong nam trén P thi ta c6 thé mo rong P bang cach bo

sung thém canh (x,y) (duong di P két thiic bai mot canh dugc t6 mau do vi cée dudng di do dai chin két

thic tai X)) va sir dung diéu kién Hall ta duoc :
V2N (X)[=[x’

>1+Y’

Hall
Diéu mau thuan nay chi ra sy ton tai cia dinh vy, .

Dt P=(Xy, Y1, X0, Yar X Yias = Yo) 12 Mot dudng di luan phién bat dau tai dinh X, va két thic tai dinhy, .

Cap ghép M":=M + (%o, ¥ ) U { (X0 Vo )+ oot (s Viwa ) = {(Vr X )+ (in X, )} 0 Kich thuée m+1.
(Khi ta tién hanh xay dung tir cap ghép M sang cip ghép M’ hai dinh x,,y, s& dugc phu chinh xac mot lan
va cac dinh con lai cua duong di P dugc phu boi M thi cac canh cua cap ghép lién thuoc véi cac dinh nay
duoc tien hanh thay the nhung van dam bao chiing dugc phu chinh xac mot lan cac dinh cua cap ghép
khong nam trén P khéng bi anh huong ) .Tu ly luan ¢ trén ta suy ra dieu phai chieng minh.
Cho mot @6 thi G=(V,E). S <V dugc goi la tap phu dinh néu véi mei canh e =(x,y) cia dd thi G thi
hoac xeS hoac ye S (hoac la ca hai).

Néu M la mot cap ghép cua dd thi G va S Ia mét tap phi dinh thi [M|<|S|

Két qua 2: (Konig) Trong mot dd thi ludng phan bat ky ta luén c6
max{{M|: M la cap ghép}=min{S|: S la phu dinh}




Chitng minh : Gia st X ={X;, Xy, X },Y ={¥3, Voreos Yo} V& S ={X,., X, V1o Y5 | 12 tép phu dinh c6
kich thugc nho nhét. (néu can thiét ta c6 thé danh s lai thir tu cac dinh)

Ta chitng minh ton tai mot cap ghép vai kich thudc r+s.Goi H' 1a d6 thi con ludng phan cia G cam sinh
tren X' ={X, Yo X} VA& Y =Y LY Yoo Vo b = Vi1, Vorree Vi } - Gid ST tON tai Ac X' sa0 cho

N, (A)|<|Al. Taco thé thu dugc mot tap phi dinh N, (A) cia G c6 kich thuéc nho hon A, mau thuin
Vvéi gia thiét. Do do ‘N ‘> |A| Str dung dinh ly Hall ta tim duoc mot cap ghép M, tr X’ vao Y.
Lap ludn twong ty , ta cling tim dugc mot cap ghép M, tir {y;, ¥,,..., Yo} Va0 {X.1,X..,,.... X, } . Khi do , cap

ghép M =M, UM, co kich thuéc r+s. Tir day suy ra diéu phai chirng minh.

Luu y: Mot dieu rat Ii thd tir dinh Iy Konig ta c6 thé ching minh lai dinh Iy Hall , hay néi cach khac hai két
qua nay la twong dwong véi nhau , cai khac ¢ day chi la cach ma ta phat biéu bai toan.

Ciing glong nhu trong phan Chung minh . Ta s& chi giai quyét chiéu dao cua dinh Iy Hall, c6 nghia 1a chi ra
tinh dung dan cua khang dinh :

Néu [N (A)[2|Al, VA< X thi G c6 mot cap ghép hoan hao tir X vao Y
That vay, gia st phan chirng rang khdng ton tai cap ghép hoan hao tir X vao Y . Sir dung dinh ly Konig,
ton tai mot tap phu dinh C sao cho |C|<|X| ( do gia thiét phan ching nén mot cap ghép tir X vao Y c6
kich thuéc I6n nhat <|X|—1). Taxem xét hai tap C X va CY , nhan thay khdng c6 canh nbi giita
X \C va Y \C ( vi néu nguoc lai ta s& tim dugc mot canh trong d6 thi c6 hai dau khdng nam trong C, mau
thuan vei tinh phu dinh) , do d6 N (X \C) c CnNY . Nhung khi do6 :

IN(X\C)|<[CnY|=[C|-[CnX|<|X|-|[CAX|=|X\C].

Diéu nay thuin véi diéu kién Hall. Tir day suy ra tinh dung dan cua khang dinh.
Ung dung :

Bai toan 1: (Sperner) Cho X la mot tap hitu han va F la ho hiru han céc tap con cia X sao cho khong cd
tap con nao thuoc F nam trong mot thanh vién khac caa ho, ¢6 nghia 1a khong ton tai A,B € F sao cho

|X]
Ac B. Ching minh |F|< {|x|J
2

( xem thém vé bai viét « T6i wu tip hop” dé tim hiéu thém vé cach tiép can x4c suat cho van dé nay)

Chitng minh : Bat 2% 1a ho tat ca cac tap con caa X va ( k] la ho tat ca cac tap con cua X voi k phan

tir. Taxem 2% nhu tap dinh cia mot @6 thi ta ndi hai dinh A, B € 2* lai véi nhau néu |AAB| =1, trong d6
AAB:=(A\B)U(B\A) Ia hi¢u ddi xtng , diéu nay c6 nghia la mot trong hai tap bang tap con lai b6 sung
thém mot phan tir.

X ) X X X
Ta xét d6 thi con ludng phan cam sinh tur d6 thi néu trén Ién hai tap ( k] va [ j Vi k < % LT

k+1

) s . X
nhan xét & phan trén ta nhan thay rang c6 canh noi gitra Ae( k] va Be (k 1
+

X .
j néu Ac B. Tasg€ ching
minh rang diéu kign Hall théa man véi d thi lugng phan nay : [N (U)|2|U|, YU < X .That vy, sir dung

. . . . X X
phuong phap dém bang hai cach : dém so céc bc_‘){(A, B):AeU c( kj' B e[k J, Ac B}
+
~ X
Cach 1: V6i mdi AeU lién hop véi |X|—k tap Be(k J sao cho AcB. C6 (|X|—k)[U]| ba.
+

, . X ). . X )
Céch 2: Voimdi B e N(U)C[kﬂj lién hop voi k+1 tap Ae( kj sao cho AcB. Co <(k+1)|N(U)

bo.




T day ta suy ra h¢ thac : (|x|—k)|u|s(k+1)\|\|(u)\:\N(U)\zp(lJ_‘lk|u|2|U| ( boi vi k<@),
+

\ X X
Theo dinh ly Hall : ton tai mot cap ghép hoan hao tir ( k] vao (k J.
+
[X]

\ X X
Lap luan twong tu cho truong hop k > o ton tai mot cap ghép hoan hao tu [k 1] Vao ( k] .
+

X
1
duong di phan biét. Dé thuan tién ta s& chi goi 1a dudng di thay vi duong di thudc hé.

Nhén xét 1: Theo cach ta xay dung trén thi néu hai dinh A, B nam trén cung mot duong di thi A< B hoac
BcA.

Codng viéc tiep theo cua ta la di tim mot chan trén cho s6 16n nhat c6 thé ¢ cac duong di.

Nhan xét 2: M&i dinh thuoc 2* déu nam trén chinh xac mot duong di thudc hé va mdi duong di chira ti da

. . ) ) X X
Bang céch tong hop céc cap ghép gitra cac tap ( OJ[ }GX J ta vira chi ra ¢ trén ta thu dugc mot hé

X IX|
mot dinh thuoc | | [X| | | néncotoidala || [x| || duongdi.
2 2
|
Két hop véi nhan xét 1 trén thi ta suy ra |F| < {|x|J , dpcm
2

Bai toan 2: Ching minh rang : Néu G =(X LY, E) la mot do thi ludng phan sao cho
|N(S) >[S|-d VS < Xthi G c6 mot cap ghép tir X vao Y véikich thuse =|X|-d .

Lo giai : Ta thuc hién bo sung thém d  dinh méi vao tap Y noi mdi dinh méi nay véi tat ca cac dinh nam
trong X ta thu dugc mot do thi ludng phan mai, ta tam goi 1a G'.Thi ta nhan thay ngay rang :

INg (S)[=[S] vS = X
(boi vi tap S co téi thiéu Ia [S|—d 1an can trong d6 thi G va cong thém véi d dinh méi bd sung thém thi sé
lan can cua tap S trong G’ tdi thiéu 1a |S|). Sir dung dinh 1y Hall ta tim dwgc mot cap ghép hoan héo tir
X vao Y . Tatién hanh loai bo di cac canh cua cap ghép lién thudc véi cac dinh méi, cotéida la d canh
nhu vdy. Do d6 ta ludn tim dwoc mot cap ghép tr X vao Y véi kich thuée >|X|—d .

Bai toan 3: Cho A, A,,..., A, 1a ho c4c tap con ciia tap hitu han A va cho truéc cac sé tu nhién d,,d,,...,d, .
Chirng minh rang :Diéu kién can va du dé ton tai cac tap D, = A sao cho |D,|=d, véi moi 1<i<nla

Ua

iel

>>d;, VI <{1,2,..,n}

iel

Loi giai : Moi tap A c6 dang A ={a1.1,a12,...,a1.ti }V(’ri 1<i<n.Tatién hanh xay dung d6 thi ludng phan
G=(XUY,E)trongds X =| J{a;:1<j<d}, Y=Atandidinh a; e X véi ac A néuvachinéu acA.
i=1

Khi d6 viéc ton tai cac tap D, = A sao cho |D|=d; véi mei 1<i<n tuong duong véi viéc ton tai mot cach

UA

iel
( phép chirng minh ciia sy kién nay khong qua kho nhung viét ra cu thé kha la dai dong va chong chéo nhiéu
ki hi¢u , s& don gidn hon néu nhu ta minh hoa hinh anh cho van dé va khi dé tinh twong duong la hién nhién)
Tu dinh ly Hall ta suy ra diéu phai chang minh.

ghép cap tir X vao Y . biéu kién >>"d,, VI <{12,.., n} tuong duong véi [N (S)[=[S], VS = X

iel




Bai toan 4: Cho mot ma tran véi cac phan tir la cac sb dugc chon tlly y. Mot « duong thing” trén ma tran la
mot hang hoic mot cot ciia ma tran . Chieng minh rang : s6 nhé nhit cac duong thiang can thiét dé phu cac
phan tir khac khong ciia ma tran bang vai s 16n nhat cac phan tir khéac khong sao cho khong cé hai phan tir
nao nam trén cuing mot duong thang.

Lai giai : Ta tién hanh xay dung d6 thi ludng phan G = ( X UY, E) trong d6 X la tap cac hang tuong urng
ciia matran, va Y latap cac cot twong tng cua ma tran , ta ndi hai dinh cua d6 thi bing mot canh néu hai
duong thang twong tng ¢ giao la mot phan tir khac khéng.

Khi d6 : S6 nho nhét cac dudng thang can thiét dé phu cac phan tir khac khong 1a sé phan tir nho nhat cua
tap pha dinh, s6 16n nhat cac phan tir khac khong sao cho hai phan tir bat ki khéng nam trén ciing mot duong
thang twong (rng véi kich thudc 16n nhat caa cap ghép. Két qua trong bai toan duoc suy ra tir dinh Iy Konig.
Tai liéu tham khao:

Cac bai giang trén internet




