Cac bai toan ve giao cia mot ho tap —phan 1
Truong Phudc Nhan , 25/07/2017
Siéu lgc va tinh Helly
Mot siéu loc trén mot tap X 1a mot ho F gom céc tap con thoa man hai diéu kién sau :
i) Néu AcF,AcB thi BeF

i) CO6 chinh xac mot trong haitap A hoac A (ki hiéu phén bu cua tap A trong X ) nam trong ho F .
Mot ho F goi la cé tinh chat giao néu hai thanh vién bat ki cua ho c6 giao khac rong.

Tinh chit 1: Moi siéu loc déu Ia ho c6 tinh chét giao, va mét ho c6 tinh chat giao bét ki déu dwoc chira trong
mot siéu loc.

Chirng minh:

Khang dinh 1: Moi siéu loc déu 1a ho 6 tinh chit giao

Chitng minh khang dinh 1:

That vay, goi F la mot siéu loc. Néu ton tai hai thanh vién A, B phan biét ( ¢ ddy ta hiéu theo nghia 1a hai

tap nay c6 phan giao bing rdng ) thi phin bl B s& chira A, do d6 B namtrong F theo i). Nhung diéu nay
lai mau thuan vai ii) vi F khong thé chira dong thoi B va B.

Khang dinh 2: Mot ho ¢ tinh chét giao bat ki déu duoc chira trong mot siéu loc
Chitng minh khing dinh 2:
Chon mét ho c6 tinh chit giao bat ki. Ta tién hanh mé rong ho ndy dé nhan dugc mot siéu loc theo cach sau.
Néu c6 mot tap khéng nam trong ho va viéc bd sung thém tap nay van dam bao cho tinh chit giao thi ta thém
tap nay vao ho. Sau d6 ta bd sung thém téat ca cac tap con c6 chira it nhat mot thanh vién vao ho .
Ta ching minh rang ho F thu dugc theo cach trén 1a mot siéu loc. That vy, gia sir phan ching ton tai mot
tap A sao choca A va A déu khong thuoc ho F . Thi theo céch ta xay dyng thi tap A phai phan biét vai it
nhat mot thanh vién B thudc ho F va do d6 B duoc chira trong A. Biéu mau thuin nay chi ra sy dang dan
ctia cach ma rong. Tur day suy ra diéu phai chang minh.
Ta nhic lai mot két qua quen thudc caa Helly trong hinh hoc to hop :

“ Trong khong gian Euclid R* cho n>k +1 tap 16i sao cho k +1 tap 16i c6 giao khéc rdng thi tt ca n
cac tap 16i nay phai c6 mot diém chung
Véi mot ho cac tap con bat ki ( khdng nhat thiét 1a 16i ) ta c6 mot két qua sau vé tinh Helly :

Két qua 2: Cho F 1a mot ho va k 1a kich thuéc cua thanh vién nho nhat cua ho F . Néu k +1 thanh vién
bat ki déu co giao khac rong thi ton tai mot phan tir nam trong tat ca cac thanh vién cuaa ho.

Chitng minh: Gia sir phan ching rang giao cua tat ca cac thanh vién cua ho F 14 tap rong va ta chon ra mot
thanh vién A={x,,..., %} € F . Theo gia thiét phan ching thi véi m&i phan tir x,,i =1k ta luon tim dugc
mot thanh vién B, sao cho x ¢ B,. Do d6 AnNB,NB,N..nB, =, diéu nay mau thuan vai tinh Helly.

Ta suy ra diéu phai chang minh.

Ho giao toi dai

Cho F lamot ho k— déu cac tap con (tir k — déu ¢ day hiéu theo nghia la cac thanh vién cta ho déu co k
phan tir , xem thém cac bai tiép “Cac bai toan vé tip hop”, “Téi wu tap hop-phin 17, “Design”

va “Md hinh Design- Tap difference” thudc vé chu dé tap hop) caa mot n—tap.

Tagoi ho F 14 c6 giao toi dai néu nhu :

i) F 1a ho c6 tinh chét giao

i) Néu ta bd sung thém bat ki mot k — tap méi vao ho F s& vi pham tinh chét giao , c6 nghia 1a v&i moi
AgF va |A=k ho FU{A} khdng co tinh chat giao.

Trong truong hop n <2k —1 thi ho giao tdi dai Ia ho gdom tat ca cac k —tap con. That vay, xét hai k — tap
bat ki A, B thi |ANB|=|A/+|B|—|AUB|=k+k—n>2k—(2k—1)=1 nén mot ho gom cac k — tap con tap
con bt ki ludn c6 tinh chét giao. Gia sir F 14 ho tdi dai nhung khong chira tit ca cac k —tap con thi ta tim
dugc mot k —tap con A khdng ndm trong F , theo dinh nghia cua tinh giao téi dai thi F U { Al khong c6

tinh chat giao nén tn tai k —tap con B sao cho ANB =, diéu ndy mau thuan véi tinh chat vira chi ra. T
day suy ra dieu can khang dinh.
Ta chi can xét truong hop n>2k. Dat f (k)= sé n nhé nhat c6 thé co dé ton tai mot ho téi dai k — déu.




Ta dua ra mot danh gia can trén thd cho f (k) nhu sau: Xét ho F gom tét ca cac duong thang cia mt
phang xa dnh c6 bac bang k —1 ( xem bai viét “C4c bai todn vé tip hop”, “Designs”, “Bai tosn thuc té va
ly thuyét trudang hiru han” trinh bay vé co so ly thuyét , cac tinh chat va ang dung cua mit phang xa anh)
thi khi d6 ta biét rang |[F|=n=k” -k +1 , luu y rang theo dinh nghia ciia mit phang xa anh thi mdi duong
thang la mot k —tap con va hai duong thang bat ki ludn giao nhau tai mot diem ( hay néi cach khac F 1a ho
c0 tinh chat giao). Ta can ching minh tinh toi dai caa ho F bang khang dinh sau: “Néu A la mot k — tap
con c6 giao vai tat ca cac duong thang thi A la mot duong thang”. That vay, voi hai diém phan bi¢t bat ki
X,y € Ata c6 thé xac dinh duwgc mot duong thang | e F di qua ca hai diém nay. Gia su phan chang A khong
phai la mot duong thang thi ta co tim dugc diém zel1\{x, y} nhung z ¢ A. Theo cac két qua vé mat phang

xa anh thi c6 k dudng thang phan biét di qua z va chlng giao véi A tai k giao diém a,,a,,..,a, (hruy
rang z¢ A nén a, = z,Vi , theo tinh chat cua mat phang xa anh a =a, (i= j) ) ma A l1a k— tap nén
A={a,a,,.,a,}. Nhung hai diém X,y € A nén duong thing di qua x,z phai khac véi duong thang di qua
y, z, diéu ndy mau thuin voi tinh thang hang cia x,y,z (& ddy thing hang hiéu theo nghia ciing nam trén
mot duong thang).

Turcac ap luantréntasuy rarang : f (k) <k®—k-+1 véi tat ca cac gia tri k sao cho ton tai mat phang xa
anh bac k —1.

Két qua 3: (Furedi) Cho F 1a mot ho t6i dai cac k —tap con ciia mot n—tap .
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Néu 2k <n< thi s6 thanh vién caa ho F phai I6n hon k?.

1+2Ink

Chirng minh: Ta thuc hién danh gia s6 N céc by (A, B), trong d6 A la mot thanh vién ciaho F con B 1a
mot k —tap con phan biét voi A (hiéu theo nghia 1d AN B =) theo hai huéng khac nhau :

. . n .
Céch 1: Méi tap B khong co giao vai it nhat mot thanh vién caa ho F , N z[kj—|F| (tinh t6i dai cua ho F)
. Kior st i A e n—k n—k
Céch 2: Mbi thanh vién Ae F khong co giao véi toi da ) tap B, N <|F|. )
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Tur day ta thu duoc danh gia : |F|>———

(do ANB=Z nénBc A)
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