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Cho G=(V,E)lamot do thi dinh huéng. Goi a=v,,V,,...,v, =b va a=w,,W,,...,w, =b1a hai duong di
trong G xuét phét tir dinh a dén dinh b . Hai duong di duoc goi la phan biét néu v, = w, véi i=12,.., k-4
va j=12,...,1-1. Mot tap dinh S duogc goi 1 tdch dinh a véi dinh b néu véi moi dudng di tir dinh a dén
dinh b chua it nhit mot dinh thuoc tap S .

Bai ton : (Menger) Cho a,b 1a hai dinh ciia mot do thi dinh huéng G =(V,E) sao cho (a,b) 2 E.
Goi m la sb tbi da cac duong di phan biét tir dinh a dén dinh b va | 1a kich thudc tbi thiéu caa mot tap dinh
S tach a voi b sao cho Sn{a,b} = . Khido: | =m

Chitng minh : Pé thuan tién trong viéc trinh bay chang minh cua dinh Iy Menger ta sé ndi S 1a tap tach
thay vi phai ndi S tach dinh a véi dinh b . Ta chirng minh khang dinh cua bai toan bang qui nap theo |
trong truong hop 1 >1.

Véi 1 =0. Khi do khong c6 tap dinh S nao tach dinh a vaidinh b sao cho S {a,b} =& nén khong c6
duong di ndo xuat phat tir dinh a dén dinh b .
Nhan xét : | >m. That vay, mdi tap dinh S tach a v&i b nhung khong chira hai dinh a va b chua it nhat
mot dinh tir mdi duong di phan biét tir a dén b nén [S|>m.

Tur nhan xét trén nhan thay rang chi can chitng minh m>1.

V6i | =1. Khi d6 ta tim dwgc mot dinh u khac a,b sao chotap S ={u} tach a voi b nén c6 it nhat mot
duong ditir a dén b hay m>1 nén m=1=1.

Gia stir khang dinh cuia bai toan da duoc kiém ching vai cac gia tri <1 -1. Gia st phan chiing khang dinh
cua bai toan sai vai gia tri | hay ndi cach khac ta tim dugc mét do thi dinh huéng G ¢0 hai dinh a,b
(a,b) ¢ E(G) sao cho c6 téi da | -1 dudng di phan biét tr a dén b va kich thuéc toi thiéu cua mot tap tach

S Sn{ab} =@ bang I. Trusc khi di vao phan chinh ciia chirng minh ta c6 mot s6 quan st sau

Khéng dinh 1: Véi moi veV \{a,b} hoic la (a,v) e E(G) hoic la (v,b) 2 E(G).

That vay, néu a,v,b tao thanh mot duong di trong G thi v nim trong mot tap tach S thoa Sn{a,b}=2 .
Do do, S'=S\{v} tach a véi b trong dd thi G'=G\{v}.

Ngugc lai, néu S’ tach a véi b trong do thi G’ thi S"U{v} tach a véi b trong do thi G .

Do do, |S’

Str dung gia thiét qui nap , dd thi G’ chira | —1 dudng di phan biét tir a dén b va cac duong di nay cung véi
duong di a,v,b cho ta | duong di phan biét tir a dén b trong d6 thi G, diéu nay mau thuan véi gia thiét.

Khéng dinh 2: Néu S la mot tap tach téi tiéu , c6 nghia la |S|=1 trong d6 thi G va S{a,b} =@ thivéi
moi se S hoic 1a (a,5) € E(G) hoic la (s,a) e E(G).
That vay , dit P(a,S) la tap tat ca cdc duong di trong do thi G xuét phat tir a két thic tai mot dinh se S

>1—1 va dau “=" xay ta voi mot sb tap tach nao d6 nam trong G'.

va khong c6 dinh trung gian namtrén S; P(S,b) 1a tap tat ca cdc duong di trong do thi G xuét phat tir mot
dinh se S két thic tai b va khong co dinh trung gian nam trén S. Do S 1a mot tap tach, véi moi duong di
tur a den b trong do thi G chua it nhat mot dinh nam trong S nén duodng di nay c¢6 phan dau nam trong
P(a,S) va phan cudinamtrong P(S,b). Sir dung tinh tdi tiéu cia tap S ta suy ra véi mdi se S co mot
duong ditir a dén's vatr s dénb.

Goi 1(a,S) latap hop tat ca cdc dinh trung gian ciia cdc duong di ndm trong P(a,S) ; 1(S,b) latap hop
tét ca cdc dinh trung gian ciia cdc duong di nam trong P(S,b).
Khéng dinh 2.1: 1(a,S)n1(S,b)=Q
That vay, néu 1(a,S)1(S,b)=@ thiton tai mot dinh ce1(a,S)1(S,b) sao cho c6 mot duong di tir a

dén ¢ khong co cac dinh trung gian nam trong S va mot dudng di tir ¢ dén b khong c6 cac dinh trung gian
nam trong S . Bang cach noi hai duong di nay lai vai nhau ta thu dugc mot duong di tir a dén b khéng co
dinh trung gian nam trong S, mau thuan véi tinh tach cua tap S .




Khing dinh 2.2: |(a,S)=%@ hodc 1(S,b)=2.
That vay, néu ca haitap 1(a,S) va 1(S,b) déu khéc rdng thi ta xét dd thi H =(V (H),E(H))
xéc dinh boi :

V(H)={a}usul(s,b)u{b}={a}u{veV : v ndmtrén mot dudng di thuoc P(S,b)}
va E(H)={(a
Do I(a,S)nI(
v (H) <V (6. | |

Goi T la mot tap tach trong do thi H vagiasir a,bgT . Goi = 1a mot duong ditr a dén b trong G va
7' 1a phan sau cia dudng di ndy nam thuoc P(S,b). Khidé z' 1a mot duong di tr mot dinh se S dén b

s):seSEu{(v,v') e E:(v,v')nam trén mot dudng di ndm thuoe P(S,b)}
,b)= (theo khang dinh 2.1) va 1(a,S)=@ suyra 1(a,S)nV (H)=2 nén

Theo cach ta xay dung thi (a,s) 1a mot canh nam trong H , bang cach ndi (a,s) voiduong di 7’ tathu

dugc mot duong ditir a dén b namtrong H. Do T la tap tach trong H nén T chira mot dinh trung gian
cua duong di nay suy ra hoac s eT hoac c6 mot dinh trung gian cia ' namtrong T . Suyra T tach a voi

b trong G nén [T|>1. Do |V (H)|<|V (G)|, bing cach sir dung gia thiét quy nap ta suy raco | dudng di
phan biét tir a dén b namtrong H . N6i theo mot cach khac, voi mdidinh se S ton tai mot dudng di
7,(s)e P(S,b) tir s dén bsao cho | duong di 7, (s) phan biét nhau.

Lap luan tuong ty, voi mdi s S ton tai mot dudng di 7, (s) € P(a,S) tr a dén s sao cho | duong di
7, (s) 1a phan biét nhau. Bang cach néi cac duong di 7, (s) voi cdc duong di «, (s) ta thu duoc | duong di
phan biét tir a dén b trong G, diéu ndy mau thuan vei gia thiét ve do thi G .

Tu khang dinh 2.2 ta suy ra khang dinh 2. ‘ ’ ’
Tiep theo ta den voi doan chirng minh qui nap : Xeét tap cac do thi G thoa man tinh chat néu trong gia thict
phan chirng sao cho s6 cac dinh la nho nhat co thé. Trong tap hop nay ta chon ra mét do thi cé so cac canh
nhé nhat, ta ciing goi do thi nay la G =(E(G),V (G)). Goi e 1a mot canh bat ki, ta xét do thi

=G\{e} =(V(G),E(G)\{e}). D& dang nhan thay c6 tdi da | —1 duong di phan biét tr a dén b trong
G', do G'la mot do thi con ciia G . Dat S(e) latap tach trong G’ khdng chira hai dinh a,b va c6 kich
thuéc nhé nhat. Sir dung tinh chét téi tiéu ciia d6 thi G tasuy ratap S(e) chira téi da I -1 phan ti. Néu
e=(v,V,) véi v, #a thi S(e)u{v,}1a mot tap tach trong do thi G, boi vi mot duong di bat kitr a dén b
hodc chira mot dinh thugc S (e) hogc chira canh e. Lap luan tuong tu néu v, = b ta ciing thu dugc
S(e)w{v,} tach a vai b trong G .
Didu nay suy rarang : [S(e)|=1-1.
Xét duong di ngin nhat tir a dén b nam trong G va goi a,v,V' 1a phan dau cia duong di ngan nhét nay.
Khid6 v'#b (theo khing dinh 1). Bang céch dat e =(v,V)tasuy [S(e)|=1-121va S(e)u{v} lamot tap
tach trong dd thi G co kich thuéc bing |. Do (a,v)e E(G) tasuy rarang (s,b) e E(G) véimoi seS(e).
Lap luan tuong tu tasuy ra S(e)U{v'} 1a mot tap tach trong G . Néu (a,v') e E(G) thi ta tim dwoc mot
dudng di ngén hon xuat phat tir a dén b, diéu nay mau thuan véi gia thiét. Do d6 (a,v') ¢ E(G)ta suy ra
(V',b) € E(G) ( theo khing dinh 1 va 2) nén (s,b) e E(G)véi moi seS(e), diéu ndy mau thuan véi khang
dinh 1 . Két thdc ching minh.
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