Phi ham Euler
Truong Phuéc Nhan, 07/09/2017
Phi ham Euler ¢(n) dugc dinh nghia la sé c4c s6 nguyén duong nho hon n va nguyén té cing nhau véi n,

hay néi cach khac ¢(n) =‘{k e[n]:(k,n)zl}‘

Két qua 1: Néu m,n I hai s nguyén dwong nguyén t6 ciing nhau thi véi moi s6 nguyén c¢ ton tai duy nhat
mot bo s6 (a,b) théa mén c=ma+nb (modmn) véi 0<a<n-1va 0<b<m-1.

Chirng minh : Ta chi can ching minh ring tap {ma+nb|0<a<n-10<b<m-1} [a mjt h¢ thing du day
da modulo mn.
Gia st ma, +nb, =ma, +nb, (modmn) véi 0<a;a, <n-1va 0<h;b, <m-1.
= ma, +nb, =ma, +nb, (modn)
Suy ra ma, = ma, +nb, =ma, +nb, =ma, (modn).
Do (m,n)=1suyraa =a, (modn) nén a,=a, (ltuy: 0<a;a, <n-1).
Lap luan tuong ty ta suy ra b, =b,. Tir phan tich trén ta suy ra mn s nguyén ma+nb doi mot khong dong
du nhau theo modulo mn, dpcm.

Két qua 2: ¢(n)= n(l—iﬂl—i}.{l—i] ,trong d6 n= p{ps...p voi p; la cac sb nguyén té phan
pl p2 n

bi¢t va o, nguyén duong

Chirng minh thir nhat : Ta can dén bo dé sau trong qua trinh 1ap luan

Bo dé : So cac so nguyén dwong nhé hon hoic bang n la boicua d la LHJ , trong d6 | x| 14 s6 nguyén Ién
nhat khong vurot qua X .

Chirng minh bé dé : D& dang nhan thay cac boi cia d ma nho hon hoic bang n 1a d,2d,...,{§Jd ( bai vi

theo dinh nghia cta phan nguyén thi n < QEJ +1jd

Tré lai bai toan ban dau, theo dinh 1y co ban ciia s6 hoc ta suy ra n= p pi...p%" , trong d6 p, 1a cac s6
nguyén tb va a, nguyén duong .
Pit A Ia tap cac s nguyén duong khong vuot qua n va chia hét cho p,.
m
Khid6 | JA 1atap cac so nguyén duong khong vuot qua n khdng nguyén té ciing nhau véi n.
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Theo dinh nghia caa phi ham Euler thi ta suy ra ngay rang

Ap dung nguyén ly bao ham — loai trir ta suy ra rang :
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Theo cach ta dinh nghia cac tap A va dva vao bo détasuy ra:
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Két hop céc tinh toan trén lai ta thu duoc :
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Chirng minh thir hai : Ta can dén két qua phy sau trong qué trinh lap luan :
B6 dé : Néu m,n la hai s6 nguyén duong nguyén to cting nhau thi ¢(mn)=g(m)gé(n)

Chirng minh : Béng cach ap dung két qua 1), ta suy ra rang véi mdi sé nguyén duong ¢ €{1,2,...,mn} ta

luén xéc dinh duoc duy nhat mot bo s6 (a,b) €{0,1,...,n—1}x{0,1,..,m—1} sao cho c=ma+nb (modmn).
Nhan xét : (c,mn)=1 khi va chi khi (a,m)=(b,m)=1
Thét vay, do (m,n)=1 nén:

(c,m)=(ma+nb,m)=(nb,m)=(b,m)
va (c,n)=(ma+nb,n)=(ma,n)=(a,n)
Suyra: (c,mn)=1 khi va chi khi (c,m)=(c,n)=1 khi va chi khi (a,n)=(b,m)=1
Do ¢6 ¢(n) s6 ae{0,1...,n—1} nguyén to cling nhau véi n va ¢(m) sé be{0,1,...m—1} nguyén to cing
nhau véi m nén két hop véi nhan xét trén ta suy ra rang c6 ¢(m)g(n) sé nguyén duong nhé hon mn va
nguyén té cting nhau véi mn . Theo dinh nghia cua phi ham Euler ta suy ra g¢(mn)=g(m)g(n).
Tré lai voi bai toan , bang cach ap dung b dé vira chizng minh ta nhan thay rang néu n = p*ps...p% thi
#(n)=(py )4(ps7)..4( Pir) nén vén dé cia ta la xac dinh gia tri cia ¢( p*) véi p nguyén té va a
nguyén duong. Str dung b6 dé phu trong chirng minh tha nhat ta suy ra cd p“* sé nguyén duong khong

vuot qua p* nén ¢(p”)=p“—p**=p" [1—1)
p

Do dotasuyra:

o1=o6 (12 (12 ) g (2 oo 12 o) o2
= p(m=rft- L2 ) fo- L]

Tai lieu tham khao :

[1]. Bai giang Algebraic Combinatorics cua Lionel Levine , 15/02/2011

[2]. Melvyn B. Nathanson, Additive Number Theory — Inverse Problems and the Geometry of Sumsets ,First
Edition.

[3]. Truong Phudc Nhan, Nguyén ly bao ham — loai trir, 28/08/2017



