Bài 75. Cho tam giác ABC nhọn có 
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 nội tiếp đường tròn 
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. Đường tròn tâm P đường kính BC cắt AB, AC lần lượt tại F và E. Gọi giao điểm của BE và CF là H. Vẽ HD vuông góc với BC tại D. Gọi K là giao điểm của EF và AH. Gọi I là trung điểm của AH. IC cắt đường tròn 
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 tại M khác C. Chứng minh rằng:

          a) Ba điểm A, H, D thẳng hàng.                                    
          b) Ba điểm B, K, M  thẳng hàng.
          c) Gọi T là giao điểm của các tiếp tuyến tại B, C của đường tròn 
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. Gọi S là điểm đối xứng T qua BC. Gọi J, N theo thứ tự là giao điểm của EF với SN, SC.  Chứng minh rằng đường tròn ngoại tiếp tam giác BHC tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác SJN.

	a) Do E, F thuộc đường tròn 
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 nên ta có 
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, suy ra BE vuông góc với AC và CF vuông góc với AB. Tam giác ABC có hai đường cao BE và CF cắt nhau tại H nên H là trực tâm cả tam giác. Do đó AH là đường cao của tam giác ABC hay AH vuông góc với BC. Mà ta có HD vuông góc với BC, từ đó suy ra AH và DH trùng nhau. Do đó ba điểm A, H, D thẳng hàng.

b) Tam giác EAH vuông tại E có EI là đường trung tuyến nên 
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. Do đó tam giác IAE cân tại I, suy ra 
[image: image8.wmf]·

·

IAEIEA

=

. Mà 
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 nên tam giác PEC cân tại P nên suy ra 
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 và ta cũng có 
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. Do đó ta có biến đổi góc 
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, từ đó suy ra 
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, nên IE là tiếp tuyến của đường tròn 
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Ta có 
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 nên tứ giác ABDE nội tiếp đường tròn nên suy ra 
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. Mà ta có 
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, nên ta được 
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. Hai tam giác IEK và IDE có 
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 và 
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 chung nên tam giác IEK đồng dạng với tam giác IDE. Từ đó ta suy ra được 
[image: image22.wmf]IEIK

IDIE

=

 hay 
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. Hai tam giác IEM và ICE có 
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 và 
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 chung, nên tam giác IEM và tam giác ICE. Từ đó suy ra 
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 hay ta được 
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. Do đó ta được 
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 hay ta được 
[image: image29.wmf]IKIM

ICID

=

 nên tam giác IKM đồng dạng với tam giác ICD. Từ đó ta suy ra 
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 nên ta được KM vuông góc với MC. Mà ta lại có 
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 nên ta được BM vuông góc với MC. Từ đó ta được hai tia BM và KM  trùng nhau. Vậy ba điểm B, K, M thẳng hàng.
c) Để ý đến các tứ giác nội tiếp đường tròn 
[image: image32.wmf]·

·

·

·

·

90

FNC 180NFCNCF2ACB180FPC

=--==-

 nên tứ giác CNEP nội tiếp đường tròn. Chứn minh hoàn toàn tương tự ta cũng có tứ giác BPJF nội tiếp đường tròn. Gọi X là giao điểm thứ hai của hai đường tròn ngoại tiếp tam giác BPF và CNE. Khi đó ta có 
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 nên tứ giác XHBC nội tiếp đường tròn. Mặt khác 
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. Mà do tính đối xứng của S và T nên suy ra tứ giác MSJX nội tiếp đường tròn. Từ đó ta có biến đổi góc 


[image: image35.wmf]·

·

·

·

·

·

·

BXJAFEACBXCBXCAXCBXNJ

===+=+


Từ đó suy ra đường tròn ngoại tiếp tam giác BXC tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác SNJ. Do vậy đường tròn ngoại tiếp tam giác HBC tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp tam giác SNJ.
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