Cau hinh t6 hop lién két véi do thi strong regular
) Truong Phuac Nhan, 28/07/2018
1. Pinh nghia & tinh chat co ban

Do thi strong regular, ky hiéu béi srg (v,k, 4 «), [a mot do thi déu bac k vséi v dinh thoa man cac diéu
kién:

(1) Véi hai @inh x,y lién hop nhau, cé chinh xac A dinh dugc ndivadica x va y.

(2) Véihaidinh x,y khéng lién hop nhau, c6 chinh xac x dinh dugc néivéica x va vy.

Hién nhién, mot do thi 1a hop cua m do thi diy du K, ciing 1a mot srg(km, k—1,k—2,0).

Khong qua kho khan dé kiém tra rang dd thi bd G ciia mot srg(v,k, 4,4) G 1a mot
srg(V,V—k—l,V—Zk +,u—2,v—2k+i).

D¢ loai bo di céc truong hop tam thuong, bang cach xem xét cac do thi strong regular va ca phan bu cia
né deéu lién thdng, tuc la ta s gia st O< u <k <v—1 (truong hop =0 kéo theo rang do thi la hgp cua cac
do thi day du). , , ,

Mot hé thuc lién hé gitra cac tham so v, K, 4, 4 dugc tim thay nhu sau thiét 1ap nhu sau:

Xét mot dinh x bat ky va phan hoach céc dinh khac thanh hai tap: tap I'(X) céc dinh lién hop véi x va
tap A(x) cac dinh khong lién hop vai x.

Tur dinh nghia cua dd thi strong regular, T'(x) chua k dinh va mdi dinh nay dwoc ndi véi 4 dinh cua
I'(x). M&i dinh trong A(x) duoc néi véi u dinh nam trong T'(x).

Sir dung y tuéng dém so cac canh c6 mot dau mat nam trong T'(x) va mot dau mat khac ndm trong
A(X) béng hai cach, ta thu duoc k(k—2-1)=pu(v-k-1).

Ma trén lién hop A cua mot dd thi G véi v dinh 1,...,v la mot (0,1)-matran cdp vxv véi a; =1 néu va
chi néu dinh i va j duoc ndi v&i nhau. Hién nhién A 1a mot ma tran di xang vai tat ca cac phan ti trén
duong chéo chinh déu bang 0. N o

Tur dinh nghia cta ma tran lién hop ta dé dang nhan thay rang:

G lamot srg(v,k, 4, u) khivachikhi AJ=kJ va A*+(u—2)A+(u—k)I=ul.
2. Céu tric dai s6 cia mdt dé thi strong regular , ‘ ‘ q

DPai s6 Bose-Mesner A cua mot do thi strong regular G la mot dai s6 3 chieu A bao gom cac to6 hop
tuyén tinh cia 1,J va A. Dai s6 nay chira cac ma tran d6i xirng giao hoan 1an nhau.

Sau day ta s& chi ra rang matran A c6 ba khdng gian con riéng trong R" va cac khong gian nay dong
thoi ciing la cac khong gian con riéng cia mot phan tir bat ky cia dai so A .

(v=1)(u—1)—2k

Ju=2) +4(k-p)

va

Két qua 1. Néu ton tai mot srg(v,k, 4, 1) thicacsd f ::% v—1+

g Lly_g ()2

2 Ju=2) +4(k-p)

la c&c s6 nguyén khdng am.

Ching minh. Gia sir A la ma tran lién hop cua srg(v, k,i,/,t). Str dung hé thuc AJ =kJ ta suy ra vector
j= (1,1,...,1)T la mot vector riéng cua ma tran A vai gia tri riéng tuong ung la k . Tu tinh lién thdng cua
srg(V,k, 4, ) tasuy ra gia tri riéng k co sé boi bang 1.

Gia st x la mot gié tri riéng khac cua A. Do A la ma tran dbi xtmg nén vector riéng twong tng véi x
phai truc giao voi j va do d6 ta thu duge phuong trinh X* +(u—A)x+(u—k)=0, luu ¥ dén h¢ thic

A+ (u—2)A+(u—k)I =u .

Giai phuong trinh bac hai nay ta tim dugc hai nghiém r,s = %{/1 —U i\/(){ —,u)2 +4(k —,u)}.

Giasir f va g lan luot Ia sb boi cua cac gid tririéng r va s ciamatran A.




Khido, taco 1+ f +g=v, tr(A)=k+ fr+gs=0.
Giai hé phuong trinh tuyén tinh trén va st dung cong thic tinh r,s ta thu duoc két qua sau:

L)y DAk | 1] ()2

2 Ju=2) +4(k-p) 2 Ju=2) +4(k-p)
Nhan xét.

e Biéu thuc tinh s boi f va g cd thé duoc viét lai duéi dang gon nhu sau:
‘¢ —k(s+1)(k-s) 5 g k(r+1)(k-r)

(k+rs)(r—s) (k+rs)(r—s)’
e Trong truong hop f = g, biéu thie can chira dugi mau trong biéu thirc tinh cua f va g phai la mot

s6 nguyeén, tic 1 (u—2)" +4(k— ) 1a mot sé chinh phuong,

Tir ¢ong thae tinh r,s = %{A—yi\/(;t—ﬂ)z +4(k—,u)}, ta cling nhan ra rang r,s 1a cac sé nguyén.

Trong truong hep f =g, cau hinh to hop ma ta nhan duoc 18 srg(4u+1,2u, -1 ).

Két qua 2. Cho G 1a mot dd thi strong regular va k,r,s la cac gié tri riéng caa ma tran lién hop A cua G .
Khi do, (r +1)(k+r+2rs)s(k+r)(s+1)2, (s+1)(k+s+2sr)g(k+s)(r+1)2.

Ching minh. o ’ S
Tur két qua 1 ta biet rang cac ma tran caa dai so A ¢6 chung ba khéng gian con riéng véi so chicu lan luot
lal, f va g;tatamgoi ba khong gian conriéng nay la V,, V, va V,, trong d6 V, la khéng gian con riéng
sinh boi j, V, vaV, la cac khong gian con tuong trng vaéi cac gia tririéng r va s cua A.
Vi mdi i =012, dat E; 1a ma tran ciia phép chiéu 1én khong gian V,, nén E, c6 gid tri riéng bang 1 trén
V. va bang 0 trén cac khong gian con riéng con lai. Cac ma tran ma ta vira dinh nghia thuong duoc goi la co
so lity dang cuyc tiéu cua A .
bat B=J—1-A, bay gig‘r trén cur)g tap A thay cho viéc xét tich thong thuong gi,fra hai ma tran ta xét
tich Hadamard cua ching. Dé dang kiém tra duoc rang tich Hadamard cua hai trong s6 ba ma tran I, A, B
déu cho két qua bang O va moi (0,1) -ma tran déu lity diang di véi tich Hadamard, nén dai s6 A dong kin
dbi véi tich Hadamard va cac ma tran |, A, B 1a co so lity dang cuc tiéu cia A .
Bang céach tinh toan truc tiép, ta nhan ra rang
l=E,+E +E,,
A=KE,+rE +SsE,,
B=(v—-k-1)E,+(-r-1)E +(-s-1)E,.
Tur hé phuong trinh trén ta co thé biéu dién E ,i=012,theo I,A va B.
Tich Hadamard E; - E; la ma tran con chinh cua tich Kronecker E; ® E;. Matran E; ® E; 1a liy dang,
nén céc gi tri riéng caa né bang 0 hoic 1.

2
4 A - pY A 9 9 - A A z k r k \ -7 .
Do cac matran E;,i=0,1,2, Ia mjt co s¢ cua daiso A néntaco E -E, = E q; E, , trong d6 gy lagiatri
k=0

riéng cua E; - E; trén khong gian con V, .

Két hop hai két qua phan tich trén ta suy ra cac gia tri riéng g phai bang nam gita 0 va 1.

Sau khi thuc hién hoan tat cac phép tinh toan va bién d6i ma ta vira trinh bay & trén thi hoa ra la tat ca cac
danh gia déu duoc thoa man ngoai trir hai d4nh gia. Hai ddnh gia d6 1a g, >0, g2, >0 va hai danh gi nay
thyc ra chinh 13 hai danh gid ma ta can chitng minh.

Két qua 3. Cho k,r,s la cac gi tri riéng ctia ma tran lién hop A ciia mot srg(v, k,i,/,c) VGi C4c sb boi

o X . f(f+3) . f(f+3)
tuongtng la 1, f va g. Khi d6, v ——=vav<———=




Chirng minh.
Ky hiéu B lamatran J—1—A va E,,i=0,1,2, twong tu nhu trong chimg minh caa két qua 2.

Gia st E,=al + A+yB, do E, lamdt ma tran déi xing, nén ton tai mot ma tran truc giao (H, K,) sao
I O Hf T 4 A A A A 2 X T
cho E, =(H, K,) o ol k|7 H,H,, trong d6 H, la mot ma tran cap vx f théamédn H/H, =1.
1
Ta xem cac hang cia ma tran H, nhu mot tap S gom v vector trong R".

1
T hé thic HH, =E, = al + fA+yB, ta suy ra rang moi vector ma ta vira néu ¢ trén déu co do dai a2
va hai vector phan biét chon tir tap S co tich vo hudng bang £ hoic y. Mot tap S thoa mén cac tinh chat
nhu trén dwoc goi 12 sphere 2-distance, cach goi tén nay bat nguon tir viéc ta c6 thé xem tap S nhu cac diem
nam trén mot mat cau va khoang cach gitra hai diém bat ky chi c6 thé nhan hai gia tri.

s . f(f+3
Ta s€ ching minh rang S chira toi da % vector.

Pau tién ta thuc hién chuan hoa cac vector va thu duoc mot tap S’ gom v vector trén mat cau don vi Q
trong R" sao cho tich v huéng cua hai vector bat ky bang b hoic c.

((vx)-b)((v.x)-c)
(1-b)(1-c)

Cac ham ma ta vira dinh nghia 1a cac da thic bac hai theo céc thanh phan cua vector x.
Néu veS,weS,v=w,thi f (v)=1va f,(w)=0;diéu nay chira ring cdc ham nay la doc lap tuyén

tinh.
f ( f +l)
5 .

Vi moi veS', tadinh nghia mot ham f, (x):=

Khéng gian cac da thirc thuan nhét bac nhat va bac hai trén Q c¢6 s6 chiéu lan lwot bang f va

Do x? +...+x2 =1 trén Q nén ta c6 thé biéu dién cac hang s6 & dang da thirc thuan nhat bac 2.
Két hop cac didu vira phan tich duoc & trén ta suy ra rang s cac ham f, tbi da la

. f(f+1) f(f+3 \ . f(f+3
bang f + ( +): ( il ).Diéunaychiraréng vsg.
2 2 2
- N S 9(9+3)
Lap luan tuong tu ta cling chi ra dugc rang v < =5

3. Céu hinh twa déi xing

Mot 2-design duoc goi 1a tua déi xang néu kich thude caa phan giao cua hai khéi phan biét bat ky chi
nhan hai gia tri, ta tam thoi gia st hai giatrinay la x va y vai x>vy.

D4 thi khéi caa cdu hinh 1a mot d6 thi véi cac dinh 1a cac khdi cua cAu hinh va hai dinh lién hop véi nhau
khi va chi khi giao cua ching c6 y phan ti.

Két qua 4. D6 thi khéi caa mot cau hinh tua d6i xing 1a mot do thi strong regular.

Chirng minh. ’ i ’
Giase N lama tran lién thuoc cua cau hinh va A la ma tran lién hop cua do thi khoi G cua né.
Gia str c&c tham so cua 2-design nay la v,k,b, 4, ta c6 cac phuong trinh ma tran sau:
NNT =(r—2)1+4J,
NN =kl +yA+X(J -1 —A).
Nhan xét, hai ma tran NNT va N"N déu co gia tri riéng kr va céc gia tri vector riéng j tuwong ung véi
chiing c6 tat ca cac thanh phan déu bang 1, hién nhién I vai cac do dai khéc nhau.
Pong thoi, ma tran NNT chi c6 duy nhat mot gia tririéng r—2 trén j* vai sb boi bang v—1.
Do NN' va NTN c6 cling céc gia tri riéng khéc khdng va cé ciing sé boi cua ching, nén N™N phai co
thém gia trj riéng 0 v&i s6 boi b—v trén j*.
Do x=y nén A 1a mot td hop tuyén tinhcia 1,J va NN ..



Két hop vai cac phan tich trén ta suy ra rang A c6 mot vector riéng j va hai gié tri riéng khéac trén khong

T2t kX i 56 boi v—1 va =K veisé boi bv.
y—X y—=X
Tur cac tinh toan thu duoc ¢ trén ta nhan ra réng G la mot dd thi strong regular.
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