Cau hinh to hop
Truong Phuac Nhan, 16/07/2018
1. Hinh vuéng Latin
1.1. Hinh vuéng Latin va c&c &nh xa discordant

Haianhxa ¢: X —>Y va w: X —Y duoc goi la discordant trén tap X, < X néu o(x)#w(x) véi moi
x € X,. Cac anh xa ¢ va y duoc goi la discordant néu ching la discordant trén tap X . Néu ¢ va y la cac
hoan vi discordant thi ¢ va " ciing 13 cac hoan vi discordant.

Str dung 16i ky higu vira trinh bay & trén ta tién hanh xay dung cau tric metric p trén nhom ddi xang S, :

Véimoi s,s" €S, taddt p(s,s)=|X,|, trong d6 X, latap con lén nhat ciia X sao cho hai hoan vi s, s’
1a discordant trén d6. Ham p thoa méan tat ca cac yéu cau cia mot metric:

(1) p(s,s")=0 voi moi s,5" €S, va p(s,s")=0 khivachikhi s=s".

2 p(s,s') :p(s',s) voi moi s,s" €S .

3) p(s,s") < p(s,s')+p(s',s") voi moi s,8,s" €S, .

Tinh chat (1) va (2) la hién nhién nén ta s& chi chirng minh tinh chét (3):

Tir dinh nghia cia ham p ta nhan ra rang p(s,s')= p(e, s_ls') , trong d6 e 1a hoan vi dong nhat. Véi diéu
kién nhu vy ta thay rang p(e,s)=n—y, trong d6 y 1as6 céc chu trinh do dai don vi ciia hodn vi s .
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bit 7,,7,,7, lan luot [2 0 cac chu trinh d dai don vi cua céc hoanvi s™'s”,s7's’,(s') s

Nhan thay rang néu s™s"(x) = x véi mot x e X thi hodc s™s’'(x)=x hoic (s')ﬁls"(x) #X.

Do d6, n—y, <(n—y,)+(n—7,), diéu nay tvong duong véi viéc p(e, s’ls") <p (e, sfls') +p(e, (s')f1 S”) :
Tir dinh nghia cia néu caa metric p ta nhan thay rang hai hoan vi s,s’ e S, la discordant néu
p(s,s') =n.
Cho s,,...,s, la céc hoan vi bac n discordant timg d6i mot tréntap X ={1,...,n} . Mot ho céc hoén vi nhu
vay gilp ta xay dung nén mot mo hinh don gian vé mot hinh chix nhat Latin cip kxn.

That vay, tirho s,...,s, tadung nén mot matran L, cp kxn vei L, =(s (J)) , thong thuong

i=L, K j2, 0
ta ¢6 the ky hiéu gon lai 1a L, =[s,,....5 ] . Néu k =n thi mét hinh chix nhat Latin s& dugc goi la hinh
vudng Latin va duoc ky hiéu 1a L, =[s,,...,s,]. Mot hinh vudng Latin twong tmg véi mot ma tran vudng cap
n,L = (si (j))i o Do cac hoan vi s,, ..., s, la discordant timg d6i mot nén tat ca cac hang va tat ca cac

cot cua hinh vuéng Latin la phéan biét. Cac hang va cac c6t cua mot hinh vuéng Latin la cac hoan vi cua cac
so1..,n.

Ky higu bo ba (i, j,1) c6 nghia 1a sé |1 nim & vi tri giao giira hang thtr i va cottha j ciia mot hinh vudng
Latin. Bé xac dinh mat hinh vudng Latin can twong tng n? bo ba. Khang dinh nay duoc suy ra tir su kién
hai phan tir bat ky trong mot bd ba xac dinh duy nhat phan tu con lai. Dé dang nhan thay rang phan tu |
dugc xac dinh duy nhat boi phan tir i va j. Gia su rang ton tai hai phan tir j va j° phan biét cung tuong
g véi phan tir i va 1. Khido, s;(j)=s,(j'), j# j’, mau thuan véi gia thiét s; 1a mot hoan vi. Néu ton tai
hai phan tir phan biét i va i’ cung tuong tng véi phanti j va |, néntacos, (j)=s, (), diéu nay mau
thuan voi gia thiét cac hoan vi s, va s, ladiscordant vai i=i". Lubn tdn tai cac hinh chit nhat Latin va cac
hinh vudng Latin véi moi n,k (n<k). That vay, xét hoanvi ¢=(12,...,n) cua cac sb 1,2,...,n. Khi d6, cac

hoan vi ¢,c?,...,c* xac dinh mot hinh chir nhat Latin cip kxn con cac hoan vi c,c?,...,c" xac dinh mot hinh
vi vudng Latin cdp n.

D& dang nhan thay rang sau khi hoan di vi tri cc hang va cac cot ciia mot hinh chir nhat hozc hinh
vudng Latin thi ta van thu dwoc mot hinh chit nhat hoic mot hinh vudng Latin. Do d6 bing cach hoan doi vi
tri cac hang va cac cot (néu can) tir mot hinh vudng Latin bat ky ta luén dwa no vé dang dic biét, dang
chuén, trong d6 hang dau tién va cot dau tién bang véi vector (1,2,...,n).



1.2. Cac hinh vuéng Latin truc giao
Céc hinh vudng Latin L, =[s,,...,s,], L, =[s!,...,s,] duoc goi la truc giao néu
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(s:(3).s/(1)) = (s (1),s¢(1)) voimoi (i, j) = (k,1).
Néu cac hinh vudng Latin L, va L/ Ia tryc giao thita ky hi¢u L, 1 L.

Néu L, =(s,(i)),,, , va L =(s/(i)),,, , trucgiao thi matran ((s:(3).s1(1))), ., sEcd tht ca cac

phan tir phan biét véi nhau. ,
Sau day ta xem xét mot so tinh chat co ban cua cac cap hinh vuéng Latin truc giao

Két qua 1. C4c hinh vudng Latin L, =[s,,...,s,], L, =[s!,...,s,] truc giao khi va chi khi cac hoan vi
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s,'s!,...,s;'s; 1ap thanh mot hinh vudng Latin.

Ching minh. Gia st L, L L/ nhung céc hodn vi s;'s;,...,s;'s, khong lap thanh mét hinh vudng Latin, c6
nghia 12 tn tai v sao cho s;'s/(v)=s,"s; (v) v6i i,k (i k) nao d6. Bt s;*(v) = j,s.*(v)=1, khi d6 ta thu
duoc s;(j)=s(1) va s/(j)=s,(l), diéu nay mau thuan v¢i gia thict tryc giao cua L, va L.

Bay gio ta gia sir cac hodn vi s;'s;,...,s;’s, 1ap thanh mot hinh vudng Latin, tac 13 s;'s; (v) = s s, (V) véi
moi v,i,k (i =k). Gia sir thémring L, khong truc giao voi L), tac 1a (s, ().5/(J))=(s, (1).s¢ (1)) Vi
(i, j)=(k,1) ndo dé. Do d6 s, (j)=s(1),s/(i)=s,(I). Tir hé thuc thi nhét ta suy ra rang ton tai mot phan
tir v sao cho s7* (V) = j,s;*(v) =1. Két hop voi hé thirc thi hai ta suy ras; s/ (v) =s,’s; (v),i =k , mau

thuan.

Tatién hanh dinh nghia phép nhan giira mot hoan vi bac n véi mot hinh vudng Latin cap n nhu sau:
Néu L, =[s,,...,s,] 1a mot ma tran Latin ta dinh nghia oL, =[gs,,...,¢s,] va Ly =[sy,...s,w],
trong d6 ¢ va w la cac hoan vi nao do.

Kétqua2. Néu L, L L' thi L L Ly véi moi hoanvi ¢ va w thugc S, .

Chieng minh. Tur Két qua 1, ta nhan ra rang cac hinh vudng Latin L ¢ va L'y truc giao véi nhau khi va chi

khi cac hoan vi ¢ s, sjy, ..., ¢ ‘s s’y lap thanh mot hinh vudng Latin.

Gia st ton tai phan tir v sao cho go‘lsi"lsi’t//(v) = (p‘lsk_lsliz//(v) Véi i,k (i * k)néo do.
Do d6 s;'s{ () =s"sy (u),i # k , diéu nay mau thuan véi gia thiét vé tinh truc giao cia L, va L), nénta
cling suy ra diéu phai chizng minh.

Mot hinh vudng Latin L, dugc goi la nira chuan héa néu né c6 dang L, :[e,sz,...,sn] , trong do6 e la hoan
vi dong nhat. Két qua 2 chi ra rang luén cé thé chuyén mot cap hinh vudng Latin truc giao bat ky vé dang
nira chuan hoa. That vy, néu L, =[s,,...,s,] va L, =[s;,...,s,] la cac hinh vudng Latin truc giao véi nhau

N~ _ 2 < ~ . _ N -1 ~ . , . . X , ” 2 ,
thi cac hinh vuong Latin L s;* va L/ (sl’) cling tryc giao véi nhau va déu co dang nira chuan hoa.

Tiép theo ta s& dinh nghia tich ciia hai hinh vudng Latin bac n. Néu L, =[s,,...,s,] va L =[s],...,s,] 1a

cac hinh vudng Latin thi ta dinh nghia tich L] cua chlng cua boi L) =L, oL, =[ss;,...,S,s; |-

TR

Két qua 3. Cac hinh vuéng Latin L va L' tryc nhau véi nhau khi va chi khi ton tai mot hinh vuéng Latin

L' saocho L, =L, L, .

Chieng minh. That vay, néu L, L L thi tir Két qua 1 ta suy ra day cac hoan vi s;'s,,...,s;"s, lap thanh mot

hinh vuéng Latin. Bang cach dat L = [sl‘lsl’,..., sn‘ls;] ta nhan thay rang L' =L, - L”. Nguoc lai, néu ton tai

mot hinh vudng Latin L’ sao cho L' =L, < L" thi bang cach dao lai cac lap luan vira trinh bay ta ciing nhan

rarang L, LL'.

Nhan xét: Bang cing mot phuong phap 1ap luan nhu vira dugc trinh bay & trén ta ciing thu duoc két qua sau




1 3 r(r-1
Két qua 4. Céc hinh vuéng Latin L ,..., L'” tryc giao nhau timg d6i mot khi va chi khi ton tai % hinh

vudng Latin L") sao cho LW = LW o ),

Bay gio ta sé xét mot 1op dac biét cac hinh vudng Latin.
Mot hinh vuéng Latin L, =[s,,...,s,] goi la dugc dyng trén nhém céc hoan vi G néu G ={S,,.S, } -
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Két qua 5. Néu cac hinh vudng Latin L, va L' dugc dung trén nhém G truc giao véi nhau thi hinh vung
Latin dugc xac dinh bai diéu kién L' =L, L cling dugc dung trén nhom G .

Chieng minh. That vay, L =[ s,"s},....s's} | vd G ={s;"s;,...,s,'s;} , tinh khong bi Iap lai ctia céc phan tir

. S,S,
duoc suy ra tir viéc L 1a mot hinh vudng Latin.
Mot tap cuc dai cac hinh vudng Latin bac n truc giao nhau ting d6i mot duoc goi 1a mot tap day du.

Két qua 6. Mot tap day du cac hinh vudng Latin bac n chta khdng qua n—1 phan ti.

Chitng minh. Xét mot tap day dii gdm céc hinh vudng Latin bac n la LY ,..., L' Khang mat tinh tdng quét
ta c6 thé gia sir rang tat ca cac hinh vudng Latin nay déu c6 dang nira chuan hda, bai vi phép nia chuan hoa
mot hinh vudng Latin bao toan tinh truc giao. Khi d6, phan tir & vi tri (2,1) cua cac hinh vudng Latin nay
phai chira cac phan tir khac nhau, trong trudng hop nguoc lai s& mau thuan véi tinh truc giao cua cac hinh
vudng Latin. Dong thoi cac phan tir & vi tri (2,1) khong thé bi tring véi phan tir cua vi tri (1,1) nén so cac
phan tir nhu vay khong thé I6n hon n—1. Do d6, r <n-1.
1.3. Phwong phap Bose — Stevens i .

Sau day ta s€ trinh bay phuong phap Bose — Stevens dé xay dung mét tap day du cac hinh vuéng Latin
bac n truc giao nhau tirng d6i mot véi so6 phan tir bang n—1 ma co s& cua nd chinh la két qua sau

Két qua 7. Cho n= p“, trong d6 p 1a mot s6 nguyén té va o 1a mot sé tu nhién nao do.
Khi dé, v&i moi n>3, ludn ton tai mot tap day du gdm n—1 hinh vudng Latin bac n truc giao nhau ting
doi mot.

Chiing minh. Bat GF(p*)={a, =0,a,=1a,,..,a,}.

Xét n—1 matran LV =(ai(j')) 1=1,...,n-1, trong d6 ai(j') =a;a +a, . MOi ma tran nay xac dinh

i,j=0,., nd
cho ta mot hinh vudng Latin. That vay, hé thac a) =al) véi j= j' kéo theo a, =a, , mau thudn. Tuong tu,
hé thuc a =al}) véi i =i’ kéo theo (& —a,)a =0, do & =0 nén ta thu duoc @ = a,, mau thuan.
Tiép theo, ta s& chizng minh rang hai hinh vuéng Latin L(nk) va L(n') truc giao nhau vai k =1
Gia sir (ai(j"),ai(j'))=<a1(,jk,),ai(,},)) vai (i, j) = (1", §).
Do do6, ta thu dugc hé phuong trinh sau
88, +8, =88, +a,,
a8 +a, =33 +a.
Trir phuong trinh thir nhat cho phuong trinh tht hai ta nhan dugc a (a -3 )=a.(a —a ), do a —a #0
nén ta thu dugc @ =a,, ttc a i =i'. Tir phuong trinh the nhattasuy ra a, =a,, tc 1a j= j', diéu nay mau

thudn véi diéu kien (i, j) = (1", j').

2. (v,b,k)-cau hinh
2.1. Pinh nghia va cac tinh chit co ban cia (v,bk) -c4u hinh

Mot ho cac tap con X,,..., X, cuatap X ={x,...X,} duoc goi la mot (v,b,k)-cau hinh néu
SENE

k
O<A<k<v-1va ‘ximxj‘:{i =
, D # .




Cactap con X,,..., X, dugc goi la cac khdi. Ma tran lién thusc cua mot (v,b, k)-céu hinh la mot (0,1)-ma
1, X; € X,
=t 0, x; & X;.
Ky hiéu | 1a ma tran vuéng don vi cap v con J la ma tran vudng véi tat ca cac phan tir déu bang 1.
Sau day ta s& trinh bay mét sé tinh chat ciia ma tran lién thudc caa mot (v,b,k)-cau hinh:
(1) AJ =kJ.

Tinh chét nay biéu dién cho diéu kién Zaij =k,i=1...,v, diéu nay thi tuong duong véi
j=1

IX|=k,i=1..,v.
) AAT = AT + (k= )1 .
Tinh chét nay biéu dién cho diéu kién Zvla"ajI =[X;n xj‘:{k, |.= J',
i=1 i, 1#].
€) det( AA" ) =(det A)" =(k+A(v=1))(k=1)""
k 2 .. 4

. k.. 2 X .
Tir tinh chat vira trinh bay ta suy ra AA" = AJ +(k—-4)1 = va tir day bang mot s6 phép

A A ok
bién d6i dinh thirc don gian ta suy ra khang dinh trén.
(4) Céc tham s6 cua mot (v,b,k)-cau hinh lién hé véi nhau theo hé thuc k (k—1)=1(v-1).
Bang cach nhan phai hai vé cua (2) cho J, ta thu dugc AATJ =(k+4(v—1))J.
Do A<k nén tir hé thirc (3) ta suy ra ma tran A khong suy bién nén tir (1) tacod A™J :%J .

Bay gio tir h¢ thic AA™J =(k +A(v—1))J ta tinh dugc A"J =%(k+i(v—l))J.

Chuyén vi hai vé cua biéu thirc vira nhan dwoc va thuc hién nhan phai hai vé cho J , ta duoc
v
JA) =—(k+A(v-1))J.
| ! 1(v-1)
Mat khac, tir (1) ta suy rarang JAJ =kvJ.
Két hop hai két qua trén ta nhan duoc %(k +A(v—1))=kv, thuc hién c&c phép bién doi don gian ta thu
duoc k(k-1)=A(v-1).

(5) JA=KJ.
Tinh chat nay noi Ién rang s6 cac tap con cia ho X,,..., X, cling chira mot phan tir x; ludn bang k , tic la

Zaii =k,j=1..V.

i=1

Tinh dang dén cua (5) dugc suy ra tir vise A™J = %(k +A(v-1))J va %(k +A(v=1))=kv.
(6) , AAT = ATA. 7

Mot ma tran ,théa man tinh chat nay thuong duoc goi 1a mot ma tran chuan.

Tinh ding dan cua (6) dugc suy ra nhu sau:

ATA=ATAATA= A‘l(/U+(k—/1)I)A=%JA+(k—/1)I=U+(k—i)]=AAT .

. v K, i1=], . 5 AL X . .
Tur tinh chat nay ta suy ra ZaﬁaiI :{/1 ) J_ tirc la mot cap phan tir phan bi€t x; va x; cung thugc chinh
i=1 v 1 7z j!

xac 1 khéicuaho X,,..., X, .



Céc tinh chét vira xét ¢ trén caa mot (v,b, k)-cau hinh cung cap cho ta mot cach dinh nghia mot (v,b,k)-
cau hinh theo huéng té hop:

Mot ho céc tap con X,,..., X, cua mottap X ={1,...,v} c6 dang mot (v,b,k)-céu hinh véi
O<i<k<v-1 néu mdi phan tir ciatap X duoc chira trong chinh xé4c k tap con caa ho nay va mdi cap
phan tir phan biét caa tdp X cung thudc chinh xac A tap con caa ho nay.

Dinh nghia vira trinh bay thé hién nhiéu su lién két giita (v,b,k)-cau hinh va cau tric (b,v,r,k, 1)-ciu
hinh s& duoc trinh bay trong phan 4 cua bai viét.

2.2. Pinh ly Bruck-Chowla-Ryser
Cho A=(a;) lamatran lién thuoc ciamot (v,b,k)-cau hinh. MGi khoi X; dugc cho twong iing Vi

mot dang tuyén tinh F, = F ( zau =1,
Pit Q, ZFz Zuzzau+2u u,Za1J -
j=1 i=1 j#l
Ji=]
Tir hai hé thuc Zaﬁ =k, j=1..v,va Za“ .= { )" {a thu duge
i=1 , lij,

Q ZFZ (k- /IZu +,1(Zuj.

Sau day ta s& trinh bay dinh Iy Bruck-Chowla-Ryser. B;nh ly nay cung cap mot diéu kién can dé biét
duoc khi nao thi ton tai mét (v, b,k)-cau hinh. Bé phuc vu cho muc dich nay ta can dén hai két qua phu sau

Z 2 N ~AA QA St 2 2 2 2 5 > >
Bo dé 1. Cho c,,c,,c;,c, lacac so hitu ty sao cho ¢ +c; +c; +c; =0 con u,,u,,us,u, va W, w,,w,,w, la
cac bién so thoa man dieu kién

w) (¢ —¢ -¢ —¢\(u
w,| |c, ¢ —¢ ¢ |y,
w,| |e, ¢ ¢ -¢ | u,
W, C G G ¢ J\Uy

Khi do, WY +W; +W5 +W, = (¢ +; +¢; +Cf ) (U +uj +uj +uf ) vacac bién uy,u,,u,,u, duoc biéu dién

nhu cic to hop tuyén tinh cua cac bién w,, w,,w,,w, vai cac hé sb hitu ty.

Chitng minh. Biéu kién cho trong khiang dinh c6 thé duoc viét lai dudi dang vector nhu sau:
w=Cu,
trong & W Va U la cc vector twong wng véi cac bién w,,w,,w,,w, Va u,,u,,u,,u, con C la ma tran tuong
ung trong diéu kién.
Do d6 ta suy rarang W'w=u"C'Cu.

Dé dang kiém tra dwgc rang C'C = (Z C?J | , trong d6 | la ma tran don vi cap 4.
4 4 4
Do do, Y W’ =>c?> u?.
i=1 i=1 i=1
4 . 2
Tir hé thic CTC = (Zcf} | tasuy ra duoc ring detC =(cf +¢; +¢; +cf ) .
i=1
Diéu ndy c6 nghia la cic hé sb trong biéu dién tuyén tinh cua céc bién u,,u,,u,,u, qua cac bién

W, W,, W, W, la cac sb hitu ty.
Tiép the, ta nhic lai mot két qua da qua quen thudc dén tir ly thuyét s cua tac gia Lagrange.

Bo6 dé 2. Moi s6 ty nhién n déu c6 thé duoc biéu dién dudi dang tong binh phuong ciia bon s6 nguyén khac
khong, tac la n=c +c; +¢Z +c;.

Sau day ta sé trinh bay két qua cua Bruck-Chowla-Ryser




Két qua 8. Diéu kién can dé ton tai mot (v, k, 1)- cau hinh la
a) k—2 1a binh phuwong ciia mot sb ty nhién néu v chin;
v-1
b) phuong trinh z* =(k—1)x*+(-1)2 4y* c6 mot nghiém nguyén khong tam thuong, tic la

X2+y?+z2#0 néu v l&.

Ching minh. Tir cac hé thic det(AAT)=(k+A(v—1))(k—4)" va k(k—1)=A(v—1) ta suy ra duoc
(det A) =k?(k—2)""

Do d6 , tasuyra (k —A)H 14 binh phuong ctia mot s6 tu nhién nao d6, néu v chinthi k—. s& phai la
binh phuong cua mot s6 tu nhién.

Tiep theo ta khao sat trueong hop khi v 1é.

Dau tién ta gia st rang v=1(mod4). Thyc hién chia cac bién u,,...,u, , thanh cdc nhoém lién tiép nhau
sao cho m&i nhdm gém bon phan tir va dwa vao cac bién w,,...,w, , duoc xac dinh béi cac hé thic

W, =CU,, j=15,9,..,v—4,

¢, —C, —C, —C,
c, ¢ —C ¢
, T R T _ \ _ 2 1 4 3 7,:
trong do W, = (W}, Wy, W, ,,W;,5) va U] =(u;,Uy,;,U;,,,U,5) con C = R A
3 4 1 2
c, —¢, C, ¢

C,,C,,C,,C, duoc xdc dinh tir he thic kK—A=c” +c% +cZ +c.
Ap dung B6 d& 1 tasuy rarang Wi +W., + W, + W2 =(k—1)(uf +ul, +1ul,, + J+3) j=15,...v—4,

u

va cac bién u;,u la cac t6 hop tuyén tinh cia W, W5, W, 5, W, 5 V&I cac he s hitu ty.

jHLr 42 j+3 j+1r

Dt w, =u, V& W=U, +...+U,, ta thu duoc ZEZ :ZWJ? +(k=2)wi +n’.
i1 =

Cha yrang do u,...,u,,w la cac t6 hop tuyén tinh caa w;,...,w, V&i cac hé sé hitu ty nén hé thic vira thu
duoc la mot ddng nhét thuc theo cac bién w,..., w, .

Tir phan tich trén ta nhan thay rang F, =d,w, +...+d, W, , trong d6 d,,,...,d,, 1a cac sb hiru ty.

Piat F =-w, néu d,, =1 va F, =w, néu d,, #1. Trong ca hai truong hop ta nhan thay rang w;, luén la
mot t6 hop tuyén tinh ciia w,,...,w, va F> =w’.

v v-1
Bay gio tr hé thuc D" F2 =D w? +(k—2)uf + Aw? ta thu dwgc mot dong nhét thire mai theo cac bién doc
i1 =1
lap la w,,...,w,:
v v-1
DR =D W (k=) wE +An’,
i—2 i—2
Bang cach lam tuong tu, tirc 1a cac phép dat F, = +w,,...,F, , =+w,_, ta thu duoc két qua sau
:(k—i)w\f +In?,

trong d6 F, va w déu ti I¢ voi w, vdi cac hé s6 1a cac s6 hitu ty con w, la mot bién doc lap.

Bang cach chon cho w, mat gié tri nguyén khac khdng va thuc hién quy ddong miu F, va w ta s& tim
duogc cac s6 nguyén x,y,z sao cho z° =(k—1)x*+1y° trong d6 x 0.

Ké tiép ta xét truong hop v=3(mod4).

Ta dua vao bién mai 1a u,,, va cong hai vé cta hé thac ZFZ (k-2) Zu +/1(Zu ] cho (k—2)u?,

i=1

v+l
thu dugc hé thirc sau ZFZ +(k=2)ug, =(k—1) Zu +/1(Zuj :




Thuc hién chia cac bién u,,...,u,,, thanh cac nhdm lién tiép nhau sao cho m&i nhdm gom bbn phan tir
va ap dung phép bién doi twong tw nhu da lam khi khao st truong hop v=1(mod4), ta thu dugc mot dong
nhét thtc theo cac bién w, ..., w,

v+l *®
v+l

ZV:EZ +(k=A)ul, = ijz +w?,
i1

j=1

trong d6 W=U, +...+U,. |

Béng ki thudt tuwong tw nhu trong trudng hop v=1(mod4), ta thu duge déng nhat thirc chi phu thugc vao
mot bién la w, :

(K=2)uf, =wi, +in’,

VGi Cac hé sb hitu ty.

Bang cach chon cho w,,, mét gia tri nguyén khéac khong va thuc hién quy dong mau u
duoC cac s6 nguyén x,y,z sao cho z° =(k—1)x* -y’ trong d6 x 0.

va w déu ti le véi w,,

trong d6 U

v+l

va w tasé tim

v+l

Tiép theo ta s& xét mot s6 truong hop riéng cua (v,k, 1)- cau hinh.
2.3. Perfect difference set
Cho D={d,,...,d,} la mot tap nhé nhét cac thing du khac khong theo modulo v théa man diéu kién véi
moi a£0(mod v) c6 chinh xac 4 cap (d;,d;).i# j, sao cho d,—d; =a(modv), trong d6 0< A<k <v-1.
Mot tap D thoa man cac tinh chét vira néu duoc goi la mot perfect difference set.
bat D, ={d, +,...d, +1},1=0,1,...,v—1, trong d6 phép cdng duoc thuc hién theo modulo v.
Tasgchirarang Dy, D;,..., D, , 1a mt ho céc tap con cua D={0,1,...,v—1} c6 dang
mot (v,k,1)- cau hinh.
Pé thyuc hién diéu vira néi ¢ trén ta chi can chi ra rang ‘Di AD, ‘ _ {: : :j
Véii=j,

(d,.d,)|d, +i=d, + j(modv)
(d,.d,)|d, —d, =a(modv),a= j i

Diéu ta vira n6i & trén da ching té D, D,, ..., D, ; 1a mot (v,k, 2)- cau hinh nén cac tham sb ciia mot
perfect difference set lién hé véi nhau theo hé thae k(k—-1)=1(v-1).
Mot ma tran A=(a;)

i duogc goi la circulant néu mot hang bat ky caa nd ¢é thé thu dugc tir hang
truéc bang cach hoan vi vong quanh cac phan tir trong hang theo chiéu tir trai sang phai, tac 1a a,,, ., =,
trong d6 phép cong dugc thuc hién theo modulo n. Khong qua khé khin dé ta c6 thé nhan ra rang ma tran

lién thudc cuaa mot (v, k,/l)- cau hinh tuong &tng v&i mot perfect difference set 1a mot ma tran circulant.

2.4. Ma tran Hadamard va C4u hinh Hadamard

Mot ma tran vudng H cap n duoc goi la ma tran Hadamard néu tat ca cac phan tir caa né nhan céc gia
tri 1 hoac —1 va HH' =nl, trong d6 | la ma tran don vi.

Néu ta ky hiéu H,,...,H_ Ia cac vector hang caa matran H thi diéu kién trong dinh nghia noi lén rang

. . n i=j, L . .
tich vo hudng cua hai hang bat ky bang (Hi, H; ) = {O ) J tuc la cac hang cua ma tran H tryc giao voi
NENT



nhau. Pdng thoi tir diéu kién néu trong dinh nghia ta ciing suy ra ma tran H khong suy bién, bai vi
det(HH™)=(detH)’ =

Matran H la ma tran chuan; that vay, H'H =H*HH'H =H*(nl)H =nl =HH".

T mot ma tran Hadamard bang cach nhan mot hang hodc mot cot bat ky cho —1 thi ta ciing thu dugc
mot ma tran Hadamard méi; that vay, néu H :(hij )i,j:1 thitr diéu kién trong dinh nghia twong duong véi

Zh,, 0= { - J va hién nhién rang cac h¢ thic nay van duoc bao toan khi ta thyc hién phép bién doi,
0, i#],

Do do, tir mot ma tran Hadamard cho truéc ta ludn ¢ thé chuan hoa nod sao cho hang dau tién va cot dau tién
CO tat ca cac phan tu déu bang 1.

Két qua 9. Mot ma tran Hadamard bac n chi ¢ thé ¢6 néu n=1,2 hoic n=0(mod4).

Chirng minh.
. , 5 . (11 T S
Vi n=1,2 cac ma tran Hadamard lan luot la (1) va [1 J, khing dinh la hién nhién.

Xét mot ma tran Hadamard da chuan hda véi n> 3. Khi d6 cac cot cia ba hang dau tién caa ma tran nay
c6 thé c6 mot trong cac dang sau:

1 1 1 1

Gia sir s6 lwong cua cac loai cot vira dé cap & trén lan luot bang X, y, z,w. Do tong sb cac cot 1a n va tir
tinh truc giao cua cac hang, ta thu dugc hé phuong trinh sau
X+y+z+w=n,
X+y—z-w=0,
X—-y+z—-w=0,
X—y—z+w=0.
. n
Giai hé phuong trinh trén ta thu dugc X=y=z=w= 1
Do d6, n=4y, trong d6 x 1a mot so ty nhién nao do.
Bay gio ta sé& tién hanh dinh nghia tich Kronecker cua hai ma tran vudng. Néu cho trudc hai ma tran
vuong A=(a, ) L vaB =(Io;) . _thitich Kronecker A®B cuamatran A va B 1a mot ma tran
= I, ]= m

............
a,B a,B .. 3B

3 a.B a,B .. B
vudng cidp mn xéc dinh boi cong thic A@B=| 22 &

a,B a,B .. a,B

nn

Noi cach khac, C:A®B:<cSs ) ., trongdo ¢ =a b ., s =(i,J;),5 =(i J,) Va s,,5,,....,5,,
i,j=L...mn iSj hh 2

=l,...,

lacac cap (i, j) véi i=1..,n j=L.., m , dugc sip xép theo thi tu:
((1,1),...,(1,m),(2,1),.,..,(2,m),’...,(n,l),...,(n,m)).
Tich Kronecker cua cac ma tran thoa man mot so6 tinh chat co ban sau:
(1) (A®B) =A" ®B'.
(2) Néu A va B lacac matrancap n con C lamot matran cap m thi (A+B)®C=A®C+B®C.

Céc tinh chat trén duoc suy ra truc tiép tr dinh nghia cua tich Kronecker.
(3) Néu A va B la cac ma tran vudng cap n con C va D 1a cac ma tran vudng cip m thi

(AB)®(CD)=(A®C)(B®D).
Tinh dng dan cua tinh chat nay dwgc suy ra tir hé thic Za, ﬂhz 0, Z G, d,




(4) Tich Kronecker cua hai ma tran Hadamard cting la mét ma tran Hadamard.
That vay, neu H va H' lan luot la cdc ma tran Hadamard bac n va m thi

(HOH)(H®H) =(HO®H')(H"®H")=HHT®@HH" =nl ®ml, =mnl,,.

n

Két qua 10. V&i moi s6 nguyén duong o lubn ton tai mot ma tran Hadamard bac n=2°.

Ching minh.

. 1 1)
Véin=2, H, :(1 j la mot ma tran Hadamard.

11 1 1
. 1 -1 1 -1 . . . .
Véin=4,H,=H,®H, = 11 1 1 ciing 1a mot ma tran Hadamard.
1 -1 -11

Vé6in=8, H;=H,®H, ®H, ciing 1a mt ma tran Hadamard.
Béng 14p luan twong ty ta nhan ra rang, trong truong hop tong quat, H,, =H, ®...® H, 1a mot ma tran
a nhan ti H,

Hadamard.

Két qua 11. Mot ma tran Hadamard chuan bac n véi n=4u tuong duong véi mot (v,b,k)-cau hinh véi
cac tham sé v =4u,k =2u—1, A= u—1 tuong Gng.

Chirng minh. Pau tién loai bo di hang dau tién va cot dau tién khoi ma tran Hadamard chuan H va thay cac
s0 —1 bai cac s6 0. Khi do ta thu dugc mot (0,1)- matran A cap vxv trong dé6 mdi hang chira chinh xac
210—1 s6 1, bai vi trong ma tran Hadamard H ban dau thi méi hang chaa chinh xac 24 sé 1. Hai hang bat
ky ciia ma tran A chura chinh xac x—1 s6 1 nam trén ciing cot. Cac tinh chat nay chi ra rang A la ma tran
lién thugc ciia mot (v,b,k)- cau hinh véi v=4u,k=2u-1A=p-1.

Ngugc lai, bat dau tir ma tran lién thudc cua mot (v, b,k)- cau hinh véi cac tham s6 duge xac dinh nhu

trén va bang cach dao lai thir ty cac 1ap luan ta cd thé xay dung lai duwgc mot ma tran Hadamard chuan co
bac n=4u.

Nhan xét: (v,b,k)-céu hinh twong tng véi ma tran Hadamard nhu trinh bay & trén dugc goi 1a mét cau hinh
Hadamard.

2.5. Mt phing xa anh hitu han ]
2.5.1. Mgt so tinh chat co' ban cia mat phang xa anh hiru han

Mot mit phang xa anh hitu han bac n 1a mot (v,b,k)-cau hinh véi v=n*+n+1k=n+1 i=1.

Ngbn ngi cua hinh hoc thuong duoc sir dung trong viéc md ta cac mat phang xa anh hitu han. Céac phan
tircuatap X duoc goi la cac diém con cac khéi X,,.., X, =X dugc goi la cac duong thang. Néu x; € X,

thi ta ndi rdng diém x; nim trén duong thang X; hodc duong thang X, di qua diém x;. Tuong tu, bao ham
thiuc x; € X; N X, c6 nghia la duong thang X, va X, giao nhau tai diém X; .
Vi viéc sir dung cac thuat ngit nhu trén ta c6 thé nhin nhan lai cac tinh chét co ban ciia mot (v,b, k) -cau

hinh cho truong hop cac mat phang xa anh hitu han nhu sau:

(1) Mbi duong thang di qua dung n+1 diém.

(2) Hai dudng thang bét ki giao nhau tai mot diém.

(3) Méi diém 1a giao cua n+1 duong.

(4) Chi c6 duy nhat mot duong thang di qua hai diém cho truéc.

Céc tinh chat (2) va (4) la cac tinh chat cua diém va duong thing trong mot mat phiang thong thudng va
chang giai thich cho viéc tai sao ta lai st dung cac thuat ngit hinh hoc.

Tiép theo ta s& néu ra mot diéu kién can cho sy ton tai cia mot mat phiang xa anh hiru han bac n.

Két qua 12. (Bruck — Ryser) Diéu kién can dé ton tai mot mét phang xa anh bac n véi n=12(mod4 ) I3

ton tai cAc s6 nguyén a va b sao cho n=a*+b?.




Chitng minh. D& dang nhan ra rang khang dinh trén 1a mot hé qua cua dinh ly Bruck-Chowla-Ryser véi
. e -1, . A S ar A 12 .
v=n’+n+1k=n+1 A=1. Khi do, gia tri t=VT la mot so nguyén nén v=2t+1 la mot so 1é. Do do ta

, n(n+1)
tim duoc c4c SO nguyén x,y,z sao cho X’ +y*+z> =0 va 2> =nx’+(-1) 2 y°.

. n(n+1 .
Néu n=1,2(mod4) thi % la mot s6 1é nén phuong trinh trén c6 dang nx* = z% + y?.

Tir céc hiéu biét quen thudc vé Iy thuyét sé ta dé dang suy ra rang dé ton tai cac s6 nguyén x,y,z khdng
ddng thoi bang khdng thoa man hé thic nx® = z% + y? thi ta phai tim dwoc cac s6 nguyén a va b sao cho
n=a’+b?, diéu phai chang minh.

2.5.2. Moi lién hé¢ gitra mat phang xa anh hiru han véi cac hinh vuéng Latin truc giao

Diéu kién trong dinh nghia trén c6 nghia 1a cac hang ciia m&i ma tran con cip n?x2 cuaC biéu dién n?
cap phan tir phan biét (c6 tinh dén thir tu) dwoc chon tao ratir cAc s6 1,2,...,n.

Sap xép lai cac hang cia C sao cho cac hang cia ma tran con cap n®x2 tuong wng voi hai cot dau tién
xuat hién theo tha tu sau:

(11),....(Lm),(21),...(2,m),...(n,1),....(n,m).

Khi d6 hai cot dau tién caa C duoc goi 1a hai cot chuan va ma tran thu dugc nhu trén duoc ma tran
chuan. Cha y rang viéc hoan doi vi tri cac cot cua ma tran C khong lam thay doi di diéu Kién néu trong dinh
nghia nén qua trinh chuan hda trén luén thyuc hién dugc.

Bay gio ta xét mot tap gom t hinh vudng Latin bac n d6i mot truc giao duoc tao thanh tir cac hoén vi tac
dong trén tap {L n}. Ta c6 két qua co ban sau dat nén tang cho cac khao sat dugc thuc hién trong muc nay
cua bai viét.

Két qua 13. Vi n>3,t>2, mot tap M, gébm t hinh vudng Latin bac n dé6i mét truc giao twong duong
véi mot matran C cap n’x(t+2) thoa man céc diéu kién néu trong dinh nghia & trén, tic la ta co thé xay
dung dugc mot ma tran C turtap M, va nguoc lai.

Chirng minh. Gia sur ta dugc cho truéc mot tap M., goém t hinh vuéng Latin bac n, Lff) L(rf), d6i mot

truc giao. Ta xdy dyng ma tran C =(c; ) twong tng Véi tap M., nhu sau:

i=1,..,n% j4,., t2

Dau tién ta xay dung ma tran con cdp n’x2 tuong (ing voi hai cot chuan trong d6 céc hang dugc danh
tha tu bai cac cap phan tir phan biét (c6 tinh dén thir tu) duoc chon tao ra tir cac s6 1,2,...,n. Tiép theo, cot
thir | chia ma tran nay thu duoc bing céch dat tuan ty cac hang cua hinh vudng Latin L™ tir trén xuéng
dudi, 1 =3,4,....t+2.

Ma tran C thu duoc tir phép xay dung trén thoa man tat ca cac yéu cau trong dinh nghia.

That vay, hé thic (c;,¢,) =(C;,,C;, )i # j, mau thudn véi tinh chat cua hai cot chuan. Cac hé thic
(CrCie) =(C12:C ) (€2 Gy ) =(Cj20Cy ) # K =3,...,t +2, mau thudn véi tinh chét khdng c6 hai phan tir
nam trén ciing hang hoac ciing cot caa mdt hinh vudng Latin bi trang Idp. Sau cing, cac hé
thirc (¢, C; ) = (cjk,cjI ),i # j,k =3,...,t+2, mau thuan véi tinh chat truc giao caa cac hinh vudng Latin ban
dau.

Bay gio, gi sir ta dugc cho truéc mot ma tran C =(c; ) , trong 6 ¢; e{L....,n} va

i=1,...,n%; =1, t+
(i G ) #(CynCy )i # j, k=1 . Dutién ta chuan hoa ma tran C vé dang dac biét duwoc néu & phan dau cua
phan tich. Tiép theo, ta cho twong tng cot thir (I + 2) trong dang chuan caa ma tran C véi hinh vudng Latin
L bing cach dat tuan tu cAc phin do dai n cua cot ndy lam cac hang cua hinh vudng Latin L. Cac tinh

chat xac dinh mot hinh vuéng Latin dwoc thoa man, do (c,,C; ) # (cjk,cjI ) 1= J,1=1..,t,vséi k=12. Tinh




truc giao timg doi mt cta cac hinh vuong Latin LY,..., L\ dwoc suy ra tir diéu kign (c,, ;) #(cj.c; ) Vi

moi k =1.

Két qua 14. Néu ton tai cac tap M, va M, gom t hinh vudng Latin bac n va m tryc giao timg d6i mot

thi dong thoi ciing ton tai tap M, , gom t hinh vudng Latin bac mn truc giao timg doi mot.
Chirng minh.

Pt ¢, =(c c, =(c?)

v ) : la cAc ma tran & dang chuan tuong ang Vi cac tap
b ia,.n? =, 2 i=1,..,n2; j=1,..,t+2

M, va M, . Dya trén co s& cua cac ma tran C, va C,, taxay dung ma tran C' voi (mn)2 hang:
[(cfﬁ,c&?),(c}?,cﬁ?),...,(ci(ﬂz,cgi)ﬁ)},i =1..,n%, j=1,..,m.
Ma tran C' c¢6 (mn)2 hang va t+2 cot, cac hang cua ma tran nay dugc danh thir tu bgi cac bo:
(11),....(Lm),(21),...(2,m),...(n,1),....(n,m).
Ma tran nay thoéa mén yéu cau néu trong Két qua 13.
That vay, gia sir C'=(c, , ), trong d6 a chay trén (mn)” cap sép thir ty ¢6 dang (i, j) i =1,...n?,
j=1..,m? con B=1..,t+2.Khido, hé thuc (c,,,c,)=(c,,.c,) aza k=l voi a=(i,j).a"=(p.q)

tuong duong voi
e — o o _ W

ik ok Gl =G
¢l =cl? ¥ =c?.

Diéu ndy mau thuan véi dinh nghia cua cc ma tran C, va C,.

Bang cach &p dung Két qua 13 ta suy ra duoc rang ma tran C’ tuong (ng véi mot tap gom t hinh vudng
Latin bac mn tryuc giao nhau tirng d6i mét va cac hoan vi twong (rng vai cac hinh vudng Latin nay tac dong
trén tap cac cap sap thu tu (L1),...,(Lm),(2,1),....(2,m),...(n,1),...,(n,m).

Bay gio ta nhan thiy rang bang viéc 4p dung phuong phép Bose-Stevens xay dung dugc mot tap day du
gom p“ —1 hinh vuéng Latin bac p“ truc giao timg d6i mot, trong 46 p 1a mot sé nguyén tb. Két hop
khing dinh nay vaoi Két qua 14 vira chirng minh duoc ¢ phan trén ta nhan duoc két qua sau

Hé qua. Cho n= p{“p%...p% Va t = gn_in( p —1). Khi d6, véi moi t> 2, ludn tén tai mot tap gom t hinh
<I<r

vuodng Latin bac n truc giao véi nhau tirng d6i mot.

Mt khéc tir Két qua 13 ta ciing thiét lap duoc mot mdi hé giita su tdn tai cia mot mat phang xa anh hiu
han bac n va sy ton tai cia mot tap day du cac hinh vudng Latin tryc giao nhau tirng d6i mot.

Két qua 15. Mot mat phang xa anh hitu han bac n> 2 ton tai khi va chi khi ton tai mot tap day da gom n—1
hinh vudng Latin bac n truc giao véi nhau tirng d6i mot.

Chitng minh. Gia sir ta duoc cho trudc mot mat phang xa anh hitu han bac n bao gém cac dudng thang
X,yeoy X Ky higu cac diém nam trén duong thang X, 13 X,..., X ., va cac diém con lai cia mat phang

1a y,,..., V., . Danh s6 céc duong thang khac X, di qua diém x, bi cdc s6 1,2,...,n. St dung cach thuc

A R

tuong ty ta danh s6 cac duong thang khac X, di qua diém x,, ..., cac duong thang khac X, di qua diém x_,
ciing bai cac sé 1,2,...,n.

Néu c; 1a nhin cia duong thang di qua diém y, va x; thi matran C =(c, )i:1,..., 11, thoamén tinh
chat (C,,Cy ) #(CjrCy) i .k =1

That vay, gia sir ¢, =¢;, G, =¢; . Tir hé thirc thir nhét ta suy duong thang di qua diém y; va x, c6 ciing
nhan véi duong thang di qua diém y; va x,, ndi cach khac y;,y;va x, ciing nam trén mot duong thang.
Tuong ty, tir hé thirc thir hai ta suy ra dwoc rdng y;, y,va X, cling cing nam trén mot duong thang. Két hop
hai két qua trén lai ta suy ra dugc Y, va y; nam trén dudng thang xac dinh béi hai diém x, va x,, tac 1a v,




va y, namtrén X,, mau thuan. Bang cach ap dung Két qua 13 ta xay dung duoc mot tap day di gdm n-1
hinh vudng Latin bac n truc giao véi nhau tirng d6i mot.

Gia sir ta duoc cho truéc ma tran C =(c;) trong d6 ¢; € {1,...,n} Va (¢, ;) #(c;. ¢y ),

i=1,..,n% j4.., ni
i = j,k=1.Bay gio ta tién hanh xay dung mit phéjng Xa anh hitu han twong tng ma tran C nay.
Xét dudng thang X, ={x,...,X,.,;} vaky hiéu y,,...y , 1a cac diém khong ndm trén dudng thang nay.

Khi d6 ta sir dyng s6 ¢; dé gan nhin cho duong thang L;; di qua hai diém y, va x;. Tir cach gan nhan cac
duong thang vira trinh bay & trén ta suy ra dugc rang mdi duong théng chira chinh xéc n+1 diém, do cot thir
j cuamatran C c6 n phan tir giong véi c; . Hon nita, hai duong thang bat ky giao nhau tai chinh xac mot

diém. That vay, gia str {yﬂ, yv} c X, "X, u#v,k=l.Khido, ta tim dugc cac chisé k' va I’ sao cho
Ce =CyrC,r =C,p K% 1", diGU ndy mau thuan voi diéu kién néu trong dinh nghia cia ma tran C . Hai tinh

chat vira chi ra ¢ trén xac dinh cho ta mot mat phang xa anh; do do ta da xay dung dwoc mot cau trdc mat
phang xa anh bac n tuong tng véi ma tran C, hoac mot cach tuong duong, vai mot tap day da gom n—1
hinh vuéng Latin bac n truc giao véi nhau tirng d6i mot.

3. Block design

Trong phan ndy cua bai viét ta xét mot dang mé rong cua (v, b,k )-cau hinh duoc goi la
(b,v,r,k, 4)-cau hinh. Khai niém (v,b,k)-cau hinh va (b,v,r,k, 1)-cau hinh déu duoc goi tén chung la
block design va duoc sir dung nhiéu trong céc tinh toan thiét ké céc thi nghiém khoa hoc.
3.1 (b,v,r,k,2)-cdu hinh

Mot ho cac tap con X,,..., X, cuatap X ={x,...X,} duoc goi la mot (b,v,r,k,1)-cau hinh néu céc diéu
Kién sau duoc thoa man:

M) |X|=ki=1..b.

(2) Vi moiphantir x, € X, ¢6 chinh xac r tap con X, X, chia X .

(3)  V&i moi cap phan tir x,x; € X,i = j, cd chinh xdc 1 tap con X, ,..., X, chua dong thoi x, va x;.

(4) Cacsd v,k va A thoa man cac didu kién 1>0,k <v—1.
1, X; € X,
0, x; & X;.
Ky hiéu J, Ia ma tran vudng cip v va J,, la matran cap bxv trong d6 tat ca cac phan tir déu bang 1.
Ta c6 mot sd tinh chit co ban sau caa ma tran lién thuoc A
@ Al, =kJ,, .

Pit A=(a;)

S la ma tran lién thu¢c caa mét (b,v,r,k, 4)-céu hinh, c6 nghia la a ={
i=1,.., B Y

Tinh chat trén twong duong véi khang dinh rang > a, =|X,|=k,i=1...b, va diéu nay duoc suy tryc tiép
=

tir dinh nghia cta (b,v,r,k, 2)-cau hinh.
) J,A=1J,,.
b
Tinh chat trén noi lén rang > a, =r, j=1...,v va ban than diu nay thi tvong dwong voi diéu kién (2)
i=1
trong dinh nghia cua (b,v, r,k, /1) -cAu hinh.
©) AT A=A, +(r=2)1,.
4 b rl I = .1 < A , N - = R . . A
Tinh chat nay tuong duong vai viéc Za,ia” = {/1 ) J_ va ban than ching thi lai bieu thi cho cac dieu
1=1 v 1 7z j’
kién (2) va (3) trong dinh nghia cia (b,v, r,k, /1) -cAu hinh.
4) bk =vr .



That vay, bang cach ¢ dinh phan tir x, € X . Theo dinh nghia, phan tr x. nam trong chinh xac r tap con
caaho X,,..., X, nén s cac phan tir duoc chia trong ho X,,..., X, , tinh ludn ca cac phan tir bi lap lai, bang
vr. Mat khac, do |X;|=k,i=1...,b nén ta ciing c6 thé tinh s6 ndy theo cong thirc bk .

(5) F(k—1)=A(v-1).
Ta thuc hién tinh s6 cac cap phan ti trong d6 c6 mot phan tir x, € X ¢b dinh bang hai cach khac nhau,

Iwu y néu hai phan tir nay cling nam trong nhiéu tap cua ho thi chling s& duoc tinh lap lai véi s6 1an tuong
ng. V&i mdi tap con trong s6 r tap con ¢ chira phan tir x,, phan tir x, c6 thé duoc ghép voi mot diém bat

ky nao d6 trong s6 k —1 diém con lai dé tao thanh mot cap. Do d6, tong s6 cac cap can tinh bang r(k —1).
Mat khac, phan tir x, ¢6 the x; cling nam trong chinh xac 4 tap con va ban than phan tir x; c6 thé duoc
chon theo v—1 cach khac nhau nén tong so cac cap la A(v-1).

(6) det(AAT)=(r+A(v=1))(r-2)"".
Tirtinh chét (3), det(AA")=det(i, +(r—A)1,)=(r+i(v-1))(r-2)"".
(7) b>v.

Tinh chat nay thuong duoc goi la bat dang thic Fisher. Két hop diéu kién k <v—1 va tinh chét (5) kéo
theo réng r > 4, nén két hop véi (6) tasuy ra det( AA" )= 0. Do hang cia tich hai ma tran khong I6n hon
hang ctia m3i nhan tir nén v =rank ( AA" ) <rankA<b.

Két hop bat dang thac Fisher va tinh chét (4) ta suy ra dugc danh gia sau:
(8) r>k.

Cht y rang (v,k, 2)-cau hinh 1a mot truong hop riéng cua (b, v, r,k, 1)-cau hinh khi b=v hodc r =k .
Do d6 dudi cac diéu kién nhét dinh cac tinh chét cua (b,v, r,k, 1)-cau hinh s& twong ting véi cac tinh chét
cua (v,k, )L)-Céu hinh va nguoc lai.

3.2. Bo ba Steiner

Mot ho cac tap con ciia mottap X ,|X|=v, mdi tap con chira diing ba phan ti, duoc goi la mot b¢ ba
Steiner néu mdi tap con gom hai phan tir cia X nam trong chinh xac mot bo ba.

Mot bo ba Steiner, véi v >3, [a mot (b,v,r,k,1)-cau hinh véi k =3 va 2 =1. Turtinh chat (4) va (5) ta

V(V6_1) r= V;l. Do do6 ta suy ra réng v El,B(mod 6).

(2r+1)r

suyraring 2r =v—1,30=vr néntasuyra b=

Thatvay,do v=2r+1nénv lgva b= . Do d6, r=3u hoac 2r+1=3(2v+1), trong d6 x va

v 1a cac sd tt nhién nao do. Suyra v=6u+1, hoac v==6v+3.

K&t qua 16. Néu ton tai by ba Steiner S, bac v, va bo ba Steiner S, bac v, thi dong thoi ciing ton tai bo ba
Steiner S bac v,v,.

Chirng minh. Gia sir S; dugc dinh nghia trén tap A= {ai, .y avl} con S, duoc dinh nghia trén tap
B={b,...h,}.

Xét tich Descartes Ax B va tién hanh xay dung hé S trén tap nay nhu sau:
Mot bo ba {(ai,br),(aj,bs),(ak,bt)} nam trong S néu mot trong cac didu kién sau dugc thoa man:
{a.,a;,3}eS,b =b =h;
{b..b,b}eS, a=a =a;
{a.a;,a}eS,{b.b.b}eS,.




D& dang kiém tra dwgc rang c6 chinh xac mot bo ba trong hé S chira mot cip phan ti cho trudc. Bac cua

2 (V1V2 _1)
6
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hé S la |A>< B| =V,V,. So cac b baciah¢ S bang b= ! . S0 cac bo ba cua hé S cung chira mét

phan tir cho trude la r = W, =1
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