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1. Hình vuông Latin 

1.1. Hình vuông Latin và các ánh xạ discordant 

     Hai ánh xạ :φ X Y  và :ψ X Y  được gọi là discordant trên tập 
1X X  nếu    φ x ψ x  với mọi 

1x X . Các ánh xạ φ  và ψ  được gọi là discordant nếu chúng là discordant trên tập X . Nếu φ  và ψ  là các 

hoán vị discordant thì 1φ  và 1ψ  cũng là các hoán vị discordant.           

     Sử dụng lối ký hiệu vừa trình bày ở trên ta tiến hành xây dựng cấu trúc metric ρ  trên nhóm đối xứng 
nS : 

     Với mọi , ns s S , ta đặt   1,ρ s s X  , trong đó 
1X  là tập con lớn nhất của X  sao cho hai hoán vị ,s s  

là discordant trên đó. Hàm ρ  thỏa mãn tất cả các yêu cầu của một metric: 

     (1)  , 0ρ s s   với mọi , ns s S  và  , 0ρ s s   khi và chỉ khi s s . 

     (2)    , ,ρ s s ρ s s   với mọi , ns s S . 

     (3)      , , ,ρ s s ρ s s ρ s s      với mọi , , ns s s S  . 

     Tính chất (1) và (2) là hiên nhiển nên ta sẽ chỉ chứng minh tính chất (3): 

    Từ định nghĩa của hàm ρ  ta nhận ra rằng    1, ,ρ s s ρ e s s  , trong đó e  là hoán vị đồng nhất. Với điều 

kiện như vậy ta thấy rằng  ,ρ e s n γ  , trong đó γ  là số các chu trình độ dài đơn vị của hoán vị s .  

     Đặt 1 2 3, ,γ γ γ  lần lượt là số các chu trình độ dài đơn vị của các hoán vị  
11 1, ,s s s s s s
     .  

     Nhận thấy rằng nếu  1s s x x    với một x X  thì hoặc  1s s x x    hoặc    
1

s s x x


   .  

     Do đó,    1 2 3n γ n γ n γ     , điều này tương đương với việc       11 1, , ,ρ e s s ρ e s s ρ e s s
      .      

     Từ định nghĩa của nêu của metric ρ  ta nhận thấy rằng hai hoán vị , ns s S  là discordant nếu 

 ,ρ s s n  . 

     Cho 1,..., ks s  là các hoán vị bậc n  discordant từng đôi một trên tập  1,...,X n . Một họ các hoán vị như 

vậy giúp ta xây dựng nên một mô hình đơn giản về một hình chữ nhật Latin cấp k n . 

     Thật vậy, từ họ 1,..., ks s  ta dựng nên một ma trận knL  cấp k n  với   
1,..., ; 1,...,kn i i k j n

L s j
 

 , thông thường 

ta có thể ký hiệu gọn lại là  1,...,kn k n
L s s . Nếu k n  thì một hình chữ nhật Latin sẽ được gọi là hình 

vuông Latin và được ký hiệu là  1,...,n nL s s . Một hình vuông Latin tương ứng với một ma trận vuông cấp 

n ,   
, 1,...,n i i j n

L s j


 . Do các hoán vị 1,..., ns s  là discordant từng đôi một nên tất cả các hàng và tất cả các 

cột của hình vuông Latin là phân biệt. Các hàng và các cột của một hình vuông Latin là các hoán vị của các 

số 1,...,n . 

     Ký hiệu bộ ba  , ,i j l  có nghĩa là số l  nằm ở vị trí giao giữa hàng thứ i  và cột thứ j  của một hình vuông 

Latin. Để xác định một hình vuông Latin cần tương ứng 2n  bộ ba. Khẳng định này được suy ra từ sự kiện  

hai phần tử bất kỳ trong một bộ ba xác định duy nhất phần tử còn lại. Dễ dàng nhận thấy rằng phần tử l  

được xác định duy nhất bởi phần tử i  và j . Giả sử rằng tồn tại hai phần tử j  và j  phân biệt cùng tương 

ứng với phần tử i  và l . Khi đó,     ,i is j s j j j   , mâu thuẫn với giả thiết is  là một hoán vị. Nếu tồn tại 

hai phần tử phân biệt i  và i  cùng tương ứng với phần tử j  và l , nên ta có    i is j s j , điều này mâu 

thuẫn với giả thiết các hoán vị is  và is   là discordant với i i . Luôn tồn tại các hình chữ nhật Latin và các 

hình vuông Latin với mọi ,n k  n k . Thật vậy, xét hoán vị  1,2,...,c n  của các số 1,2,...,n . Khi đó, các 

hoán vị 2, ,..., kc c c  xác định một hình chữ nhật Latin cấp k n  còn các hoán vị 2, ,..., nc c c  xác định một hình  

vị vuông Latin cấp n . 

     Dễ dàng nhận thấy rằng sau khi hoán đổi vị trí các hàng và các cột của một hình chữ nhật hoặc hình 

vuông Latin thì ta vẫn thu được một hình chữ nhật hoặc một hình vuông Latin. Do đó bằng cách hoán đổi vị 

trí các hàng và các cột (nếu cần) từ một hình vuông Latin bất kỳ ta luôn đưa nó về dạng đặc biệt, dạng 

chuẩn, trong đó hàng đầu tiên và cột đầu tiên bằng với vector  1,2,...,n . 



1.2. Các hình vuông Latin trực giao 

     Các hình vuông Latin  1,...,n nL s s ,  1,...,n nL s s    được gọi là trực giao nếu  

         , ,i i k ks j s j s l s l   với mọi    , ,i j k l . 

     Nếu các hình vuông Latin 
nL  và 

nL  là trực giao thì ta ký hiệu 
n nL L .  

     Nếu   
, 1,...,n i i j n

L s j


  và   
, 1,...,n i i j n

L s j


   trực giao thì ma trận      
, 1,...,

,i i
i j n

s j s j


  sẽ có tất cả các 

phần tử phân biệt với nhau.  

     Sau đây ta xem xét một số tính chất cơ bản của các cặp hình vuông Latin trực giao  

Kết quả 1. Các hình vuông Latin  1,...,n nL s s ,  1,...,n nL s s    trực giao khi và chỉ khi các hoán vị 

1 1

1 1,..., n ns s s s    lập thành một hình vuông Latin. 

Chứng minh. Giả sử n nL L  nhưng các hoán vị 1 1

1 1,..., n ns s s s    không lập thành một hình vuông Latin, có 

nghĩa là tồn tại v  sao cho    1 1

i i k ks s v s s v    với ,i k  i k  nào đó. Đặt    1 1,i ks v j s v l   , khi đó ta thu 

được    i ks j s l  và    i ks j s l  , điều này mâu thuẫn với giả thiết trực giao của 
nL  và 

nL .  

     Bây giờ ta giả sử các hoán vị 1 1

1 1,..., n ns s s s    lập thành một hình vuông Latin, tức là    1 1

i i k ks s v s s v    với 

mọi , ,v i k  i k . Giả sử thêm rằng nL  không trực giao với nL , tức là          , ,i i k ks j s j s l s l   với 

   , ,i j k l  nào đó. Do đó    i ks j s l ,    i ks j s l  . Từ hệ thức thứ nhất ta suy ra rằng tồn tại một phần 

tử v  sao cho    1 1,i ks v j s v l   . Kết hợp với hệ thức thứ hai ta suy ra    1 1

i i k ks s v s s v   , i k , mâu 

thuẫn.  

      

    Ta tiến hành định nghĩa phép nhân giữa một hoán vị bậc n  với một hình vuông Latin cấp n  như sau: 

    Nếu  1,...,n nL s s  là một ma trận Latin ta định nghĩa  1,...,n nφL φs φs  và  1 ,...,n nL ψ sψ s ψ ,  

trong đó φ  và ψ  là các hoán vị nào đó. 

Kết quả 2. Nếu n nL L  thì n nL φ L ψ  với mọi hoán vị φ  và ψ  thuộc nS . 

Chứng minh. Từ Kết quả 1, ta nhận ra rằng các hình vuông Latin nL φ  và nL ψ  trực giao với nhau khi và chỉ 

khi các hoán vị 1 1 1 1

1 1 ,..., n nφ s s ψ φ s s ψ      lập thành một hình vuông Latin. 

     Giả sử tồn tại phần tử v  sao cho    1 1 1 1

i i k kφ s sψ v φ s s ψ v      với ,i k  i k nào đó.  

     Do đó    1 1 ,i i k ks s μ s s μ i k    , điều này mâu thuẫn với giả thiết về tính trực giao của nL  và nL , nên ta 

cũng suy ra điều phải chứng minh.  

 

     Một hình vuông Latin nL  được gọi là nửa chuẩn hóa nếu nó có dạng  2, ,...,n nL e s s , trong đó e  là hoán 

vị đồng nhất. Kết quả 2 chỉ ra rằng luôn có thể chuyển một cặp hình vuông Latin trực giao bất kỳ về dạng 

nửa chuẩn hóa. Thật vậy, nếu  1,...,n nL s s  và  1,...,n nL s s    là các hình vuông Latin trực giao với nhau 

thì các hình vuông Latin 1

1nL s  và  
1

1nL s


   cũng trực giao với nhau và đều có dạng nửa chuẩn hóa.  

 

     Tiếp theo ta sẽ định nghĩa tích của hai hình vuông Latin bậc n . Nếu  1,...,n nL s s  và  1,...,n nL s s    là 

các hình vuông Latin thì ta định nghĩa tích nL  của chúng của bởi  1 1,...,n n n n nL L L s s s s     . 

Kết quả 3. Các hình vuông Latin nL  và nL  trực nhau với nhau khi và chỉ khi tồn tại một hình vuông Latin 

nL  sao cho n n nL L L  . 

Chứng minh. Thật vậy, nếu n nL L  thì từ Kết quả 1 ta suy ra dãy các hoán vị 1 1

1 1,..., n ns s s s    lập thành một 

hình vuông Latin. Bằng cách đặt 
1 1

1 1,...,n n nL s s s s        ta nhận thấy rằng n n nL L L  . Ngược lại, nếu tồn tại 

một hình vuông Latin nL  sao cho n n nL L L   thì bằng cách đảo lại các lập luận vừa trình bày ta cũng nhận 

ra rằng n nL L . 

Nhận xét: Bằng cùng một phương pháp lập luận như vừa được trình bày ở trên ta cũng thu được kết quả sau 

 



Kết quả 4. Các hình vuông Latin    1
,...,

r

n nL L  trực giao nhau từng đôi một khi và chỉ khi tồn tại 
 1

2

r r 
 hình 

vuông Latin  ,i j

nL  sao cho      ,i j i j

n n nL L L . 

 

    Bây giờ ta sẽ xét một lớp đặc biệt các hình vuông Latin. 

    Một hình vuông Latin  1,...,n nL s s  gọi là được dựng trên nhóm các hoán vị G  nếu  1,..., nG s s . 

Kết quả 5. Nếu các hình vuông Latin 
nL  và 

nL   được dựng trên nhóm G  trực giao với nhau thì hình vuông 

Latin được xác định bởi điều kiện 
n n nL L L   cũng được dựng trên nhóm G . 

Chứng minh. Thật vậy, 1 1

1 1,...,n n nL s s s s        và  1 1

1 1,..., n nG s s s s   , tính không bị lặp lại của các phần tử 

được suy ra từ việc nL  là một hình vuông Latin. 

    Một tập cực đại các hình vuông Latin bậc n  trực giao nhau từng đôi một được gọi là một tập đầy đủ. 

Kết quả 6. Một tập đầy đủ các hình vuông Latin bậc n  chứa không quá 1n  phần tử. 

Chứng minh. Xét một tập đầy đủ gồm các hình vuông Latin bậc n  là    1
,...,

r

n nL L . Không mất tính tổng quát 

ta có thể giả sử rằng tất cả các hình vuông Latin này đều có dạng nửa chuẩn hóa, bởi vì phép nửa chuẩn hóa 

một hình vuông Latin bảo toàn tính trực giao. Khi đó, phần tử ở vị trí  2,1  của các hình vuông Latin này 

phải chứa các phần tử khác nhau, trong trường hợp ngược lại sẽ mâu thuẫn với tính trực giao của các hình 

vuông Latin. Đồng thời các phần tử ở vị trí  2,1  không thể bị trùng với phần tử của vị trí  1,1  nên số các 

phần tử như vậy không thể lớn hơn 1n . Do đó, 1r n  . 

1.3. Phương pháp Bose – Stevens 

     Sau đây ta sẽ trình bày phương pháp Bose – Stevens để xây dựng một tập đầy đủ các hình vuông Latin 

bậc n  trực giao nhau từng đôi một với số phần tử bằng 1n  mà cơ sở của nó chính là kết quả sau    

Kết quả 7. Cho αn p , trong đó p  là một số nguyên tố và α  là một số tự nhiên nào đó.  

     Khi đó, với mọi 3n  , luôn tồn tại một tập đầy đủ gồm 1n  hình vuông Latin bậc n  trực giao nhau từng 

đôi một. 

Chứng minh. Đặt    0 1 20, 1, ,...,GF
α

np a a a a   .  

     Xét 1n  ma trận     
, 0,1,..., 1

l l

n ij
i j n

L a
 

 , 1,..., 1l n  , trong đó 
 l
ij i l ja a a a  . Mỗi ma trận này xác định 

cho ta một hình vuông Latin. Thật vậy, hệ thức 
   l l

ij ija a   với j j  kéo theo j ja a  , mâu thuẫn. Tương tự, 

hệ thức 
   l l

ij i ja a   với i i  kéo theo   0i i la a a  , do 0la   nên ta thu được i ia a  , mâu thuẫn. 

     Tiếp theo, ta sẽ chứng minh rằng hai hình vuông Latin 
 k

nL  và  l
nL   trực giao nhau với k l . 

     Giả sử          , ,
k l k l

ij ij i j i ja a a a     với    , ,i j i j  . 

     Do đó, ta thu được hệ phương trình sau 

                                                                    i k j i k ja a a a a a    ,  

                                                                    i l j i l ja a a a a a    . 

     Trừ phương trình thứ nhất cho phương trình thứ hai ta nhận được    i k l i k la a a a a a   , do 0k la a   

nên ta thu được i ia a  , tức là i i . Từ phương trình thứ nhất ta suy ra j ja a  , tức là j j , điều này mâu 

thuẫn với điều kiện    , ,i j i j  . 

 

2.  , ,v b k -cấu hình 

2.1. Định nghĩa và các tính chất cơ bản của  , ,v b k -cấu hình 

    Một họ các tập con 1,..., vX X  của tập  1,..., nX x x  được gọi là một  , ,v b k -cấu hình nếu 

0 1λ k v     và 
, ,

, .

 

 
i j

k i j
X X

λ i j


  


  



    Các tập con 
1,..., vX X  được gọi là các khối. Ma trận liên thuộc của một  , ,v b k -cấu hình là một  0,1 -ma 

trận  
, 1,...,ij i j v

A a


  trong đó 
1, ,

0, .

 

 

j i

ij

j i

x X
a

x X


 



 

    Ký hiệu I  là ma trận vuông đơn vị cấp v  còn J  là ma trận vuông với tất cả các phần tử đều bằng 1. 

    Sau đây ta sẽ trình bày một số tính chất của ma trận liên thuộc của một  , ,v b k -cấu hình: 

    (1)                                                                    AJ kJ . 

    Tính chất này biểu diễn cho điều kiện 
1

v

ij

j

a k


 , 1,...,i v , điều này thì tương đương với 

iX k , 1,...,i v . 

     (2)                                                            TAA λJ k λ I   . 

    Tính chất này biểu diễn cho điều kiện 
1

, ,

, .

 

 

v

il jl i j

i

k i j
a a X X

λ i j


   


  

    

    (3)                                                   
2 1

det det 1
vTAA A k λ v k λ


     .  

    Từ tính chất vừa trình bày ta suy ra  

...

...

... ... ... ...

...

T

k λ λ

λ k λ
AA λJ k λ I

λ λ k

 
 
    
 
 
 

 và từ đây bằng một số phép 

biến đổi định thức đơn giản ta suy ra khẳng định trên. 

    (4) Các tham số của một  , ,v b k -cấu hình liên hệ với nhau theo hệ thức    1 1k k λ v   . 

    Bằng cách nhân phải hai vế của (2) cho J , ta thu được   1TAA J k λ v J   . 

    Do λ k  nên từ hệ thức (3) ta suy ra ma trận A  không suy biến nên từ (1) ta có 1 1
A J J

k

  . 

    Bây giờ từ hệ thức   1TAA J k λ v J    ta tính được   
1

1TA J k λ v J
k

   . 

    Chuyển vị hai vế của biểu thức vừa nhận được và thực hiện nhân phải hai vế cho J , ta được 

                                                                      1
v

JAJ k λ v J
k

   .    

    Mặt khác, từ (1) ta suy ra rằng JAJ kvJ . 

    Kết hợp hai kết quả trên ta nhận được   1
v

k λ v kv
k

   , thực hiện các phép biến đổi đơn giản ta thu 

được    1 1k k λ v   .  

    (5)                                                                 JA kJ . 

    Tính chất này nói lên rằng số các tập con của họ 1,..., vX X  cùng chứa một phần tử jx  luôn bằng k , tức là 

                                                       
1

v

ij

i

a k


 , 1,...,j v . 

    Tính đúng đắn của (5) được suy ra từ việc   
1

1TA J k λ v J
k

    và   1
v

k λ v kv
k

   . 

    (6)                                                               
T TAA A A . 

    Một ma trận thỏa mãn tính chất này thường được gọi là một ma trận chuẩn. 

    Tính đúng đắn của (6) được suy ra như sau: 

               1 1T T Tλ
A A A AA A A λJ k λ I A JA k λ I λJ k λ I AA

k

            . 

    Từ tính chất này ta suy ra 
1

, ,

, ,

 

 

v

ij il

i

k i j
a a

λ i j


 


  tức là một cặp phần tử phân biệt ix  và jx  cùng thuộc chính 

xác λ  khối của họ 1,..., vX X . 



    Các tính chất vừa xét ở trên của một  , ,v b k -cấu hình cung cấp cho ta một cách định nghĩa một  , ,v b k -

cấu hình theo hướng tổ hợp:     

    Một họ các tập con 
1,..., vX X  của một tập  1,...,X v  có dạng một  , ,v b k -cấu hình với 

0 1λ k v     nếu mỗi phần tử của tập X  được chứa trong chính xác k  tập con của họ này và mỗi cặp 

phần tử phân biệt của tập X  cùng thuộc chính xác λ  tập con của họ này. 

     Định nghĩa vừa trình bày thể hiện nhiều sự liên kết giữa  , ,v b k -cấu hình và cấu trúc  , , , ,b v r k λ -cấu 

hình sẽ được trình bày trong phần 4 của bài viết. 

2.2. Định lý Bruck-Chowla-Ryser 

    Cho  
, 1,...,ij i j v

A a


  là ma trận liên thuộc của một  , ,v b k -cấu hình. Mỗi khối 
iX  được cho tương ứng với 

một dạng tuyến tính  1

1

,...,
v

i i v ij j

j

F F u u a u


  , 1,...,i v . 

     Đặt 2 2

1 1 1 1

v v v v

v i j ij j l ij il

i j i j l i

Q F u a u u a a
    

       . 

     Từ hai hệ thức 
1

v

ij

i

a k


 , 1,...,j v , và 
1

, ,

, ,

 

 

v

ij il

i

k i j
a a

λ i j


 


  ta thu được   

 
2

2 2

1 1 1

v v v

v i j j

i j j

Q F k λ u λ u
  

 
     

 
   . 

     Sau đây ta sẽ trình bày định lý Bruck-Chowla-Ryser. Định lý này cung cấp một điều kiện cần để biết 

được khi nào thì tồn tại một  , ,v b k -cấu hình. Để phục vụ cho mục đích này ta cần đến hai kết quả phụ sau 

Bổ đề 1. Cho 1 2 3 4, , ,c c c c  là các số hữu tỷ sao cho 2 2 2 2

1 2 3 4 0c c c c     còn 1 2 3 4, , ,u u u u  và 1 2 3 4, , ,w w w w  là 

các biến số thỏa mãn điều kiện  

                                                             

1 2 3 41 1

2 1 4 32 2

3 4 1 23 3

4 3 2 14 4

c c c cw u

c c c cw u

c c c cw u

c c c cw u

      
    

    
    
    

    

. 

     Khi đó,   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4w w w w c c c c u u u u           và các biến 1 2 3 4, , ,u u u u  được biểu diễn 

như các tổ hợp tuyến tính của các biến 1 2 3 4, , ,w w w w  với các hệ số hữu tỷ.  

Chứng minh. Điều kiện cho trong khẳng định có thể được viết lại dưới dạng vector như sau: 

w Cu , 

trong đó w  và u là các vector tương ứng với các biến 1 2 3 4, , ,w w w w  và 1 2 3 4, , ,u u u u  còn C  là ma trận tương 

ưng trong điều kiện. 

    Do đó ta suy ra rằng T T Tw w u C Cu . 

    Dễ dàng kiểm tra được rằng 
4

2

1

T

i

i

C C c I


 
  
 
 , trong đó I là ma trận đơn vị cấp 4. 

    Do đó, 
4 4 4

2 2 2

1 1 1

i i i

i i i

w c u
  

   . 

    Từ hệ thức 
4

2

1

T

i

i

C C c I


 
  
 
  ta suy ra được rằng  

2
2 2 2 2

1 2 3 4detC c c c c    . 

    Điều này có nghĩa là các hệ số trong biểu diễn tuyến tính của các biến 1 2 3 4, , ,u u u u  qua các biến 

1 2 3 4, , ,w w w w  là các số hữu tỷ.          

    Tiếp the, ta nhắc lại một kết quả đã quá quen thuộc đến từ lý thuyết số của tác giả Lagrange. 

Bổ đề 2. Mọi số tự nhiên n  đều có thể được biểu diễn dưới dạng tổng bình phương của bốn số nguyên khác 

không, tức là 2 2 2 2

1 2 3 4n c c c c    . 

    Sau đây ta sẽ trình bày kết quả của Bruck-Chowla-Ryser 



Kết quả 8. Điều kiện cần để tồn tại một  , ,v k λ - cấu hình là 

    a) k λ  là bình phương của một số tự nhiên nếu v  chẵn; 

    b) phương trình    
1

2 2 2
21

v

z k λ x λy


     có một nghiệm nguyên không tầm thường, tức là 

2 2 2 0x y z    nếu v  lẻ.  

Chứng minh. Từ các hệ thức      
1

det 1
vTAA k λ v k λ


     và    1 1k k λ v    ta suy ra được 

                                                                      
2 12det

v
A k k λ


  . 

     Do đó , ta suy ra  
1v

k λ


  là bình phương của một số tự nhiên nào đó, nếu v  chẵn thì k λ  sẽ phải là 

bình phương của một số tự nhiên. 

     Tiếp theo ta khảo sát trường hợp khi v  lẻ. 

     Đầu tiên ta giả sử rằng  1 mod 4v  . Thực hiện chia các biến 
1 1,..., vu u 

 thành các nhóm liên tiếp nhau 

sao cho mỗi nhóm gồm bốn phần tử và đưa vào các biến 
1 1,..., vw w 

 được xác định bởi các hệ thức 

j jW CU , 1,5,9,..., 4j v  , 

 trong đó  1 2 3, , ,T

j j j j jW w w w w    và  1 2 3, , ,T

j j j j jU u u u u    còn 

1 2 3 4

2 1 4 3

3 4 1 2

4 3 2 1

c c c c

c c c c
C

c c c c

c c c c

   
 

 
 
 

 

 với 

1 2 3 4, , ,c c c c  được xác định từ hệ thức 2 2 2 2

1 2 3 4k λ c c c c     .  

     Áp dụng Bổ đề 1 ta suy ra rằng   2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3j j j j j j j jw w w w k λ u u u u             , 1,5,..., 4j v  ,  

và các biến 1 2 3, , ,j j j ju u u u    là các tổ hợp tuyến tính của 1 2 3, , ,j j j jw w w w    với các hệ số hữu tỷ.  

    Đặt v vw u  và 1 ... vw u u   , ta thu được  
1

2 2 2 2

1 1

v v

i j v

i j

F w k λ w λw


 

     . 

    Chú ý rằng do 1,..., ,vu u w  là các tổ hợp tuyến tính của 1,..., vw w  với các hệ số hữu tỷ nên hệ thức vừa thu 

được là một đồng nhất thức theo các biến 1,..., vw w . 

    Từ phân tích trên ta nhận thấy rằng 1 11 1 1... v vF d w d w   , trong đó 11 1,..., vd d  là các số hữu tỷ.  

    Đặt 1 1F w   nếu 11 1d   và 1 1F w  nếu 11 1d  . Trong cả hai trường hợp ta nhận thấy rằng 1w  luôn là 

một tổ hợp tuyến tính của 2 ,..., vw w  và 2 2

1 1F w .  

    Bây giờ từ hệ thức  
1

2 2 2 2

1 1

v v

i j v

i j

F w k λ w λw


 

      ta thu được một đồng nhất thức mới theo các biến độc 

lập là 2 ,..., vw w :                                                                                                                              

 
1

2 2 2 2

2 2

v v

i j v

i j

F w k λ w λw


 

     . 

    Bằng cách làm tương tự, tức là các phép đặt 2 2 1 1,..., v vF w F w      ta thu được kết quả sau 

 2 2 2

v vF k λ w λw   , 

trong đó vF  và w  đều tỉ lệ với vw  với các hệ số là các số hữu tỷ còn vw  là một biến độc lập. 

    Bằng cách chọn cho vw  một giá trị nguyên khác không và thực hiện quy đồng mẫu vF  và w  ta sẽ tìm 

được các số nguyên , ,x y z  sao cho  2 2 2z k λ x λy    trong đó 0x  . 

     Kế tiếp ta xét trường hợp  3 mod 4v  .  

     Ta đưa vào biến mới là 1vu   và cộng hai vế của hệ thức  
2

2 2

1 1 1

v v v

i j j

i j j

F k λ u λ u
  

 
    

 
    cho   2

1vk λ u   

thu được hệ thức sau    
2

1
2 2 2

1

1 1 1

v v v

i v j j

i j j

F k λ u k λ u λ u




  

 
      

 
   . 



     Thực hiện chia các biến 
1 1,..., vu u 

 thành các nhóm liên tiếp nhau sao cho mỗi nhóm gồm bốn phần tử 

và áp dụng phép biến đổi tương tự như đã làm khi khảo sát trường hợp  1 mod 4v  , ta thu được một đồng 

nhất thức theo các biến 
1 1,..., vw w 

:  

                                                         
1

2 2 2 2

1

1 1

v v

i v j

i j

F k λ u w λw




 

     , 

trong đó 
1 ... vw u u   . 

    Bằng kĩ thuật tương tự như trong trường hợp  1 mod 4v  , ta thu được đồng nhất thức chỉ phụ thuộc vào 

một biến là 
1vw 
:               

  2 2 2

1 1v vk λ u w λw    , 

trong đó 
1vu 
 và w  đều tỉ lệ với 1vw   với các hệ số hữu tỷ.  

    Bằng cách chọn cho 1vw   một giá trị nguyên khác không và thực hiện quy đồng mẫu 1vu   và w  ta sẽ tìm 

được các số nguyên , ,x y z  sao cho  2 2 2z k λ x λy    trong đó 0x  . 

     

    Tiếp theo ta sẽ xét một số trường hợp riêng của  , ,v k λ - cấu hình. 

2.3. Perfect difference set 

     Cho  1,..., kD d d  là một tập nhỏ nhất các thặng dư khác không theo modulo v  thỏa mãn điều kiện với 

mọi a   0 mod v  có chính xác λ  cặp  , ,i jd d i j , sao cho  modi jd d a v  , trong đó 0 1λ k v    . 

     Một tập D  thỏa mãn các tính chất vừa nêu được gọi là một perfect difference set. 

     Đặt  1 ,...,l kD d l d l   , 0,1,..., 1l v  , trong đó phép cộng được thực hiện theo modulo v . 

     Ta sẽ chỉ ra rằng 0 1 1, ,..., vD D D   là một họ các tập con của  0,1,..., 1D v   có dạng  

một  , ,v k λ - cấu hình. 

     Để thực hiện điều vừa nói ở trên ta chỉ cần chỉ ra rằng 
, ,

, .

 

 
i j

k i j
D D

λ i j


  


  

     Với i j , 

                                                  1 1,..., ,...,i j k kD D d i d i d j d j        

                                                                  , | mods l s ld d d i d j v     

                                                                  , | mod ,s l s ld d d d a v a j i      

                                                              λ . 

     Điều ta vừa nói ở trên đã chứng tỏ 0 1 1, ,..., vD D D   là một  , ,v k λ - cấu hình nên các tham số của một 

perfect difference set liên hệ với nhau theo hệ thức    1 1k k λ v   .  

     Một ma trận  
, 1,...,ij i j n

A a


  được gọi là circulant nếu một hàng bất kỳ của nó có thể thu được từ hàng 

trước bằng cách hoán vị vòng quanh các phần tử trong hàng theo chiều từ trái sang phải, tức là 1, 1i j ija a    

trong đó phép cộng được thực hiện theo modulo n . Không quá khó khăn để ta có thể nhận ra rằng ma trận 

liên thuộc của một  , ,v k λ - cấu hình tương ứng với một perfect difference set là một ma trận circulant. 

 

2.4. Ma trận Hadamard và Cấu hình Hadamard                    

     Một ma trận vuông H  cấp n  được gọi là ma trận Hadamard nếu tất cả các phần tử của nó nhận các giá 

trị 1 hoặc 1  và THH nI , trong đó I  là ma trận đơn vị. 

     Nếu ta ký hiệu 1,..., nH H  là các vector hàng của ma trận H  thì điều kiện trong định nghĩa nói lên rằng  

tích vô hướng của hai hàng bất kỳ bằng  
, ,

,
0, ,

 

 
i j

n i j
H H

i j


 


 tức là các hàng của ma trận H  trực giao với 



nhau. Đồng thời từ điều kiện nêu trong định nghĩa ta cũng suy ra ma trận H  không suy biến, bởi vì 

   
2 2det detTHH H n  .  

     Ma trận H  là ma trận chuẩn; thật vậy,  1 1T T TH H H HH H H nI H nI HH     .  

     Từ một ma trận Hadamard bằng cách nhân một hàng hoặc một cột bất kỳ cho 1  thì ta cũng thu được 

một ma trận Hadamard mới; thật vậy, nếu  
, 1,...,ij i j n

H h


  thì từ điều kiện trong định nghĩa tương đương với 

1

, ,

0, ,

 

 

n

il jl

l

n i j
h h

i j


 


  và hiển nhiên rằng các hệ thức này vẫn được bảo toàn khi ta thực hiện phép biến đổi. 

Do đó, từ một ma trận Hadamard cho trước ta luôn có thể chuẩn hóa nó sao cho hàng đầu tiên và cột đầu tiên 

có tất cả các phần tử đều bằng 1. 

Kết quả 9. Một ma trận Hadamard bậc n  chỉ có thể có nếu 1,2n   hoặc  0 mod 4n  .   

Chứng minh.  

     Với 1,2n   các ma trận Hadamard lần lượt là  1  và 
1 1

1 1

 
 

 
, khẳng định là hiển nhiên. 

     Xét một ma trận Hadamard đã chuẩn hóa với 3n  . Khi đó các cột của ba hàng đầu tiên của ma trận này 

có thể có một trong các dạng sau: 

1

1

1

 
 
 
 
 

, 

1

1

1

 
 
 
  

, 

1

1

1

 
 
 
 
 

, 

1

1

1

 
 
 
  

. 

     Giả sử số lượng của các loại cột vừa đề cập ở trên lần lượt bằng , , ,x y z w . Do tổng số các cột là n  và từ 

tính trực giao của các hàng, ta thu được hệ phương trình sau 

x y z w n    , 

                                                                      0x y z w    , 

0x y z w    , 

0x y z w    . 

     Giải hệ phương trình trên ta thu được 
4

n
x y z w    . 

     Do đó, 4n μ , trong đó μ  là một số tự nhiên nào đó. 

 

     Bây giờ ta sẽ tiến hành định nghĩa tích Kronecker của hai ma trận vuông. Nếu cho trước hai ma trận 

vuông  
, 1,...,ij i j n

A a


  và  
, 1,...,ij i j m

B b


  thì tích Kronecker A B  của ma trận A  và B  là một ma trận 

vuông cấp mn  xác định bởi công thức 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

... ... ... ...

...

n

n

n n nn

a B a B a B

a B a B a B
A B

a B a B a B

 
 
  
 
 
 

. 

     Nói cách khác,  
, 1,...,i js s

i j mn
C A B c


   , trong đó 

1 1 2 2i js s i j i jc a b ,  1 1,is i j ,  2 2,js i j  và 1 2, ,..., mns s s  

là các cặp  ,i j  với 1,..., , 1,...,i n j m   , được sắp xếp theo thứ tự: 

            1,1 ,..., 1, , 2,1 ,..., 2, ,..., ,1 ,..., ,m m n n m . 

     Tích Kronecker của các ma trận thỏa mãn một số tính chất cơ bản sau: 

     (1)                                                        
T T TA B A B   . 

     (2) Nếu A  và B  là các ma trận cấp n  còn C  là một ma trận cấp m  thì  A B C A C B C      . 

     Các tính chất trên được suy ra trực tiếp từ định nghĩa của tích Kronecker. 

     (3) Nếu A  và B  là các ma trận vuông cấp n  còn C  và D  là các ma trận vuông cấp m  thì 

      AB CD A C B D    . 

     Tính đúng đắn của tính chất này được suy ra từ hệ thức 
1 1 2 2 1 2 1 2

,

i μ μj i v vj i μ i v μj vj

μ v μ v

a b c d a c b d   . 



    (4) Tích Kronecker của hai ma trận Hadamard cũng là một ma trận Hadamard. 

    Thật vậy, nếu H  và H   lần lượt là các ma trận Hadamard bậc n  và m  thì   

     
T T T T T

n m mnH H H H H H H H HH H H nI mI mnI               . 

Kết quả 10. Với mọi số nguyên dương α  luôn tồn tại một ma trận Hadamard bậc 2αn  .  

Chứng minh. 

     Với 2n  , 
2

1 1

1 1
H

 
  

 
 là một ma trận Hadamard.  

     Với 4n  , 
4 2 2

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

H H H

 
 

    
  
 

  

 cũng là một ma trận Hadamard. 

     Với 8n  , 
8 2 2 2H H H H    cũng là một ma trận Hadamard.    

     Bằng lập luận tương tự ta nhận ra rằng, trong trường hợp tổng quát, 

2

2 22
...

 nhaân töû 

α

α H

H H H    là một ma trận 

Hadamard. 

Kết quả 11. Một ma trận Hadamard chuẩn bậc n  với  4n μ  tương đương với một  , ,v b k -cấu hình với 

các tham số 4 , 2 1, 1v μ k μ λ μ      tương ứng.  

Chứng minh. Đầu tiên loại bỏ đi hàng đầu tiền và cột đầu tiên khỏi ma trận Hadamard chuẩn H  và thay các 

số 1  bởi các số 0. Khi đó ta thu được một  0,1 - ma trận A  cấp v v  trong đó mỗi hàng chứa chính xác 

2 1μ   số 1, bởi vì trong ma trận Hadamard H  ban đầu thì mỗi hàng chứa chính xác 2μ  số 1. Hai hàng bất 

kỳ của ma trận A  chứa chính xác 1μ   số 1 nằm trên cùng cột. Các tính chất này chỉ ra rằng A  là ma trận 

liên thuộc của một  , ,v b k - cấu hình với 4 , 2 1, 1v μ k μ λ μ     . 

     Ngược lại, bắt đầu từ ma trận liên thuộc của một  , ,v b k - cấu hình với các tham số được xác định như 

trên và bằng cách đảo lại thứ tự các lập luận ta có thể xây dựng lại được một ma trận Hadamard chuẩn có 

bậc 4n μ .  

      

Nhận xét:  , ,v b k -cấu hình tương ứng với ma trận Hadamard như trình bày ở trên được gọi là một cấu hình 

Hadamard. 

 

2.5. Mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn 

2.5.1. Một số tính chất cơ bản của mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn 

     Một mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn bậc n  là một  , ,v b k -cấu hình với 2 1, 1, 1v n n k n λ      . 

     Ngôn ngữ của hình học thường được sử dụng trong việc mô tả các mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn. Các phần 

tử của tập X  được gọi là các điểm còn các khối 1,..., vX X X  được gọi là các đường thẳng. Nếu j ix X  

thì ta nói rằng điểm jx  nằm trên đường thẳng iX  hoặc đường thẳng iX  đi qua điểm jx . Tương tự, bao hàm 

thức j i kx X X   có nghĩa là đường thẳng iX  và kX  giao nhau tại điểm jx . 

     Với việc sử dụng các thuật ngữ như trên ta có thể nhìn nhận lại các tính chất cơ bản của một  , ,v b k -cấu 

hình cho trường hợp các mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn như sau: 

     (1) Mỗi đường thẳng đi qua đúng 1n  điểm. 

     (2) Hai đường thẳng bất kì giao nhau tại một điểm. 

     (3) Mỗi điểm là giao của 1n  đường. 

     (4) Chỉ có duy nhất một đường thẳng đi qua hai điểm cho trước. 

     Các tính chất (2) và (4) là các tính chất của điểm và đường thẳng trong một mặt phẳng thông thường và 

chúng giải thích cho việc tại sao ta lại sử dụng các thuật ngữ hình học. 

     Tiếp theo ta sẽ nêu ra một điều kiện cần cho sự tồn tại của một mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn bậc n .  

Kết quả 12. (Bruck – Ryser) Điều kiện cần để tồn tại một mặt phẳng xạ ảnh bậc n  với  1,2 mod4n   là 

tồn tại các số nguyên a  và b  sao cho 2 2n a b  . 



Chứng minh. Dễ dàng nhận ra rằng khẳng định trên là một hệ quả của định lý Bruck-Chowla-Ryser với 

2 1, 1, 1v n n k n λ      . Khi đó, giá trị 
1

2

v
t


  là một số nguyên nên 2 1v t   là một số lẻ. Do đó ta 

tìm được các số nguyên , ,x y z  sao cho 2 2 2 0x y z    và  
 1

2 2 2
21

n n

z nx y


   .  

     Nếu  1,2 mod 4n   thì 
 1

2

n n 
 là một số lẻ nên phương trình trên có dạng 2 2 2nx z y  . 

     Từ các hiểu biết quen thuộc về lý thuyết số ta dễ dàng suy ra rằng để tồn tại các số nguyên , ,x y z  không 

đồng thời bằng không thỏa mãn hệ thức 2 2 2nx z y   thì ta phải tìm được các số nguyên a  và b  sao cho 
2 2n a b  , điều phải chứng minh. 

2.5.2. Mối liên hệ giữa mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn với các hình vuông Latin trực giao 

      Xét ma trận   21,..., ; 1,..., 2ij i n j t
C c

  
  trong đó  1,...,ijc n  và    , ,ik il jk jlc c c c , i j , k l . 

      Điều kiện trong định nghĩa trên có nghĩa là các hàng của mỗi ma trận con cấp 2 2n   củaC  biểu diễn 2n  

cặp phần tử phân biệt (có tính đến thứ tự) được chọn tạo ra từ các số 1,2,...,n . 

      Sắp xếp lại các hàng của C  sao cho các hàng của ma trận con cấp 2 2n   tương ứng với hai cột đầu tiên 

xuất hiện theo thứ tự sau: 

           1,1 ,..., 1, , 2,1 ,..., 2, ,..., ,1 ,..., ,m m n n m . 

     Khi đó hai cột đầu tiên của C  được gọi là hai cột chuẩn và ma trận thu được như trên được ma trận 

chuẩn. Chú ý rằng việc hoán đổi vị trí các cột của ma trận C  không làm thay đổi đi điều kiện nêu trong định 

nghĩa nên quá trình chuẩn hóa trên luôn thực hiện được. 

      

    Bây giờ ta xét một tập gồm t  hình vuông Latin bậc n  đôi một trực giao được tạo thành từ các hoán vị tác 

động trên tập  1,..., n . Ta có kết quả cơ bản sau đặt nền tảng cho các khảo sát được thực hiện trong mục này 

của bài viết. 

Kết quả 13. Với 3, 2n t  , một tập nt  gồm t  hình vuông Latin bậc n  đôi một trực giao tương đương 

với một ma trận C  cấp  2 2n t   thỏa mãn các điều kiện nêu trong định nghĩa ở trên, tức là ta có thể xây 

dựng được một ma trận C  từ tập nt  và ngược lại. 

Chứng minh. Giả sử ta được cho trước một tập nt  gồm t  hình vuông Latin bậc n , 
   1

,...,
t

n nL L , đôi một 

trực giao. Ta xây dựng ma trận   21,..., ; 1,..., 2ij i n j t
C c

  
  tương ứng với tập nt  như sau: 

     Đầu tiên ta xây dựng ma trận con cấp 2 2n    tương ứng với hai cột chuẩn trong đó các hàng được đánh 

thứ tự bởi các cặp phần tử phân biệt (có tính đến thứ tự) được chọn tạo ra từ các số 1,2,...,n . Tiếp theo, cột 

thứ l  của ma trận này thu được bằng cách đặt tuần tự các hàng của hình vuông Latin 
 2l

nL


 từ trên xuống 

dưới, 3,4,..., 2l t  . 

     Ma trận C  thu được từ phép xây dựng trên thỏa mãn tất cả các yêu cầu trong định nghĩa. 

     Thật vậy, hệ thức    1 2 1 2, , ,i i j jc c c c i j  , mâu thuẫn với tính chất của hai cột chuẩn. Các hệ thức 

       1 1 2 2, , , , , , , 3,..., 2i ik j jk i ik j jkc c c c c c c c i j k t     , mâu thuẫn với tính chất không có hai phần tử 

nằm trên cùng hàng hoặc cùng cột của một hình vuông Latin bị trùng lặp. Sau cùng, các hệ 

thức    , , , , 3,..., 2,ik il jk jlc c c c i j k t    mâu thuẫn với tính chất trực giao của các hình vuông Latin ban 

đầu. 

     Bây giờ, giả sử ta được cho trước một ma trận   21,..., ; 1,..., 2ij i n j t
C c

  
  trong đó  1,...,ijc n  và 

   , ,ik il jk jlc c c c , i j , k l . Đầu tiên ta chuẩn hóa ma trận C  về dạng đặc biệt được nêu ở phần đầu của 

phân tích. Tiếp theo, ta cho tương ứng cột thứ  2l   trong dạng chuẩn của ma trận C  với hình vuông Latin 

 l
nL  bằng cách đặt tuần tự các phần độ dài n  của cột này làm các hàng của hình vuông Latin 

 l
nL . Các tính 

chất xác định một hình vuông Latin được thỏa mãn, do    , ,ik il jk jlc c c c , i j , 1,...,l t , với 1,2k  . Tính 



trực giao từng đôi một của các hình vuông Latin    1
,...,

t

n nL L  được suy ra từ điều kiện    , ,ik il jk jlc c c c  với 

mọi k l .  

Kết quả 14. Nếu tồn tại các tập 
nt

 và 
mt

  gồm  t  hình vuông Latin bậc n  và m trực giao từng đôi một 

thì đồng thời cũng tồn tại tập 
,mn t

 gồm t  hình vuông Latin bậc mn  trực giao từng đôi một. 

Chứng minh. 

     Đặt    2

1

1
1,..., ; 1,..., 2

ij
i n j t

C c
  

 ,    2

2

2
1,..., ; 1,..., 2

ij
i n j t

C c
  

  là các ma trận ở dạng chuẩn tương ứng với các tập 

nt  và 
mt

. Dựa trên cơ sở của các ma trận 
1C  và 2C , ta xây dựng ma trận C  với  

2
mn  hàng: 

              1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 , 2 , 2, , , ,..., ,i j i j i t j tc c c c c c 
 
 

, 21,...,i n , 21,...,j m . 

     Ma trận C  có  
2

mn  hàng và 2t   cột, các hàng của ma trận này được đánh thứ tự bởi các bộ: 

           1,1 ,..., 1, , 2,1 ,..., 2, ,..., ,1 ,..., ,m m n n m . 

     Ma trận này thỏa mãn yêu cầu nêu trong Kết quả 13. 

     Thật vậy, giả sử  ,α βC c  , trong đó α  chạy trên  
2

mn  cặp sắp thứ tự có dạng  ,i j , 21,...,i n , 

21,...,j m  còn 1,..., 2β t  . Khi đó, hệ thức    , ,αk αl α k α lc c c c 
    ,α α , k l  với    , , ,α i j α p q   

tương đương với  
       1 1 1 1

,ik pk il plc c c c  , 

       2 2 2 2
,jk qk jl qlc c c c  . 

     Điều này mâu thuẫn với định nghĩa của các ma trận 1C  và 2C . 

     Bằng cách áp dụng Kết quả 13 ta suy ra được rằng ma trận C  tương ứng với một tập gồm t  hình vuông 

Latin bậc mn  trực giao nhau từng đôi một và các hoán vị tương ứng với các hình vuông Latin này tác động 

trên tập các cặp sắp thứ tự            1,1 ,..., 1, , 2,1 ,..., 2, ,..., ,1 ,..., ,m m n n m . 

 

     Bây giờ ta nhận thấy rằng bằng việc áp dụng phương pháp Bose-Stevens xây dựng được một tập đầy đủ 

gồm 1αp   hình vuông Latin bậc αp  trực giao từng đôi một, trong đó p  là một số nguyên tố. Kết hợp 

khẳng định này với Kết quả 14 vừa chứng minh được ở phần trên ta nhận được kết quả sau 

Hệ quả. Cho 1 2

1 2 ... rα α α

rn p p p  và  
1
min 1iα

i
i r

t p
 

  . Khi đó, với mọi 2t  , luôn tồn tại một tập gồm t  hình 

vuông Latin bậc n  trực giao với nhau từng đôi một. 

 

     Mặt khác từ Kết quả 13 ta cũng thiết lập được một mối hệ giữa sự tồn tại của một mặt phẳng xạ ảnh hữu 

hạn bậc n  và sự tồn tại của một tập đầy đủ các hình vuông Latin trực giao nhau từng đôi một. 

Kết quả 15. Một mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn bậc 2n   tồn tại khi và chỉ khi tồn tại một tập đầy đủ gồm 1n  

hình vuông Latin bậc n  trực giao với nhau từng đôi một. 

Chứng minh. Giả sử ta được cho trước một mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn bậc n  bao gồm các đường thẳng 

21 1
,...,

n n
X X

 
. Ký hiệu các điểm nằm trên đường thẳng 1X  là 1 1,..., nx x   và các điểm còn lại của mặt phẳng 

là 21,..., n
y y . Đánh số các đường thẳng khác 1X  đi qua điểm 1x  bởi các số 1,2,...,n . Sử dụng cách thức 

tương tự ta đánh số các đường thẳng khác 1X  đi qua điểm 2x , ..., các đường thẳng khác 1X  đi qua điểm 1nx   

cũng bởi các số 1,2,...,n .  

     Nếu ijc  là nhãn của đường thẳng đi qua điểm iy  và jx  thì ma trận   21,..., ; 1,..., 1ij i n j n
C c

  
  thỏa mãn tính 

chất    , ,ik il jk jlc c c c , i j , k l . 

     Thật vậy, giả sử ik jkc c , il jlc c . Từ hệ thức thứ nhất ta suy đường thẳng đi qua điểm iy  và kx  có cùng 

nhãn với đường thẳng đi qua điểm jy  và kx , nói cách khác iy , jy và kx  cùng nằm trên một đường thẳng.   

Tương tự, từ hệ thức thứ hai ta suy ra được rằng iy , jy và lx  cũng cùng nằm trên một đường thẳng. Kết hợp 

hai kết quả trên lại ta suy ra được iy  và jy  nằm trên đường thẳng xác định bởi hai điểm kx  và lx , tức là iy  



và 
jy  nằm trên 

1X , mâu thuẫn. Bằng cách áp dụng Kết quả 13 ta xây dựng được một tập đầy đủ gồm 1n  

hình vuông Latin bậc n  trực giao với nhau từng đôi một.  

     Giả sử ta được cho trước ma trận   21,..., ; 1,..., 1ij i n j n
C c

  
  trong đó  1,...,ijc n  và    , ,ik il jk jlc c c c , 

i j , k l . Bây giờ ta tiến hành xây dựng mặt phẳng xạ ảnh hữu hạn tương ứng ma trận C  này.  

Xét đường thẳng  1 1 1,..., nX x x   và ký hiệu 21,..., n
y y  là các điểm không nằm trên đường thẳng này.  

Khi đó ta sử dụng số 
ijc  để gán nhãn cho đường thẳng 

ijL  đi qua hai điểm 
iy  và 

jx . Từ cách gán nhãn các 

đường thẳng vừa trình bày ở trên ta suy ra được rằng mỗi đường thẳng chứa chính xác 1n  điểm, do cột thứ 

j  của ma trận C  có n  phần tử giống với 
ijc . Hơn nữa, hai đường thẳng bất kỳ giao nhau tại chính xác một 

điểm. Thật vậy, giả sử  ,μ v k ly y X X  , μ v , k l . Khi đó, ta tìm được các chỉ số k   và l  sao cho 

μk vkc c  ,
μl vlc c  , k l  , điều này mâu thuẫn với điều kiện nêu trong định nghĩa của ma trận C . Hai tính 

chất vừa chỉ ra ở trên xác định cho ta một mặt phẳng xạ ảnh; do đó ta đã xây dựng được một cấu trúc mặt 

phẳng xạ ảnh bậc n  tương ứng với ma trận C , hoặc một cách tương đương, với một tập đầy đủ gồm 1n  

hình vuông Latin bậc n  trực giao với nhau từng đôi một. 

 

3. Block design 

     Trong phần này của bài viết ta xét một dạng mở rộng của  , ,v b k -cấu hình được gọi là  

 , , , ,b v r k λ -cấu hình. Khái niệm  , ,v b k -cấu hình và  , , , ,b v r k λ -cấu hình đều được gọi tên chung là 

block design và được sử dụng nhiều trong các tính toán thiết kế các thí nghiệm khoa học. 

3.1.  , , , ,b v r k λ -cấu hình 

     Một họ các tập con 1,..., bX X  của tập  1,..., vX x x  được gọi là một  , , , ,b v r k λ -cấu hình nếu các điều 

kiện sau được thỏa mãn: 

     (1)    , 1,...,iX k i b  . 

     (2)     Với mọi phần tử ix X , có chính xác r  tập con 
1
,...,

rμ μX X  chứa ix . 

     (3)     Với mọi cặp phần tử , ,i jx x X i j  , có chính xác λ  tập con 
1
,...,

λv vX X  chứa đồng thời ix  và jx . 

     (4)     Các số ,v k  và λ  thỏa mãn các điều kiện 0, 1λ k v   . 

     Đặt  
1,..., ; 1,...,ij i b j v

A a
 

  là ma trận liên thuộc của một  , , , ,b v r k λ -cấu hình, có nghĩa là 
1, ,

0, .

 

 

j i

ij

j i

x X
a

x X


 



 

     Ký hiệu vJ  là ma trận vuông cấp v  và b vJ   là ma trận cấp b v  trong đó tất cả các phần tử đều bằng 1. 

     Ta có một số tính chất cơ bản sau của ma trận liên thuộc A :  

     (1)                                                                      v bvAJ kJ . 

     Tính chất trên tương đương với khẳng định rằng 
1

, 1,...,
v

ij i

j

a X k i b


   , và điều này được suy trực tiếp 

từ định nghĩa của  , , , ,b v r k λ -cấu hình. 

     (2)                                                                     b bvJ A rJ . 

     Tính chất trên nói lên rằng 
1

, 1,...,
b

ij

i

a r j v


   và bản thân điều này thì tương đương với điều kiện (2) 

trong định nghĩa của  , , , ,b v r k λ -cấu hình. 

     (3)                                                                     T

v vA A λJ r λ I   . 

     Tính chất này tương đương với việc 
1

, ,

, ,

 

 

b

li lj

l

r i j
a a

λ i j


 


  và bản thân chúng thì lại biểu thị cho các điều 

kiện (2) và (3) trong định nghĩa của  , , , ,b v r k λ -cấu hình. 

      (4)                                                                         bk vr . 



      Thật vậy, bằng cách cố định phần tử 
ix X . Theo định nghĩa, phần tử 

ix  nằm trong chính xác r  tập con 

của họ 
1,..., bX X  nên số các phần tử được chứa trong họ 

1,..., bX X , tính luôn cả các phần tử bị lặp lại, bằng 

vr . Mặt khác, do , 1,...,iX k i b   nên ta cũng có thể tính số này theo công thức bk . 

       (5)                                                                   1 1r k λ v   . 

      Ta thực hiện tính số các cặp phần tử trong đó có một phần tử 
ix X cố định bằng hai cách khác nhau, 

lưu ý nếu hai phần tử này cùng nằm trong nhiều tập của họ thì chúng sẽ được tính lặp lại với số lần tương 

ứng. Với mỗi tập con trong số r  tập con có chứa phần tử 
ix , phần tử 

ix  có thể được ghép với một điểm bất 

kỳ nào đó trong số 1k   điểm còn lại để tạo thành một cặp. Do đó, tổng số các cặp cần tính bằng  1r k  . 

Mặt khác, phần tử 
ix  có thể  

jx  cùng nằm trong chính xác λ  tập con và bản thân phần tử 
jx  có thể được 

chọn theo 1v  cách khác nhau nên tổng số các cặp là  1λ v  . 

     (6)                                                           
1

det 1
vTAA r λ v r λ


    .  

     Từ tính chất (3),         
1

det det 1
vT

v vAA λJ r λ I r λ v r λ


       . 

     (7)                                                                          b v . 

     Tính chất này thường được gọi là bất đẳng thức Fisher. Kết hợp điều kiện 1k v   và tính chất (5) kéo 

theo rằng r λ , nên kết hợp với (6) ta suy ra  det 0TAA  . Do hạng của tích hai ma trận không lớn hơn 

hạng của mỗi nhân tử nên  rank rank
Tv AA A b   . 

     Kết hợp bất đẳng thức Fisher và tính chất (4) ta suy ra được đánh giá sau:  

     (8)                                                                          r k . 

 

     Chú ý rằng  , ,v k λ -cấu hình là một trường hợp riêng của  , , , ,b v r k λ -cấu hình khi b v  hoặc r k . 

Do đó dưới các điều kiện nhất định các tính chất của  , , , ,b v r k λ -cấu hình sẽ tương ứng với các tính chất 

của  , ,v k λ -cấu hình và ngược lại. 

3.2. Bộ ba Steiner 

     Một họ các tập con của một tập X , X v , mỗi tập con chứa đúng ba phần tử, được gọi là một bộ ba 

Steiner nếu mỗi tập con gồm hai phần tử của X nằm trong chính xác một bộ ba.  

     Một bộ ba Steiner, với 3v  , là một  , , , ,b v r k λ -cấu hình với 3k   và 1λ  . Từ tính chất (4) và (5) ta 

suy ra rằng 2 1,3r v b vr    nên ta suy ra 
 1 1

,
6 2

v v v
b r

 
  . Do đó ta suy ra rằng  1,3 mod6v  . 

     Thật vậy, do 2 1v r   nên v  lẻ và 
 2 1

3

r r
b


 . Do đó, 3r μ  hoặc  2 1 3 2 1r v   , trong đó μ  và 

v  là các số tử nhiên nào đó. Suy ra 6 1v μ  , hoặc 6 3v v  . 

Kết quả 16. Nếu tồn tại bộ ba Steiner 1S  bậc 1v  và bộ ba Steiner 2S  bậc 2v  thì đồng thời cũng tồn tại bộ ba 

Steiner S  bậc 1 2v v . 

Chứng minh. Giả sử 1S  được định nghĩa trên tập  
11,..., vA a a  còn 1S  được định nghĩa trên tập 

 
21,..., vB b b . 

     Xét tích Descartes A B  và tiến hành xây dựng hệ S  trên tập này như sau: 

     Một bộ ba       , , , , ,i r j s k ta b a b a b  nằm trong S  nếu một trong các điều kiện sau được thỏa mãn: 

  1, ,i j ka a a S , r s tb b b  ; 

  2, ,r s tb b b S , i j ka a a  ; 

  1, ,i j ka a a S ,  2, ,r s tb b b S . 



     Dễ dàng kiểm tra được rằng có chính xác một bộ ba trong hệ S  chứa một cặp phần tử cho trước. Bậc của 

hệ S  là 
1 2A B v v  . Số các bộ ba của hệ S  bằng 

 1 2 1 2 1

6

v v v v
b


 . Số các bộ ba của hệ S  cùng chứa một 

phần tử cho trước là 1 2 1

2

v v
r


 . 
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