Chii @é 08. Phép td mau siéu do thi
8.1. Khai niém co ban

Gia str cho trudc mot siéu dd thi H = (X, D) va {1,2, ..., 1} 12 mot tp cac mau cho trudc. Mot phép A — to
mau thuc sw ciia 3 = (X, D) duoc dinh nghia 1a mot phép gan nhan mdi dinh cta X véi mot mau nao d6 nim
trong tap {1,2, ..., A} sao cho moi canh D € D, v6i |[D| > 2, déu c6 chira it nhat hai dinh dugc t6 boi hai mau
khac nhau. N6i céch khéc, trong mot phép t6 mau thuc su bét ky, khdng ¢6 canh nao co kich thude > 2 12 don
sdc. Ching ta khong nhat thiét phai str dung tat ca A mau. Nhan thiy rang khi xem xét cdc phép t6 mau ching ta
d3 bo qua céc canh c6 kich thudc < 1. Viéc ndy twong duong véi viée chiing ta x6a yéu tit ca cic phan tir nhu
vay ra khoi ho D. Do d6, phép 4 —t6 mau thyc su ciing thuong dugc goi 1a mét phép t6 mau yéu. S6 nguyén
duong A nho nhat dé ton tai mot phép A — t6 mau duoc goi 12 sdc sé ciia siéu dé thi 3, ki hiéu boi y(H). Do
mdi dinh déu dugce to boi ding mot mau nén s6 t6i dai cdc mau khdc nhau c6 thé thuc su duoc st dung trong
bat ky phép A — t6 mau nao ciing < n(H). Néu 1 > n thi trong bt ky phép 1 — t6 mau ndo ciing c6 it nhit mot
mau ndo d6 khong duoc sir dung dén. Nhu vy, ludn ton tai cdc phép A — t6 mau véi moi A > n.

Néu H 12 mot siéu dd thi don voi tat ca cdc canh déu co kich thudce bang 2 thi né s& 12 mot dd thi don va
chung ta thu duoc phép t6 mau d6 thi nhu di khao sit & muc “4. Phép té mau dé thi”. Do trong mot phép to
mau thyc su ctia mot dd thi khdng ¢6 canh nao 13 don sic nén yéu cau nay duoc truc tiép tong quat 1én cho bat
ky canh nao c6 kich thudc > 2. Tuong tu nhu trong muc “4. Phép té mau dé thi”, cac canh khuyén ciing s&
dugc loai bo khi ching ta khao sat cac phép t6 mau siéu dd thi.

Mot phép A — t6 mau cua siéu dd thiH = (X,D) st dung chinh x4c k < A mau s€ xac dinh mot phan hoach
kha di ctia X thanh k tap 6n dinhSy, S,, ..., S, thuong duoc goi 1a céc Idp mau. Mbi 16p mau S;dai dién cho mot
tap cac dinh dugc 6 béi mau i. Hon nita, khong c6 canh naondm bén trong mdi S;. Nhu vay, ching ta suy ra
dugc rang:

X = U?=1Si,Si * (Z),SlﬂSJ = @,l 7‘—'_]

Két qua 8.1.1.
Gia st cho trudc mot siéu do thi H c6 bac n véi chi sd 6n dinh a(H), chi sb transversal T(H), sic s6 y(H).

Khi 36, a(H)y(H) =Znvay(H) <t(H)+1=n—a(H) + 1.

Chirng minh két qua 8.1.1.

Panh gia a(H)y(H) = n duge suy ra tryc tiép tir nhan xét X = U, S;,S; # 0,S;NS; =0,i #j (dicu nay
suy ra tir viéc, trong mot phép t6 mau tdi vu thyc su ctia H véi y (H) mau, |S;| < a(F0)).

Panh gia y(H) < t(H) + 1 = n — a(H) + 1duoc suy ra tir 1ap luan sau: chon ra mot tap transversal tdi
tiéu cua H va t6 mau né boit(H) mau; sau d6 td6 mau cac dinh con lai cia H bdi mot mau mai nao d6. Do
chung ta da thu dugc mot phép t6 mau thuc su ciia Hstt dung T(H) + 1 mau nén sic sd y () cia né khong thé
cégidtrilon hont(H) + 1 =n—a(H) + 1. O




Chang han, xét siéu do thi 7 va mot phép 3 — t6 mau thyc sy nhu trong hinh v& bén dudi.

Lk

Hinh v& minh hoa siéu do thi 7 va mét phép 3 — t6 mau thuc sy ctia H.

Nhu chiing ta c6 thé nhan thdy dé dang rang T(H) = 2, a(H) = 3, y(#) = 2. Phép t6 mau nay tao ra mot
phan hoach kha di cia tap dinh X thanh ba 16p mau khac nhau. Cac dinh dugc t6 boi mau 1 va 2 s€ dai di¢n cho
mot tap transversal tdi tiéu con cac dinh dugc t6 béi mau 3 s& dai dién cho mot tap doc lap tdi dai. Panh
gida(H) y(H) = n s€ tr¢ thanh 3.2 = 5 con danh gia (H) < t(H) + 1 sé trd thanh 2 < 2 + 1.

Tuy nhién, mdt diém quan trong dang chi y & day do6 1a cac phép t6 mau d6 thi c6 thé duoc khéi quit 1én
bang nhiéu céch khic nhau. C6 mot sb loai phép t6 mau siéu do thi thudng gip trong cdc tai liéu:

Phép t6 mau manh. Mot phép A — t6 mau manh ciia H dugc dinh nghia 1a mdt phép t6 mau cac dinh cua
siéu dd thi str dung khéng qua A mau sao cho moi canh D € D déu da sic, nghia la tat ca cac dinh cua nd duogc
t6 boi cdc mau khic nhau. Sdc sé manh y(3) ciia mét siéu do thi 3 dugc dinh nghia 13 s6 nguyén duong A
nho nhét sao cho ton tai it nhat mot phép A — t6 mau manh cta 2. D& dang nhan thay rangy (H) = y(H)boi vi
moi phép t6 mau manh ciing 1a mot phép t6 mau yéu. Hién nhién, phép t6 mau manh va yéu sé& tring nhau néu
H 12 mot d6 thi. That ra, phép t6 mau manh chinh 1a mot phépA — t6 mau thuc su ctia db thi bac hai (H), cua
. Do moi d6 thi déu 1a mot trudng hop dic biét ciia mot siéu do thi (n6 chinh 1a d6 thi bac hai (), cta chinh
n6) nén cdc phép td mau manh khong tao ra thém bat cir diéu gi méi trong 1y thuyét vé céc phép to mau.

Phép t6 mau can bang. Mot phép A — t6 mau cdn bing ciia 3 = (X, D)duoc dinh nghia 13 mot phép phan
hoach cua tap dinhX thanh A tap on dinh S;,i = 1,2, ..., A, sao cho, véi mdi canh D € D va véi mdi chi $b i,
danh gia sau dugc théa man:

ID| ID|
|51 =10nsi <[]
trong d6 |r| 1a s6 nguyén 16n nhat khong vuot qua r va [r] 1a s6 nguyén dwong nho nhét khong nhé hon 7.

Phép t6 mau t6t.Mot phép A — t6 mau tot ciia H duge dinh nghia 1a mot phép phan hoach ciia tap dinh X
thanh A tap on dinh S;, i = 1,2, ..., A, sao cho mdi canh D € D déu c¢6 min{|D|, A} mau.



Néu A < minpep|D| thi mdi tap S; déu 12 mot tap transversal ctia 7. Néu A > maxpep|D| thi mot phép A —
t6 mau tot ciing s& 12 mot phép A — t6 mau manh. Cudi ciing, voi moi chi s6 A, moi phép A — td mau cin bang
cling déu 12 mot phép A — t6 mau tot.

Phép t6 mau uniform.Gia st cho truéc mot siéu dd thiH voi bac béng n.Mot phép A —t6 mau thyc su
(51,S,, ..., S3) duoc goi 1a uniform néu sd cac dinh duoc to bai cling mdt mau bat ky la gﬁn béng nhau, nghia la

n n
<1<
lAJ =18l = yl
Bai toan khao st vé tinh ton tai ctia cdc phép t6 mau uniform xuét hién rat thuong xuyén trong céc bai todn
sap xép lich.

Phép t6 mau regular. Gia sir cho trudc mot siéu do thi H = (X, D). Mot phép phan hoach cua tap dinh X
thanh A tap 6n dinh §;, i = 1,2, ..., 4, dugc goi 1a regular n€u, v6i moi canh D; € D ¢6 kich thuée = 2, ton tai
cdc sb nguyén a;, b; twong (mg sao cho 0 < a; < b; < |D;| va, v6i mdi canh D; € D va véimdii = 1,2, ..., 4,
ching ta déu c6 a; < |DjﬂSi| < b;.

Nhén thay rang moi phép t6 mau yéu déu 1a mot phép t6 mau regular véi a; = 0 va b; = max{l, |Dj| — 1};

moi phép t6 mau manh déu 12 mot phép td mau regular voi a; = 0 va b; = 1; moi phép td mau can bang déu la
A s R 1 11 I 1]
mot phép t6 mau regular voi a; = — | va b; = |

Nhén xét.Nhu viy, mot mit cdc phép t6 mau regular c6 vé nhu 13 cdch mé rong tdng quat nhét cho céc phép
t6 mau do thi. Mat khdc, né lai khong phai 1a dang mé rong t6t nhu vay. That vay, néu ching ta mudn dién dat
mot s6 phép t6 mau regular nhu vdy thi mot sb canh D; phai c6 chira it nhat hai dinh duoc t6 boi cing mot mau
nao d6. Nhu vay, D; ¢6 thé 12 mot tap don sdc. Néu né that sy 1a mot tap don sdc va ching ta sur dung tbi thiéu
hai mau dé t6 mau thi s& c6 mot s mau bj thiéu va mot sé mau bi st dung trung Iap lai cho tat ca cac dinh cua
D;. Nhu vay, trong ngdén ngit cua cdc phép t6 mau regular, chiing ta s€ céa; = 0 va b; = |Dj | Diéu nay tuong
duong véi viéc khong ¢6 rang budc nao trén cach t6 mau cua canh D;, nghia la n6 twong duong véi viéc xem
xét tat ca cdc phép t6 mau regular ciia H ma khong c6 D;. Dé thé hién tinh trang néu & trén, mot diéu can thiét &
day d6 1a b sung thém yéu cau sau: trong mdi phép t6 mau nhu vy, tdn tai mot chi sb i sao cho |SiﬂDj| > 2.

Tuong tu nhu dbi voi céc d6 thi, cac chu trinh ciing dong mot vai trd quan trong trong 1y thuyét vé céc phép

t6 mau siéu dd thi. Nhac lai rang A(%) 1a ki hiéu cua chi s6 chu trinh cta siéu d6 thi? (Chi dé 06. Siéu cay —
Mot s6 dang siéu do thi tong quat ciia do thi luong phan — Siéu dé thi chordal conformal).

Két qua 8.1.2.

V6i moi siéu do thi 7 = (X, D), x(H) < A(H) + 2.

Chirng minh két qua 8.1.2.

Chiing ta s€ chung minh tinh ding dén cua khéng dinh trén dya thuat toan xac dinh gia tri cia chi s6 chu
trinhA(H)da gi6i thiéu & Chu dé 06. Ki hiéuT = (X, E)1a mot cdy khung nao d6 ciia trong d6 G dugc xay dung
trong budc 2 cua thuat todn. Bat dau tir mot dinh bat ky cta cdy T, chiing ta thuc hién to6 mau tat ca cac dinh cia
cay T chi véi hai maubang céch t6 mau thay phién doc theo cAy T.Nhu vy, cic canh clia H c6 hai dinh lién




hop nhau trong T s€ dugc td6 mau thyc su. S6 cdc canh con lai cia  tdi da vao khoangA (). St dung mot mau
moi dé t6 mau mdi canh ndy, ching ta s& thu duge mot phép to6 mau thuc sy ciia H véi A(H) + 2 mau. O

Tiép theo, chiing ta s& trich din mot sd két qua quan trong phét trién theo huéng nay.

Két qua 8.1.3. (Erdos — Hajnal)

V&i moi s6 tu nhién h, k, 1 > 2, 1udn ton tai mot siéu d6 thi h — uniform H = (X, D)sao cho y(H) = k va
H khong chira chu trinh nao véi chiéu dai < L.

Mot siéu d6 thi H duoc goi 12 crital néu né khong c6 chira bat ki dinh ¢ 1ap nao, y(H) = k (k = 3),x6a
yéu bét ki canh ndo ctia H ciing s& thu duoc mot siéu d6 thi H' viy(H') = k — 1.

Két qua 8.1.4. (Zykov)

Moi siéu do thi H vé6i y(H) = 3déu c6 thé chuyén thanh mot siéu do thi critial bang cich x6a yéu cac dinh
va cac canh co bac < 1.

Giao cua cdc canh nam trong mot chu trinh cling déong mot vai tro khd quan trong:

Két qua 8.1.5. (Zykov)

Trong mdi siéu dd thi critial H véi x(#) = 3, lubn tdn tai mot chu trinh 1é sao cho khong c6 ba canh nao
cua nd c6 chung mdt dinh.

Két qua 8.1.6. (Fournier — Las Vergnas)

Néu, trong mat siéu dd thi H,tOn tai mot chu trinh 1écé ba canh ¢ chung mot dinh thi y () = 2.

Tinh dén nay ciing di c6 khé nhiéu cdc bai bdo nghién ctru vé& vin dé sé canh nho nhét (16n nhét) c6 thé c6
ctia mot siéu do thi r —uniform xac dinh trén n dinh v6i y(H) > k (hoic y(H) < k). Cic van dé nay thuong
duogc goi chung 13 “Cdc bai todn cwec tri lién quan dén sic sé ciia mét siéu do thi”. Hau hét, két qua cua cdc bai
b4o nay déu thu duoc nhd viée str dung phwong phap xdc suét.

Mot trong nhitng huéng phét trién t6t nhat hién nay trong 1y thuyét t6 mau siéu do thi co dién d6 1a khao sat
cac siéu dd thi 2 — sic sd, cac siéu dd thi véi y(H) = 2, nhu 13 mot su téng quat héa cua cac dd thi ludng
phan.

8.2. Thuit toan tham lamdung dé xac dinh siic s6 ciia mot siéu do thi 7
Gia sir cho trudc mot siéu dd thiH = (X, D), nhic lai rang D (x)ki hiéu cho tap cic canh c6 chita dinh

x € X.Mot star nam trong H chi c6 duy nhét mot tam duge goi 1a mot monostar. Mot dinh x c6 thé 12 tAm cua
nhiéu star hodc tham chi 1a tim ctia nhiéu monostar. Thong thudng, ching ta thudng quan tdm dén so tdi da cac
canh c6 thé c6 ciia mot monostar nhan x 1am tam.

Bdc mono m(x, 3) ciia mot dinh x € Xtrong mot siéu d6 thi H = (X, D) 1a luc luong t6i dai cia mot ho
con D;(x) € D(x) sao cho:




DiiDj € Dl(X) = DlﬂD] = {X}

Noi cach khac, bac mono cia mot dinh x chinh 1a so t61 da cac canh c¢6 thé c6 cia motmonostar nhan x lam
tam. Néu H 1a mot do thi khong c6 chira canh khuyén thi khdi niém bac mono s€ trung véi khéi niém bac thong
thuong.

Xét gid tri M(H) = maxycymin,eym(x, Hy). Gia tri nay c6 thé duoc tinh bang cach, véi mdi do thi con
cam sinh ctia ', chon ra mdt dinh bat ki véi bac mono nho nhat trong mdi d6 thi con d6, sau d6 tinh bac mono
16n nhat c6 thé c6 tinh trén tat ca cac do thi con cadm sinh nhu vay.

Néu chiing ta d4p dung cach tinh nay cho céc d6 thi thi gid tri M () thu duoc chinh 1a chi sé Szekeres-Wilf
ctia mot d6 thi (Chi dé 02. Cay — Do thi chordal — D6 thi lwdng phan). Nhic lai ring w biéu thi cho kich
thudc ti dai c6 thé c6 clia mot clique va chi s6 Szekeres-Wilf ludn > w — 1 (Két qua 2.2.8). Chung ta ciing di
chi ra rang, d6i véi cac do thi,gid tri M (G) c6 lién quan mat thiét v6i cac dd thi chordal.

Tiép theo, chiing ta s€ xem xét mot thuat toan tham lam don gian dé t6 mau mot siéudo thi béng viéc st dung
gid tri M(3). Y tudng cua ching ta ¢ ddy d6 1a tim mot ddy sip thi tu tot cia cac dinh cia H. Pau tién, phan
tich H bing céch st dung bac mono cua céac dinh. Sau do, t6 mau H tuan tu mot cdch tham lam béng cdch bd
sung thém cac dinh theo thur tu ddo nguoc. Tai mdi budc cua thut toan, ching ta luén uu tién st dung mau kha
di dau tién trong tap cdc mau da sir dung trudc d6. Trong truong hop x4u nhét khi chdng ta khong thé st dung
bat ki mau nao nhu vy, chung ta gan cho dinh dang xét mot mau méi va b sung né thém vao tip cic mau kha
di. Do chung ta ludn wu tién st dung mau kha di du tién nén néu xay ra trudng hop xau nhat thi chiing ta chi
mat tét da thém mot mau mai.

Ki hiéu c(x) 12 mau duoc sir dung dé to cho dinh x € X,vector ¢ = (c(xl), c(x;), ..., c(xn)) s& dai dién cho
mot phép t6 mau cia H vaviée c(x) = 0 dugc hiéu 1 “dinh x chua dugc t6 mau”.

Thuit toan t6 mau tham lam cho mét siéu dé thi.

INPUT: Siéu db thi # = (X,D) v6i X = {1,2, ...,n}.

OUTPUT: Phép 6 mau thyc su ¢ = (c(1),¢(2), ..., c(n))cta H.

1. bitc = (0,0, ...,0), i = n, H,, = H. Tim mdt dinh c6 bic mono nhé nhat trong H,, va ki hiéu né béi x,,.
2.Pati:=i+ 1.Néui = 0 thi chuyén téi budc 5.

3. X6a manh dinh x;,, khoi siéu do thi H;,, dé tao ra siéu d6 thi con cam sinh H; = Hjq — X1
4. Tim mdt dinh c6 bac mono nhé nhat trong H;, ki hiéu né béi x;, va chuyén téi budc 2.

5. T6 mau dinh x; bdi mau thir nhat: c(x;) = 1,i = 1.

6. Pati =i+ 1.Néui =n + 1 thi chuyén t6i budc 8.

7. T6 mau dinh x; bdi mau nhé nhét ¢6 thé duge trong tap cdc mau {1,2, ..., n}, chuyén ti budc 6.
8. Xuat (c(1),¢(2), ..., c(n)) va két thdc thuat todn.

Nhin xét. Thuat toan trén dugc goi 1a tham lam bdi vi né khong bao gid yéu cau chiing ta phai td mau lai céc
dinh da duoc t6 mau trude d6. Trudng hgp xau nhat chiing ta bai sir dung mdt mau méi thi tai mdi bude chiing



ta déu thu dugc mot phép td6 mau thuc sy. Mac du kha don gidn, thuat toan trén c6 mot diém khién cho van dé
cua ching ta tr& nén rat phuec tap. Cu thé, thuét todn yéu cau xac dinh mot dinh c6 bac mono nhé nhét (Budc 4).

Xét mot dinh x bat ki nim trong mot siéu dd thi 7. BAi todn tim bic mono cua dinh x tuong duong véi viéc
di tim monostar t6i dai nhan x 1am tdm. Piéu nay tuong dwong véi viée ching ta di tim mot cap ghép toi dai
trong siéu dd thi thu duoc bang cich x6a yéu dinh x khoi siéu do thi con cam sinh bdi tap lang giéng cia x.
Piéu nay din ching ta di dén bai toan di tim mot tap 6n dinh trong do thi bac hai cta siéu dd thi ddi ngau. N6i
chung, diéu nay rat kho dé thuc hién trong thuc té. Trén thyc t&, mot sd stra ddi c6 thé duoc thuc hién dé gilp
ching ta tranh tim kiém toan bd véi cdc gid phai tra cho do chinh xdc ty thudc vao dic diém ciu tric cia siéu
do thi.

Két qua 8.2.1.

Gi4 trj 16n nhat ctia bAc mono nho nhét s& duoc sinh ra khi ching ta thuc hién cac budc 1— 4 cua thuat toan td
mau siéu do thi va bang M (H).

Chirng minh két qua 8.2.1.

Ki hiéu t 1a gid tri 16n nhét cta bac mono nho nhét tinh trén tit ca cac dinh néu trong day sép thar tu duoc sinh
ra boi cac bude 1— 4). Hién nhién, t < M (). Ching ta s& chtirng minh rang t > M (H).

Tu céch dinh nghia cta chi s6 M (H), tdn tai mot siéu do thj con cam sinh Hy va mot dinh y € Y sao cho
m(y, Hy) = min,m(x, Hy) = M(H).

Ki hiéu k 1a budc dau tién khi c6 mot dinh nao do6 cua tap Y bi xda.

Khi d6, Hy s& 12 mot siéu d6 thi con cam sinh ctia H,.

Nhu vay,M (H) < m(y, Hy) < m(x,, Hy) < t. O

Két qua 8.2.2.

V6i moi siéu d6 thi H = (X, D), y(H) < M(H) + 1.

Chimg minh két qua 8.2.2.
Tu thudt todn va Két qua 8.2.1), gid tri I6n nhét cta bac mono thu duogc tir thuat todn s& trung voi M (H).

Nhan thay rang s6 t6i da cdc mau ma chiing ta khong thé sir dung dé t6 mau cho dinh x; & budc 7) sé khong
thé 16n hon M (). That vay, néu chiing ta khéng thé st dung cdc mau 1,2, ..., t dé to dinh x; thi diéu d6 co
nghia la chiing ta da co6 cac canh, tam ki hiéu boi Dy, Dy, ..., D, trong H;, c6 mau don sic voi cac mau 1,2, ..., t
(ngoai trr dinh x;). Cidc mau 1,2, ..., t nay s€ phdi khac nhau. Do do, cac canhDy, D,, ..., D; ¢c6 mot dinh x;
chung va dai dién cho mdt monostar. Nhu vy, ching ta c6 thé sir dung mau ké tiép dé t6 mau dinh X;. ]

Nhan thay rang Két qua 8.2.1)la dang tong quat héa truc tiép cua thuat todn tinh toan chi s6 M (G) dugc md ta
& trén con Két qua 8.2.2) 1a dang tong quat héa tryc tiép ctia Két qua 8.2.1).

Chang han, néu chiing ta 4p dung thuat toan cho siéu d6 thi  thi chiing ta s& thu duoc so d6 sau:
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Hinh v€ minh hoa.

Tai thoi diém bat dau thudt todn, Hs = 3 va X = {1,2,3,4,5}.

Trong H', bac mono cua cac dinh lan luot 1a:

m(1,H) = 2,m(2, %) = 2,m@3,H) = 2,m4,H) = 1,m5,H) = 1.

Do min{2,2,2,1,1} = 1 nén chiing ta c6 thé x6a dinh 4 hozc dinh 5 dé thu duoc siéu do thi . Chon dinh 5:
H, = Hs — 5. Trong H,, dinh 4 c6 gid tri bAc mono nhé nhat va bang 1. Bang cdch thyc hién tiép tuc qua trinh

phan tich siéu d6 thi 7 nhu trén, chung ta s& thu dugc mot diy cic siéu do thi Hs, Hy, Hs, Hy, Hy = ({23, 0)
twong tmg véi day sap thir tw cac dinh 5, 4, 1, 3, 2.

Bat dau tir thoi diém nay, thuat toan s& bat dau t6 mau siéu do thi H; bang cach gan mau 1 cho dinh 2 &



Budc 5. Ké tiép, thuat todn s& tai tao lai siéu d6 thi 7 ban dau bang cach bd sung thém cic dinh theo thir tu
dao nguoc 2, 3, 1, 4, 5 va td mau timg dinh mot trong s6 ching bang mau nhé nhat ¢ thé dugc. Thuat todn trén
két thiic voi dau ra 1a phép t6 mau thuc sy ¢ = (2,1,2,1,1).

Gid trj 16n nhét tinh trén tat ca cdc bac mono nho nhét duoc tim thiy bai thuat todn 1a 2.
Nhu vay,M (H) = 2. Sau cling, chiing ta d& dang thdy duogc rangy(H) =2 < M(H) +1 = 3.
8.3. Phép t6 mau siéu dd thi hon hop

Cho dén bay gid, ching ta van dang thao luin vé cac phép t6 mau do thi va siéu dd thi dang cb dién. Van dé
dugc dat ra & day do la: “Tim sdc s, nghia la bai toan xac dinh s6 mau t6i thiéu c6 thé duoc sir dung bdi cua
cdc phép t6 mau ctia mot do thi (hodc siéu do thi) va phép td mau tbi wu twong Gtng?”. Nhan thay rang, d6i véi
cdc phép t6 mau thyc su, s6 toi da cac mau ¢ thé dugc sir dung 1an néu ching ta xem xét cdc phép to mau
nghiém ngat, hodc 12 A néu ching ta xem xéttat ca cdc phép t6 mau thuc sy. Nhu vy, bai toan di tim sé mau tbi
dai c6 thé duogc str dung tinh trén tit ca cdc phép t6 mau thuc sy 12 hoan toan tim thuong. Trong muc nay cia
bai viét, chiing ta s& gidi thiéu cdc khdi niém co ban vé cac phép t6 mau siéu do thi hdn hop trong d6 cac bai
todn xac dinh s6 mau toi dai va tdi tiéu c6 thé duoc st dungdéu trd nén khong tam thuong.

Gia str cho truede mot tap hitu han X = {x, x5, ..., x,} (n = 1), C ={C,C,, ...,C;} vaD = {D,,D,, ..., D, }]a
hai ho cac tap con ctua Xsao cho kich thuéc ctia moi thanh vién cua ho CUD déu > 2. Mdi thanh vién ctaC, D
déu c6 thé 12 mot tap réng va bat ky tap cic dinh con nao cia Xciing c6 thé duoc chira trong ca € va D.

Néu C # @ thi ching ta ki hiéu [ = {1,2, ...,1}; néu D # @ thi ching ta ki hiéu ] = {1,2, ..., m}.

Mot siéu do thi hén hop dugce dinh nghia 1a mot bd ba H = (X, C, D) trong d6 X dwoc goi 1a tip dinh, ki hiéu
boi V(H), C 1a mdt ho cdc tap con cua X duoc goi la tp cdc C — canh, ki hiéu boi C(H), Deiing 1a mot ho cac
tap con cua X dugc goi 1a tdp cac D — canh, ki hiéu boi D(H).

Tuong tu nhu dbi voi cac d6 thi va siéu dd thi, gia st cho trude mot s nguyén duong A > 1 va mot tip céc
mau {1,2, ..., A}. Moi cdch gdn nhan céc phﬁn tir cia X theo cadc mau cho trudc duoc goi 1a mot phép té6 mau. Cu
thé hon, chung ta s& xem moi phép t6 mau bat ky ¢ cta siéu do thi hdn hop H déu 1a mot dnh xa c tir tip dinh X
vao tap cdc mau va ki hiéu né béi c: X = {1,2, ..., A}. i véi mot dnh xa ¢ nhu vay, gid tri c(x), x € X, duoc
goi 1a mau cua dinh x.

Mot phép A — té mau thuc sw ctia mét siéu dé thi hén hop H = (X, C, D)duogc dinh nghia 12 motanh xa
c:X = {1,2, ..., A} sao cho cac diéu kién sau duoc thoa man:

1) Moi canh C € C déu c6 chira it nhat hai dinh dugc to bai cung mot mau;
2) Moi canh D € Ddéu c6 chira it nhat hai dinh dugc to bai hai mau khéc nhau.

Mot 1an nira, tuong tu nhu ddi véi cac dd thi, ching ta cling s€ sur dung thudt ngitr “phép t6 mau thuc sy” hodc
don gian hon chi 13 “phép t6 mau” néu gid tri cia A khdng quan trong va diéu nay khong gy ra nham 1an. Luu
y rang cich dinh nghia vira néu & trén chinh 1a dang tong quat héa cua tat ca cac dinh nghia vé phép t6 mau thuc
su da duoc gidi thiéu trong “Chii dé 04. Phép t6 mau do thi”va “8.1. Khai niém co ban”tuong ing véi
trudng hop € = @. Tuy nhién, trai ngugc véi cac do thi va cac siéu do thi, khong phai moi siéu db thi hdn hop
déu c6 thé t6 mau thuc su duoc:



Mot siéu dd thi hon hop H dugc goi la colorable néuné cé it nhat mot phép td6 mau thyuc su; truong hop
nguoc lai H dugc goi la uncolorable.

Ching han, xét siéu d6 thi hdn hop H = (X, €, D)trong d6 X = {1,2},¢ = {{1,2}}, D = {{1,2}} nhu trong
hinh v& bén dudi.
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Hinh v€ minh hoa.
Nhan théiy ring siéu do thi hdn hopH la uncolorable.That vay, gia st H la mot colorable.
Khi 0, tap C — canh € = {1,2}yéu ciu cac dinh 1 va 2 phai dugc td boi cing mot mau.
Tuy nhién, tip D — canh D = {1,2} yéu ciu céac dinh 1 va 2 phai dugc td bdi hai mau khic nhau.
Diéu mAu thuin nay khong thé duoc didu hoa voi bat ki tip mau cho trude {1,2, ..., A} ndo.

Gid tri A nho nhat dé ton tai it nhat mot phép A — t& mau thuc sy cua siéu dd thi hdn hop H duoc goi 1a sdc sé
dwdi ciia F va ki hiéu boi y (H).

Khai niém sac s6 cua mgt do thi hoac mdt si€u do thi dugc dinh nghia trong “Chu de 04. Phép t6 mau do
thi” va “8.1. Khai niém co ban”chi don gian la cac truong hop ri€ng ctia khai ni€m sac so6 dudi cia mot si€u
do thi hon hop voi C = @.

Hai phép t6 mau thuc su ¢4, c,cia mot siéu dd thi hdn hop H dugc xemnhu 1a khdc nhau néu ton tai it nhét
mot dinhx € X bi thay d6i mau, nghia 13 tdn tai mot dinhx € X sao cho c;(x) = c,(x). Nhu vay, bt ky phép
hoén vi clia cic mau nao ciing s& dan dén mot phép t6 mau thuc sy méi bdi vi né dai dién cho mot anh xa hoan
toan khac.

Ki hiéuP (7€, 2) 1a sb cdc phép A —t6 mau thuc sy phan biét cia mot siéu d6 thi hdn hop K.

Tuong tu nhu doi voi cac do thi, ching ta s€ can xac dinh cic phép td6 mau thuc su s dung tat ca cic mau
cho trude. Trong trudong hop nay, ching ta cling s€ su dung i d€ ki hi€u s6 cdc mau dugc st dung.

Mot phép i —td mau thuc su cua mét si€u dd thi hdn hop H dugc goi 1a nghiém ngdt néu mdi mot trong s6 i
mau déu duoc st dung.

Nhan thay rang cdc phép i — t& mau nghiém ngit chi ton tai v6i 1 < i < n. Luu y rang mot phép y(H) — to
mau thyc su ludn 13 nghiém ngit boi vi () 1a s6 mau nho nhét c6 thé co dugce st dung tinh trén tat ca cédc
phép t6 mau thyc su. S6 mau t6i da ¢ thé duoc st dung dugc dinh nghia nhu sau:

Gid tri toi dai idé ton tai mot phép i — t6 mau nghiém ngat cua mot siéu dd thi hon hop H dugc goi la sdc sb
trén cuia H va ki hiéu boi y(H).



Trong mot phép t6 mau ctia mot siéu dd thi hdn hopH = (X, C, D), mét tap dinh con Y € X duoc goi 1a don
sdcnéu tat ca cdc chi sd c(y), y € Y, déu ¢ cing mot gid tri, va nd duoc goi 1a da sdc néu tat ca cdc chi s6
c(y), y € Y, d6i mot phan biét nhau. Nhu vay, trong mot phép t6 mau thuc su ctia mot siéu d6 thi hdn hop, céc
D — canh déu 1a cic tap con khong don sic con cdc € — canh déu 1a cic tap con khong da séc.

Nhan thay rang moi phép i — t6 mau nghiém ngit ciia H déu tao ra mot phan hoach cia tap dinhX thanh i
tap con don sic khong rdng dugc goi 1a céc Idp mau Nhu viy, chiing ta c6 thé giai thich lai cdc phép t6 mau
nghiém ngit bang cich sir dung ngdn ngir ctia cdc phan hoach tap hop:

Trong mot siéu do thi hdn hop ', mot phan hoach cua tap dinh X thanh i tip con khong rong X4, X5, ..., X;
duogc goi 1a mot phan hoach kha di cua H néu moi € — canh déu c6 chira it nhat hai dinh nam trong cing mot
16p con moi D — canh déu c¢6 chira it nhat hai dinh ndm trong céc 16p khic nhau ctia phan hoach nay.

Thong thudng, chung ta thudng biéu dién phan hoach kha di clai dudi dang ¢ = X;UX,U ... UX;.
Ki hiéu r;(H) = r;, 1 < i < n, 1256 cdc phén hoach kha di ciia mot siéu d6 thi hdn hop # thanh i tap con.
Vector nguyén R(H) = (11,15, ..., 1, )duoc goi 12 sdc phé ciia siéu dé thi hon hop 3.

Trén thuc té, do chiing ta ludén c6 sdc sb trén va sic s6 dudi véi moi siéu do thi hdn hop H nén s& khong thé
¢6 cédc phan hoach kha di thanh it hon y 16p mau cling nhu khong thé c6 cdc phan hoach kha di thanh nhiéu hon
x 16p mau.

Nhu vay, sac phé n6i chiing s& ¢6 dang nhu sau:R(H) = (O, 0,15 e, T3, 0, ,0).

Hon nita, mdi phan hoach kha di thanh i 16p mau sé tao ra i! phép i — t6 mau nghiém ngat. Mdi phép i — td
mau nghiém ngit ndy déucé thé thu duogc tir phan hoach kha di ban ddubang cich hodn vi cdc mau. Do d6, sd
cdc phép i — t6 mau nghiém ngit s& bang 7;i!. Tong quat hon, néu chiing ta ¢6 A > i mau thi chiing ta s& c6 (’})
cach dé chon ra mot tap con gém i phén tir tir tdp mau {1,2, ..., 1}. Nhu vay, s6 cdc phép A — t6 mau thuc su
duogc tao ra bai tit ca cdc phan hoach kha di thanh i tap con sé& 1a ()i“)rii! =rAA—-1).A—-i+1) =r10®,

Dé tinh s6 tit ca cdc phép A — t6 mau thyc su, ching ta chi can ldy tong cic biéu thirc nay véi mbi y (H) <
i < 7(H).Nhu vay, ching ta di dén két luan sau:

Két qua 8.3.1.

S6 céc phép A — t6 mau thyc suP (H, 1) cua mot siéu dd thi hdn hop colorable H 1a mdt da thirc theo A va
dugc xac dinh bdi cong thuc sau:

P(3,2) = L0 1 (FH)AD.

Nhu vay, chiing ta cling thuong goi P(#, A) 1a da thirc sic s6 clia siéu do6 thi hdn hop . Khai niém da thirc
sic sb chung ta da gioi thiéu trong “Chu deé 04. Phép t6 mau do thi” chéng qua chi 1a mot dang dac bi¢t cua né
va Két qua 8.3.1) ciing chinh 1 dang mé rong tryc tiép cta cong thirc co ban P(G, 1) = o £(6) (62D, Nhu
vay, ching ta cling c6 thé goi né la cong thurc co ban cho phép t6 mau siéu do thi hon hop.




Két qua 8.3.2.

V&i moi siéu do thi hdn hop colorable H', bac cua da thuc sdc sb P(H, 1) s& béng X va hé s6 bac cao nhat
cling s& bang Ty

Chirng minh két qua 8.3.2.

Tinh ding din cta khing dinh trén dugc suy ra tir viéc P(H, 1) = f_(z(?()g{) r(H)AA1-1)..A—-i+1). ©

Dbi voi mot siéu do thi hdn hop uncolorable H, chung ta dat y(#) = y(H) = 0, R(H) = (0,0, ...,0),
P(H, 1) = 0.

Dbi voi mot siéu do thi hdn hop colorable H = (X, C, D), siéu do thi con hdn hop ting phan H = (X, C, 0),
ki hiéu boi He = (X, C), duoc goi 1a mot C — siéu do thi va siéu d6 thi con hdn hop ting phan H = (X, @, D),
ki hiéu boi Hp = (X, D), ciing dugc goi 12 mot D — siéu dé thi.

Nhén xét.Ching ta s& sir dung cdc tién t C — va D — khi thao ludn vé cic phép t6 mau khic nhau va cdc tinh
chét cau trac tuong Gng ctia He va Hy. Ching han, mot D — dé thi 12 mot D — siéu do thivoi tat ca cdc
D —canh déu c6 kich thude béng 2, nghia 1a né 1a mot dd thi ¢d dién. Dé thuan tién, ching ta cling s€ s dung
thuat ngi “canh”dé chi céc phﬁn ttr nam trong ho CUD. Do d6, viéc sir dung cac tién to s& gitp ching ta phan
biét loai cua phép t6 mau cua mdt tap con cua cac dinh.

Trong khuén kho cta bai viét nay, cdc phép td mau cia cic siéu dd thi ¢d dién chinh 1a cdc phép t6 mau cua
cdc D — siéu do thi; sic sd ctia mot siéu dd thi chinh 1a sic sb dudi cua siéu do thi Hp.Mat dbi lap cua chiing
chinh 12 cdc phép t6 mau cta cdc C — siéu dd thi; khi d6, van dé chinh cua ching ta & day d6 1a di tim gid tri cta
chi s6 ¥(He). Luu ¥ rang, v6i bat ky siéu d6 thi hdn hop H (colorable hodc uncolorable), cac siéu do thi con
ting phan H va Hy, déu colorable véi mot mau va n(H) mau twong tng.Hién nhién, y(He) = 1,1, (He) = 1
va 7(Hp) = n(H), r,,(Hp) = 1. Tong quit hon, véi moi siéu dd thi hdn hop colorable H = (X, C, D) bat ki,
chung ta luén co cac danh gia hién nhién sau day:

1< x(Hp) < x(H) < j(H) < y(He) < n.

Chéng han, xét siéu d6 thi hdn hop H = (X, ¢, D) véi X = {1,2,3,4,5},C = {C,, C,} = {{1,4,5},{1,3,4}}, D =
{D1, D} = {{1,3,4},{1,2,3}} nhu trong hinh v& bén dudi.




Hinh anh minh hoa siéu d6 thi hdn hop 7.

Chiing ta c6 thé d& dang ching minh dugc rang y (H) = 2 va y(#) = 4. Nhan thiy rangdo C, = D; =
{1,3,4}nén, trong bat ky phép t6 mau thyc su nio cual céc tip hop con cia cac dinh {1,3,4}déu khong thé don
sac ciing nhu khong thé da sac(diéu nay suy ra tir viéc né c6 ba phan tir nén s& phai c6 chinh x4c hai mau phai
duoc st dung).Vector nguyén ¢; = (1,2,2,1,1) 1a motphép td6 mau thuc sy sir dung s6 mau nho nhat c6 thé duoc
con vector nguyén ¢, = (1,2,3,1,4) 1a mot phép t6 mau nghiém ngit sir dung s6 mau 16n nhat ¢6 thé dugc. € —
siéu do thi H, thu dugc tir H bang cich x6a yéu tat ca cdc D — canh; D — siéu db thi Hy, thu duge tir H bang
cdch x6a yéu tat ca cic € — canh. Khi d6, danh gia néu & trén sé trd thanh:

1<y(Hp) =2<y(H)=2<7(H)=4<ji(H,)=4<n=5,

Nhan thiy rang ching ta c6 thé d& dang xay dung cac siéu dd thi hdn hop uncolorable. Chang han, xét cdc siéu
d thi hdn hop uncolorable H; va H,nhu trong hinh v& bén dudi.

Dy
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Hinh v& minh hoa cdc siéu dd thi hdn hop uncolorableH; va H,.

Siéu d6 thi H; c6 chira mot D — db thiK; dugc td bdi ba mau khdc nhau; tuy nhién, € — canh duy nhatlai
chtra ddng thoi ca ba dinh cua H;, nén né khong thé nio 1a colorable (trudng hop nguoc lai, né s& yéu cu phai
c6 hai dinh nao d6 dugc to boi cing mot mau, mau thuin). Tong quat hon, bt ky € — canh nao véi tit ca céc
dinh tao thanh motD — d6 thi dﬁy du s€ duoc goi 1a mét C — canh hién nhién uncolorable.

Siéu d6 thi H, c6 chira mgt cay bao ham tat ca cdc C — canh. Diéu nay ngu y rﬁng ca bon dinh nay déu duoc
t0 boi cuing mot mau.Tuy nhién, D — canh duy nhét lai 1a tap tat ca cac dinh, nén né khong thé nao 1a colorable
(truong hop nguoc lai, nd s€ yéu cau phai c6 hai dinh nao d6 dugc t6 béi hai mau khac nhau, mau thuan). Téng
quat hon, bat ky D — canh nao véi mdi cip dinh déu duge ndi véi nhau boi mot € — duong di gdm cic C —
canh co kich thudc béng 2 s€ dugc goi la mot D — canh hién nhién uncolorable.Luu y rﬁng cac C — duong di
nay khong nhét thiét phai nam trong D — canh.

Hién nhién, bat ky siéu d6 thi hdn hop nao c6 chira mot canh hién nhién uncolorable thudc bat ky loai nio
cling déu uncolorable. Nhic lai rang, trong bat ky phép to6 mau siéu d6 thi hdn hgp nao, chiing ta khéng bao gid
xét cdc canh co kich thude < 1 thudc bat ky loai nao.

Mot quan sét truc quan khac nita 12 bat ky siéu d6 thi hdn hop H nao véi f(He) < x(Hp) ciing déu Ia
uncolorable. Ching ta s€ thdo luan thém vé cé4c siéu do thi hdn hop uncolorable trong cdc muc sau cua bai viét.



Trong mdt si€u dd thi hdn hop, néu mot tap con cac dinh déng thoi 1a mot C — canh va mot D — canh thi nd
dugc goi 1a mot bi- canh. Mot siéu do thi hdn hop H = (X, C, D) duoc goi 12 mot bi — siéu do thi néu C = D.

Chiing ta c6 thé biéu dién lai ho cac dinhC, D cuia siéu d6 thi H = (X, C, D) bai € = CUD. Chiing ta ciing
néi rang H' = (X, €) 1a siéu do thi underline ciia 3€. Bang cich sir dung thuat ngir siéu dd thi underline, chiing
ta c6 thé mo rong céc khdi niém va cdc cau tric quy ude di dugc dinh nghia cho céc siéu do thi cling dugc dp
dung cho cac si€u dd thi hdn hop. Chéng han, moi duong di nam trong siéu dd thi underline H'déu duoc goi la
mot duwong di hon hop trong 3. Hon nita, n6 s€ duoc goi 1a mot C — dwong di(hoac D — dwong di)trong H
néu né 1a mot dudng di twong tmg trong He (hodc Hp). H 12 mot siéu dé thi hon hop r — uniform néu H' 1a
mot siéu dd thi r — uniform. # duoc goi 1a lién thong néu H' lién thong; truong hop nguoc lai, H dugc goi la
khéng lién thong. D6i véi bat ky tap con Y € X, siéu dd thi hdn hop Hy = (¥, €', D")duogc goi 1a mot siéu do
thi hon hop con cam sinh cia H néu siéu do thj underline cua Hyla mot si€éu dd thi con cam sinh trong H',
nghia 12 ¢’ va D’ 1an luot bao ham tit ca cdc thanh vién cta € va cta D va hién nhién chiing hoan toan nim
trong Y. Hién nhién , moi siéu do thi con cam sinh cua mdt siéu dd thi hdn hop bat ky déu c6 thé thu duoc béng
cdch x6a manh cac dinh tuong tng.

Trong mét siéu do thi hdn hop H = (X, C, D), mot tap cac dinh S € X duoc goi 1a € — én dinh/ C — déc lip
(D — én dinh/D — dgpc lgp) néu n6é khong cé chira bat ky € — canh (twong tmg D — canh) ndo nhu mét tip con.

8.4. Thuit toan tham lam dung dé xac dinh sic s trén

Trong myc nay cua bai viét, ching ta s& thdo luan vé mot thuat todn tham lam dung dé xac dinh séc sd trén
trong tu nhu thuat toan tham lam dung dé xac dinh sic sé dudi nhu di trinh bay trong muc “8.2. Thuét toan
tham lam dung dé x4c dinh sic s6 ciia mét siéu do thi .

Gia str cho trudc mot € —siéu do thi H = (X, C, @), tam viét tit don gian 1a H = (X, C), va ki hiéu C(x) 1a
tap cdc C — canh c6 chtra mot dinh x € X. Cac dinh x va y dugc goi 1a lién hop véi nhau néu C(x)NC(y) # 0.

Chung ta s& goi tap C(x)NC(y) 1a mot bistar ciia dinh x € X déi véi dinh y € X. Nhu vy, moi dinh ylién
hop voi x déu x4c dinh mot bistar. Mot sd bistar ciia mot dinh cho trude ¢6 thé bi trung voi nhau. Hon nita, gia
tri b(x, H) = max,{|IC(x)NC(Y)|:y € X,y # x} duoc goi la bi — bdc ciia dinh x. Theo cach dinh nghia nay,
bi — bac ctia mot dinh chinh 1a kich thudc tdi dai c¢6 thé c6 ciia mot bistar dugc tao ra bai dinh d6.Ching ta s€
thdy rang khai niém bi — bac trong cic € — siéu do thi theo mot nghia ndo d6 dong vai trd twong tu nhu khai
niém bac mono trong cic D — siu dd thi da duoc dinh nghia trong muc “8.2. Thuat toan tham lam dung dé
xac dinh sic s6 ciia mjt siéu do thi 7.

Gid tri o(x, H) = |C(x)| — b(x, H) = 0 duoc goi 12 bdc original ciia dinh x trong C — siéu do thi 3.

Nhan théy rﬁng néu o(x, H) = 0 thi s& c6 mét dinh y € X khac dugc chura trong tat ca cdc C — canh c6 chua
x. Thuat nglr “bac original” c6 thé duoc giai thich nhu sau. Néu ching ta str dung cédc dinh ctia mot siéu dd thi
dé dai dién cho céac ddi tuong khac nhau trong thuc té thi cdc C — canh s& twong trng voi cac tap cac dbi tuong
c6 cling chung mot thudc tinh nao d6 (mdi thudc tinh 12 mot € — canh nao d6). Khi do, tap tat ca céc thudc tinh
ctia doi tuong x chinh 1a C(x). Pdi tuong x voi o(x, H) = 0 s& “khong phai 1a mot ban gc” béi vi ton tai it
nhat mot ddi tugng y khac ciing c6 cung cac thugc tinh nhu x. Nhu vay, bac original ctia mot dinh 1a mét loai
thudc do cho “tinh twong ddng gitra dinh d6 véi cac dinh lang giéng ctia n6”. Béc original cang cao thi ching to
né cang it giéng véi cac dinh lang giéng ctia n6 hon. Gidi han trén cia bac original 1a |C (x)| — 1 xay ra khi x 12
tam cia mot monostar nao do.



Gid tri O(H) = maxycymin,eyo(x, Hy)duoc goi 12 tré khdng ciia siéu dé thi .
Chiing ta s& thay rang gid tri0 () doéng mot vai tro twong tu nhu vai trd ctia M (7).

Trong mot phép t6 mau cua mot si€u dd thi hdn hopH = (X,C, D), mottap M € X gém cac dinh dugc goi la
thanh phan lién thong don séc ciia mét dinh x € M, ki hiéu boi MC (x), néu tit ca cac dinh ctia M déu c6
cling mau véi x va déu c¢6 thé ndi véi xbang cic € — duong di nao do.

Ké tiép, dé xac dinh gidi han dudi cua sdc sbtrén, chiing ta sé& dé xuit mot thuat todn gia tham lam cho mot
C —siéu d6 thi H = (X, C)bat ky. Tuong ty nhu d6i voi sic sé dudi, y tuong & day cua ching ta cling 1a di tim
mot day sép thtr tu ot cta cac dinh va thyc hién td6 mau tham lam #1ién tiép béng céch tan dung tdi da cac
ngudn thong tin dia phuong. Nhung & 1an nay, & mdi bude cua thuat todn, ching ta ludn phai st dung mot mau
moi cho dinh ké tiép va xac minh xem phép t6 mau thu duoc phai c¢6 1a thuc sy hay khong. Néu phép t6 mau
thu dugc khong théa man yéu cau (nghia 1a c6 cac C — canh da sdc) thi ching ta phai t6 mau lai mot thanh phén
lién thong don sic bit dau tai mot dinh ldng giéng ndo d6 cua dinh dang xét dé dam bao tinh ding dan ctia phép
t6 mau méi va giam t6i thiéu viée str dung mau méi c6 thé duoc. Do viée quay lui 12 khong thé tranh khoi duoc
trong céch tiép can nhu trén nén thuat ngit chinh xdc ma ching ta nén sir dung & day phai 1a “thuat todn gia
tham lam”.

Thuit toan t6 mau gia tham lam cho mét € — siéu do thi.

INPUT: C — siéu d6 thi 7 = (X,C), |X| = n.

OUTPUT:Phép t6 mau nghiém ngit ciia A cung véi s mau duogc sir dung.

1. Piti = n, H,, = H. Tim mdt dinh c6 bic original nhé nhat trong H,,va gan nhin né boix,,.

2.Pati=i—1.Néui = 0 thi chuyén téi budc 5 ca thuat todn.

3. X6a manh dinh x;,; khoi #;,, va tao thanh mot € — siéu dd thi cam sinh H; = Hjyq — Xj41.

4. Tim mét dinh c6 bac original nhé nhat trong #;, gan nhin né bdix; va chuyén t6i bude 2 cua thuat todn.

5. bat U = {1}1a danh sach cidc mau da duoc sir dung, t6 mau dinh x; béi mau 1, dati = 1, new = 2.

6. Dati =i+ 1. Néui = n thi chuyén t&i budc 10 cta thuit todn. T6 mau dinh x; cua H; bdi mau new. Dit
U := UU{new}, new := new + 1.

7. Kiém tra tinh dung dan cua phép t6 mau cta H;. Néu khong c6 € — canh da sic nao thi chuyén tdi budc 6
cua thuat toan.

8. Trong siéu d6 thi #{;, chon ra mot dinh lang giéng y ctia dinh x; sao cho dinh niy tao ra mdt bistar c6 kich
thudc 16n nhat c6 chira x; voi tat ca cdc C — canh déu da sic. Néu x; chua dugc t6 mau lai trong H; thi chiing ta
t6 mau lai x; bdi mau cua y. PatU :== U — {new}, new := new — 1, chuyén t6i budc 7 ciia thuat toan.

9. T6 mau lai tat ca cic dinh nam trong thanh phan lién thong don sic MC (y) boi mau cia x; va chuyén téi
budc 7 cua thuat toan.

10. Panh s6 lai cdc mau ctia U theo thir ti ting dan va két thic thuat todn.



Nhén xét.Viéc chiing ta td mau lai cdc thanh phan lién thong don sic néu trong thuat todn trén tuong tu nhu
viéc chiing ta t6 mau lai cac duong di Kempenhu néu trong “Chii dé 04. Phép t6 mau dd thi”.

Gia st cho trudc mot € — siéu do thi H = (X, C) véi |X| = n,|C| = n dugc biéu dién béi mot ma tran lign
thudc I(H) co kich thuéc n x k. Do viéc tim béc original ctia mot dinh s& yéu cau ching ta tiéu ton 0 (nk)
budc nén viéc tim bac original nho nhat s& tiéu tén 0 (n?k) budc. Nhu vdy, trong trudng hop x4u nhét, cac budc
1- 4 ¢6 thé duoc thyc hién trong 0 (n®k) budc.

Pé kiém tra xem mot phép td6 mau 6 phai 12 thuc su hay khong, ching ta s& can xem xét qua ting dinh mot
nén sé tiéu ton 0 (nk) budc. Déng thoi, ching ta ciing c6 thé gan nhan lai cdc C — canh da bi t6 mau sai. Viéc
di tim mot dinh ldng giéng y cua x; va dong thoi xac dinh bac original ciia y sé& tiéu tén 0 (nk) bude. Viée di
tim va t6 mau lai mot thanh phan lién thong don sic MC(y) ciing c6 thé duge thyc hién trong O (nk) budc. Do,
trong trudng hop xau nhat, tit ca cac dinh ling giéng ctia x déu phai duoc t6 mau lai nén d6 phirc tap cua cic
budc 7- 9 1a 0(n?k). Do cac bude 7- 9 s& duogc lap lai n 1an nén d6 phirc tap ctia phan thir hai va ctia toan bo
thuat todn nay khong thé nao vuot qua O (n®k). Chiing ta c6 thé cai thién lai danh gia nay bang cch st dung
mot sb ciu tric va ki thuat dic biét.

Chéng han, xét C — siéu dd thi % = (X, C) véi X = {1,2,3,4,5}, C = {Cy, C5, Cs,C,, Cs}, C, = {1,2,3}, C, =
2,3,4}, C; = {345}, C, = {4,5,1}, Cs = {5,1,2}.
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Hinh v& minh hoa C — siéu dd thi K = (X, C).

Dit H = H. Do tat ca cac dinh cia # déu c6 ciing bac original bang 1 nén chiing ta c6 thé bat dau véi dinh 5
dau tién: x5 = 1.



Xét C —siéu dothi cam sinh H, = (X,, C,) véi X, = {2,3,4,5}, C, = {C,, C5}. Pinh déu tién c6 béc original
nho nhat 1 x, = 2.

Xét C — siéu d6 thi cam sinhH; = (X3, C3) v6i X3 = {3,4,5}, C; = {C;}. Pinh dau tién c6 bac original nho
nhat 12 x5 = 3.

Xét C — siéu d6 thi cam sinh H, = (X, C,) v6i X, = {4,5}, C, = {@}. Pinh déu tién c6 bac original nho nhat
lé xz == 4‘

Xét C — siéu d6 thi cam sinh H; = (X, C;) véi X; = {5}, C; = {®}. Pinh cudi cling cta ching ta 12 x; = 5.

Day la cac két qua thu duogc sau khi thyc hién cac budc 1- 4 cua thuat toan.

Nhu thuong 1€, véi moi i = 1, ...,5, chiing ta s& ki hiéu ¢ (i) 1a mau cta dinh i.

bit ¢ = (c(1),¢(2),c(3),c(4),c(5)) = (0,0,0,0,0). Bit dau td mau C — siéu d6 thi .

Budce 5: ¢ = (0,0,0,0,1).

Budc 6: ¢ = (0,0,0,2,1).

Budc 7: khong c6 bat ky € — canh da sic nao dugc chia trong € — siéu d6 thi 7¢,.

Budce 6: ¢ = (0,0,3,2,1).

Budc 7: C; 12 mot € — canh da sic chira trong C — siéu dd thi 7.

Budc 8: T6 mau lai: ¢ = (0,0,2,2,1).

Budc 7: khong c6 bat ky € —canh da sic nao dugc chira trong € — siéu db thi H.

Budc 6: ¢ = (0,3,2,2,1).

Budc 7: khong c6 bit ky € —canh da sic nao dugc chira trong € — siéu db thi H,.

Budc 6: ¢ = (4,3,2,2,1).

Budc 7: Cy, Cy, Cs 12 céc C —canh da sic chira trong C — siéu do thi Hs.

Buéc 8: Cac dinh 2 va 5 tao ra cdc bistar c¢6 kich thudc 16n nhat cia dinh 1 voi tit ca cdc € — canh déu da sic
trong C — siéu do thi H. Chon dinh 5. Pinh 1 chua duoc té mau lai. T6 mau lai dinh 1 béi mau c(5) = 1: ¢ =
(1,3,2,2,1).

Budc 7: C; 1a mot C — canh da sdc chira trong C — siéu dd thi H, 5.

Budc 8:

Céac dinh 2 va 3 tao ra cdc bistar c¢6 kich thudc 16n nhat vai tat ca cdc € — canh déu da sic trong C —

siéu d6 thi Hs. Chon dinh 3.

Budc 9:

Budc 7:

T6 mau lai thanh phan lién thong don sic MC(3) = {3,4}: ¢ = (1,3,1,1,1).

H, = H dugc td mau thuc su.

Budc 10: Panh s6 lai cdc mau theo tht ty ting dan: ¢ = (1,2,1,1,1). Két thiic thuét toan.



Nhin xét. Luu ¥ rang, trong qué trinh t& mau khi ma s = H duogc tdi tao lai va ching ta thu dugc phép t6
mau ¢ = (4,3,2,2,1), ddi véi dinh x5 = 1 khong ¢c6 mau nao trong b cdc mau c6sdn 1,2, 3,4, 5, ... co thé
dugc sir dung. Tai thoi diém nay cua thuat todn, ching ta gip phai mot bé tdc, nghia 12 tinh huéng khi khong c6
mau nao trong s6 cdc mau ¢6 sin c6 thé duge su dung dé t6 mau cho dinh tiép theo ctia C — siéu dd thi . Do
‘H hién nhién 1a colorable nén viéc t6 mau lai 1a khong thé tranh khoi duge.

Két qua 8.4.1.

Gid tri 16n nhét cta béc original nho nhét duoc tao ra bai cac bude 1- 4 cia thuit todn s& bang 0 ().

Chirng minh két qua 8.4.1.

Ki hiéu t 12 gid tri 16n nhat ctia bac original nho nhat tinh trén tit ca cac dinh nam trong day sap tha ty duoc
tao ra bai cac budce 1 — 4. Hién nhién, t < O(H).

Giastrang t < O(H) — 1. Khi d6, c6 mot dinh y ndm trong mot siéu d6 thi con cam sinh %' € H nao d6
sao cho

o(ly,H') = minyo(z, H') = 0(H) =t + 1.

D@ dang chimg minh dugc rang bac original ctia bat ky dinh nao ciing déu 12 mot ham don diéu ddi v6i quan
hé siéu dd thi con cam sinh. Piéu nay chi ra rr;“mg dinh dAu tién ctia H' bi x6a boi thuat todn s& ¢6 bac original >
t + 1, mau thuan. Nhu vay, t = 0(%). O

Theo mdt nghia nao d6, Két qua 8.4.1) gan nhu 13 trong tu v6i Két qua 8.2.1).

Két qua 8.4.2.

S6 mau c6 thé bi mat ¢ cac bude 6 — 10 cua thuat todn s& khong thé vuot qua 0(H) + 1.

Chimg minh két qua 8.4.2.

Gia sr rang chiing ta gip phai trudng hop xdu nhit & budce 8, nghia 1a tat ca cdc € — canh c6 chua x; trong H;
déu don sic. Nhéc lai rang, trong H;, dbi voi dinh x;, c6 mot dinh ldng giéng y tao thanh mot bistar c6 kich
thudc 16n nhat cua x;. Néu chdng ta t6 mau lai dinh x; béi mau c(y) thi ching ta s& bi mit mot mau (mau new)
va déng thoi td6 mau thuc su b(x;, H;) C — canh. Nhu vay, trong trudng hop x4u nht, ching ta s€ con lai t6i da
o(x;, H;) = |C(x;)| — b(x;, H;) C — canh con chua duoc t6 mau thue sy. Mdi € — canh nhu vay déu c6 thé tao
ra mot bistar riéng biét cua x;. Do dd, khi t6 mau lai mot thanh phén lién thong don sdc nao do6 ctia mdi C —
canh nhu vy, ching ta s& lai mat di nhiéu nhat o(x;, ;) mau. Nhu vay, téng s6 mau bi mat cia ching ta s€
khong thé 16n hon o(x;, H;) + 1.

Do, v6imoi 1 < i < n, o(x;, H;) < 0(H) = maxycymin,eyo(x, H/Y) nén chiing ta dé dang suy ra dugc
tinh ding dan cta khang dinh can chimg minh. O

Két qua 8.4.3.

Néu O(H) = 0 thi s& ton tai mot day sap thir ty cia tap dinh X sao cho thudt toan c¢6 thé duoc thuc hién sao
cho chting ta khong can phai t6 mau lai cho céc thanh phan lién thong don sic.




Chirng minh két qua 8.4.3.

Nhan thay riang cac dinh c6 béc original bang 0 sé& 1a pendant ddi vi mot dinh ldng giéng nao d6 ciia né va
thuat todn c6 thé st dung mau cua dinh ldng giéng nay. O

Két qua 8.4.4.

Trong thudt todn néu trén, néu |U| = p thi f(H) = p.

Nhan théy réng chiing ta da mo ta thudt toan trén nhu 1a mot thuét todn t6 mau gid tham lam dé di tim gia tri
ctia ¥(H) va mot phép t6 mau tuong tng cho € — siéu d thi H'. Biy gid, ching ta s& tién hanh so sanh né véi
thuét todn td mau tham lam c6 dién dé xac dinh sic sd dudi cia mot D — siéu dd thi. Pau tién, ca hai thuit todn
déu str dung thong tin gidng hét nhau va duoc thuc hién lién tiép, nghia 1 chung ta s& phén tich D — siéu d6 thi
hodc C — siéu db thi bang cédch x6a lién tiép cac dinh theo mot quy tic nao d6. Sau d6, ching ta tdi tao lai D —
siéu do thi hodc C — siéu d6 thj ban dau bé“mg cdch bd sung lai cac dinh theo thir ty ddo nguoc va td mau ching
bang cach sir dung thong tin cua cac dinh ling giéng ctia né. Mbi 1an nhu vay, ching ta ludn cb ging sir dung
mot mau tu do ddu tién néu ching ta dang xét mot D — siéu do thi va mot mau méi néu ching ta dang xét mot
C — siéu do thi. Tuy nhién, két qua ctia ching thi lai hoan toan khdc nhau. Thuét todn tham lam khong yéu cau
ching ta phai t6 mau lai; trong trudng hop x4u nhat, chiing ta chi cdn gdn mot mau méi cho dinh tiép theo. Tuy
nhién, trong trudng hop x4u nhat, thuat todn gia tham lam s& gip phai bé tic va yéu cau ching ta phai t6 mau lai
cac dinh da dugc t6 mau tur trudc d6. Thuat todn tham lam cung cép cho chiing ta mot cich truc tiép dé dat duoc
gii han trén cho sic s6 dudi. D6 khong phai 1a cach ma mot thuat todn gia tham lam thue hién. Ching ta phai
thuc hién thuét toan dé thu duoc mot sé mau nao dé va chi sau khi thuc hién mot sé danh gia don gidn ching ta
méi ¢6 thé thu duoc gidi han dudi cho sac so trén.

Phép so sdnh & trén chi ra ring néu ching ta di tim sé mau 16n nhit bang céch dp dung cting mét céch tiép cn
nhu khi di tim s6 mau nho nhét thi ching ta thu duoc it hon rat nhiéu.

Gid tri O (H) duoc goi 12 trod khdng cia mot € — siéu dd thi boi vi né cho chiing ta thiy cdch ma céu tric cia
mot C — siéu do thi c6 thé chéng lai cdch van hanh cua thuat toan gia tham lam. Néu tré khang cang nhd thi )
mau bi mét trong trudng hop xau nhat khi can t6 mau lai s& cang it hon. Tir quan diém ndy, cac siéu dd thi voi
O0(H) = 0 sé dang dugc quan tim nghién ciru dac biét.

Két qua 8.4.5.

Néu H = (X, C) 1a mot siéu cdy thi O(H) = 0.

Chimg minh két qua 8.4.5.

Chiing ta s& ching minh tinh diing dan cua khang dinh trén chi s6 |X| = n. Vi n = 2,3, tinh ding dan cia
khéng dinh trén 12 hién nhién. Gia st khéng dinh da dugc ching minh cho moi siéu cdy xac dinh trén < n dinh.

Xét mot dinh pendant x trong cdy host. Do moi € — canh ciia H déu c6 kich thudc = 2 nén o(x, %) = 0.

Bang céch két hop diéu nay véi viéc 0(Hy) = 0 véi moi Y € X (diéu nay suy ra tir gia thiét quy nap bdi vi
Hy ciing la mot siéu cay), 0(H) = 0. O




Két qua 8.4.6.

Néu H = (X, C) 1a mot siéu cay thi thudt todn c6 thé duoc thuc hién sao cho ching ta khong can phai td mau
lai cho céc thanh phan lién thong don sic.

Chirng minh két qua 8.4.6.
Tinh dung din cua khang dinh trén suy ra truc tiép tir Két qua 8.4.5) va Két qua 8.4.3). O

Nhu vay, céc siéu cay la loai cau trtt d6 thi dau tién dong mot vai tro dac biét quan trong trong cac phép td
mau cua cac C — siéu do thi.

8 .6. Thuit toan splitting — contraction

Gia str cho trudc mot siéu dd thi hon hop H = (X, C, D), tap dinh X = {x1, X5, ..., x,}(n = 1), cic ho canh
C=1{C,Cy..,C}vaD ={D;,D,,..,D,;,}.Néu C # @ thi ki hiéu I = {1,2,...,1}; néuD # @ thi ki hiéu ] =
{1,2, ..., m}. Mot canh ¢6 chira mot canh khac nhu mot tip con dugc goi 1a mot canh bao ham; mot canh dugc
chtra trong mdt canh khac nhu mdt tdp con dugc goi 1a mot canh bi bao ham.

Ké tiép, dé tinh gid trj ctia P(H, 1) va R(H) cho mdt siéu do thi hdn hop H = (X, C, D) bat ky, ching ta s&
can dén nim quy tic sau:

1) Néu H ¢ chira mot canh hién nhién uncolorable thudc bat ky loai nao thi n6 la uncolorable va canh
uncolorable nay c6 thé duoc loai bo khoi cdc xem xét tiép theo (phép khir).

2) Néu C; € C; thi P(3, 1) = P(H — C;,2), R(¥) = R(H — (), i,j € I. Diéu nay c6 nghia la canh bao
ham C; ¢6 thé bj x6a yéu béi vi cic rang budc mau tuong tng déu duoc thoa mén trong canh bi bao ham C;
(phép C — xoa).

3)NéuD; € D; thi P(#,1) = P(H — D;, 1), R(%) = R(¥ — D;), i,j € I. Diéu nay c6 nghia 14 canh bao
ham D; ¢6 thé bj x6a yéu béi vi cic rang budc mau tuwong tng déu duoc thoa mén trong canh bi bao ham D;
(phép D — xoa)

4) Néu {xkl xl} €D va {xk; xl} ¢ C thi P(}[r A) = P(}[lr /1) + P(:}[Zl /1)’ R(}[) = R(}[l) + R(}[z),
tI‘Ol’lg dé \7—[1 = (X, C, Dl)’ Dl = DU{xk, xl}, :7'[2 = (X, 61, D), 61 = CU{xk, xl} (phép tdCh)

N6i cach khac, ching ta c6 thé tach cac phép t6 mau cua H thanh céc phép t6 mau cua H; va cac phép t6 mau
cua H,. Trong H;, cac dinh x;, va x; dugc t6 boi cdc mau khac nhau; trong H,, cac dinh x;, va x; dugc to boi
cung mot mau.

5)Néu C, = {x,, x,} Vit €I, x,, x, € X sao cho C, # Dy véi moi s € J thi
P(}[l/l) = P(}[ll/l)’ R(}[) = R(“]—[l)a

trong d6 H; = (X;,€%, DY), X; = (X \ {x;, x,DU{y}, y 1a mot dinh méi; néu x;, € D; hodc x; € D;, j € J, thi
D} = (D; \ {xx, %,3) U{y}, trudng hop nguoc lai D! = D;; néu x, € C; hoic x; € C;, i # t, thi

Cl = (C; \ {xx, x, DU{y}, truong hop nguoc lai ¢! = C;; C = € — C, (phép co).




Moi C — canh co6 kich thudc béng 2 déu ¢6 thé co lai trir khi né trung voi mot D — canh ¢ kich thudce béng 2.

Nhén xét. Trong quy tic 5), n(H) = n(H;) + 1 va R(H) = R(H;). Piéu nay chi ra rang r;(H) = r;(3,)
véimoii = 1,2,....,n — 1 var,(H) = 0 (diu nay suy ra tir viéc H c6 chira mot € — canh C, c6 kich thude
bang 2). Ching ta s& str dung cac ding thirc ctia cdc sic pho theo nghia néu trén khi thao luan vé cdc phép todn
co ban trén céc siéu dd thi hon hop.

Mot thuat todn cho phép ching ta c6 thé tinh P(H, 1) va R(H) cho bat ky siéu do thi hdn hop H = (X, C, D)
nhu mgt dang téng quét cua thuat todn connection — contraction cho cac dd thi (xem lai Chu dé 04. Phép to
mau dd thi) i dugc dé xuét 1an dau tién boi nha toan hoc Zykov vao nim 1949. Nhiing phac thao mang tinh
“phoi thai” cho thuat todn connection — contraction nay ¢ thé dugc nhin thiy trong cic bai bdo cta Birkhoff va
Lewis (1912), Whitney (1932) va tham chi 1a trong céc bai viét dau tién cua Birkhoff vé da thirc sic sd béng
ngon ngtr cua cac anh xa trong nhtrng nam 1912!.

Y tudng cua chiing ta & day 1a di tim mot cap dinh khdng phai 1 cic € — canh ciing nhu khong phai 12 cic
D — canh va tach tit ca cdc phép t6 mau cta H thanh hai 16p d6i v6i cap dinh nay. Hon nira, bang céch thuc
hién 1an luot phép khir, phép C — x6a, phép D — x6a va phép co (thtr tu ¢ ddy 14 rit quan trong), bai todn ban
dau cua chiing ta s€ dugc rit gon thanh mot bai toan tuong tu ddi voi mot cdp dinh cua céc siéu dd thi hdn hop
nao d6 “don gian” hon siéu do thi hdn hop ban dau (theo nghia 1a mot trong sd chiing ¢ chira it dinh hon va cai
con lai ¢6 chtra nhiéu canh c6 kich thudc bang 2 hon). Nhu vy, chdng ta s& nhan duoc mot diy cdc db thi day
da v6i cac dinh duoc gan nhin va sau ciing chiing sé& tao thanh mot danh sdch gém tt ca cdc phép t6 mau
nghiém ngét. Ching ta s€ goi thuat todn nay la “thuat todn splitting - contraction” va trinh bay lai n6 duéi dang
sau:

Thuat toan splitting — contraction
INPUT: Siéu db thi hén hop H = (X, C, D) véi tap dinh X duoc gan nhan boi 1,2, ..., n.

OUTPUT: Danh sich L gbm tit c4 cdc phép t6 mau nghiém ngit, sic phd R(H), da thire sic sé P(H, 1), sic
s6 dudi y () va séc sb trén y(H).

1.PatL=Z=Y =@, R(¥) = (0,0, ...,0), P(H, 1) = 0, y(H) = 7(3) = 0. B6 sung thém H vao Y.

2. Kiém tra diéu ki¢n dé€ loai bd cac phan tir ra khoi Y; x6a cac siéu do thi hon hop hién nhién uncolorable ra
khoi Y.

3. Thyc hién phép C — x6a va phép D — x6a néu c6 thé dugc trong Y.

4. Thyc hién phép co néu c6 thé duoc trong Y; khi thyc hién mot phép co nhu vay, tron 1an cdc nhin ciia cic
dinh tuong Ung.

5. Thyc hién mot phép tich cho mdi phan tir cia Y néu c6 thé dugc; chuyén céc D — d6 thi day du tir Y vao Z;
néu phép tach duoc thyc hién it nhét mot 1an thi chuyén sang budc 2 cua thuat toan.

6. Lap mot danh sach L gdm tat ca cic phép t& mau nghiém ngit bang cach sir dung cdc nhan ciia cac dinh cta
cic D — d6 thi day di trong Z.

7. Tinh sic pho R(H) bang cach dém s cac D — d6 thi day da nam trong Z c6 chinh x4c i dinh, i = 1,2, ...,n

8. Tinh da thirc sic s6 P(#, 1) bang cch st dung cong thitc P(H, 1) = Zf_(:(;?,}[) r;(H)AD,



9. Tinh y (), 7(3) bang céch sir dung R(H).

10. Xuét: danh séch L, vector R(H), da thirc sic s6 P(H, 1), cic sic sb y(H), ¥(H). Két thic thuat toan.

Két qua 8.6.1.

V&i moi siéu d6 thi hdn hop H = (X, C, D), thuat todn splitting — contraction ludn ding.

Chimng minh két qua 8.6.1. Tinh dung din cua thuat todn dugc suy ra tir cach dinh nghia cta céc phép khir,
phép x6a, phép tich, phép co va tir thuc té 1a moi dinh dugc gin nhin cta bat ky do thi day du nao trong danh
sdch Z cling déu twong ing v&i mot tap con don sic cta cac dinh tuong tng trong chinh xdc mot phan hoach

kha di ctia . Diéu cudi cling néu & trén chi ra rang 12 bat ky phan hoach kha di ndo ciing c6 thé thu duogc tir H

bang thuat todn splitting-contraction.

Ching han, xét siéu d6 thi hdn hop H = (X,C, D) véi X = {1,2,3,4}, ¢ = {C} = {{1,2,3,4}},

D = {D,, D,, D5, D,} = {{1,2},{2,3},{3,4}, {4,1}} nhu trong hinh v& bén dudi.

("-clesnng + contraction 13
'//E/F-I._:— E

b Ty PRI SR Y 13

-3
contracton 2d

|

13 13

g 2 T

aa

|




Hinh v& minh hoa thuat todn splitting - contraction cho siéu do thi hdn hop H = (X, C, D).
Nhu két qua nhan dugc sau khi thyc hién thuat todn splitting — contraction, ching ta nhan dugc
Z = {K3, K3, K}, R(3) = (0,1,2,0), P(H,2) = 2A®) + 1@ =223 — 5% + 34, y(H) = 2, y(H) =3,
va mot danh sich L twong tmg gdm ba phép t& mau nghiém ngit c6 dang (c(l), c(2),c(3), c(4)) nhu sau:
L=1{@1,2,3,2),(1,2,1,3),(1,2,1,2)}.

Thoi gian chay cta thuat todn splitting — contraction 13 vao khoang ham mii. Diéu nay cho thiy rang c6 ton tai
mot quy trinh théng nhét chung khac voi thuat todn tim kiém toan dién cho phép chiing ta tinh tit ca céc phép to
mau nghiém ngat va giai quyét dong thoi cdc van dé vé sé mau tdi thiéu va toi dai. Bang céch sir dung cdc tinh
chit dic biét cua cac siéu dd thi hdn hop, hon thé nita trong mot sb truong hop nhét dinh ching ta c6 thé tim
thdy mot s6 thi tuc dic biét cho phép chiing ta 1am giam do phtic tap cta thudt toan. Ching ta c6 thé nhan thy
rang cdc C — canh d3 ngdm xuét hién trong thudt todn connection — contraction c6 dién va theo cdch nhin nhan
nay thi n6 da duoc ngdm st dung tir nhitng nim 1912. Sau cing, néu dau vao 1a mot siéu d6 thi hdn hop
uncolorable thi dau ra s& chira cdc danh sach rdng va cic sb khong.

Chung ta cling c6 thé nhan thay duogc rang 16p cac da thuc c6 thé 1a da thuce sac s6 ctia mot siéu do thi hon hop
s€ 16p hon rat nhi€u so vai 16p cac da thue c6 thé 1a da thuce sac s6 cia mot do thi hodac mdt si€u do thi béi vi
cac tuong tac gitta chung déu dién ra gitra cic C — canh va cic D — canh.

Chéng han, xét siéu dd thi hon hop H = (X, ¢, D) véi X = {1,2,3,4,5}, ¢ = {{1,2,3},{1,3,4},{1,4,5},{1,5,2}},
D = {{3,5}}. D& dang nhan thiy rang 7(#) = 3. Néu chiing ta b6 sung thém D — canh {2,4} thi ching ta s& thu
dugc mot siéu d6 thi hdn hop H; mébi v6i ¥(Hy) = 2. N6i chung, néu ching ta bd sung thém mot € — canh vio
H thi n6 c6 thé 1am ting gia tri cua sic s6 dudi y () 1én va néu ching ta bd sung thém moét D — canh vao H
thi n6 c6 thé 1am giam gid tri cta sic s trén F(H) xudng.

C6 mét tinh chat bt thuong khdc nita cta cdc phép t6 mau cua cac siéu dd thi hdn hop ma né 1a mot diéu
khong phai xay ra trong cdc D — siéu d6 thi. Nhu chung ta c¢6 thé nhan thiy, néu ching ta loai bod céc canh ¢
chtra cic canh khéc cting loai véi né thi diéu d6 s& khong 1am anh hudng gi dén sic pho va da thuc sic s. Tuy
nhién, trong cac si€u dd thi hdn hop, c6 mdt s6 canh khong c6 chira cac canh khac cung loai véi nd cling co thé
bi loai bo voi cac tac dung tuong tu.

Trong mot siéu do thi hdn hop H = (X, C, D), mot € — canh € € C (hodc mot D — canh D € D) duoc goi Ia
redundant néu né khong c6 chtra bat ky C — canh (hodc D — canh) nao khac nhu mét tap con va

R(H) = R(H — C) (hoac R(H) = R(H — D)).

Ching han, xét siéu d6 thi hdén hop H = (X,C, @) voi X = {1,2,3,4}, € = {{1,2,3},{1,3,4},{1,2,4},{2,3,4}}
nhu trong hinh vé& bén duéi. Chiing ta cé thé nhan thiy rang bat ky € — canh nao nam trong H ciing déu la
redundant béi vi ba C — canh bat ky nao cling déu can su dung nhiéu nhat hai mau cho phﬁn bi thiéu.

Nhu vy, R(H) = R(H — C;) = (1,7,0,0), j = 1,2,3,4.

Hon nita, néu chiing ta b sung thém vao H mot ho cdc canh D = {{1,2}, {2,3},{3,4}, {4,1}} thi tao thanh mot
chu trinh don gian trong siéu d6 thi hdn hop A’ nhan duoc. Trong siéu d6 thi hdn hop H' = (X, C, D), bat ky



D — canh nao cling deu la redundant boi vi ba D — canh nao khéc cling s& ddm bao cho cidc mau s€ khac nhau &
cac dau mut cua mot D — canh bi thiéu.
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Hinh v& minh hoa céc siéu do thi hdn hop H vaH'.

Két qua 8.6.2.

Gia sir cho trudc mot siéu do thi hon hop khong lién thong H va Hy, H,, ..., Hj, (k = 2) 1a c4c thanh phan
lién thong twong Gng.

Khi do,
x(FH) = max{x(3,), x(F,), ..., x(Hp) },
X)) = x(Hy) + x(Hy) + -+ 7 (3H),

P(H, %) = P(Hy, DP(Hy, 1) .. P(F, 1.

Chirng minh két qua 8.6.2.

Tinh ding dan clia cdc cong thirc trén dugc suy ra tryc tiép tir viée chiing ta 6 thé t6 mau cdc thanh phan lién
thong mot cach ddc 1ap. ]




Mot siéu d6 thi hdn hop H = (X, C, D) dugc goi 1a reduce néu khong c6 canh nao 1a mot tp con cta bat ky
canh nao khac cling loai va kich thudc ctia mdi € — canh déu > 3.

Nhén xét. Tur thuat todn splitting — contraction, phép C — x6a, phép D — xda va phép co cic C — canh ¢6 kich
thudc bang 2 khong lam thay ddi bat cir didu gi; cdc tinh chat ctia cdc phép to mau cua cac siéu d6 thi hdn hop
déu c6 thé dugc suy ra tir siéu do thi hdn hop reduce twong tmg. Do d6, khéng 1am gidm tinh tong quat ctia van
dé, gia sir rang tat ca cdc C — canh déu co kich thude bang 2 va cic canh c6 chira cdc canh khéc cia cung loai
d6 c6 thé bi bo qua, nghia 14 chung ta chi cAn xem xét cac siéu do thi hdn hop reduce.

8.7. Tinh uncolorable

Gia str cho trudc mot siéu dd thi hon hop H = (X, C,D) v6i C = {C;,C,, ..., C;} va D = {D;,D,, ..., D,,} 12 hai
ho cdc canh khong rdng. Nhu thuong 16, ki hiéu I = {1,2, ..., 1} vaJ = {1,2, ..., m}. Trong muc ndy cta bai viét,
ching ta s& gia dinh ring siéu d6 thi hdn hop H 13 don, nghia 12 khéng c6 canh nao dugc chira trong mot canh
nao khéic cung loai.

Nhic lai rang mét siéu do thi hdn hop dugc goi 12 uncolorable néu né khong c6 bat ki mot phép t6 mau thuc
su nao; trudng hop nguoc lai, nd duoc goi 1a colorable. Ké tiép, chiing ta xem xét bai toan vé tinh colorable nhu
sau:

Bai toan vé tinh colorable.

Gia str cho trudc mot siéu dd thi hon hop H = (X, C, D). Liéu c6 ton tai it nhat mot phép t6 mau thuc su cia
H hay khong ?

Bai to4n vé tinh colorable dai dién cho mot dang van dé hoan toan méi trong 1y thuyét vé cdc phép t6 mau. N6
chira céc bai todn vé tinh colorable cta cac siéu do thi c6 dién — liéu mot siéu dd thi c6 dién cho trudce ¢ thira
nhan mot phép t6 mau thuc sy nao d6 voéi s6 mau cho trude hay khong ? — nhu mot trudng hop dac bi¢t. Cu thé
hon, véi moi D — siéu dd thi H, ching ta c6 thé bd sung thém cdc € — canh cua siéu db thi day du K}+1. Khi
d6, D — siéu dd thi H = (X, D) 1a k — colorable khi va chi khi siéu d6 thi hdn hop H' = (X, (kfl), D) la

colorable.
Siéu d6 thi hén hop uncolorable toi tiéu.

Trong muyc con ndy cta bai viét, chiing ta s& chi rang c6 cac phuong phap hoan toan khac dé gitip chiing ta c6
thé xac dinh duoc cac diéu kién cho tinh colorable cho cic 16p siéu dd thi hon hop khéc nhau. Hién nhién, néu
mot siéu dd thi hdn hop cé chira mét siéu dd thi con thudc bat ky loai nao (cam sinh hodc tirng phﬁn)
uncolorable thi n6 ciing 1a uncolorable. Do dd, mot trong nhitng muc ti€u co ban ¢ day doé 1a di tim danh sach
tat ca cdc siéu do thi hdn hop uncolorable tbi tiéu tir mot 16p cho trude nao d6 va mo ta tinh colorable theo cac
siéu db thi con bi caAm.

Dic biét, chiing ta ciing s& ching minh rang ludn ton tai céc siéu do thi hdn hgp uncolorable H véi hiéu giita
sac sO trén cua C — siéu do thi tirng phan H¢ va sac s6 dudi cua D — siéu do thi ting phan Hy c6 thé 16n tuy y.

Mot siéu do thi hdn hop uncolorable duoc goi 12 téi tiéu néu né lién thong va néu chiing ta thuc hién phép x6a
yéu bat ky C — canh hodc D — canh nao cling s€ déu dan dén mot siéu do thi hon hop colorable.

Luu ¥ rang mot siéu do thi hdn hop uncolorable tdi tiéu s& khong c¢6 chira cac dinh ¢6 1ap. Néu hai dinh x,, x,
tao thanh mot bi — canh trong  thi A ciing khong thé 12 uncolorable (diéu nay suy ra tryc tiép tir cac diéu kién




rang budc hién nhién trén {x,, x,}). Do d6, tinh colorable tdi tiéu trong trudng hop nay ngu y rang trong H
khong co cac dinh, cic € — canh, cdc D — canh nao nita khic. Hién nhién, moi siéu do thi hdn hop uncolorable
t6i tiéu déu s& trg thanh colorable néu chiing ta x6a manh bat ky dinh nao.

Két qua 8.7.1.

Moi siéu db thi hon hgp uncolorable H = (X,C, D) déu c6 chira mot siéu do thi con (cam sinh hodc tung
phan) uncolorable toi ticu.

Chirng minh két qua 8.7.1.

Chung ta c6 thé x6a tuan tu cac dinh (manh), cic C — canh (yéu), cac D — canh (yéu) cho dén khi ching ta
nhéan dugc mot siéu dd thi con colorable. Do 12 hitu han nén viéc 1am trén s& phai dung lai sau mot s6 hitu
han budc nao do. ]

Gia st cho trude mdt siéu dd thi hdn hgp uncolorable H = (X, C, D). Mot siéu dd thi con tung phén H' (hoac
mot siéu do thi con cam sinh ") duoc goi la mot siéu do thi con colorable tung phén toi dai (hodc siéu do thi
con colorable cim sinh téi dai) cua H néu ching ta bd sung thém bét ky C — canh hoac D — canh hoac bét ky
dinh n2o sao cho tit ca céc canh lién thudc véi né thudc ca hai loai trén cua H vao H' s€ lam cho H' trd thanh
colorable.

Nhu vay, céc si€éu dd thi con hdn hop uncolorable tdi tiéu va cac siéu dd thi con colorable tdi dai cua cédc siéu
dd thi hdn hop uncolorable xac dinh mot ranh giGi quan trong vé tinh colorable. Su twong tac giita C va D xic
dinh trén cing mot tip dinh X 12 khong don gian: Hp va Hp c6 thé rat d& dé t6 mau mot cdch riéng biét trong
khi toan by H lai 1a uncolorable.

D¢ chi ra dugc diéu do, ching ta hay xem xét bai todn sau:

V6i moi s6 nguyén duong k > 0, ki hiéu v(k) 1a s6 nguyén duong n nhé nhit sao cho ton tai mot siéu do thi
hdn hop uncolorable tdi tiéu H = (X, C, D), |X| = n, véi ¥(He) — x(Hp) = k. Cong thirc ndo s& duge dung
dé tinh gid tri cua v(k) voik = 0,1,2, ... ?

Dau tién, nhan thiy rang néu ching ta khong yéu cau tinh tdi tiéu thi ching ra c6 thé dé dang tao ra mot siéu
db thi hdn hop uncolorable H véi hiéu sb ¥(He) — x(Hp) 16n tuy ¥ chi bing cdch 14y ra mot bi — canh c6 kich
thudc bang 2 ciing véin — 2 = k + 1 dinh c6 1ap. Khi d0, sic s6 dudi cia Hy, 12 2 va sac s trén ciia He 1an —
1. Tiép theo, néu k 12 mot s6 nguyén Am thi hién nhién siéu do thi hdn hop H 12 uncolorable. V&i moi n =
|X| = 2, mot vi du don gian vé mot siéu dd thi hdn hop uncolorable (néu khong yéu cau tinh tbi tiéu) 1a siéu d6
thi hén hop U,, = (X, ()2(), ()2()) trong dé tinh uncolorable cling dugc théa man véi moi si€u db thi con cam sinh

v6i bac > 2 ctia né. Trong U,,, mdi ciip dinh ctia né vira 1a mot C — canh va ciing vira 1a mdt D — canh.




Hinh anh minh hoa siéu d6 thi hdn hop uncolorable U, xac dinh trén tap cac dinh {1,2,3,4}.

V&i moi s6 nguyén khong am k > 0, két qua sau ddy s& chi ra cach dé ching ta c6 thé tinh ra gid tri caa chi sb
v(k):

Két qua 8.7.2. (Tuza - Voloshin)

V&i moi s6 nguyén khong am k > 0, v(k) = k + 4.

Chimg minh két qua 8.7.2.

Gia str cho trudc mot siéu dd thi hdn hop uncolorable ti tiéu H = (X, C,D) sao cho |X| = n = v(k) va
7(#H:) — x(Hp) = k. Chiing ta s& ching minh ring n = v(k) = k + 4.

Pau tién, ching ta s& chimg minh rang n > k + 4. Nguoc lai, gia st raing n < k + 4. Do 13 uncolorable
nén y(Hp) = 2. Néu y(Hp) = 3 thi ¥(He) = k + 3, nghialan = k + 3 va y(H) = n. Do d6, H khong c6
chira bt ky mot C — canh nao va do d6 no sé& 1a colorable, mau thuan.

Do d6, y(Hp) = 2. Khi d6, ching ta chi ¢ hai kha ning sau cho sb dinh n: n = k + 2 hoic n = k + 3.

Twong ty nhu trong truong hop trude, néun = k + 2 va véi g(He) = k + 2 thi siéu dd thi hdn hop H s&
khong chira bat ky mot € — canh nao nén né khong thé 12 uncolorable. Nhu viy, khéng 1am giam tinh tong quat
clia van dé, gia sitn = k + 3. Do y(He) = k + 2 = n — 1 nén C — siéu dd thi timg phan He = (X,C) s& la
mot bistar, nghia 1a mét C — siéu dd thi c6 hai dinh, tam gia st la x; va x,, nao do nam trong tat ca cdc C —
canh. Néu cip dinh {x;, x,} nay khong phai 1a mot D — canh trong Hyp, thi chiing ta c6 thé t6 mau hai dinh
X1, X, boi mot mau nao d6 va cac dinh con lai béi cdc mau hoan toan khac, diéu nay mau thuan véi tinh
uncolorable cta F. Do d6, cap dinh {x;, x,} ndy phai 1a mét D — canh trong . Do # 1a mét siéu d thi hdn
hop uncolorable tbi tiéu nén cap dinh {x,, x,} s& khong thé 12 mot C — canh va do d6 luc luong ctia mdi C —
canh déu > 3.

Xét mot phép 2 — t6 mau bat ky cua Hy, = (X, D). Pong thoi, nd ciing s& 1a mot phép td mau cia siéu do thi
hdn hop H ban dau (diéu nay suy ra tir viéc mdi € — canh déu c6 kich thude > 3). Do d6, mot 1an nita ching ta
cling chimg minh dugc rang A 1a colorable. Piéu mau thudn nay chi rarang v(k) = n > k + 4.

Ké tiép, dé chimg minh tinh ding dan cua danh gia nguoc v(k) < k + 4, chiing ta s& xay dung mot chudi cic
vi du vé cic siéu d6 thi hdn hop uncolorable téi tiéu v6i ¥(He) — x(Hp) =k van =k + 4,k = 0,1,2, ... Viéc
xdy dyng nay s& phu thudc vao tinh chin 1é ctia k. DAu tién, chiing ta s& chi ra rang cac truong hop co s¢ véi
k = 0,1 c6 thé duoc kiém chimg tryc tiép.




k =0.

Xét siéu d6 thi hdn hop H = (X,C,D) v6i X = {1,2,3,4}, ¢ = {{1,2,3},{1,2,4}}. D = {{1,2},{2,3}, {24},
(341}

k=1.

Xét siéu d6 thi hdn hop H = (X,C,D) véi X = {1,2,3,4,5}, € = {{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5}}, D = {{1,2},{3,4},

{4,5},{3,5}}.

k=2L1>1.

Xét siéu d6 thi hdn hop H = (X,C,D) v6i X ={1,2,3,...,k+4}, ¢ ={{1,2,i}:3 < i < k + 4},
D={{i,i+1}:1<i<k+3}U{k+42]}.

N6i céch khéc, He = (X, C) dai dién cho cho mét bistar 3 — uniform trong d6 cac dinh 1, 2 nim trong moi
C — canh. Do do, y(#:) = n—1 = k + 3. Hon nita, /{5, = (X, D) chinh 1a chu trinh 1¢ (2,3,4, ..., k + 4,2) v6i
D — canh {1,2}, nén y(Hp) = 3.

Ké tiép, ching ta s€ xay dung mot phép t6 mau thuc su ¢ cia H'. Nhu thuong 1€, ¢ (i) duoc dung dé ki hiéu
cho mau cta dinh i, i = 1,2, ..., n. Trong bat ky phép t6 mau c6 thé c6 cua ', cac dinh 1 va 2 s& duoc td boi hai
mau khac nhau nao do, tam gia st ¢(1) = 1,¢(2) = 2. Do {2,3} 1a mot D — canh nén chiing ta s& ¢6

c(3) # c(2) vabai vi {1,2,3} 12 mdt € — canh nén chi ¢ thé c6 duy nhit mot kha ning cé thé xay ra cho dinh 3
d61a c(3) = c(1) = 1. Lap luén tuong ty, c(4) # c(3) va boi vi {1,2,4} 1a mot € — canh nén chi c6 thé c6 duy
nhit mot kha ning c6 thé xay ra cho dinh 4 d6 1a c(4) = ¢(2) = 2.

Nhan thay rang cic mau duoc sir dung thay phién nhau trong chu trinh (2,3,4, ...,k + 4). Do c(k + 3) = 1 va
c(2) = 2 nén chiing ta c6 thé t6 mau dinh k + 4 khong bdi mau 1 va ciing khong boi mau 2. Hon nira, bat ky
mau ndo khéc véi mau c(k + 4) ciing déu khong kha thi boi vi {1,2, k + 4} 1a mot € — canh. Nhu vay, H sé& 1a
uncolorable. Ching ta c6 thé d& dang kiém chimg duoc rang H 12 ti tiéu dbi véi quan hé bao ham.

k=2l+1,1>1.
Xét siéu do thi hdnhop H = (X,C,D) v6i X = {1,2,3,....k+ 4}, ¢ ={{1,2,i}:3 < i < k + 4},
D ={1,2}U{{i,i + 1}:3 <i < k +3}U{k + 4,3}.

Mot lan nira, He = (X, C) dai dién cho mdt bistar 3 — uniform trong d6 cac dinh 1, 2 cling nam trong moi C —
canh. Nhu vay, ¥(He) = n — 1 = k + 3. Trong truong hop nay, Hp = (X, D) 1a mot d6 thi khong lién thong
¢6 D — canh {1,2} 1a thanh phan lién thong dau tién va chu trinh 1& (3,4, ..., k + 4,3) 12 thanh phan lién thong
thir hai, nén y(Hp) = 3.



Hinh v& minh hoa siéu d6 thi hdn hop H cho truong hop k = 3.

Khong giam tinh tong qudt ctia van dé, gia sir rang ¢ (1) = 1,¢(2) = 2. Pdi v6i ¢(3) chi ¢ hai kha ning sau
c6 thé xay ra: ¢(3) = 1 hodc ¢(3) = 2. Tur tinh dbi xtmg cua bai todn, ching ta c6 thé gia sir rang ¢(3) = 1.

Khi d6, bang cich 1ap luan twong ty nhu & trén, ching ta d& dang suy ra dugc c(4) = 2,¢(5) = 1,¢(6) = 2,
v.v...; nghia 13 cic mau duoc t6 thay phién nhau doc theo chu trinh 1¢. Do dinh k + 4 khéng thé t6 dugc boi bat
ky mot mau nao (diéu ndy suy ra tir viéc {1,2, k + 4} 1a mot € — canh va {k + 3,k + 4}, {k + 4,3} lacic D —
canh) nén ching ta dé dang suy ra ring H 13 uncolorable. Tinh tdi tiéu ctia H ciing ¢ thé dugc suy ra mot cach
deé dang . O

Si¢u do thi hon hop uncolorable day dii.

Véimdi2 <1, m<n=|X|, ki hidu X(n,[,m) = (X,C,D) = (X, ), (jfl)) trong d6 |¢] = () va

ID| = (7). K (n,1,m) duoc goi 1a mot (I, m) — siéu dé thi hén hop day dii bic n. N6i céch khéc, trong
K (n,1,m), moi | dinh déu tao thanh mot € — canh va moi m dinh déu tao thanh mot D — canh. Hién nhién, véi
moi s6 nguyén n, [, m cho trudc, ton tai duy nhat mot K (n, [, m).



Hinh anh minh hoa (4,2) —siéu d6 thi hdn hop day du K (4,4,2).

Két qua 8.7.3.

K (n,1,m) 12 uncolorable néu va chinéun > (I — 1)(m —1) + 1.

Chimg minh két qua 8.7.3.

(=) Giastn < (I —1)(m — 1). Ching ta s& to mau m — 1 dinh nao d6 bdi mau thtr nhat va m — 1 dinh ké
tiép boi mau thtr hai. Don < (I — 1)(m — 1) nén quy trinh nay yéu cau t6i da | — 1 mau va ching ta s& thu
dugc mot phép t6 mau thuc su cia K (n, [, m); nghia 13 K (n, I, m) 12 mot siéu dd thi colorable.

() Giasaen > (I —1)(m — 1) + 1. Gia sir ton tai mot phép td mau thue sy cua K (n, I, m). Do mdi m — bd
déu 12 mot D — canh va mdi I — bo déu 12 mdt € — canh nén sb cac dinh nam trong mdi 16p mau khong thé
vuot qud m — 1 va tong sé mau duge sir dung ciing khong vuot qua I — 1. Don = (I — 1)(m — 1) + 1 nén s&
phai co it nhét mot € — canh hodc mdt D — canh nao d6 duoc td mau khong dung cach, mau thuan. ]

Néu chiing ta ¢ dinh cdc chi s [,m va cho n tién dén vo cuing thi ching ta s& thu duoc sb cac siéu d6 thi hdn
hop colorable % (n, [, m) va s cac siéu d6 thi hdn hop uncolorable K (n, I, m). Né6i cich khdc, voi n du 16m,
phan c6 thé t6 mau duoc cia K (n, [, m) sé trd nén ngdy cang nho hon. Piéu ndy c6 thé dugc phat biéu nhu mot
két qua duy nhit sau day:

Két qua 8.7.4. (Tuza - Voloshin)

Véi moi cap (I, m) cb dinh cho trude, hau hét tat ca cac siéu d6 thi K (n, [, m) déu 1a uncolorable.

Tuy nhién, két qua s& khac hoan toan néu ching ta khdng gia dinh tir trude cap (I, m) duogc cb dinh. Trong
phéan tich dudi day, ching ta sé€ chi ra rr?mg x4c suat dé mot siéu do thi hon hop dﬁy du bac n 1a uncolorable s€
tién dén 0 khi n du 16n.

Két qua 8.7.5. (Tuza - Voloshin)

V&i moi cap (1, m), hau hét tat ca cac siéu d6 thi K (n, I, m) déu Ia colorable.

Chirng minh két qua 8.7.5.

Dé don gian héa qué trinh tinh todn, chiing ta sé& tinh todn cho cic siéu do thi hdn hop véi bac n + 1 thay vi n.
Do [ = 1 vam = 1 bj loai trir (diéu nay dugc suy ra tir cach dinh nghia) nén chiing ta s& c6 n? kha niang khac




nhau dé chon ra mét cip (I, m) nam trong khoang 2 < I <n+ 1,2 <m < n + 1. Tir Két qua 8.7.4), ching ta
dé dang suy ra dugc rang K (n, I, m + 1) 1a uncolorable néu va chi néu (I — 1)(m — 1) < n.

Nhan thdy ring gid tri nho nhit ¢6 thé c6 ciam — 1 1a 1. Nhu vy, véi mdi chi s I > 2, ¢6 chinh xdc [&]
siéu do thi hdn hop uncolorable day du véi bac n + 1. Do d6, tong s6 cac siéu d6 thi hdn hop uncolorable day
da véibac n + 1 N, s& bang N,, = ¥7_, EJ ~ nlogn trong d6 dang thirc tiém can s& dugc nghiém ding khi n
tién dén vo cung. Do do, xac suét dé mot siéu dd thi hon hop déy du bac n la uncolorable s¢& béng

logn

0.

. Np .

llmn_,oo; = lim, e
Diéu nay chi ra rang hau hét tat ca cac siéu do6 thi K (n, [, m) déu la colorable. O
Tinh colorable cua cac siéu cay hon hop.

Mot siéu d thi hdn hop H = (X, C, D) dugc goi 1a mot sidu cdy hén hop néu ton tai mot cy host T = (X, E)
sao cho moi canh C € € va moi canh D € D déu cam sinh ra mot cay con trong T. That ra, n6 chinh la dang
khdi quat truc tiép ctia khdi niém siéu cdy di nghién ctru trong “Chii dé 06. Siéu cAy — Mot s6 dang siéu do thi
tong quat qua ciia do thi lwdng phan — Siéu dd thi chordal conformal” twong tmg véi trudng hop C = @.

Nhic lai rdng, trong mot siéu d6 thi hdn hop H = (X, €, D), moét D — canh D € D duoc goi 12 hién nhién
uncolorable néu mdi cip dinh x,y € D bét ky déu duoc ndi voi nhau boi mot € — dudng di ctia H chi gdm cic
C — canh c6 kich thudc bang 2.

Két qua 8.7.6. (Tuza - Voloshin)

Mot siéu cay hon hop H = (X, C,D) la uncolorable néu va chi néu né c6 chira mot D — canh D hién nhién
uncolorable.

Chimg minh két qua 8.7.6.

(=) Gia sir cho trudc mot siéu cdy hdn hop uncolorable = (X, C, D). Gia sir phan chtng rang H khong c6
chtra bat ky mot D — canh D nao 13 hién nhién uncolorable. Nhan thay rang néu H khong c6 chira bat ky mot
D — canh ndo ¢ kich thudc bang 2 thi né s& 1a colorable. That vdy, xét cAy host T twong Gmg va thyuc hién phép
t6 mau thay phién nhu binh thuong cho cy T, nghia 13 bat dau tir mot dinh bat ky cta T va té mau cic mau 1 va
2 thay phién nhau doc theo ciy T. Pong thoi, phép td6 mau thu dugc ciing s& 12 mot phép t6 mau thyc sy cia .
Néu H = (X,C,D) c6 mdt C — canh nao d6 cé kich thudc béng 2 thi mdi canh nay déu s& truing v&i mot canh
nao d6 cua T. Ké tiép, chiing ta s& lap lai quy trinh trén v6i quy udc nhu sau: néu ching ta gip phai mot C —
canh nao d6 c6 kich thudc bang 2 thi ching ta s& khong thay doi cic mau doc theo canh nay cta T (nghia 1a mot
canh cua T s€ dugc t6 mau dung néu va chi néu né khong phai 1a mot C — canh trong ). Do khong c6 bat ky
mot D — canh nao 12 hién nhién uncolorable trong D nén mat lan nira chung ta cling thu dugc mdt phép t6 mau
thuc su ciia H'. Do d6, H 1a colorable, mau thuan.

(<) Hién nhién. ]

Két qua 8.7.7.

Moi siéu cAy hon hop reduce déu 12 mot siéu do thi hdn hop colorable.




Két qua 8.7.8.

Néu 7 12 mot siéu cdy hdn hop colorable thi y (H) < 2.

8.8. Tinh unique colorable

Gia st cho trude mdt siéu dd thi hdn hop H = (X, C, D) va khodng c6 bat ky canh bi bao ham nao, nghia la
khong c6 canh nao dugc chira trong mot canh khic nao do cung loai.

Mot si€u do thi hon hop H duogc goi la unique colorable néu n6 chi cé chinh xac mdt phép té mau nghiém
ngat va khong tinh dén viéc hodn vi cidc mau.

Diéu nay tuong duong véi viec H 1a mot siéu do thi unique colorable néu no6 chi c6 chinh xdc mot phan hoach
kha di cta tap dinh X thanh céc 10p mau. Ching ta s& quy wdc rang cum tir “phép t&6 mau duy nhat” cé y nghia
trong dwong v&i cum tir “phan hoach duy nhat” véi s6 cic 16p mau twong tng. Diéu nay co nghia 13 ching ta
¢6 thé bod qua viée hodn vi cdc mau ngoai trir c6 quy wdc khdc. Nhu vay, thuat ngit “unique colorable ” duoc ké
thira truc tiép tir cac phép t6 mau do thi v6i nghia 1a “phan hoach kha di duy nhat”.

Hién nhién, néu 7 12 mot siéu do thi unique colorable thi
X)) = }(H) = 3,1 (H) =1,
R() = (0, ...,0,1,0, ...,0).
Nhu vy, P(H,1) =21 —-1DA=2)..(A =y + 1) = 100,

Mot d6 thi c6 dién G, duge xem nhu mot D — dd thi, 1a unique colorable néu va chi néu G 12 mot dd thi dﬁy
du K, (diéu nay ciing ding véi tit ca cdc D — siéu do thi). N6i cach khdc, cdc siéu d6 thi hdn hop unique
colorable chi don thuan 1a dai dién cho mét dang téng quét cua khai niém clique. Nhu chung ta da biét, céc siéu
db thi r — uniform day du 13 mot dang tong quat cac do thi day da K,,; tuy nhién, cdc tinh chit cta cdc phép to
mau cua K7 con rat xa dé c6 thé tré nén tét dep nhu nhitng siéu dd thi hdn hop unique colorable. Diéu nay phan
4nh thuc té rang K 12 unique colorable néu va chi néu r = 2.

Két qua 8.8.1.

Gia sir cho trudc mot siéu dd thi hdn hop unique colorable H = (X, C, D) véi mot phép td mau nghiém ngat
¢ duy nhat.

Khi d6, hop ctia hai 16p mau bat ky déu c¢6 chirta mot D — canh; bat ky phan hoach nio cta bat ky 16p mau nio
¢6 giao véi mot € — canh déu c6 ding hai dinh chung v6i 16p mau ndy va c6 tdi da mot dinh chung véi bat ky
16p mau nao khéc.

Chimg minh két qua 8.8.1.

Tinh dung din cua khang dinh trén c6 thé duoc suy ra truc tiép tir cach dinh nghia ctia mot phép to6 mau thuc
su ctia mot siéu do thi hdn hop. ]

Trong mét siéu do thi hdn hop H = (X, C, D), mot diy cac dinh x = xg, X4, ..., X = ¥, k = 1, duoc goi Ia
(x,y) — invertor néu va chi néu x; # x;,, va (x;,x;,1) €D, vé6imoii = 0,1, ...,k — 1, v, hon nira, diéu kién
sau day dugc thoa man:




x]' * Xj+1 * Xj+2 * x]' = {Xj,xj+1,xj+2} € C,] = 0,1, ,k — 2.

Mot (x, y) — invertor dugc goi 1a Ié (hoac chdn) néu k 12 mot s 1é (hodc chin); né dugc goi 1a mot tuan
hoan néu x = y; néu k > 2 thi x4, ..., x,_, duoc goi 1a cic dinh trong.

Néu mét siéu dd thi hon hop c6 mot (x, y) — invertor chan thi, trong moi phép t6 mau thyc sy, cac dinh x va
y déu duoc t6 boi cliing mot mau; trong trudng hop nay, (x, y) — invertor s& “chuyén” mau cta dinh x dén dinh
y. Nguoc lai, néu c6 mot (x, y) — invertor 1€ thi, trong moi phép t6 mau thuc su, cac dinh x va y déu duoc to
b6i cac mau khac nhau; trong trudng hop nay, (x,y) — invertor sé “loai trir” kha nang mau cta dinh x 1a mau
cta dinh y. Luu y rang céc invertor c6 thé 1a cdc siéu do thi con cam sinh (hodc timg phan) va chiing s& tao ra
cdc siéu dd thi con unique colorable (hodc uncolorable).

Chang han, xét cic invertor nhu trong hinh vé& bén duéi.
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Hinh v& minh hoa.

Nhian thiy ring ; 12 mot invertor 1& x, X4, X,, X3 trong khi 7, 12 mét invertor chin x, X, X5, X3, X,4. C4c
mau s& duoc hién thi bai cdc sb6 1 va 2. Trong H;, moi D — canh déu dai dién cho mot duong di don ndi gitra x,
va x5 con, trong H,, (xo, x,) — dudng di di qua canh {x,, x,} hai 14n, nghia 1a n6 khong thé 12 mot dudng di
don. Mot tinh chat chung quan trong c6 thé dé dang nhén thay cho ca hai siéu do thi ; va #, 1 ba dinh lién
tiép khac nhau déu tao ra mot C — canh. Ca hai H; va H, déu 1a cc siéu do thi hdn hop unique colorable véi
chi duy nhit mot phép t6 mau nghiém ngit nhu trong hinh v& minh hoa. Trong moi phép t6 mau thuc sy cla
H;, cac dinh x, va x5 déu dugc t6 bai cac mau khac nhau. Nguoc lai, trong bat ky phép té mau thyuc su nio cua
H,, cac dinh x, va x, déu dugc td boi cing mot mau. Chiing ta ndi rang H; “loai triy” viéc dinh x, c6 cling
mau véi dinh x3; H, “chuyén” mau cua dinh x, sang cho dinh x,. Ching ta c6 thé dé dang nhéan thay rang y =
X = 2 véi ca hai invertor. Hon nita, R(H;) = R(H,) = (0,1,0,0), P(H, 1) = P(H,,A) = A(A —1).

Diéu khang dinh tht hai chi ra rang, tir quan diém cia cdc phép t6 mau, cic invertor chi don thuan 1a mé rong
céc thugc tinh cta do6 thi day du K.

Phép nhiing vao cac siéu d6 thi hén hep unique colorable

Trong cdc D — siéu db thi, véi mdi chi s6 n, chiing ta chi c6 thé c6 duy nhat mot do thi unique colorable K,,;
hon nita, moi do thi con cam sinh ctia K,, ciing déu 1a mot d6 thi unique colorable. Tuy nhién, tinh hudng dién ra
rat khac trong céc siéu d6 thi hdn hgp. Trong muc con niy ctia bai viét, chiing ta s& chi ra rang moi siéu do thi
hdn hop colorable déu c6 thé xem nhu mot siéu dd thi con cam sinh nao d6 ciia mot siéu dd thi hdn hop unique



colorable. Cu thé, ching ta s€ nhing mot si€u dd thi hdn hop H vao mot siéu dd thi hdn hop H' sao cho H' chi
¢6 duy nhat mot phép t6 mau nghiém ngat. Chinh xac hon:

Két qua 8.8.2. (Tuza — Voloshin - Zhou)

Gia str cho trudc mot siéu dd thi hdn hop colorable H = (X,C, D) vac = X; U ... UX, 12 mot phép t6 mau
nghi€ém ngdt nao do.

Khi d6, t6n tai it nhat mot siéu d6 thi hdn hop unique colorable H' = (X', C’,D’) thoa mén céc tinh chét sau:
1) H 12 mot siéu dd thi con cam sinh ciia H';

2) y(H'") = y(H') = t va mé réng cua phép t6 mau ¢ khdéng gi khac chinh 1a phép t6 mau nghiém ngit duy
nhit cia .

Chirng minh két qua 8.8.2.

Dé mé rong H thanh mdt siéu dd thi 7' thoa man tit ca cdc yéu cAu nhu & trén, dau tién, ching ta chon ra
mot cdy khung T; ndm bén trong mdi 16p phan hoach X; ctia phép t6 mau c. Véi mdi canh xy cia ciy khung T;,
chiing ta chon ra mot (x,y) — invertor chén véi tit ca cac dinh cac dinh trong khong nam bén trong X. Céc
invertor chin khdc nhau s& khong thé c6 chung cac dinh trong. Cdc invertor nay dam bao rang cac dinh nim
trong cung mot 16p phan hoach X; s€ luon dugc t6 bdi cing mot mau.

Tai thoi diém nay, cac dinh trong cua céc invertor co thé nhan duoc cdc mau mai. Do do, s6 cdc mau c6 thé
dugc st dung ddi v6i H' c6 thé ting 1én. Dé tranh diéu nay c6 thé xay ra, ching ta s& chén thém mot € — canh
{x = x4, x,, z} 6 kich thudc bang 3 vao mdi (x,y) — invertor chin, trong d6 z 12 mot dinh bat ky nao dé sao
cho hai dinh x, z ciing nim trong cdc 16p mau X; khéc nhau cta c. Cdc € — canh ndy ngu y rang s& khong c6
bt ky mot mau méi nao s& xuét hién bén ngoai X.

Ké tiép, véi moi cip (i, j) sao cho X; va X ;12 hai 16p mau phan biét cua ¢, ching ta s€ chon ra hai dinh x; €
Xi, x; € X; va xay dung mot (xi, xj) — invertor 1¢ trén ching. Khi d6, bat ky hai dinh nao nidm trong céc 16p
mau khdc nhau cta ¢ ciing s& duoc gdn béi cdc mau khdc nhau. Mot 1an nita, cac dinh trung gian méi duoc
thém vao trong cdc invertor 1¢ s& phai khdc nhau dbi véi céc cip dinh khdc nhau ctia ', nén ching ciing khong
thé c6 trong X. Do cdc mau ndm trén cdc invertor thay d6i ludn phién nhau nén cdc mau ndm trén mét invertor
1¢ déu sé giéng v6i hai mau & cac dau mut. Do d6, khdng c6 mau méi nao nam bén ngoai X ¢ thé xuat hién
trén cic dinh trong cta cic invertor mai.

Hién nhién, mdt mo rong nhu vay cia ¢ s& chinh 13 phép t6 mau nghiém ngit duy nhét cia H’ véi chinh xédc ¢
16p mau boi vi mdi 16p mau cia ¢ déu don sic (diéu ndty suy ra tir sy hién dién cua céc invertor chan) va khdng
c6 cap dinh nao nam trong céc 16p mau phén biét clia ¢ c6 thé duoc t6 boi cing mot mau (diéu nay suy ra tlr su
hién di€n cua c4c invertor 1¢). 0

Tinh chit unique colorable ciia cac siéu cAy hon hop

Trong mdt si€u dd thi hdn hop H, voi hai dinh x, y bat ky, c6 thé c6 nhiéu (x, y) — invertor khac nhau (diéu
nay suy ra tir viéc mot siéu do thi con dugc tao ra boi mot (x, y) — invertor ciing s& 1 mot (x, y) — invertor).
Hai (x, y) — invertor dugc xem 12 khc nhau néu chiing dai dién cho hai ddy dinh khdc nhau. Mot (x,y) —
invertor ngén nhét s& c6 chira s6 dinh nhoé nhét c6 thé duoc. Nhic lai réng mot (x,y) — invertor vGi x = y s&




dugc goi 1a mot invertor chu trinh. Chiing ta s& chi ra rang cac invertor ndy dong mot vai trd rat quan trong
trong cic siéu ciy hdn hop unique colorable. Pdng thoi, nhic lai rang cic sidu ciy hdn hop reduce déu Ia
colorable (Két qua 8.7.7).

Trong mot si€u cay hon hop, mot invertor tuan hoan duogc goi la don néu tat ca cdc C — canh déu khdc nhau,
bét ky D — canh nao dugc st dung doc theo invertor chinh x4ac dung hai lan va su 1ap lai nay la tuan ty.

Gia str cho truéc mot invertor tuan hoan don p = (2, 24, ..., Zx = Z,), k = 6, trong mot siéu ciy hoén hop H'.

Khong lam gidm tinh tong quét cia van de, gid su rang z, # z, * Z, #* Zy. Tu cach dinh nghia clia mot
invertor tuan hoan don, ching ta dé dang suy rarang z, # z, # ** # Zy_, VA Z; = Z3 = **. = Z)_q1 = Y, trong
do y 1a tdm ctia mot star nao d6 nam trong cay host T.

Két qua 8.8.3.

Néu I = (X, C,D) 1a mét siéu cdy reduce v6i |D| < n — 2 thi r,(H) > 2.

Chirng minh két qua 8.8.3.

Giasu T = (X, E) 1a mot ciy host cta siéu ciy hdn hop . Do |D| < n — 2 nén sé& phai ton tai mot canh e
trong T sao cho e = {x, y} ¢ D. Bit dau vdi cac dinh x, y, chiing ta s& xiy dung hai phép t6 mau khéc nhau sao
cho cdc mau 1 va 2 tao ra hai phan hoach khéc nhau. Thir nhat, ki hiéu c(x) = c¢(y) = 1 va t6 mau tit ca cic
dinh khéc thay phién nhau doc theo ciy T béi cdc mau 2, 1, 2, ... Thir hai, 4p dung quy trinh twong ty bat dau
vaic(x) =1vac(y) = 2. O

Két qua 8.8.4. (Niculitsa - Voloshin)

MOt siéu ciy hon hop reduce H = (X, C, D) 1a unique colorable néu va chi néu, v6i hai dinh x, y € X bat ky,
1udn ton tai it nhit mot (x, y) — invertor.

Chimg minh két qua 8.8.4.

(=) Gia str ¢ 1a phan hoach kha di duy nhét cua siéu ciy hdn hop reduce . Nhic lai rang c(x) ki hiéu cho
16p mau cua dinh x trong phan hoach kha di, hodc tuong dwong, mau cta dinh x. Ching ta s& chi ra rang, véi
hai dinh x, y € X bét ky, ludn ton tai it nhat mét (x, y) — invertor.

Gia sir siéu do thi H c6 chira hai dinh u, v € X nao d6 sao cho khong ton tai bat ky mot (u, v) — invertor nao
trong H. Xét (u, v) — dudng di duy nhat nam trong ciy host T cta . Gia thiét phan chtng ctia bai todn chi ra
rang, trong #, khong ton tai bat ky mot D — duong di ndo ndi gita hai dinh u, v hoic, trong diy dinh

U= X1, Xg, ey Xp = U, t6n tai mot bo ba dinh doi mot phan biét nhau Xj, Xj+1, Xj+2 KhOng nam trong C. Néu
khong ton tai bat ky mot D — duong di ndo ndi giita hai dinh u, v thi 2 s& c6 hai phan hoach kha di khac nhau
(Két qua 8.8.3), mau thuan.

Khong giam tinh tong quat clia van dé, gia st rang, trong ddy dinh u = x4, x5, ..., Xp = v, moi cap dinh lién
tiép nhau déu 12 mot D — canh va c6 mot bd ba dinh d6i mot phén bi€t nhau x;, x; 4, Xj;, sao cho
{xj,%j11,%j 42} € C. Hién nhién, x;,, khong thé 12 mot dinh pendant trong T. Ki hiéu T; va T, la hai thanh phén
lién thong thu dugc bang céch x6a dinh x;,, ra khoi ciy host T. Ching ta s€ xem xét hai truong hop sau.




1) c(xj) = c(xj+2). Hién nhién, sb cc 16p mau trong phan hoach kha di duy nhat ¢ coa 7 s& bang 2. T6 mau
lai dinh x;,, va tat ca cac dinh trong thanh phan lién théng T, c6 khoang céch chin dén Xj+2 b1 mau moi. Phép
t0 mau thu dugc nay s€ la mot phép t6 mau thuc su cia H va nod cling s€ tao ra mot phan hoach kha di khac véi
¢, mau thuan.

2) c(xj) # c(x42)- Do {xj, %41}, {xj+1, X142} € D nén c(x;) # c(xj41) # c(xj42)- Do d6, H ¢6 thé dugc to
boi it nhat ba mau. Tuy nhién, moi siéu cdy hdn hop déu c6 thé duoc to boi hai mau va, mot 1an nira, ching ta
lai c6 duoc hai phan hoach kha di khac nhau, méau thuan.

(<) Gia sir hai dinh x, y € H bat ky déu dugc ndi véi nhau boi mot (x, y) — invertor. Gia sit H c6 chira it
nhit hai phan hoach kha di khac nhau c¢; va c,. Khi d6, c6 hai dinh, tam gia st 12 x', y’, sao cho ¢; (x") = ¢;(y")
nhung c,(x") # c,(y"). Khong giam tinh tong quét ctia vin dé, xét mot (x',y") — invertor x' = Xg, Xy, ..., X =
y'. Tir cach dinh nghia ctia mot invertor, ching ta dé dang suy ra rang néu k 12 mot s6 chin thi, trong tit ca céc
phép t6 mau c6 thé co, cac dinh x’ va y’ déu dugc 6 boi cing mot mau; néu k 1a mot sd 18, trong tat ca céc
phép t6 mau c6 thé co, cac dinh x’ va y’ déu dugc o boi hai mau khac nhau. Do d6, trong tit ca cic phép to
mau c6 thé ¢, c(x’) = c(y") hodc c(x") # c(y"), mau thuin. O

Két qua 8.8.5.

NéuH = (X, ¢, D) 1a mot siéu cay hon hop unique colorable reduce véi cdy host T = (X, E) thi D = E£.

Nhic lai rﬁng, trong mat siéu dd thi hdn hop H, mot C — canh C € C duogc goi la redundant néu R(H) =
R(H — C).

Két qua 8.8.6.

Néu H = (X, C,D) 1a mét siéu cdy hdn hop unique colorable reduce thi khong c6 bat ky mot D — canh nao 1a
redundant.

Két qua 8.8.7.

Trong mét siéu ciy hdn hop unique colorable reduce H = (X, C, D), bat ky mot € — canh nao co kich thuée
> 4 déu 1a redundant.

Két qua 8.8.8.

Trong mot siéu ciy hdon hgp unique colorable reduce H = (X, C, D), mdt C — canh C c6 kich thudc bﬁng 31a
redundant néu va chi néu € — canh C duoc chira trong mot invertor tuan hoan don nao do.

Chimg minh két qua 8.8.8.

(=) Gia st C = {x;, x5, %3} 12 mot C — canh redundant. Tir cach dinh nghia ctia mot siéu ciy hon hop unique
colorable reduce, H' = (X,C’,D) v6i €' = C \ {C} s& 12 mot siéu cdy hdn hop unique colorable. Khi do, ton tai
mot (x;,X3) — invertor x; = Zy, Z4, ..., Zx = X3 ndi giita hai dinh x; va x5 trong H'. Xay dung mot (x;,x;) —




invertor theo quy tac nhu sau: x; = zy, 4, ..., Zx = X3, X, X;. Invertor nay chinh la invertor tuan hoan don cua
H c6 chtra C can tim.

(<) Nguoc lai, gia st € — canh C = {x;, x,, x5} dugc chira trong mot invertor tudn hoan don x; =
20,21, ) Zig = X3, X5, X,. Khi d6, cac dinh x; vi x5 duoc ndi voi nhau boi hai invertor phan biét 1a (xy, x3) —
invertor {x;, x,, x3} = C va (x4, x3)" — invertor X, = 2y, Zy, ..., Z = X3. Trong mdi (x,y) — invertor c6 chua C,
thay thé C — canh nay boi (x;, x3)" — invertor. Do d6, H' = (X, C \ {C}, D) 1a unique colorable, nghia 14 C —
canh C 1a mot canh redundant. ]

Xét mot siéu dd thi hdon hop H = (X,C, D). Gia st X = X,;UX, U ... UX; 12 mot phép i — t6 mau thuc sy caa
H (x(3) < i < x(#)) va chon ra mot 16p mau X; bat ky.

Do thi touch ciia mot 16p mau X; dugc dinh nghia la do thi tuyén tinh L; = (X i E ) trong d6 tap canh E; dugc
CNX,l <1

dinh nghia nhu sau: {x, y} € E; néu va chi néu ton tai mot C € € nao d6 sao cho CNX - ={x,y}va

véimoi k # j.

Két qua 8.8.9.
Gia st cho trude mdt siéu dd thi hdn hop H va mdt phép ¥ — t6 mau cua K.

Khi do, tat ca ¥ d6 thi touch déu 1a cac do thi lién thong.

Chimg minh két qua 8.8.9.

Néu ¢6 it nhat mot do thi touch nao d6 1a mot do thi khong lién thong thi ching ta c6 thé xay dung dugc mot
phép t6 mau nghiém ngit mai cia H véi ¥ + 1 mau bang céch gdn nhin mot mau méi cho cac dinh cia mot
thanh phan lién théng nao do. O

Luu ¥ rang tinh lién théng ciia mot do thi touch d6i véi mot 16p mau ngu ¥ rang ching ta khong thé tich 16p
mau thanh hai 16p nhé hon dugc.

Két qua 8.8.10.
Gia str cho trudc mot siéu dd thi hdn hop unique colorable H va ¢ 1a phin hoach duy nhét ctia né.

Khi d6, tat ca jy d6 thi touch déu 1a cac do thi lién thong.

Két qua 8.8.11.

Néu mot siéu cdy hon hop reduce H = (X, C, D) 1a unique colorable thi, véi moi phép 2 — t6 mau, cac do thi
touch L, va L, déu la cac db thi lién thong.

Két qua 8.8.12.
Gia sir cho trudc mot siéu db thi hdon hop unique colorable H = (X, C, D).

Khi do, [C] = n — .




Chirng minh két qua 8.8.12.
Gia st 7 12 mot siéu dd thi hdn hop unique colorable voi y(H) = y. Xét phép y — t6 mau duy nhat
X = X,UX,U ... UX, va x@y dung céc do thi touch Ly = (X3, Ey), L, = (X3, E5), ..., L, = (X, Ey )

Nhan thiy riang s6 canh nho nhat ¢ thé duogc chira trong L; dé dam bao cho L; 1a mot do thi lién théng 1a
|X;| — 1. Trong truong hop ndy, véi moi i = 1,2, ..., ¥, mdi L; déu 12 mot ciy. Do moi canh nam trong L; déu
turong tng vi mot € — canh nao d6 ctia I nén ching ta dé dang suy ra rang sé € — canh tdi thiéu s& 1a:

X1l =1+ X1 -1+ +|X,| —-1=X]—x. 0

Két qua 8.8.13.

Moi siéu db thi hdn hop H véi |C| < n — y(H) déu khong thé 1a unique colorable.

Két qua 8.8.14.

Sb € — canh nho nhat c6 thé trong bat ky siéu ciy hdn hop unique colorable reduce H = (X, G, D) nio ciing
déulan — 2.

Két qua 8.8.15.

Trong mét siéu ciy hdn hop unique colorable reduce H = (X, C, D) bat ky, s6 € — canh redundant luén 12
[C] —n + 2.

Chimg minh két qua 8.8.15.

That vay, véi mdi dd thi touch L; (i = 1,2), xdy dung mot ciy khung T;. Mdi chu trinh co ban chira trong L;
déu tao ra mot invertor tudn hoan don trong H. Do do, moi C — canh cua H déu s& 1a redundant néu kich thude
clia né > 4, hoic tuong duwong, mot sd canh cua L; s& 1a mot diy cung cua T;. O

Luuy rﬁng mot C — canh redundant c6 thé trd nén khong redundant néu nhu ching ta x6a di mot s6 C — canh
redundant khéac khoi C.

Mot siéu cdy hon hop reduce H = (X, C, D) duoc goi 1a déy dt néu moi canh ctia cay host T déu tao thanh
mot D — canh va moi duong di xac dinh trén cac bd ba dinh cua T déu tao thanh mot € — canh trong H .

Do d6, véi T = (X, €) 1a ciy host tuong tng cuta siéu cdy hdn hop reduce day da H = (X, C, D), chiing ta dé
dang chtimg minh dugc rang D = &. Tuong ty nhu d6i véi cac do thi va cac siéu do thi, tinh ddy di ¢ day ngu y
rang chiing ta khong thé bo sung thém bat ky C — canh hodc D — canh nao ma van dam bao tinh reduce ctia .

Ki hiéu M 1a s6 C — canh ¢6 thé c6 cia mot siéu cdy hdn hop reduce day da H = (X, C, D).

Khido, M = ), xer (d(zx)), trong do d(x) la bac cua dinh x trong cay host T.
d(x)=2




Nhan thiy rang, véi moi k > 1, ching ta dé dang xay dyng dugc mot siéu cdy hdn hop H = (X, C, D) véi
Dl =n—-1,n-2<|C| <M, 7(}) = k. Do d6, cac giéi han trén cta |D| va |C| khong du dé dam bao cho
mot siéu cay la unique colorable.

Két qua 8.8.16.

Gia st cho trudc mot si€u cay hon hgp unique colorable reduce H = (X, C, D) véi s6 C — canh nho nhét ¢6
thé duoc, T = (X, £) 1a mot cay host tuong tng ctia H, cac d thi touch T; va T, déu la cic cy.

Khi d6, t6n tai mot dinh x € T, dong thoi 1a pendant trong T va trong Ty hodc T, sao cho siéu do thi hdn hop
H — x, thu duoc tr H bé“tng céch x6a manh dinh x khoi H, cling 1a mot siéu cay hdn hop unique colorable.

Chirng minh két qua 8.8.16.

Pau tién, chiing ta gia st rang moi dinh pendant cua ciy host T déu khéng phai 12 mot dinh pendant trong T;
hoic T,. Diéu nay c6 nghia 1a moi dinh pendant ciia ciy host T déu nam trong it nhét hai € — canh. Khi do,
ching ta c6 thé bat dau ¢ bat ky mot dinh pendant ndo nhu vy va xiy dung mdt invertor tuan hoan (diéu nay
suy ra tir tinh hitu han ctia ciy T). Diéu nay ngu ¥ rang phai ¢6 mot do thi touch T; nao d6 c6 chtra mot chu
trinh, nghia 1a 2 khong thé 1a mot siéu ciy hdn hop unique colorable v&i sé € — canh nho nhét ¢6 thé duoc,
mau thuin. Do do, ton tai mot dinh x € X 14 pendant trong T va trong T; hodc T,. Khong 1am giam tinh tong
quit ctia van dé, ching ta c6 thé gia st rang x 12 mot dinh pendant trong T;. Khi d6, x nim trong dung mot

C — canh C = {x,y, z}. Hién nhién, {x, y}, {y, z} € D. Do d6, trong phin hoach kha di duy nhat ¢ cua 7{,

c(x) = c(z). Bang cich x6a manh dinh x khoi 3, ching ta thu duogc siéu do thi H — x. Hién hién, 7 — x 12
mot siéu ciy hon hop véi |C(H — x)| = |C(H)| — 1. Néu H — x khong phai 12 unique colorable thi né s& thira
nhan it nhit hai phép t6 mau nghiém ngit nao d6. Nhan thiy ring, trong bat ky mot mé rong nao ctia mot phép
t0 mau thyuc sy ciia H — x thanh mot phép t6 mau thuc sy cua H, ching ta ludn ludn ¢6 c(x) = ¢(z). Do do, ca
hai phép t6 mau ctiia H — x s& tao ra cdc phép t6 mau nghiém ngit khdc nhau cua siéu cdy hdn hop H ban dau,
mAu thuan. O

Mot siéu dd thi hdn hop H = (X, C, D) duogc goi 1a unique colorable orderable néu ton tai mot day Sé.p thur tu
cac dinh o = (x4, X5, ..., x,,) cua tap dinh X sao cho moi siéu d6 thi con hdn hop H; dugce tao ra boi cac dinh
{xy, %5, ..., x;}, i = 1,2, ..., n, déu 1 unique colorable.

Dé dang nhan thay rang néu chiing ta b6 sung thém céc dinh trong thir ty quy udc trong diy ¢ va té mau lién
tiép chiing thi, mdi lan thuc hién nhu vay, ching ta déu thu duoc chinh xdc mot kha nang t6 mau cho dinh tiép
theo. Piéu nay twong duong vdi viéc chiing ta c6 thé phan tich H bang céch loai bo cac dinh khoi I theo thir tu
nguoc lai dbi véi o, nghia 13 (x,,, X,_1, ..., X1), VA, tai mdi budc loai bé nhu vay, chung ta ludn thu duge mot
siéu d6 thi hon hop unique colorable. Luu y rang khong phai moi siéu do thi hdn hop unique colorable déu 1a
unique colorable orderable nhung bat ky mot siéu do thi unique colorable orderable thi ciing déu 13 unique
colorable.

Tir Két qua 8.8.16), chiing ta nhan thay rang c6 thé nhan dang mot siéu cAy hdn hgp unique colorable H chi
bang cach loai bo dan cac dinh pendant ctia D — d0 thi #p, theo mdt thir tu dic biét duge quy wdc nhu dudi
day:




Thuit toan nhin dang siéu ciy hon hop unique colorable bing cich sir dung diy sip thir tw unique
colorable

INPUT: Siéu cdy hon hop reduce H = (X, C, D).
OUTPUT: Day sap thir tir unique colorable ¢ ctia H hodc xuat ra “H" khong unique colorable”.

1. Néu ton tai mot dinh x € X khong thudc bét ky mot C — canh c6 kich thuéce béng 3 hodac mot D — canh c6
kich thudc bang 2 nao thi tra vé “H khong unique colorable”. Trudng hop nguoc lai, x6a khoi € tat ca cdc canh
co kich thudc > 4.

2. T6 mau D — d6 thi Hp boi hai mau 1, 2.

3. Xay dung cac d6 thi touch L, va L,.

4. Néu cac @6 thi L;, i = 1,2, déu khong lién thong thi tra vé& “J khong unique colorable”.
5. Vi mbi do thi touch L;, i = 1,2, xay dung ciy khung T;.

6.1:=1.

7. Néu ton tai mot dinh pendant x trong ca T; , Hp thi x6a né ra khoi T;, Hp va bd sung thém x vao diy sip
thi tv o.

8. Néu c6 it nhat mot trong cac cdy Ty, T, 12 khong rong thi gdn i = 3 — i va chuyén sang budc 7 cta thuit
toan; trong truomg hop nguoc lai, tra vé “H khong unique colorable” va diy sip tht ty unique colorable o.

Nhén xét.

Tat ca cc diy cung cta d6 thi touch L;, img voi ciy khung T;, i = 1,2, déu twong Gmg véi cdc € — canh
redundant trong . Céc ciy Ty va T, s& dam bao cho sy ton tai duy nhat ctia mot (x,y) — invertor véi moi
x,y € X. Két qua 8.8.16) dam bao cho, tai bit ky budc nao cua thut todn, su ton tai ciia mot dinh pendant x
trong ca Hyp va mot trong T; va T,. Luu ¥ rang khong phai moi phép loai bod cac dinh pendant ra khoi Hp déu
tao ra mot ddy sip tht ty unique colorable trong H .

Ching han xét siéu ciy hdn hop unique colorable  va cac dd thi touch L,, L, twong ing nhu trong hinh v&.

B



Hinh v& minh hoa siéu cdy hdn hop unique colorable  va cac db thi touch L, L, trong tng.

Db thi L, 12 mot ciy, nén T; = L,. D6 thi L, khong phai 1a mot cay. Diéu nay chi ra ring H phai chtra mot
C — canh redundant nao d6. Bt ky canh ndo trong cdc € — canh {x;, X3, x,}, {4, X3, X5}, {x5, X3, x5} cling déu
1a redundant. Trong d6 thi L,, chon ra ddy cung {x,, x<} ctia cAy khung T,. Tai thoi diém bat dau cta thuit todn,
dinh x; 13 pendant trong ca #;, va L,. Sau khi x6a dinh x, ra khoi 7, d0 thi L, chi con chira duy nhat mét dinh
x53. Tuy nhién, x5 lai khéng phai mot dinh pendant trong Hy. Do d6, thuat todn s& chuyén tir ciy khung T, sang
cho cdy khung T,. Ké tiép, x, s& 12 mot dinh pendant trong ca Hy, va Lo, nén né sé& 1a dinh bi x6a tiép theo,
v.v... Do d6, thudt toan s& phén tich  theo thir tw x;, X, X4, X3, X5. Nhu vy, diy sap thir ty unique colorable
can tim chinh 12 ¢ = (xs, X3, X4, X3, X1).

Tir Két qua 8.8.16) va Thuat toan nhan dang néu ¢ trén, ching ta dé dang suy ra:

Két qua 8.8.17.

Mot si€u cay hon hop reduce 1a unique colorable néu va chi néu n6 1a unique colorable orderable.

Hon nita, bang viéc két hop cdc Két qua 8.8.4), Két qua 8.8.17) va mdi lién hé giira da thirc sic sb va sic pho,
ching ta dé dang thu duoc két qua sau:

Két qua 8.8.18.

Gia str cho trudc mot siéu cay hon hop reduce H = (X, C, D).

Khi d6, nim khing dinh sau day 1a twong dwong v6i nhau:

1) R(H) = (0,1,0, ...,0);

2Q)P(H,A) =11 —1);

3) H la unique colorable;

4) Moi cdp dinh x,y € X déu duoc ndi voi nhau boi mot (x,y) — invertor;

5) H la unique colorable orderable.

8.9. Tinh hoan hao

Nhic lai rang, trong 1y thuyét t6 mau do thi, cac do thi hoan hao dong mot vai trd quan trong vé mat 1y thuyét
va cdc thudt todn vé tim kiém to hop. Trong ngdn ngir cua cac si€u dd thi hon hop, mot D — db thi G dugc g01
12 hoan hao néu, véi moi dd thi con cam sinh G’ ctia né (bao gém ca chinh ban than G), sic s dudi cia né ludn
bang véi kich thudc cia clique ti dai ciia nd, nghia 1a y(G") = w(G").

Khdi ni€ém vé tinh hoan hdo cia cac do thi rat kho dé c6 thé mé rong cho cac D — si€u do thi tong quat bdi vi,
nhin nhén tr quan diém cua céc phép t6 mau, khong cé khai niém hoan toan twong tu va don gidn nhu khai
niém vé cac do thi day du K,,.

Chang han, D — siéu do thi K;;, r > 3, 1a mt dang tong quat héa cuia clique K, va xem n6 nhu mot siéu do

thi hon hop H = (X, o, (% )). Siéu d6 thi hdn hop H niy c6 nhiéu phép té mau thyc su va cdc tinh chat ciia né

cling khong dep bang cic tinh chét ciia céc phép t6 mau cua clique H = (X ,0, ()2( ))




Tuy nhién, ching ta lai ¢6 thé tim duoc mot khai niém hoan toan twong tu véi tinh hoan hao cho cac siéu dd
thi hon hop tity ¥ img véi sic s6 trén. Do d6, khi néi vé tinh hoan hao ctia cac do thi, chiing ta s& ngdm hiéu
rang tinh hoan hao nay lién quan dén sac s6 dudi con, khi néi vé tinh hoan hao ciia céc siéu do thi, chiing ta s&
hiéu rang tinh hoan hao nay lién quan dén sic sb trén.

Nhic lai rang, tir cach dinh nghia ctia mot siéu d6 thi hdn hop H = (X, C, D), mot tap S S X duoc goi la
C — én dinh (hoic C — déc ldp) néu n6 khong chira bat ky mot € — canh € € € nao.

Kich thudc 16n nhat ¢6 thé cé cua mot tap C — on dinh nim trong H dugc goi la chi s6 C — on dinh (hoac
C — doc 1ap) ciia I, ki hi€u boi ap (H).

Tu céch dinh nghia nay, mot tap C — 6n dinh tdi da chinh 1a tap da sdc 16n nhat c6 thé c6 tinh trén tt ca cac
phép t6 mau thyc su. Néu chiing ta so sdnh né véi khai niém vé mot tap D — on dinh tbi da thi mot tap D — on
dinh ti da chinh 13 tip don sic 16n nhat c¢6 thé c6 tinh trén tat ca cdc phép t6 mau thyc su.

Két qua 8.9.1.

V6i moi siéu d6 thi hdn hop H = (X, C, D), 7(H) < as(H).

Chimg minh két qua 8.9.1.

Xét mot phép ¥ — t6 mau nghiém ngat cua H va chon ra mot dinh bat ky tu mdi 16p mau dé tao ramot tap S.
Do S 12 mot tip da sdc nén né s& khong chira bat ky mot € — canh ndo. Diéu nay c6 nghia 12 S 12 mot € — tap
6n dinh. Do kich thudc cta tap S khong thé 16n hon kich thuéc ctia mot € — tap 6n dinh tdi dai nén chiing ta dé
dang suy ra tinh dGng d4n cua danh gia ¢ trén. m|

Nhén thiy ring cic siéu dd thi hdn hop H v6i ¥(H) = ae(H) 6 thé dugc xiy dung mot cich d& dang. Hon
nita, chung ta cling c¢6 thé d& dang nhan ra rang chi sb ae(H) dong mot vai tro ddi v6i F(H) gan tuong ty nhu
vai trd cta chi s6 clique tdi dai w ddi véi sic sb x trong mdt dd thi ¢b dién G. Cu thé hon, no 1a dang nguoc lai
cta dénh gia y(G) = w(G) (Muc 4.6. Do thi hoan hao). Tuy nhién, su khic biét dang ké nhat phai ké dén ¢
day d6 1a danh gia y(G) = w(G) chi dung cho cac d6 thi, nghia I cac D — siéu d6 thi 2 — uniform trong khi
danh gia y(H) < ac(H) lai dang cho moi siéu do thi hdn hop.

Tir qua trinh x4y dyung cau hinh Mycielskiv (Muc 4.6. D6 thi hoan hio), chiing ta da biét rang ludn ton tai
cac do thi G sao cho hiéu sd y(G) — w(G) c6 thé 16n thy ¥ ngay ca khi G khdng c¢6 chira cdc tam gidc. Mot két
qua tuwong tu c6 thé dugc tim thay lién quan dén sic sb trén va chi s6 € — on dinh cho cic € — siéu do thi.

Két qua 8.9.2.
V&i moi s6 nguyén k > 0 va ¥ > k + 1, ludn ton tai mot € — siéu do thi 3 —uniform H sao cho

ac(H) — x(30) > k.

Chimg minh két qua 8.9.2.

Gia st cho trudc mot € — siéu d6 thi 3 —uniform H = (X,C) véi X = {1,2,...,2k + 5} va C; = {1,2,3}, C, =
{1,4,5}, ..., Cyy2 = {1,2k + 4,2k + 5} sao cho C;NC; = {1},i,j € I = {1,2, ...,k + 2},i # j.

N6i cach khic, H 1a mot monostar 3 — uniform véi tim duy nhét 1a dinh 1 nhu trong hinh vé bén dudi.
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Hinh v& minh hoa € — siéu dd thi 3 — uniform H = (X, C).

Do dinh 1 dai dién cho mot transversal tdi tiéu nén tat ca cac dinh khdc s& tao thanh mot tap 6n dinh. Do do,
ae(H) = 2k + 4. Hon nira, do khdng ¢6 hai canh nao c6 hai dinh chung véi nhau nén, trong moi phép td6 mau
thuc su, ching ta ludn phai 1ap lai mét mau nao do trong mdi canh. Do sb céc canh bé'mg k + 2 nén, trong moi
phép t6 mau thyc su, s6 cdc mau tdi da c6 thé c6 s&1a 2k + 5 — (k + 2) = k + 3, nghia 1a y(H) = k + 3.

Nhu vay, ae(H) — y(H) =2k+4—(k+3)=k+1>k. O

Mot siéu dd thi hon hgp colorable H = (X, C, D) duoc goi 1a hoan hdao néu, voi moi siéu do thi con cam sinh
H' ciia H (bao gdm ca chinh ban than H), ching ta ludn c6 dang thirc F(H") = as(H").

Ching han, moi siéu d6 thi hdn hop colorable H = (X , (’:), D), r > 2, déu hoan hao. That vy, véi mbi |Y| >
r, X(Hy) = ac(Hy) = — 1 va, v6i mdi |Y| < r, f(Hy) = ac(Hy) = |Y|.

Mot siéu d thi hdn hop H = (X, C, D) v6i C # @ duoc goi 1a mot € — bistar néu tit ca cdc C — canh cia né
déu c6 chung véi nhau hai dinh nao d6 (cac dinh nay goi 12 cdc tAim cua C — bistar).

Két qua 8.9.3.

Moi € — bistar H = (X, C, D) déu 1a mét siéu d6 thi hdn hop hoan hao.

Chimg minh két qua 8.9.3.
Do chung ta c6 thé t6 mau tAm béi mot mau nao d6 va cac dinh con lai boi cdc mau phan biét khic nén
F(@H) = apc(H) =n—1. Xét mot tap Y € X bat ky. Néu Hy c6 chira it nhat mot € — canh nao d6 thi
X(Hy) = ag(Hy) = |Y] — 1. Trong trudng hop nguoc lai, y(Hy) = ae(Hy) = |Y]. O

Cic siéu do6 thi hdn hop khong hoan hao tdi thiéu.

Nhiéc lai réng ching ta thuong st dung t(He) dé ki hiéu cho chi s6 transversal cla He, nghia 1a kich thudc
nhé nhat c6 thé cé ctia mot tap cac dinh con cua H sao cho moi € — canh cua siéu dd thi hon hop




H = (X,C,D) déu c6 chua it nhat mot dinh nao d6 thudc tap con nay.

Ki hiéu 7,(H:) 1a chi so bitransversal ciia 3 ¢, nghia 1a kich thuéc nho nhét c6 thé c6 ciia mot tap cac dinh
con cua siéu dd thi hdn hop H = (X, C,D) sao cho moi C — canh ctia H déu c6 chira it nhét hai dinh nao do6
thudc tp con nay.

Mot siéu db thi hdn hop H = (X, C, D) v6i C # @ duge goi 1a mot € — monostar néu tit ca cic C — canh cia
né déu c6 chung v61 nhau mot dinh nao d6. Pinh nay dugc goi 1a tdm ctia C — monostar. Do do, néu

H = (X,C,D) 1a mdt C — monostar thi T(H) = 1 va 7,(He) = 3. Tuy nhién, néu H = (X,C,D) la mot C —
bistar thi né s& c6 hai dinh chung véi tit ca cdc C — canh, nghia 13 thi T(H) = 1 va 7,(He) = 2.

Nhu vay, cic 16p C — monostar va C — bistar nay chi c6 thé c6 giao rong vdi nhau.

Két qua 8.9.4.

Moi € — monostar H = (X, C,D) déu khong thé 1a mot siéu do thi hdn hop hoan hao.

Chirng minh két qua 8.9.4.

Tir cach dinh nghia cia mot € — monostar, ae:(H) = |X| — 1. Do # 1udn c¢6 chira it nhét hai € — canh (diéu
nay suy ra tryc tiép tir cch dinh nghia ctia H') nén, voi moi phép té mau thuc su, hodc chiing ta s& c6 ba dinh
nao do duogc td boi cing mdt mau hodc chiing ta s€ c6 mot mau nao do bi 1ap lai & mdt C — canh va mot mau
khac duoc 13p lai trong mot € — canh khdc. Trong ca hai trudng hop trén, s6 mau t6i da c6 thé sir dung déu
khong vuot qud |X| — 2. Diéu nay chi ra raing 7(H) < |X| — 2, nén y(H) # ae(H). o

Nhan thfiy rﬁng moi siéu dd thi con ctia mdt € — monostar H cling déu 12 mot C — monostar, nghia la n6 luén
¢6 chira it nhat hai € — canh nao dé cua . Nhu viy, no ciing khong thé 13 mét siéu do thi hdn hop hoan hao.
Diéu nay chi ra rffmg mot siéu dd thi hdn hop khong hoan hao c6 thé tr& thanh mot siéu dd thi hdn hop hoan hao
sau khi ching ta x6a manh mét dinh 12 giao diém chung ctia hai € — canh nao do.

Mot € — siéu d6 thi hdn hop r — uniform H = (X, C), |X| = n = 3,r > 2, dugc goi 1a cycloid va ki hiéu né
lai béi C; néu X ={0,1,...,n — 1} va ¢ = {{i,i + 1(modn), ...,i + r — 1(modn)}:i = 0,1, ...,n — 1}.

N6i céch khéc, mot € — siéu d6 thi hdn hop r — uniform H = (X, C), |X| = n = 3,r > 2, dugc goi 1a cycloid
néu ton tai mot d thi host C, = (X, E), mot chu trinh don khong c6 day cung, sao cho C trung véi ho tat ca céc
duong di c6 d6 dai bang r — 1 nam trong C,,. Do d6, céc chu trinh C,, thong thuong c6 thé duge xem nhu mot
siéu do thi hdn hop cycloid €2 véi moi n > 3.

Két qua 8.9.5.

Mot siéu do thi hdn hop cycloid C; = (X, €),3 < r < n, 1a hoan hao néu va chi néu 2r > n + 2.

Chimg minh két qua 8.9.5.
Trwong hop 1: 2r > n + 2.

Nhan thay rang néu r = n thi tinh diing dan cta khang dinh trén 12 hién nhién. Khong giam tinh téng quat ctia
van dé, gia st rang r < n — 1. Do do, |Cl-ﬂCj| > 2,i,j € I. Xét hai cap dinh{x;, x,} va {x3, x,} sao cho cap

{x1, x5} nam d6i dién v6i cap {xs, x,} trong chu trinh host ctia C}, trong d6 x; 1a mot dinh ldng giéng ctia x,, x5




la mdt dinh lang giéng cua x,. Panh gid 2r > n + 2 chira réng, vGoi moi C; € C,|C;N{xy, x5} = 2 hodc
|C;N{x3,x,}| = 2. Do @0, C7; 12 hop cua hai C — bistar véi cdc tim phan biét nhau. T diéu kién bd sung r <
n — 1, ching ta suy ra ré’mg khong c6 hai dinh nao thudc tat ca cdc C — canh, nén x(Cr) < n— 1. Mat khéc,
chiing ta c6 thé t6 mau cac dinh x4, x, bdi mot mau thir nhat, cac dinh x5, x, bdi mot mau thir hai va tat can —
4 dinh con lai béi n — 4 mau phan biét. Do do, y(C}) = n — 2. Do C} khong phai 1a mot € — monostar va cac
dinh x;, x5 lai tao thanh mot transversal t6i tiéu nén T(C}) = 2. Piéu nay ngu ¥ rang a(C}) = 7(Cr)

= n — 2. Sau cung, moi siéu do thi con cam sinh cua C;, ciing déu 1a mot C — bistar, nén n6 cling sé hoan hao
(Két qua 8.9.3). Nhu vay, €}, ciing s€ hoan hao.

Truong hop 2: 2r=n+ 1.
Nhan thiy ring €7, khong c6 chira bat ky mot € — monostar ndo nhu mot siéu do thi con cam sinh.
Vé&ir = 3,4, chiing ta c6 thé dé dang kiém chung truc tiép duoc rang C% khong thé nao 12 € — hoan hao.

Khong giam tinh tong qudt ctia van dé, gia st rang r > 5. Do 7(CY) = 2 nén a(C}) = n — 2. Chiing ta s& chi
ra rang 7(Cr) < n — 2. Gia st phan ching rang ¥(C}) = n — 2. Xét mot phép ¥ — t6 mau nghiém ngit cta C7.
C6 hai kha nang co thé xay ra ¢ day: c6 mot cap dinh dugc td bdi mdt mau, mot cdp dinh khic dugce td6 boi mot
mau khéc va tit ca n — 4 dinh con lai duoc tO bdi n — 4 mau khéc nita; c6 ba dinh nao d6 dugce to boi cling mdt
mau va tat ca n — 3 dinh con lai duoc t6 bdi n — 3 mau khic. Chiing ta s& khao sdt chi tiét hai kha ning néu ¢
trén.

Truwong hop 2.1. Cip {x;, x,} dwgc té béi mot mau nao d6 con cip {x3, x,} dwgc té béi mot mau Khac.

Khi d6, C7 12 hop ctia hai € — bistar v6i cdc tim khong giao nhau. Gia st ring x,, x, € X dai dién cho tim
ctia C — bistar thir nhat; x5, x, dai dién cho tim ctia C — bistar thi hai.

Gia su rang cac dinh x4, x5, x3, x, nay dugc dat trén C;, theo chiéu kim dong ho theo ding thur tu nay.
Ki hi¢u n;; 1a s6 cac dinh nam gitta cac dinh x; va x;,i,j = 1,2,3,4.

Nhén thiy rang néu n,, = 0 vi ny, = 0 thi chiing ta c6 thé dé dang tim dugc mot € — canh € € € sao cho
[CN{xy, x,}] < 1va|CN{xs,x,}| < 1. Khong giam tinh tdng quét ctia van d&, gia st rang ny, + na, > 1.
Chung ta c6 Ny, + Ny3 + Ny + Ny +4 = n = 2r — 1. Do bat ky mot € — canh nao ciing phai chua {x;, x,}
hodc {x3, x,} nén

Ny, +Nyz + N3, +2 <1,
Ny + Ny +n3y +2<1.

Bang céch 1y tong hai danh gia néu trén, ching ta dé dang suy ra duoc rang 2r — 1 + ny, + ng, < 2r. Piéu
nay dan ching ta di dén danh gia r < r, mau thuan.

Néu cac dinh x4, x,, x5, x, duoc dit trén C7, theo bat ky mot thir tu ndo khéc thi chiing ta ciing d& dang tim
dugc mot € — canh € € € sao cho [CN{xy, x,}| <1 va|CN{xs, x,}| < 1. Do d6, CJ._, khong thé nao 1 hop
cua hai C — bistar v6i cac tam phan biét voi r = 3.

Truwong hop 2.2. Cac dinh x4, x5, x3 dwoc t6 béi cing mdt mau va ching dwoc dit trén C7%, theo chiéu
kim dong hd theo ding thi tw nay.



Khi d6, cac dinh x4, x,, x5 ddng vai tro nhu mot C — bitransversal toi ti€u cia Cj,.
Ki hi¢u n;; 1a s6 cac dinh nam gitra cac dinh x; va x;,i,j = 1,2,3.

Ching ta ¢6 ny, + Ny3 + Ngq + 3 = n = 2r — 1. Do bat ky mdt € — canh nao ciing phai chira hai dinh nao d6
trong sd ba dinh x;, x,, x5 nén

ny, +1+n,;<r,
n23+1+n31<r,
ny; +1+n,<r.

Bang céch lay tong cac danh gia néu trén, chung ta dé dang suy ra dugc rang r < 5, mau thuan. Do do, CJ,_,
khong thé dugc t6 bdi n — 2 mau sao cho ba dinh x4, x,, X3 dugc t6 bdi cuing mot mau con tat ca cac dinh con
lai thi dugc t6 boi cac mau phan biét khac. Di€u nay ciing chi ra rang €}, khong thé 1a hoan hao.

Truwong hop 3: 2r < n.

Trong trudng hop ndy, tat ca cic € — canh déu c6 chira mot dinh ¢ dinh. Do dé, ching s& tao thanh mét siéu
dd thi con cam sinh c6 dang mdt € — monostar. Nhu vy, C7 khong thé 13 hoan héo. mi

Tiép theo, chiing ta s& gidi thiéu mot vi du khac vé cdc siéu do thi hdn hop khong hoan hao tdi thiéu duge dé
xuét bai Kral’.

Gia sir cho trude mot s6 nguyén duong r > 3. Chiing ta s& xay dung mot C — siéu d6 thi H™ = (X, C) theo
céch sau:

Kihiéu X = {1,2,3, ...,2r} va gia st cac dinh 1,2,3, ...,2r dugc dat trén mot chu trinh nao do trong mat phallng
theo chiéu kim ddng ho theo dung thir tw nay. Ho cdc canh € gdm 27 + 2 canh, C = {Cy, C,, ..., Cyy, Cy, C,}, 520
cho C; ={1,2,4,6,8, ...,2r — 2}. Do d6, C; ¢6 chira hai dinh lién tiép 1 va 2, bo qua dinh 3 va chtira tt ca r dinh
chdn sau d6 (ngoai trir dinh 2r). Hon nita, canh C, thu duoc tir C; bang cdch quay C; di 1 don vi theo chiéu kim
ddng hd quanh chu trinh, canh C; thu duoc tir C, bang céch quay C, di 1 don vi theo chiéu kim dong hd quanh
chu trinh, v.v..., canh C,, thu dugc tir C,,_, bang cich quay C,,_, di 1 don vi theo chiéu kim dong hd quanh
chu trinh. N6i cdch khdc, céc canh Cy, Cs, ..., C,, déu 12 cdc ban sao cua C; thu dugc bing cich quay né quanh
chu trinh. Sau ciing, canh C, chira tat ca cac dinh 1é con canh C, chia tat ca cac dinh chin. Hién nhién, 7 1a
mdt C — siéu d6 thi r — uniform (r + 1) — regular.
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Hinh anh minh hoa siéu d6 thi X7 cho trudng hop = 3. Dé tranh nham 13n, chidng ta s& khong biéu dién

tryc tiép cac canh C,, ..., Cg va bi€u dién riéng biét cac canh C, va C,.

Két qua 8.9.6. (Kral’)

C — siéu do thi H" khong c6 chira bat ky mét cycloid ndo xac dinh trén 2r — 1 dinh ciing nhu khéng c6 chira
bét ky mot monostar ndo nhu mot siéu d6 thi con cam sinh. Hon nita, f(H™) = 2r — 4 < 2r — 3 = a(H7).

Tinh hoan hao cia cac siéu cay hon hop.

Mot siéu dd thi hdn hop H duoc goi la théa man tinh chit bi - Helly néu, véi bt ky ho con nao cua cic canh,
diéu kién sau day ludn duoc thoa man: “Néu hai canh bat ky ctia ho con ndy déu c6 it nhat hai dinh chung véi
nhau thi tit ca cdc canh ctia ho ndy ciing s& c6 it nhat hai dinh chung v6i nhau”.

Mot siéu dd thi hdn hop H = (X, C, D) duogc goi la eclipse néu giao cua tat ca cdc C — canh cta n6 tao ra mot
D — d6 thi day dui.

Hién nhién, moi eclipse déu c6 chtra it nhat mot € — canh; néu né chi chta duy nhat mot € — canh thi né sé
phai 1a uncolorable. Moi C — monostar déu 1a mot truong hop ddc biét cia mot eclipse. Moi C — bistar véi moi
tam déu 12 mot D — canh vai kich thude bang 2 cling déu 1a mot eclipse.
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Hinh v& minh hoa cach dé ching ta c6 thé nhan duoc mot eclipse tir mgt C — bistar cho trudc.

Két qua 8.9.7.

Moi siéu db thi eclipse H déu khong thé 1a mot siéu d6 thi hdn hop hoan hao.

Chimg minh két qua 8.9.7.

Do giao cua tit ca cdc € — canh 12 khdc réng nén () = 1. Do d6, ae(H:) = n — 1. Néu H chi chira duy
nhét mot C — canh thi n6 khong thé 12 uncolorable, nén ¥(H) =0. Néu H c6 chira nhiéu hon mot C — canh
thi, v6i bat ky phép t6 mau thuc su nao, giao cua tat ca cidc € — canh phai 1a da sic. Diéu nay chi ra ring khong
thé c6 hai € — canh nao duogc to boi cing mot mau. Do d6, khong ton tai bat ky mot phép td6 mau nao véin — 1
mau. Trong tat ca cac trudng hop, chiing ta ludn ¢é F(H) #n — 1. m

Hién nhién, néu mot eclipse 1a mot si€u cay hodc bat ky mot siéu do thi con nao dé cua mét si€u cay thi n6 sé€
1a mot C — monostar hodc mot C — bistar nhan D — d6 thi K, 1am tdm duy nhat.

Két qua 8.9.8.

Néu mot siéu cdy hdn hop H = (X, C, D) khong c6 chira bat ky mot eclipse nao thi né sé& 1 hoan hao.

Chimg minh két qua 8.9.8.

Gia sir cho trudc mot siéu cdy hdn hop khong cé chira bat ky mot eclipse nao H = (X, C, D). Do moi siéu d6
thi con cam sinh ctia mot siéu cdy hdn hop ciing déu 13 mot sidu cdy hdn hop nén chiing ta chi can chimg minh
rang H ¢6 thé dugc td boi ae(H) mau 1a du.

Tu Két qua 6.1.2), siéu cdy He = (X, C, @) s€ thda man tinh chét Helly, nghia 1a, véi moi ho con C; € C sao
cho CNC' # @ véi mdi cip C,C' € Cy, ching ta ludn c6 Ncee, € # @. Trén thyc té, voi mdi ho con C; nhu vy,

chiing ta s& ludn c6 |nCEC C | > 2 (trong truong hop nguoc lai, C; sé€ tao thanh mot siéu db thi eclipse).

Nhu vay, He s& 1a mot siéu d6 thi bi — Helly. Hon nita, diéu kién CNC’ # @ ngu ¥ rang |CNC’| = 2, v6i moi
cap C,C' eC.




Xét bai toan xac dinh mot transversal t6i tiéu ctia H. Dé gidi quyét bai todn nay, chiing ta s& xay dung do thi
tuyén tinh ctia Hy, nghia 1a d6 thi L(H,) = (C, E) trong d6 (C,C") € £ & CNC' # @, véi mdi cap C,C’ € C.
Do tinh chat Helly ctia # nén mét phu clique téi tiéu ctia L(H) sé twong Gmg véi mot transversal tbi tiéu cia
He. Ki hidu Ky, K, ..., K, 12 cdc clique ctia mot phit tdi tiéu nao d6 cta L(He). Nhu vay, 7(He) = t, nén
ac(H) = |X| -t

Do tinh chét bi — Helly ctia H nén moi clique ctia d6 thi tuyén tinh L(%,) déu tao thanh mot C — bistar dong
vai trd nhu mot siéu do thi con tung phén trong H v&i chira it nhat mot tAm (mot C — bitransversal). Do H
khong c6 chira bat ky mot eclipse no nén moi € — bistar nhu vy déu c6 chira it nhat mot tim khong phai 1a
mot D — canh.

Ki hiéu {x;, y;} 12 C — bitransversal trong tng véi clique K;, i = 1,2, ..., t sao cho {x;, y;} € D. Nhan thiy
rang tat ca cdc cip {x;, y;} niy s& phai phan biét nhau (diéu nay suy ra tir viéc K; # K; kéo theo

{x, yi}N{x;,¥;} = @). T6 mau cac dinh x;,y; boi mau thir nhat; t6 mau cac dinh x,, y, bdi mau thit hai; ....; to

mau cac dinh x,, y, boi mau th t; sau ciing, t& mau mdi dinh trong sd tit ca cac dinh con lai béi mot mau nao

do trong sbcdcmaut+1,t+2, ..., |X| — t. Do do, chung ta thu dugc mot phép t6 mau thuc sy cta H véi

|X| —t = ap(H) mau, dpem. O
Két qua 8.9.9.

Néu I = (X, C,D) 1a mot siéu cdy hdn hop hoan hao, ki hiéu v(H,) va T(H) lan luot 1a kich thude tbi dai
ctia mdt cip ghép va kich thudc tbi tiéu cia mot transversal cia Hp thi

X(FH) = ac(3) = |X]| — 1(He) = |X] — v(He).

Chimg minh két qua 8.9.9.

Do H 12 mot siéu cAy nén hién nhién no ciing s& thoa mén tinh chat Konig (Két qua 6.1.11), nghia la
v(H,) = t(H:). Do @6, khiang dinh trén 12 hién nhién. 0

Nhin xét.

Su hién di¢n hay Véng mat cua cdc monostar trong mot C — siéu dd thi khong truc tiép quyét dinh tinh hoan
hao ctia C — siéu dd thi 6. Chang han, xét C — siéu d6 thi H = (X, C) v6i X = {1,2,3,4,5},C = {C,, C,, C3},

c, ={1,2,3},C, = {2,3,4,5}, C; = {1,4,5}. Ching ta c6 thé thay rang C;NC; = {1} va chiing ta c6 dugc mot
siéu do thi con timg phan c6 dang mot monostar. Tuy nhién,  lai hoan hao (diéu nay suy ra tir viéc f(H) =
ae(H) = 3). Mac khac, siéu db thi cycloid C3 lai ¢6 chita c4c monostar nhu céc siéu db thi con tung phﬁn
nhung no6 lai khong c6 chira bat ky mdt monostar nao dudi dang mdt si€u dd thi con cam sinh va déng thoi nd
cling khong hoan hao (Két qua 8.9.5).

Sau cung, chung ta s€ két thic muc nay cua bai viét bang viéc trinh bay r0 rang sau vi du khic nhau vé cac
C — si€u do 3 — uniform to6i tiéu khong hoan hao:

v, = ({1,2,3,4},{{1,2,3},{1,3,4},{1,2,4}}) (monostar);
V, = ({1,2,3,4,5},{{1,2,3},{1,4,5}}) (monostar);

Vs = ({1,2,3,4,5},{{1,2,3},{1,3,4}, {1,4,5}}) (monostar);




Vv, = ({1,2,3,4,5}, {{1,2,3},{1,3,4}, {1,4,5},{1,2,5}}) (monostar);
Vs = ({1,2,3,4,5},{{1,2,3},{2,34}, {3,4,5}, {4,5,1},{5,1,2}}) (cycloid C2);
}[’1 = ({11213141516}1 {{11214}1 {21315}1 {3)4)6}1 {4)5)1}1 {5)6)2}1 {6)1)3}J {1J3J5}! {2!4!6}) (Cé’u hinh Kré‘l,)

Nhu ching ta c6 thé nhan thay & trén, tinh hoan hao ciia céc siéu do thi phuc tap hon rat nhiéu so véi tinh
hoan héo cua cac do thi da duoc khao sat & muc trude (4.6. Do thi hoan hio).

8.10. Sic pho

Nhan thay rang mdi phép i — t6 mau nghiém ngat ciia mot siéu do thi hdn hop H déu tuong tmg véi mot phan
hoach kha di cta tap dinh thanh i 16p mau khéng réng. Tir cach dinh nghia sic phd cta cac d6 thi, chiing ta
cling s& chon sb cdc phan hoach kha di cua tap dinh thanh i 16p mau, 1 < i < n, 1am sic phd ctia mot siéu do thi
hdn hop. Céc thanh phan duong cta sic phd s& bit dau voi sd céc phan hoach kha di cta tap cdc dinh thanh
x(#) 16p mau va két thic v6i s6 cac phan hoach kha di cta tap cac dinh thanh (%) 16p mau. D& dang nhan
théiy ring, véi bat ky C — siéu dd thi hodc bat ky D — siéu dd thi nao, phan doan con nay cua sdc phé khong c6
chtra khoang trong, nghia 1a khong c6 s6 0 nam giita cdc s6 nguyén duong con lai. Tuy nhién, sic phd cua cic
siéu do thi hdn hop lai c¢6 thé chira khoang trong. Piéu ndy c6 nghia 1 mic dii ching ta c6 biét trude céc sic sb
trén va sic sé dudi thi cling khong du cin cir dé két luan: “Liéu c6 ton tai mot phép td mau st dung s6 mau
trung gian nam giira sic sb trén va sic sd dudi hay khong ?”.

Mot cach hinh thiic hon, nhitng nhan dinh trén c6 thé duoc dién ta lai nhu sau:

Tap cdc gid tri k sao cho H ¢6 it nhat mot phép k — t6 mau nghiém ngit duoc goi 1a tdp kha di ciia I, ki
hiéu boi S(H). N6i cach khac, S(H) 1a tap céc chi sé k sao cho 1, (H) > 0.

Mot siéu db thi hon hop H = (X, C, D) duoc goi 12 ¢d khodng trong tai diém k néu S(H) c6 chira cdc phan
tir 16n hon va nhé hon k nhung bo qua k. Sic phd R(H) duoc goi 1a lién tuc néu S(3) khong c6 khoang tréng
tai bat ky diém nao. Trong trudng hop nguoc lai, R(H) dugc goi 1a gidn dogn.

Két qua 8.10.1.

V6i moi siéu d6 thi hdn hop H = (X, C, D), ca He = (X, C) va Hy, = (X, D) déu c6 sic phd lién tuc.

Chimg minh két qua 8.10.1.

Pé chitng minh sic phd ciia H 1a lién tuc, chiing ta s& thuc hién nhu sau: Bit dau véi mot phép y — t6 mau
nghiém ngit bat ky, thuc hién tuan ty viéc hop nhat hai 16p mau bat ky cta phép t6 mau nghiém ngit nay cang
lau cang tdt va chi két thic thuét todn khi con lai mét 16p mau duy nhét. Do, tai mdi budc cua thuét todn, ching
ta luén nhan dugc mdt phép t6 mau thuc sy nén sdc phé cua He s€ phai lién tuc.

Dé ching minh sic pho cua Hp 14 lién tuc, chiing ta s& thuc hién nhu sau: Bat dau véi mot phép ¥ — t6 mau
nghiém ngit bat ky, thuc hién tuan ty viéc tich mot 16p mau bat ky ¢6 chira it nhat hai dinh thanh hai 16p mau
moi va chi két thiic thuét toan khi ¢6 |X| 16p mau véi mdi 16p mau déu co kich thude bang 1. Do, tai mdi bude
cua thuat toan, ching ta luon nhan dugc mot phép té6 mau thyuc sy nén sdc phé cua Hyp cling s€ phai lién tuc. o

Nhan thay rang phan thir hai cia khang dinh trén 12 chinh 1a dang tong quét héa truc tiép ciia Két qua 4.1.1)
cho sac pho ciia cac do thi.




Céch xay dung don gian mét siéu dd thi hdn hop c6 khoang trong.

Mot trong nhiing cdch don gian nhat dé chiing ta c6 thé tao ra mot siéu do thi hdn hop c6 khoang trong trong
sac pho 12 nhdn déi mgt D — canh bat ky 1én nhiéu lan.

Pau tién, ching ta s€ dinh nghia mot phép toan nhu thé nao duoc go1 nhan d61 mdt D — canh. Gié st cho
truéc mot D — canh {a, b} nhu trong hinh v& bén dudi. Ching ta thay thé cac dinh a, b boi cdc cip dinh a, a’ va
b, b’ twong tmg nhu trong hinh v&. Do d6, D — canh {a, b} s& trd thanh D — canh {a, a’, b, b'}. Chlng ta ciing
bod sung thém tat ca cdc bd ba xac dinh trén céac dinh a,a’, b, b" dudi dang cic C — canh.

Kihiéu H = (X, K3, K¥) v6i X = {a,a’, b, b’} 1a siéu d6 thi hdn hop nhan duge sau khi thuc hién thuat todn.
Nhu véy, phép nhan d6i D — canh {a, b} that ra chinh 1a viéc thay thé D — canh {a, b} bdi siéu d6 thi 7.

Ching ta d& dang nhén thay rang R(H) = (0,7,0,0) va tit ca bay phan hoach kha di 1an luot dugc tao ra boi
bay phép 2 — t6 mau nghiém ngét dugc néu dudi day:

1122,1112,1121,1222,2122,1212,1221,

trong do thir tu dugc tinh theo thir tu a,a’, b, b'.

mflation
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Hinh v& minh hoa phép nhan d6i D — canh {a, b} thanh D — canh {a,a’, b, b'}.

Ké tiép, ching ta chon ra mot D — dd thi K, xac dinh trén cac dinh a, b, ¢, d va nhan doi tat ca cic D — canh
clia né nhu trong hinh vé bén dudi (dé tranh giy ra cic nham 1dn khong dang c6, chiing ta s& khong biéu dién
cdc C — canh). Ki hiéu H 1a siéu d6 thi hdn hop nhén dugc.



Khi d6,  s& c6 chira bon cap dinh {a,a'}, {b, b'}.{c, c'},{d, d'}, trong 46 cac dinh a’,b’, ¢’,d’ 1an luot 12 céc
bén sao ciia cac dinh a, b, ¢, d khi thuc hién phép nhan d6i siéu do thi K.
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Hinh v& minh hoa phép nhan dbi siéu d6 thi K, thanh siéu d6 thi hdn hop .

Xét mot phép t6 mau thyc su bat ky ctia 7. Nhan thay rang, trong bat ky phép t6 mau thuc sy ndo cia H, néu
¢6 mot cdp dinh nao d6 ¢6 hai dinh dugc té boi hai mau khac nhau, tam gia str cac dinh cua cip {a, a’} dugc td
boi cdc mau 1 va 2, thi mdi mot trong cac dinh con lai déu duoc t6 boi mot trong cdc mau 1 va 2. Diéu nay suy
ra tir viéc néu xuat hién bat ky mot mau mdi ¢ bat ky mot dinh con lai ndo, tam gia sir dinh ¢ dugc t6 béi mau 3,
thi ngay lap trc ching ta sé thu dugc mot C — canh da sic {a,a’, c}. Nhu vay, ching ta chi can xem xét cdc
phép t6 mau thyc su trong d6 mdi cip néu trén déu don sic 1a du. That dang ngac nhién, néu ching ta khong
tinh dén céc hodn vi ciia cdc mau thi chi ¢6 duy nhat mot phép té mau nhu vay: 11223344,

That vay, do khong thé c6 hai cap dinh nao c6 thé duoc t6 boi cung mot mau (diéu nay suy ra tir viéc moi hai
cap dinh bat ky déu 1a mot D — canh) nén chiing ta dé dang suy ra rang H c6 mot s6 phép 2 — td mau (r, = 2),
mot phép 4 — t6 mau (r, = 1) va khong c6 bat ky mot phép 3 — t6 mau ndo (r; = 0), nghia 14 c6 khoang tréng
trong sac pho ciia H'. Bang céch lap luan twong ty nhu trén, ching ta ciing dé dang suy ra rang khong c6 bat ky
mot phép 5 — 6 mau, 6 — t mau, 8 — t6 mau nao, nghia 14 sac pho ciia H sé& c6 dang:

R(}[) = (0; rZ; 0;1;0;0;010)'



D@ dang nhan thay rang siéu do thi hdn hop H chua phai 13 siéu d6 thi hdn hop nhé nhat ¢ chira khoang
tréng. Ching ta ciing c6 thé nhan thay rang mot siéu d6 thi hdn hop c6 chira khoang tréng nhé nhat cé thé thu
dugc bang cdch bat dau voi cing mot D — d6 thi K, va chi thue hién nhan d6i mdi D — canh {c, d} (nghia 1a
chiing ta chi nhan dbi cac dinh c, d) va bd sung thém cic bd ba {a, c,c'}, {a,d,d'}, {b,c,c'},{b, d, d'} nhu cic
C — canh. Do do, cac b ba nay s€ trd thanh cac bi — canh. Nhic lai r@ing, trong bat ky C — siéu dd thi K3 nao,
moi canh déu 12 redundant. Diéu nay c6 nghia la c6 thé x6a mot € — canh nao d6 khoi phép nhan doi cua canh
{c,d} ma chiing ta vin c6 khoang tréng. Ki hiéu H, 4 lasi€u d6 thi hdn hop nho nhit c6 chira khoang trong
nhan dugc trong d6 chi sb 2,4 c6 nghia 1a S(H) = {2,4}.

Bang céch phét trién xa hon céc ¥ tudng néu & trén, ching ta cling c6 thé xay dung duoc cdc vi du vé céc siéu
d6 thi hdn hop nho nhat ¢ chira khoang trdng trong sic phd ciia ching trong mot bdi canh tong quat hon nhu
sau:

Cic siéu do thi hdn hop nhé nhit ¢ chira khoang trong.

Gia sir cho trudc hai s6 nguyén duong s, t sao cho 2 < s < t — 2. Trong muc con nay clia bai viét, ching ta
s& xay dung mot siéu d6 thi hdn hop H , v6i tap kha di S(#,,) = {s, t} va dong thoi ching minh rang Hy , 1a
siéu do thi c6 sd dinh nhé nhét trong s6 tat ca cac siéu do thj hdn hop s — colorable c6 khoang tréng tai diém
t — 1 voi sd dinh nho nhét nay 1a 2t — s.

Chiing ta s& bat dau voi viéc xdy dung chi tiét mot siéu do thi hdn hop véi 2t — 2 dinh va tap kha di {2, t}.
Nhur thuemg 18, K., c6 thé duge xem nhu mot siéu d thi hdn hop (X, @, (¥)) véi tap kha di S(K,) = {n}. Du
tién, ching ta mo ta lai ¥ twong tiép cin van d& mot cach don gian nhu sau:

Bit dau voi K, mé rong t — 2 dinh bat ky bang cach nhan d6i chiing 1én va chi dé lai hai dinh dic biét nao d6
khong dugc nhan doi. D — canh gém hai dinh d3c biét van dugc giir lai con cdc D — canh khéc déu dugc mo
rong thanh cic D — canh véi kich thudc béng 3 hoac 4 (dinh dac biét cong véi cap dinh hodc hop cua hai cap
dinh). B6 sung thém tat ca cdc bd ba bao gf”)m ba dinh phat sinh tir hai dinh ban dau nhu cac € — canh (dinh dic
biét cong vdi cdp dinh hodc ba dinh nao do tir hai cap dinh).

Diéu nay hau nhu mé ta hoan toan day du ¥ twong xay dung ctia ching ta nhung ching ta van sé& trinh bay né
mdt cdch hinh thirc hon dé tao diéu kién thuan loi cho viéc trién khai céc phép ching minh. Ki hiéu [m] =
{1, ..,m}.

Phép xay dung thir nhit: Xay dung mot siéu do thi £, . v6i tap dinh {x, x5, @y, ..., z_3, by, oo, be_3}.
Ki hiéu:

T 1a tap tat ca cdc bo ba ¢6 dang x,.a;b; voir € {1,2} vai € [t — 2];

U 1a tap tat ca cdc bd tir c6 dang a;b;a;b; voii,j € [t — 2];

W 1a hgp ctia cac bd ba dugc chira trong cac tap {ai, b;, a;, bj} voi i, j €[t —2].

Khi d6, TUW 1a tap cdc C — canh chita trong H, ; con TUUU{x,x,} 1a tdp cdc D — canh chtra trong 3, ;.



Két qua 8.10.2.

S(Hz.) = {2, 8.

Chirng minh két qua 8.10.2.

Xét mot phép t6 mau ¢ bat ky cia Hoyy. Néu c(a;) # c(b;) voi mot chi sd i € [t — 2] ndo d6 thi cdc € — canh
nam trong T v W c6 chira a; va b; s& budc tat ca cac dinh khdc phai duoc t6 boi ciing mot mau voi a; hodc b.
Nhu vay, trong trudng hop nay ching ta c¢6 nhiéu nhat 13 hai mau. Sy ton tai cia cic D — canh ngin can viéc ¢
12 mot phép 1 — 6 mau thuc sy. Bang cach dat c(a;) = c(xy) = 1 va c¢(b;) = c(x,) = 2, ching ta d& dang
chtrng minh dugc rang ¢ 12 mot phép 2 — to6 mau thuc su.

Khong giam tinh tong qudt ctia vin d¢, ching ta c6 thé gia st rang c(a;) = c¢(b;) véimoi i € [t — 2].

Khi do, cdc D — canh trong U s€ budc cdc mau nay phai phan bi¢t nhau véi moi i va cdc D — canh trong T
cung véi {x;, x,} s& yéu cau thém cdc mau bo sung cho x; va x,. Diéu nay s& budc phép t6 mau ¢ phai sir dung
t mau va la mdt phép t6 mau thuc su. |

Dé mé rong phép xay dung nay dén sic sb dudi s, ching ta s& st dung mot bd dé co ban lién quan dén phép
t6 hop cua céc tap kha di. Hop ciia hai siéu dé thi hén hop 3, = (X4, C1,D4) va H, = (X5, C2, D,) vdi cdc
tdp dinh roi nhau duoc dinh nghia 13 mot siéu do thi # = (X, C,D) voi X = X;UX,, C = C,UC,,

D = D,UD,UR trong d6 R 12 tap tit ca céc cip dinh bao gdm mot dinh nim trong X; va mot dinh ndm trong
X,.

Két qua 8.10.3.

Néu H; va H, 1a hai siéu d0 thi hdn hop thi tap kha di ctia hop ciia H; va H, chinh 1a {i + j:i € S(3,),j €
S(33)}.

Chimg minh két qua 8.10.3.

Nhan thay rang cac D — canh dugc thém vao gitta cdc tap dinh cua H; va H, ngan cam cac mau xuat hién
dong thoi trong ca hai tap nay. Do d6, moi phép t6 mau thuc sy cia hop cta cac phép td6 mau thuc sy ctia cac
siéu do thi H; va H, déu st dung céc tdp mau roi nhau. i

Hop ' ctia mot siéu do thi hdn hop H = (X, C,D) véi mot dinh z & X bat ky dugc goi 1a mot phép chuyén
dich so cip trong séic phé ciia 3. Hién nhién, phép chuyén dich so cap chinh 1a két qua khi ching ta dich
chuyén sac pho sang phai mot don vi cho tat ca cac thanh phan duong va bo sung thém phan tir 0 & vi trf trén
cling bén trai. Piéu ndy c6 nghia 1a néu R(H) = (ry, 15, ..., ) thi R(H') = (0,714,735, ..., ).

Két qua 8.10.4.

Néu A 12 mot siéu do6 thi hdn hop s — colorable v&i khoang trong tai diém t — 1 thin > 2t — s.

Chimg minh két qua 8.10.4.

Xét mot phép t6 mau thyc su ctia I sir dung k mau, trong d6 k 1a phan tir nho nhét ciia tap kha di 16n hon t —
1. Néun < 2t — s thi viéc sir dung it nhat t mau s& yéu cau phai c6 it nhat s + 1 16p mau c6 kich thudc bang 1.
Hai 16p mau nhu vay c6 thé dugc két hop lai véi nhau dé thu duoc mot phép t6 mau thyc su méi sir dung k — 1




mau trir khi ching tao thanh mot D — canh ¢6 kich thude bang 2. Do k — 1 khéng nam trong tap kha di nén H
s& phai chtra K, 1. Nhu vay, H khong thé 1a s — colorable. Piéu miu thudn nay chi ra raing n > 2t — s.

Véi s = 2, Két qua 8.10.2) chi ra rang Phép xy dung thtt nhét 1a hoan toan chit. Véi s > 2, ki hidu Hy, 1a
hop ctia Ky_p va H, 1_s4o. Tir Két qua 8.10.3), tap kha di cia H, 1a {s — 2} + {2,t — s + 2} = {5, t}. Nhu vay,
s0 cac dinh ndm trong Hy, sélas — 2+ 2(t —s+2) —2 =2t —s. O

Két qua 8.10.5.

H; 4 1a siéu d6 thi hdn hop c6 sé dinh nho nhét va bang 6 trong s tat ca cac siéu dd thi hdn hop c6 khoang
tréng trong tap kha di ctia né.

Chirng minh két qua 8.10.5.

Nhan thiy ring moi siéu d6 thi hdn hop c6 khoang tréng trong tap kha di cua né déu 1a mot siéu do thi hdn
hop s — colorable c6 khoang trong tai diém t — 1 véit — 1 > s > 2 (luu y rang s > 2, trudong hop nguoc lai
chiing ta s& khong thé khoang trong trong tip kha di). Nhu vdy, t > 4 vat — s > 2. Tir Két qua 8.10.4), n >
t+(t—s)=6. O

Nhu chung ta dd dé cap tir true do, phép phén tich ki hon s& cho phép ching ta c6 thé loai bd mot € — canh
ra khoi vi du 6 — dinh ma khong 1am thay d6i sic phd ctia né. Nhu vay, chiing ta chi can khao sit cdc 6 C —
canh va 7 € — canh 14 du. Siéu d6 thi hon hop Hy 4 € 6 cdu tric nhu sau: X = {1,2,3,4,5,6}, € = {{1,2,3},

{1,4,5},{6,2,3},{6,4,5},{2,3/4},{3,4,5},{2,4,5}}, D = {{1,6},{1,2,3},{1,4,5},{6,2,3},{6,4,5},{2,3,4,5}}. Céc tap
con {1,2,3},{1,4,5},{6,2,3}, {6,4,5} déu 1a cdc bi — canh.

Hinh v& minh hoa siéu d6 thi hdn hop téi tiéu c6 khoang tréng trong siac phd Hyy.

Chiing ta c6 thé dé dang chimg minh dugc rang c6 bon phép 2 — t6 mau nghiém ngat 12 112122, 112212,
212121, 212211 va mot phép 4 — t6 mau nghiém ngat 122334 (cdc day sap thir tw déu dugc tinh theo thir tu




dinh 1,2,3,4,5,6). Do d9, ching ta c6 thé d€ dang suy ra dugc sic pho R(#,,) = (0,4,0,1,0,0) va da thirc sic
s6 P(Hy4,4) = A(A — 1)(A% — 51 + 10).

Nhu vay, H, 4 1a siéu d6 thi hdn hop nho nhét trong s tat ca cac siéu dd thi hdn hop c6 khoang trong trong
tap kha di ciia né: viéc loai bd bét ky mot dinh hodc mot canh thudc bat ky loai nao cling déu sé& loai bo khoang
tréng ra khoi tap kha di ctia né. Nhu chiing ta da dé cap trong Két qua 8.10.5), néu mot siéu dd thi hdn hop ¢
chtra it hon sau dinh thi s& khong thé c6 khoang trong trong sic phd ciia né. Tuy nhién, ching ta s& nhan thay
rang tham chi H; 4 cling khong phai la t6i tiéu néu xét theo tong sé canh.

Cac tap kha di va thuat toan doubling — shifting.

Viéc ton tai nhirg khoang trong trong sic phd dit ra cho chiing ta bai toan: “Tim diéu kién dé mot tap céc so
nguyén duong cho trude 12 mot tap kha di ctia mét siéu do thi hdn hop nao d6 ?”. Trong muc con nay cua bai
viét, ching ta s€ mo tad mdt s6 tinh chat dic trung co ban cua cdc tap kha di va dé xuat mot thuat toan don gian
dé tao ra mot siéu dd thi hon hop nhan mot tap cho trudc lam tap kha di ctia nd.

Hién nhién, siéu d6 thi hon hop n — dinh tam thuong (X, @, @) c6 tap kha di 1a {1,2, ..., n}. Ching ta s& xay
dung céc siéu dd thi hdn hop nhan céc tap cho trudc khac lam tap kha di cia n6 bé'mg céch su dung cac siéu dd
thi hon hop tAm thudng n — dinh néu trén, phép toin hop néu trong Két qua 8.10.3 va mot phép todn bd sung
khéc. Phép todn nay hoat dong tuong tu nhu cach ching ta xay dung H; . tir K. Trong phép xay dung thir nhit,
viéc mé rong hai trong s cac dinh chi dé nham muc dich tranh dé tao ra it dinh hon. Do day 1a mot phép xay
dung rat 16n nén ching ta s& thich sy don gian c6 dugc bang cich mé rong tit ca cac dinh thanh ting cip mot.

Phép xay dung thir hai: Gia st cho trude mot siéu do thi hdn hop H = (X, €, D). Chiing ta xiy duyng mot
siéu do thi hdn hop H' = (X', C",D’) voi X' = Upex{v™,v*}. Vi mbi canh D € D, ching ta bd sung thém
D' = Uyep{v™,v*} vao D'. Vi mdi canh € € €, ching ta bd sung thém €' = {v™:v € C} vao C’. Cudi cing,
v6i mdi cip sap the tr u, v € X, chiing ta bo sung thém cdc bo ba {v~,vt,u~} va {v",v*,u*} vao C".

Phép xdy dung thtr hai ndy thuong duoc goi 12 phép nhin déi. N6 c6 tic dung chinh 12 bd sung lai phan tir 2
vao tap kha di S. Pay chinh x4c 13 nhitng gi ma phép xay dung thir nhat di 1am véi K, va phan tich trinh bay
thém & day ciing chinh 13 dang téng quét héa cua Két qua 8.10.2).

Két qua 8.10.6.
Gia sir cho trudc mot siéu do thi hdn hop H voi tap kha di S.

Khi d6, néu y(H) > 2 thi siéu do thi hdn hop H' thu dugc tir H qua phép xay dung thir hai s& c6 tap kha di
1a SU{2}.

Chimg minh két qua 8.10.6.

Xét mot phép t6 mau thyc su ¢ cia H'. Néu c(v™) # c(v*) véi mot dinh v nao d6 ca # thi cdc € — canh Ia
cdc bd ba cé v~ va v s& budc tat ca cac dinh khac phai dugc t6 boi mau c(v™ ) hodc c(v). Nhu vay, mot
phép t6 mau nhu vay s€ chi st dung chinh x4c hai mau. Ching ta nhan dugc mot phép 2 — t6 mau nghiém ngat
bang cach dit c(u™) = c(v™) va c(u*) = c¢(v™*) véi moi u. Do mdi thanh vién ctia D’ déu bao gdm day du cic
cap nén cac rang budc trén cdc D — canh déu duoc thda man. Ngoai ra, moi thanh vién cta C’ déu c6 chura hai
dinh véi céc chi s thudc cung mot loai.




Phén con lai ctia phép chimg minh, chiing ta s& xem xét cdc phép t6 mau thyc su sao cho c(v™) = c(v*) véi
mdi dinh v ciia . Xét mot phép to mau ¢ ciia H xéac dinh bdi cong thie é(v) = c(v™). Vi mdi thanh vién
ctia D', diéu kién rang budc dugc thoa min bai phép t6 mau ¢ néu va chi néu phép té mau € ciing théa man diéu
kién rang budc tmg véi phan tir twong tmg cua D. Khing dinh twong tu ciing ding cho cac thanh vién cta C’
sinh ra tir cdc thanh vién cta C. Tir cich dinh nghia cua phép xdy dung thit hai, cac diéu kién rang budc d6i véi
céc bd ba méi xuat hién trong C’ duong nhién s€ ty dong duoc théa man. Nhu vay, ¢ 1a mdt phép té6 mau thuc
su ctia H' néu va chi néu ¢ 1a mot phép t6 mau thuc su ctia 2. Luu ¥ rang, phép t6 mau é st dung cling mot s6
mau nhu phép t6 mau c.

Lap luan tuong tyu, ching ta c6 thé mé rdng moi phép td mau thuc sy cia H thanh mot phép t6 mau thuc su
cua H' str dung cing mdt sO mau bang cach sao chép mau cua moi dinh vao ca hai ban sao ctia n6. Piéu nay
ngu y rang moi s0 nguyén duong 16n hon 2 déu la kha di d6i vi H néu va chi néu né la kha di doi véi H'. O

Két qua 8.10.7.

Gia sir cho trude mot siéu do thi hon hop #, ' 1a siéu d6 thi hdn hop thu duge tir 7 qua phép xay dung thir
hai va R(#) = (0, ...,0,7y, ..., 73,0, ...,0).

Khi do, R(H') = (0,7,(%"),0,...,0,7y, ..., 73,0, ...,0).

Chimg minh két qua 8.10.7.

Nhan thiy ring phép chirmg minh ctia Két qua 8.10.6) thiét 1ap mot song 4nh giira cdc phép t6 mau nghiém
ngit cuia H v6i it nhat ba mau va cdc phép td6 mau nghiém ngit ctia H' véi it nhat ba mau. S6 cdc phan tir 0
nam & phia bén phai cua sic phd R(H") ludn 16n hon n(H) bsi vi n(H') = 2n(H). 0

Bang céch str dung cdc phép shifting lién két véi cac clique va cac phép nhan d6i, ching ta hoan toan c6 thé
tao ra tit ca céc tap kha di:

Két qua 8.10.8. (Jiang)

MOt tap hitu han céc s6 nguyén duong 13 tap kha di ctia mot siéu d6 thi hdn hop néu va chi néu né khong ¢
chtra phan tir 1 hodc mot khoang c6 chtra phan tir 1.

Chimg minh két qua 8.10.8.

Pé don gian héa van dé, chiing ta chi can xem xét cic tap hop khdng c6 chira phan tir 1. Ching ta s& xay dung
mot siéu dd thi hdn hop H (T) nhan T lam tap kha di tuong (ng. Chiing ta s& chirng minh tinh ding dén cua
khang dinh trén bang phuong phap quy nap toan hoc dya trén kich thudc cua tap T va, dbi voi mdi kich thude
nhu vay, ching ta ciing str dung mot phép quy nap khic dya trén phan tir nho nhét t cta tap T.

Véi T = {t}, chang ta dat H (T) = K,.

V6i |T| > 1 vat = 2, ching ta dat 2 (T) 1a siéu d6 thi hdn hop thu duoc tir H (T — {2}) bang cach 4p dung
phép xay dung thir hai. Két qua 8.10.6) chi ra rang diéu nay 12 hoan toan kha thi.

Vi |T| > 1 vat > 2, chung ta dat 2 (T) 12 hop cta K,_, v&i siéu do thi hdn hop H (T") trong d6 tap T’ nhan
dugc tir T bang cach trir di t — 2 don vi tir mdi phan tir ctia tap T. Két qua 8.10.3) chi ra rang diéu nay 13 hoan
toan kha thi. ]




Ké tiép, véi moi ddy ting dan tily y cdc s6 nguyén duong, chiing ta s& trinh bay mot thudt toan don gian dé
xay dung mot siéu dd thi hdn hop nhén tap twong tmg lam tap kha di.

Thuat toan doubling — shifting

INPUT: Tap S = {nl,nz, ...,np} gdm cdc s6 nguyén duong ting dan voi n, > 2.
OUTPUT: Siéu d6 thi hdn hop H nhan S 1am tap kha di.

Budc khéi tao: i = n, — 1,H = K.

Vong lip: Néu i # 1 thi:

1. Néu i € S thi chiing ta s& thyuc hién mot phép nhan doi.

2. Néui & S thi chiing ta s& thuc hién mot phép chuyén dich so cap.
3i=i—1.

Két thic thuit toan.

Céc bi - siéu do thi uniform.

Tat ca céac vi du dugc thdo luén cho dén nay déu dai dién cho cac si€u do thi hon hop vdi cac C — canh va céc
D — canh co6 kich thudc khac nhau, nghia 1a H khong phai 1a mdt si€u do thi uniform. Két qua tiép theo chi ra
rang cac bi — siéu do thi uniform ciing c¢6 thé c6 cac khoang trong trong sac phod cua ching.

Két qua 8.10.9. (Gionfriddo - Voloshin)
Sb dinh nho nhét c6 thé c6 tinh trén tit ca céc bi — siéu do thi 3 — uniform c6 khoang tréng trong sic phd 1a 7.

S6 canh nho nhét ¢6 thé ¢6 tinh trén tt ca cdc bi — siéu dd thi 3 — uniform x4c dinh trén 7 dinh c6 khoang
tréng trong sic phd 12 9.

Chimg minh két qua 8.10.9.

Dau tién, chiing ta s& ching minh rang khong c6 bat ky mot bi - siéu dd thi 3 — uniform x4c dinh trén 6 dinh
v6i sac pho bi gian doan.

Gia st cho trudc mot bi — siéu db thi 3 — uniform colorable 7 = (X, E) voi X = {1,2, ...,6}, tit ca cdc phan
tir ctia € déu 1a cic bo ba (céc bi — canh déu co kich thude bang 3), R(H) = (ry, 15, ..., 7s). Gia sir rang sic phd
R(J) bi gian doan.

Hién nhién, r; = 0, 7, = 0. Néu r5 # 0 thi, trong moi phép 5 — t6 mau nghiém ngit ciia #, tat ca cdc bi —
canh déu c6 chtra mot cap dinh don sdc nao do, tam giasulalva?2, va tat ca cac 16p mau khéc déu 1a céc tap
don. Céc 16p mau nay c6 thé dé dang duoc két hop lai véi nhau. Do 46, 1, # 0,73 # 0,7, # 0, mau thuin. Nhu
vay, 15 = 0. Néu 1, # 0 thi, trong moi phép 4 — t6 mau nghiém ngit ctia 7, s& c6 it nhat hai 16p mau don nao
d6. Diéu nay chi ra rang r; # 0, mau thuan. Do d6, khong thé c6 cdc khoang tréng trong sac pho R(H).

Ké tiép, ching ta s€ chira réng luén ton tai mot bi — siéu dd thi 3 — uniform x4c dinh trén 7 dinh c6 khoang
tréng trong sac pho. Xét mot bi — siéu do thi 3 — uniform H = (X, £) duoc xac dinh nhu sau: X = {1,2, ...,7},




E = {{1,2,3}, {1,2,5},{1,2,6},{1,2,7},{3,4,2},{3,4,5},{3,4,6},{3,4,7}, {5,6,7}}. Trong moi phép t6 mau thyuc su,
chi c¢6 thé c6 hai kha ning sau cho cac dinh 1 va 2: ¢(1) # ¢(2) hodc c(1) = ¢(2). Gia st {4, B, C,D, ...} 1a tap
tat ca cac mau da duoc st dung. Néu c¢(1) = 4, c(2) = B thi tat ca cac dinh con lai déu dugc t6 boi mot mau
nao dé nam trong tap {4, B}, nghia 1a tat ca cac phép t6 mau déu 1a cdc phép 2 — t6 mau. Néu c(1) = c(2) = 4
thi ¢(3) = c¢(4) = B. Do d6, ¢(5),¢c(6),c(7) € {C, D}, nghia la chung ta c6 dugc mot phép 4 — td6 mau nghiém
ngat. Nhu vdy, khong ton tai bat ky mot phép 3 — t6 mau nghiém ngit ndo. Do d6, S(H) = {2,4} (phép phan
tich sau sic hon con chi ra rang R (H) = (0,12,0,3,0,0,0) va P(H, 1) = 3A(A — 1)(4% — 51 + 10)).

Sau ciing, ching ta s& chirng minh rang 9 12 s6 canh nho nhit c6 thé c6 ctia mot bi — siéu dd thi 3 — uniform
c¢6 khoang tréng trong sic pho tinh trén tat ca cic bi — siéu d6 thi 3 — uniform xéac dinh trén 7 dinh. Gia st cho
truéc mot bi — siéu d6 thi hdn hop 3 — uniform H = (X, ) voi X = {1,2,...,7} va |E] < 8.

Gia st R(H) = (ry, 15, ..., 17) ¢O chira it nhat mot khoang tréng nao do. Chung ta dé dang suy ra dugc réng
r, =1, =0.Néurs # @ (twong tng 75 = 0,75 # @) thi s& c6 it nhat 3 16p mau ndo d6 1a cc tip don va ching
c6 thé d& dang duogc két hop lai voi nhau dé thu duoc mot phép td mau nghiém ngit voi 3,4 va 5 mau (tuong
mg 3 va 4 mau). Do d6, R(H) khéng c6 chira bat ky mot khoang tréng nao, miu thuan.

Nhu vy, gid st 7, = 15 = 15 = 0,7, # 0. Nhan thdy rang, trong mot phép 4 — t6 mau nghiém ngit bat ky,
néu sb cdc 16p mau don > 2 thir; # 0, mAu thuin. Do d6, ching ta chi can kiém tra duy nhat mot phép 4 — t6
mau (4,4,B,B,C,C,D) la du.

Néu {1,2,7} ¢ & (twong ing {3,4,7} € &,{5,6,7} & &) thi s& tdn tai mot phép 3 — t6 mau (4,4,B,B,C,C,A)
(twong ung (4,4,B,B,C,C,B),(4,A,B,B,C,C,C)). Do d6, r; # 0, mau thuan. Nhu vay, trong moi trudng hop,
ching ta déu c6 {1,2,7},{3,4,7},{5,6,7} € £.

Nhan thfiy thém réng, trong s6 cdc bo ba con lai, chi ¢6 thé c6 tdi da 5 bd ba ciia H thudc mot trong cac ho
sau:

123 341 561
124 342 562
125 345 563
126 346 564.

Do céac ho trén bao gém 3 cot nén s& c6 1 cot nao d6 chi chtra nhiéu nhit mot bo ba cua K. Khong giam tinh
tong quét ciia van dé, ching ta c6 thé chon cot dau tién va gia sir {1,2,3} ¢ &,{1,2,4} ¢ &,{1,2,5} ¢ £. Néu
{3,4,1},{3,4,2} ¢ £ thi s& ton tai mot phép 3 — t6 mau: (4,4, 4, B, C,C, B), mau thuin. Nhu vay, {3,4,5} € £
hoic {3,4,6} € £. Néu {5,6,1} & £ (tuong ung {5,6,2} & &) thi s& ton tai mot phép 3 — td mau:

(B,A,C,C,B,B, A) (twong tng (4, B, C,C, B, B, A)), mau thuan. Nhu vay, {5,6,1},{5,6,2} € £. Néu {1,2,6} € D
thi tit ca 8 bi — canh cta H da dugc vét can va ching ta nhan dugc mot phép 3 — t6 mau (4,4, B,B, A, C, C),
hoan tt phép chirng minh.

Gia s {1,2,6} € £. Néu {3,4,1} € € (twong ung {3,4,2} & £) thi s& ton tai mot phép 3 — td mau:
(A,B,A,A,C,C,B) (tuong ung (B, A, 4, A, C,C, B)), miu thuan. Nhu vay, {3,4,1},{3,4,2} € £. Do 4o, tat ca 8

bi — canh ctia H ciing d3 duoc vét can va ching ta nhan duoc mot phép 3 — t6 mau(4, B, C,C, A, B, B), hoan tat
phép ching minh. O



Chiuing ta s€ két thic muc con nay cua bai viét voi mdt sO két qua quan trong nhu sau:

Két qua 8.10.10. (Kral’)

Néu 7 12 mot siéu cdy hdn hop thi sic phd cua I 12 lién tuc.

Két qua 8.10.11. (Kral’)

Néu H 12 mét siéu dd thi hon hop sao cho mdi dinh déu c6 bac béng 2 thi sic phé cua H la lién tuc.

Néu chiing ta 1ay ddi ngau siéu d6 thi hdn hop néu trong khang dinh trén thi déi ngiu thu duogc s& 1a mot da 46
thi v&i hai loai dinh: cdc C — dinh va cidc D — dinh. Mgt phép t6 mau thuc su bat ky cia H s€ tré thanh mdt
phép t6 mau canh cuia da do thi trong g sao cho mdi € — dinh déu lién thudc v6i hai canh duoc to boi cling
mot mau va mdi D — dinh déu lién thudc véi hai canh duoc tO bi hai mau khac nhau. Chung ta s€ goi mot da
dd thi nhu vay 1a mot da do thi hén hop. Do do, khéng dinh trén dan dén két luan quan trong sau:

Két qua 8.10.12. (Kral’)

Séc pho trong bat ky phép t6 mau canh ctia bat ky mot da do thi hdn hop nao ciing déu 12 lién tuc.

8.11. Phép t6 mau siéu dd thi kha phang

Gia str cho trudc mot siéu dd thi hon hop H = (X, C, D). Ki hiéu he cdc canh co bin ciia 3 boi € = CUD.
Ching ta s& dong ¥ rang néu mot tip con cc dinh 12 mot bi — canh thi né chi c6 thé xudt hién trong £ dung mot
lan. Nhic lai rang siéu dd thi H' = (X, £) dugc goi 1a siéu dé thi co ban cua 3. Nhu chung ta di dé cp trong
Chu dé 07. Siéu @6 thi kha phang, mot siéu do thi H' 1a kha phang néu va chi néu biéu dién ludng phan
B(H") ciia n6 12 mot dd thi kha phang.

Mot siéu db thi hdn hop H = (X, C, D) duoc goi 12 khd phdng néu siéu db thi co ban H' = (X, £) lakha
phang.

Diéu nay c6 thé dugc nhin nhan lai nhu sau: ching ta c6 thé nhing H' vio mit phiang va gdn nhan tt ca cdc
canh cua né bﬁng B, C, D mot cach hop ly tuy thudc vao viéc ching la cac bi — canh, cic C — canh hodc cac D —
canh. Nhan théy réng, trong mat phéng, cac C — canh co kich thudc b:;ing 2 déu c6 thé dugc thu hep lai nhu mé
ta trong thuat todn splitting — contraction va céc bi — canh c6 kich thudc bang 2 déu dan dén tinh uncolorable.
Nhu vay, néi chung, ching ta chi can xem xét cdc siéu dd thi hdn hop reduce 1a du.

Nhirng thao luan dau tién vé cic phép té mau cia cdc siéu do thi kha phang c6 thé dugc tim thay trong cic bai
bdo cua nha todn hoc Zykov. Céc két qua chinh dat dugc trong nhitng thdo luén nay cé thé duogc dién dat lai
bang ngdn ngit ctia cac siéu do thi hdn hop nhu sau:

Két qua 8.11.1. (Bulitco)

Céc dinh 1f bon mau cho cdc D — d6 thi kha phang va cho cdc D — siéu do thi kha phang 14 hoan toan tuong
duong voi nhau.




Két qua 8.11.2. (Burshtein — Kostochka)

Néu mot D — siéu db thi kha phang c6 chua tdi da mot D — canh c6 kich thude bang 2 nao d6 thi y () < 2.

Nhan thay rang c6 ton tai nhitng siéu do thi hdn hop uncolorable kha phang. Mot phép nhiing phing ctia mot
siéu dd thi hdn hop uncolorable kha phéng (reduce) khong tam thuong nho nhat # = (X,C,D) = (X , (); ), ()2( ))

véi X ={1,2,3},¢ = {C} = {{1,2,3}}, D = {Dy, D,, D5} = {{1,2},{2,3},{1,3}}, bén mit 1a £, f5, f3, f4 nhu trong
hinh v€ bén dudi.

L

Hinh v€ minh hoa siéu do thi hon hop uncolorable kha phéng reduce nho nhat H = (X,¢6,D) = (X , ()3( ), ()2( ))

Nhan thdy rang khong qud khé dé chiing ta c6 thé mé rong vi du nay dé thu duoc mot ho vo han cac siéu dd
thi hdn hop uncolorable kha phiang. Cho dén nay, cdu tric téng quét cta cac siéu d6 thi hdn hop uncolorable
kha phing van chua dugc kham phd mot cach day du. Tuy nhién, néu mét siéu dd thi hdn hop kha phang 1a
colorable thi chdng ta chi can giai quyét mot van dé duy nhit d6 1a xac dinh séc sb trén va duéi caa né. Viée di
tim sdc s6 dudi 12 rt khé boi vi néu ching ta céng nhin cdc D — canh véi kich thudc bang 2 thi nd s& chira bai
todn vé dinh 1i bdn mau nhu mot trudng hop dic biét (xem muc 4. 5. Phép t6 mau ciia cac dd thi kha phing).
Dbi v6i sdc s trén, trudng hop thi vi don gian nhat 12 cdc € — siéu db thi 3 — uniform. Trudng hop ndy c6 thé
dugc xem nhu 1a mot dang tuong ty voi bai todn bon mau theo nghia ching ta sé xem xét s6 mau toi dai hon 1a
s6 mau tdi tiéu. Tuy nhién, tinh hinh tré nén khac khd nhiéu so véi bai todn bén mau & chd sic sb trén ctia mot
C — siéu d6 thi 3 — uniform phu thudc rat nhiéu vao sb dinh n.

Ké tiép, ching ta s€ xem xét mot truong hop don gidan nhung dac bi€t quan trong cia céc siéu dd thi hdn hop
kha phang 12 céc bi — siéu do thi 3 — uniform kha phang tdi dai.

Do moi mit cia mot siéu do thi kha phéng tdi dai déu co kich thude bﬁng 2 nén ching ta c6 thé lién két H véi
mot do thi G(H) xac dinh trén cung mdt tap dinh véi H sao cho moi canh nam trong H déu s& trd thanh mot
mat cua G béng céach thay thé mdi mat trong H bdi mdt canh trong G. Hon nita, do H 1a mot siéu dd thi 3 —
uniform kha phang t6i dai nén G sé& phai 1a mot do thi tam gidc phan theo nghia thong thudng (xem muc 3.4. Do
thi tam gidc phan phang/ D6 thi ddi ngiu). Thong thuong, ching ta s& sir dung ca hai cach ki hiéu H va G
thay thé cho nhau va chiing ta s& goi chiing 12 cdc bi — tam gidc phan bdi vi moi canh cia H déu 1a mot bi —
canh.




Chiing ta xem xét cac phép td6 mau cua cic bi — tam gidc phan nay. Ching ta mudn t6 mau cac dinh cua do thi
tam gidc phan G sao cho moi mit cia né déu c6 dung hai dinh dugc t6 bdi cing mdt mau nao do.

Chiing ta s& goi mot phép t6 mau c; 12 mot phép min héa cia mot phép td6 mau ¢, néu moi 16p mau cia c;
déu duogc chtra trong mot 16p mau nao d6 cua c,. Néu, voi moi 16p mau ciia phép t6 mau c,, ching ta déu xay
dung mdt dd thi touch tuong tng (xem muc 8.8. Tinh unique colorable) thi cic thanh phén lién thong cua dd
thi touch twong tng s& dai dién cho tit ca cdc phép min héa c6 thé c6 tiép theo cua c,. Chiing ta s& goi mot 16p
mau ctia mdt phép t6 mau c 13 khéng thé phan chia néu né 12 mot 16p mau nim trong moi phép min héa cua
phép t6 mau ¢, nghia 1a do thi touch twong Gmg ctia né 1a mot d6 thi lién théng. N6i cich khic, khong c6 cach
nao dé ching ta ¢ thé tach cac dinh cua cdc 16p mau va thu duge mot phép t6 mau thue su khic. Néu moi 16p
mau ctia ¢ déu 1a khong thé phén chia thi ¢ dugc goi 1a mot phép té mau téi dai. Luu ¥ rang s6 mau duoc sir
dung trong mot phép t6 mau téi dai khéng nhat thiét phai bang ¥.

Két qua 8.11.3.

Trong mot phép t6 mau ciia mot bi — tam gidc phan bat ky, mot 16p mau 1a khong thé phan chia néu va chi néu
né6 tao ra mot dd thi con lién thong twong tng.

Chimg minh két qua 8.11.3.

Nhan thdy rang, trong mot tam gidc phan bat ky, hai dinh s& nim trén cing mot mat néu va chi néu ching 1a
hai dinh lién hop véi nhau. Do d6, mot 16p mau khong thé phan chia s& phai tao ra mot dd thi con lién thong:
truomg hop nguoc lai, ching ta chi can t6 mau lai mot thanh phan lién thong nao d6 1a du. Nguoc lai, néu mot
16p mau tao ra mdt do thi con lién thong thi ching ta s& khong thé tinh chinh 16p mau nay thém duogc nira, boi vi
viéc t6 mau lai mot tap dinh con bit ky nao cta n6 ciing s& din dén hai dinh lién hop nhau trong 16p mau cii
nhung lai nhan dugc cdc mau mai phan biét nhau. Do tat ca cdc mat déu co kich thudc béng 3 nén diéu nay sé
dan dén mot mit da séc. ]

Dbi ngiu cua cac d6 thi kha phiang néu trong cdc khiang dinh sau day déu dé cip dén khdi niém ddi ngiu
phing “dinh — mat” (xem muc 3.4. D6 thi tam giac phan phiang/Po thi d6i ngiu). Trén thuc té, v6i mot bi —
siéu d6 thi hdn hop 3 — uniform kha phing t6i dai 7 (mot bi — tam gidc phan) bat ky, néu ching ta xem d6 thi
G nhu 12 mot d6i ngdu “ canh — mat” (chung ta cling s& goi né 12 mdt bi — tam gidc phan) thi ching ta s& thu
duoc ddi ngau G* 1a mot ddi ngau “dinh — mat”. Theo cdch niy, mot phép t6 mau thyc su clia bi — siéu dd thi
3 — uniform kha phang toi dai H ban dau sé& trd' thanh mdt phép t6 mau cac dinh ciia d6 thi G sao cho mdi mit
ctia n6 déu cé chitra hai dinh duoc to boi cung mot mau. Pén lugt minh, né sé& tré thanh mot phép t6 mau cac
mit cua do thi G* sao cho mdi dinh déu nam trong hai mit nao do dugc to6 bdi cing mot mau.

Két qua 8.11.4. (Kiindgen)

Té6n tai mot phép tuwong g 1-1 giita cdc phép k — t6 mau ctia mot bi — tam gidc phan G va cédc phép k — to
mau mit cta cdc 2 — nhan tir trong di ngau G* cua né. Piéu nay c6 nghia 1a mot phép t6 mau ¢; cia G sé 1a
mdt phép min héa ciia mot phép té mau ¢, néu va chi néu cic 2 — nhan tir twong tng v4i chiing dong nhat véi
nhau va phép t6 mau mat twong tmg véi ¢, 1a mot phép min hoéa ciia phép té6 mau mat twong ting vdi c,.




Chirng minh két qua 8.11.4.

Y tudng chinh cta phép ching minh duoc dé xuat boi Penaud 14 nguoi ma vé co ban di chi ra ring ton tai
mot phép tuong tng 1-1 gitra cdc phép 2 — t6 mau cua G va cidc 2 — nhén tr cua G*.

Nhan thdy rang mot 2 — nhan tir bat ky ctia G chi don gian 12 mot tip hop cac dudng cong Jordan khép kin,
nén né s& phan hoach mit phang thanh cdc mién va né ciing sé& phan hoach tap dinh V(G) thanh céc tap khong
rong nao d6. Nhu vay, moi phép t6 mau mit thuc su cia 2 — nhan tr ny bdi k mau déu sé twong tng v4i mot
phép k — t6 mau ndo d6 cta V(G). Trén thyuc té, mot phép t6 mau nhu vay chinh 12 mot phép k — & mau cia bi
— tam gidc phan G, bdi vi n6 XUuét phat tor mgt phép t6 mau mat thuc sy sao cho moi mat cua G déu dugce t6 boi
chinh x4c hai mau nao do.

Nguoc lai, v6i moi phép k — t6 mau cho trude, chiing ta ludn c6 thé khoi phuc lai 2 — nhan tir va phép to mau
mit twong ng ctia né. Do trong moi mit ctia G déu c6 chtra dung hai dinh duoc to6 bdi ciing mdt mau nén
ching ta s€ nhan dugc mot dd thi con khung 2 — regular cua G*, nghia l[a mot 2 — nhan tr cua G* (diéu nay co
thé thu duoc bing cach léy doi ngﬁu canh cho moi canh nam trong G lién thudc vdi cac dinh dugce té bdi cac
mau khac nhau). Ké tiép, néu ¢6 hai dinh nao d6 nam trong cung mdt mién (duoc tao ra boi 2 — nhan tur) thi s€
ton tai mot duong cong ndi giira ching va né chi di qua cac dinh trong mién nay. Khi d6, cac dinh lién tiép nam
trén duong cong nay s& phai nam trén ciing mot mat. Do d6, chiing phai lién hop voi nhau. Nhan thdy rang céc
canh ndi cac dinh nay khong thé 1a d6i ngau cua bat ky mot canh nio trong 2 — nhan tir: truong hop nguoc lai,
ching s& nam trong céc mién khc nhau (Pinh Ii Jordan). Tir cach dinh nghia cta cdc 2 — nhan tir, ching ta d&
dang suy ra rang cac dinh nam lién tiép trén dudng cong nay phai duoc t6 boi cing mot mau. Do d6, moi dinh
nam trong cung mat mién nhét dinh déu phai dugc t6 bdi cing mot mau. Do moi mién ctia mot 2 — nhén tir bat
ky déu phai chira it nhdt mot dinh nao d6 nén ching ta c6 thé xac dinh dugc duy nhat mot phép td6 mau cdc mién
va phép k — t6 mau nay ciing 1a mot phép t6 mau thuc sy (diéu nay suy ra tir viéc cdc mit tich ra khoi nhau boi
cac d6i ngau canh va do d6 cac mit lién hop vdi nhau s& phai chira cac dinh lién hop duoc td bdi cic mau khic
nhau).

V6i phan tht hai ciia khiang dinh trén, d& dang nhdn thdy ring mot phép min héa bit ky ctia phép to mau mit
ciia dd thi d6i nglu rd rang s& 13 mot phép min héa ciia phép t6 mau cua bi — tam gidc phan. Gia sir ¢; 12 mot
phép min héa cua c,. Tir cdch x4y dung ctia ddi ngiu 2 — nhan tir, d& dang suy ra rang 2 — nhén tir twong tng
v6i ¢, s& phai chira 2 — nhén tir twong Gmg voi c,. Do d6, ching phai hoan toan dong nhat véi nhau. Sau cling,
phép t6 mau mat twong ting véi ¢, s€ phai 1a mot phép min hda cua phép t6 mau mat twong ing voi c,. i

Nhu trong muc 4.3. Pa thirc sic 0, ki hiéu S(n, k) 1a s6 Stirling loai hai, nghia 1a sb cdch phan hoach mdt
tap hop gdm n phan tir thanh chinh xéc k tip con khong réng. Pong thoi, ki hiu £, (G*) 1a s6 cac 2 — nhan tir
ciia G* gom ding k thanh phan (nghia 12 gdm k chu trinh roi nhau) va f(G*) = Y5, £;(G*) 12 s6 cic 2 — nhan
trcua G*.

Két qua 8.11.5.

Moi phép t6 mau ctia mot bi — tam gidc phan G bat ky déu c6 thé dugce tinh chinh lai thAnh mot phép t6 mau
t6i dai duy nhét va chi c6 chinh xdc fi,_;(G*) phép k — t6 mau t6i dai nhu vay cia G.




Chirng minh két qua 8.11.5.

Tt Pinh 1i Jordan, moi 2 — nhan tir cho trudc gdm k — 1 chu trinh phan biét nhau déu chia mat phang thanh k
mién. Tir Két qua 8.11.3), phép t6 mau gin cidc mau khiac nhau cho mdi mat chinh 1a phép t6 mau tdi dai duy
nhét ung voi 2 — nhan to nay (diéu nay suy ra tur viéc cac dinh nam trong mdi mién déu tao ra mot dd thi con
lién thong(nhu trong phép ching minh ciia Két qua 8.11.3)). Diéu niy suy ra tinh ding dén cia phan thir hai
ctia khang dinh. Nhan thdy rang tit ca cdc phép min héa ctia cing mot phép t6 mau cho trudc nhat dinh s& phai
turong tng véi cing mot 2 — nhan tir. Do d6, chung ta ciing d& dang suy ra tinh dang din cta phan thi nhat cia
khang dinh. O

Két qua 8.11.6.

Moi bi — tam gidc phan G déu c6 chinh xdc f(G*) phép 2 — t6 mau nghiém ngit. Tong quat hon, cdc thanh
phan cua sic phd R(G) s& duoc xac dinh bdi cong thicc 1,(G) = X215, k — 1) £;(G*), 1 < k < n(G) con da
thirc séc s6 thi duoc xac dinh bai cong thirc P(H, 1) = Yisq £;(G*) A(A — 1)L

Chirng minh két qua 8.11.6.

Tinh dang din cua khing dinh dugc suy ra truc tiép tir ca hai cong thic tinh téng bang cdch dit k = 2 hoic
A = 2 tuong ng. Vi cong thire thir nhit, chiing ta chi can chi ra ring moi 2 — nhan tir gdm i chu trinh déu c6
thé duoc t6 mau mit boi k mau khac nhau theo ding S(i, k — 1) cach 1a du. Dé thiy duoc tinh dung din cua
nhan dinh trén, ching ta hdy tao ra mdt dd thi ¢6 cac dinh 12 cdc mat cua doi ngﬁu cuia 2 — nhan tr va hai dinh
s€ lién hop vai nhau khi va chi khi cdc mat twong tng véi chiing dugce tach ra khoi nhau boi mdt 2 — nhan tr
nao do. Do thi nay s€ la mot dd thi lién thong va c6 i canh. Tt Dinh 1i Jordan, n6 s€ c6 chinh x4c i + 1 dinh. Do
d6, n6 s& phai c6 dang mot cay T nao d6. Ki hiéu . (T) 1 sb cdc phép k — t6 mau thuc sy cua T. Nhan thiy
rang do r;(Ky) = 1 va 1, (Ky) = 0 voi moi k = 2 nén 1, (T) = S(e(T), k — 1). Bing cich loai bo mot dinh
pendant x bat ky khoi cdy T, ching ta dé dang suy ra rang 73, (T) = (k — 1)1, (T — x) + 11 (T — x) (diéu nay
c6 thé dugc suy ra dé dang bang mot phép quy nap don gian cho céc sé Stirling tuong ty nhu cach ma ching ta
da lam déi v6i Két qua 4.3.7) va Két qua 4.3.8). Vi cong thire thir hai, nhic lai rang da thic sic s6 déi véi mot
cdy xéac dinh trén i + 1 dinh dugc x4c dinh boi cong thire A(A — 1)F (Két qua 4.4.2). O

Két qua 8.11.7.

Sac pho ctia moi bi — tam gidc phan G déu lién tuc. Hon nita, y(G) = 2 va 7(G) = 1 + max{k: f,(G*) > 1}.

Chimg minh két qua 8.11.7.

Do G* 1a mot d6 thi 3 — regular khong c6 chira canh cau nén né s& c6 mot 2 — nhan tir nao do (Pinh Ii
Petersen). Nhur vy, moi bi — tam giac phan déu s& 1a mot 2 — colorable (Két qua 8.11.8). Do d6, n6 phai c6 sac
s6 dudi bang 2. Nhan thay rang do moi phép t6 mau véi sac so trén déu 1a mot phép t6 mau t6i dai nén chiing ta
c6 thé dé dang suy ra gid trj ctia sac s trén 7(G) tir Két qua 8.11.5). Néu k = 7(G) thi f,_1(G*) = 1. Do
S(k—1,i—1) = 1v6imoi 2 < i < k nén chiing ta dé dang nhan thiy rang r;(G) = 1 trong khoang nay va sic
pho ciia né s& phai 12 lién tuc. Hon nita, cic phép i — t6 mau déu c6 thé thu dugc tir cic phép i — t& mau cta
céu cay tuong mg. O

Két qua 8.11.8.

Moi siéu do thi hdn hop kha phang khong c6 chira céc canh c6 kich thudc bang 2 déu 1a 2 — colorable.




Chirng minh két qua 8.11.8.

Khong giam tinh tong qudt ctia van dé, gia st siéu dd thi hdn hop kha phing dang xét 1a mot bi — siéu d6 thi
t6i dai (diéu nay suy ra tir nhan xét rang viéc bd sung thém cdc € — canh hodc cdc D — canh chi 1am giam s
mau cia cic phép 2 — td mau). Tuong tu, néu G c6 chira bat ky mot mat nao co kich thudc 16n hon 3 thi ching
¢6 thé dugc chia lai thanh cdc mit co kich thude bang 3 bang cich bd sung thém céc canh dé thu dugc mot bi —
tam gidc phan moi. Tinh ding dan ctia khang dinh trén duoc suy ra truc tiép tir Két qua 8.11.7). O

Két qua 8.11.9.

Moi siéu do thi hdn hop kha phang unique colorable déu phai ¢6 chira it nhat mot canh cé kich thudc bang 2.

Chirng minh két qua 8.11.9.

Gia str G 12 mot siéu dd thi kha phang unique colorable va khong c6 chira bat ky mot canh ndo cé kich thudc
bang 2. Mot 1an nira, khong giam tinh tong quét cua van dé, ching ta c6 thé gia st G 12 mot bi — tam gidc phan.
Tir Két qua 8.11.7), 7(G) = 2. Khi d6, G* chi c6 duy nhat mot 2 — nhan tir ndo d6 (Két qua 8.11.6), nén G*
cling chi ¢6 thé c6 duy nhiat mot chu trinh Hamiltonian. Tuy nhién, diéu nay lai hoan toan mdu thuin voi Két
qua 8.11.10) dudi day. O

Két qua 8.11.10. (Thomason — Tutte — Smith)

V61 moi khoi 13p phuong, s6 cdc chu trinh Hamiltonian cung di qua mét canh cho trudce luén 1a mdt sé chan.

Chimg minh két qua 8.11.10. (Thomason)

Ki hiéu uv 1a mot canh cho trudc nao do. Xét mot dd thi co cac dinh 12 céc duong di Hamiltonian bt dau tai
u va di qua canh uv. Hai duong di nhu vay dugc xem nhu 12 lién hop véi nhau néu mot dudng di ndo d6 c6 thé
nhan dugc tr duong di con lai béng cdch bo sung thém mot canh & cudi duong di va x6a di mot canh khéc. Tiép
theo, cac dinh c6 bac bang 1 trong d6 thi nay s& trong tng véi cdc chu trinh Hamiltonian c6 di qua canh uv va
tat ca cac dinh con lai déu c6 bac bang 2. Nhu vay, sb cdc chu trinh Hamiltonian cung di qua canh uv sé& phai la
mot s6 chan. ]

Nhu ddi vé6i cac siéu do thi hdn hop kha phiang uncolorable, c6 vo han cac siéu do thi hdn hop kha phang
unique colorable. Chiing ta ciing c6 thé dé dang nhén thiy diéu nay bang cich xdy dung mdt phép nhiing phang
cua mot (x,y) — invertor véi chiéu dai tuy y dé dai dién cho mot siéu d6 thi hon hop unique colorable (xem
muc 8.8. Tinh unique colorable).

Két qua 8.11.4) va cdc Két qua 8.11.5) — Két qua 8.11.9) c¢6 thé duoc minh hoa lai mot cach dé hiéu trong vi
du sau day:
Gia st H = (X,C,D) = K} = (X, *), (f,f)) 1a mot bi — sidu dd thi 3 — uniform kha phing t5i dai (nghia 1a

mot bi — tam gidc phan) véi X ={1,2,3,4},C =D = {{1,2,3}, {2,3,4},{3,4,1}, {4,1,2}} nhu trong hinh vé bén
duoi.




Hinh 4nh minh hoa siéu d6 thi kha phang toi dai K3 va doi ngau “mit — canh” K, clia no.

Ki hiéu a, b, ¢, d 12 bdn mit nim trong phép nhiing phang cta K, nhu trong hinh v& bén dudi. Di ngau “dinh
— mit” K} c¢6 dung ba 2 — nhan tir v6i mot thanh phan duy nhét (nghia 13 K c¢6 ding ba chu trinh Hamiltonian).
Céc canh khong tham gia vao trong cdc 2 — nhén tir s& dugc biéu dién bang cac dudng nét dit. Trong 2 — nhéin
ttr dAu tién, cdc mat 1 va 4 nim bén ngoai cac chu trinh va dugc t6 boi mau A; cac mat 2 va 3 nam bén trong cac
chu trinh va dugc t6 bdi mau B. Trong 2 — nhan tir tht hai, cdc mat 1 va 3 nam bén ngoai cac chu trinh va duogc
t6 boi mau A; cdc mat 2 va 4 nam bén trong cac chu trinh va dugc t6 bdi mau B. Cudi cling, trong 2 — nhan tir
thtr ba, cdc mat 1 va 2 ndm bén ngoai cac chu trinh va duogc té boi mau A; cac mat 3 va 4 nam bén trong céc chu
trinh va duoc t6 boi mau B.

Diéu nay dan chiing ta di dén két luan rang chi c6 ba phép t6 mau nghiém ngit cho cac dinh cta K, va H:
ABBA,ABAB, AABB (tht ty dugc tinh theo day thtr tu dinh 1,2,3,4).

Nhu vay, y(H) = y(#) = 2, sic phd R(H) = (0,3,0,0) va da thic sic s6 P(H, 1) = 31(1 — 1).



15t colonng ’nd colonng: 51d colomnng:

ABEA AEBAR AA4AEBE

Hinh v& minh hoa.

Céc siéu d6 thi hdn hgp kha phang c6 khoang trong trong sac pho clia chiing duoc giéi thidu lan dau tién bai
hai nha todn hoc Kobler va Kiindgen:

Két qua 8.11.11. (Kobler — Kiindgen)
Gia stt cho trude mot siéu dd thi hdn hop Hy, = (X,C,D) v6i X = {1,2,...,6},C = {C,, ..., 4}
= {{1I2I3}I {213'4}' {2'4'5}' {475;6}}' D = {Dll ey D6} = {{112}1 {115}1 {116}1 {214}1 {316}1 {416}}

Khi d6, H; , 1a mot siéu do thi hdn hop kha phang véi tap kha di 1a S(#;,) = {2,4}.




Chimg minh két qua 8.11.11.

Hinh v& minh hoa mét phép nhdng phing cua siéu d6 thi kha phing c6 khoang tréng trong sic phd H: 2.4

Gia st ¢ 12 mot phép t6 mau nghiém ngit bat ky ctia 75 4. Néu c(2) # ¢(3) thi cdc mau con lai déu khong thé
tranh dugc va ching ta thu dugc phép 2 — t6 mau nghiém ngat {1,3,4}U{2,5,6}. Néu c(2) = c(3) thi

c(4) = c(5) va c(2) # c(4). Piéu nay dan ching ta &én phép 4 — t6 mau nghiém ngat {1}U{2,3}U{4,5}U{6}.
Ching ta ciing c6 thé d& dang nhan thiy rang nhitng phan hoach kha di nay déu 1a duy nhit. i

Nhu vay, chung ta ciing dé dang tinh duoc R(?—(Z’A) = (0,1,0,1,0,0) va P(}CZ’A,A) =2 -1A%*-51+7).

Két qua 8.11.12. (Kobler — Kiindgen)

Mot tap khong rong cédc sd nguyén duong S sé& 12 tap kha di ctia mot siéu do thi hdn hop kha phang nao d6 néu
va chi néu S 12 mot khoang c6 dang {s, s + 1, ...,t} v6i 1 < s < 4 hodc c6 dang {2,4,5, ..., t}.

Chimg minh két qua 8.11.12.

Gia sir cho trudc mot t — dinh D — db thi kha phang G = (X, D). Khi d6, chiing ta d& dang tinh dugc tap kha
di cua G s&8 12 S(G) = {x(G), x(G) + 1, ..., t} vdi x(G) < 4. Piéu nay chi ra tinh dang dan cua chiéu thuan cia
khang dinh trén khi S c¢6 dang 1a mot khoang. Néu S c¢6 khoang trong tai 3 thi chiing ta xét siéu d6 thi hdn hop
thu dugc tir #5 , bang cach dit thém céc dinh {7, ..., t + 2} vao trong mién ¢6 chira cac dinh 2 va 3. Khi do,
chiing ta s& thu dugc cdc € — canh 12 {{2,3,7},{2,3,8}, ..., {2,3, t + 2}}. Néu chiing ta c6 dwoc mot phép 2 — to
mau trén H, , thi phép t6 mau nay s€ dugc mo rong thanh mét phép 2 — t6 mau cua d6 thi 16n hon. Hon nira, ké
tir cdc phép 4 — t6 mau, chiing ta s& luén c6 dugc tat ca cic gid tri khéc trong tap kha di.




Phén con lai ctia phép chirng minh, chiing ta chi can kiém chtng lai tinh dung dan cta chiéu dao cta khang
dinh trén 1a du. Xét mot siéu do thi hdn hop kha phang H véi tap kha di § # @. Néu 1 € S thi hién nhién S s&
c6 dang 12 mét khoang nao d6. Gia st ¢ 12 mot phép t — t6 mau nghiém ngit ctia 2 voi t 12 gid tri 16n nhat nim
trong S. Ching ta s& xy dung mot siéu do thi hdn hop kha phang H' sao cho {4,5, ..., t} € S(H') c S. Khi 4o,
tir cach chon ciia chi s6 ¢, ching ta d& dang suy ra duoc S ¢6 dang nhu da néu trong khang dinh trén.

Siéu do thi H' s& duoc chon sao cho né c6 ciing mot tap dinh véi H. Chiing ta s& c¢b gang dé gitt nguyén moi
canh c6 kich thudc bang 2 ctia H va do H 1a colorable nén ching s& phai 1a cdc € — canh hodc cdc D — canh.
K¢ tiép, chiing ta hdy xem xét tit ca cdc canh c6 chira > 3 dinh. Néu mién tuong tng 12 mot C — canh thi n6 s&
¢6 chira cac dinh u, v sao cho ¢(u) = c(v). Chiing ta s& thay thé mién nay bdi € — canh {u, v}. Néu mién tuong
mg 12 mdt D — canh thi n6 s& ¢ chira cac dinh u, v sao cho c¢(u) # c(v). Ching ta s& thay thé mién nay boi
D — canh {u, v}. Néu mién tuong tng 12 mot bi — canh thi né s& c¢6 chira cac dinh u, v, w sao cho c(u) =
c(v) # c(w). Ching ta s& thay thé mién nay bdi C — canh va D — canh. Siéu do thi hdn hop H' ma chiing ta
thu duoc 12 kha phang va cling nhan ¢ 1am mot phép t — t6 mau nghiém ngit. Hon nita, do viéc thu dugc H' tir
H khong 1am thay d6i cac diéu kién rang budc trén phép t6 mau nén moi phép té mau cua H' cling déu 12 mot
phép t6 mau cua H'.

Nhu vay, ching ta c6 dugc mot siéu dd thi hdn hop kha phéng ¢6 tt ca cdc canh (C —hodcD —) déu c6 kich
thuodc bﬁng 2. Bﬁng céch thu hep moi C — canh, chung ta thu dugc mét D — dd thi kha phéng khong c6 chtra
canh khuyén G. D& dang nhan thiy rang c6 mot phép twong Gmg 1-1 gitta cdc phép té mau nghiém ngit cua G va
cdc phép t6 mau nghiém ngit cua H'. Do S(G) = {x(G), x(G) + 1, ..., t} nén ching ta d& dang suy ra ring
{4,5, .., t} c S(H"). m

biém ndi bat ddng cht ¥ cua khang dinh trén nam & cho n6 da chi ra rang cac khoang trong (n€u cd) trong sac
pho cua céc si€u do thi hon hop kha phang cé thé chi xay ra tai 3.
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