Chua dé 06. Ly thuyét Ramsey

Nhan thay rang, trong mot budi tiéc gom sau ngudi, chling ta ludn tim dugc mot nhém ba ngudi nao do
sao cho tat ca déu quen biét nhau hoic tat ca déu la nhitg nguoi xa la véi nhau. Néu cac canh cia d6 thi day
du xac dinh trén mot tap vé han N dugc td bai mau do va xanh thi ching ta cling s€ tim dugc mét tap vo han
M c N sao cho tat ca cac canh ndi gitta cac dinh caa M déu duogc td boi cing mot mau. Ca hai khang dinh
nay déu 1a cac trudng hop dic biét cia mot két qua duoc Ramsey cong bé vao nim 1930. Cac két qua ban
dau cua Ramsey da duoc mo rong theo nhiéu hudng khéc nhau dan dén nhiing gi ma ngay nay dugc goi la ly
thuyét Ramsey: mot ly thuyét phong phu thé hién mot nguyén Ii toan hoc sau sic cho rang bat ké ching ta
c6 phan hoach cac dbi tugng ciia mot cu trac “1on” thanh mot “vai” 1op sao cho mot trong nhing 16p nay
c6 chira mot hé thong con “16n” — mot dang mo rong dang ké caa nguyén 1i chudng bo cau. Trong khi
nguyén Ii chudng bd cau cua Dirichlet dam bao rang ching ta c6 thé tim duoc “nhiéu” d6i twong trong cling
mét 16p ma khdng co bat ki mot didu kién nao vé méi lién hé gitra ching véi nhau; trong Iy thuyét Ramsey,
ching ta s& tim kiém mat cau tric con “16n” trong ciing mot 16p: ching ta khdng chi mudn ¢6 vo sé cac
canh mau d6 ma chdng ta mudn tat ca cac canh ndi gitra cac dinh cia mot tap vo han déu c6 mau do. Chang
han, trong vi du dau tién, chiing ta khdng chi mudn ba cip quen biét ma chiing ta muén ba ngudi quen nay
tao thanh mot “tam giac”, nghia 1a ba ngudi nay quen biét nhau timg doi mot.

Két qua tinh tay dau tién caa ly thuyét Ramsey xt ly cac van dé toan hoc phong pha hon cac cau tric do
thi 1a dinh Ii van der Waerden, c6 trudc cac két qua cua Ramsey, chi ra rang, véi moi k va p cho truée, néu
W 1a mot sé nguyén duong du 16n va tap gdm W sb tu nhién dau tién duoc phan hoach thanh k 16p bat ki thi
ching ta s& tim duoc mot 16p nao dé trong cac 16p ndy c6 chira mot cip sé cong nao d6 véi p sb hang.

Ly thuyét Ramsey 1a mot linh vuc t6 hop rong 16n va dep d&, trong d6 nhiéu ky thuat dugc sir dung tir
nhiéu nhéanh toan hoc khac nhau va cac két qua khéng chi quan trong trong Iy thuyét d6 thi va té hop ma con
dong vai trd quan trong trong ly thuyét tap hop, logic, giai tich, dai sé va hinh hoc nita. Bé ching minh diéu
nay, ching ta s& tam vuot ra khoi ly thuyét d6 thi dé trinh bay mét sé két qua néi bat va sau sic bao gom:
dinh 1i Erd6s — Rado — dang m¢ rong cua dinh li Ramsey dang co ban cho truong hop st dung vo han mau;
dinh Ii Shelah — dang mo rong cua dinh li Hales — Jewett (ban than dinh Ii Hales — Jewett la mot dang mé
rong cua dinh Ii van der Waerden); cac dinh i cia Galvin, Prikry, Hindman xoay quanh cac tinh chat
Ramsey cua cac ddy vo han. Tuy nhién, tat ca nhimg gi ma ching ta dang lam khong gi nhiéu hon 1a lam
xudc mat cua ly thuyét Ramsey hién dai.

6.1. Pinh li Ramsey dang co ban

Chuing ta hdy xem xét cac phan hoach cua tap cac canh cia céc db thi va cac siéu d6 thi. Dé tao ra sy
thuan tién, mot phan hoach s& duoc goi 1a mot phép té mau, nhung chung ta cing nén nhé rang mot phép to
mau dinh nghia theo cach nay khong lién quan gi dén khai niém vé cac phép td mau canh da duoc xem xét
trong Chi dé 05. Phép t6 mau dé thi. Cac canh lién hop vai nhau cé thé duoc t6 boi ciing mot mau va,
thuc té, muc dich chinh cua chling ta ¢ day 1a chi ra rang nhimg d6 thi con Ién véi tat ca cac canh caa ching
déu duoc t6 bai ciing mot mau. Trong mot phép 2 — t6 mau, chiing ta thudng chon mau xanh va mau do;
mét d6 thi con duoc goi 1a xanh (hoic dé) néu tat ca cac canh nd déu duoc td bai ciing mau xanh (hoic do).

Nhu ching ta s& thay, véi moi s6 ty nhién s cho trudc, ching ta ludn cé thé tim dugc mot s6 nguyén
R(s) sao cho néun > R(s) thi moi phép t6 mau cua tap cac canh cia K,, v6i hai mau xanh va dé déu co



chtra mét K xanh hozc mot K d6. Khang dinh vé mot nhom sau nguoi that ra chinh 1A R(3) = 6. Pé chira
su ton tai cua R(s) trong truong hop tong quat, véi moi s va t, chung ta dinh nghia sé Ramsey R(s, t) 1a s6
nguyén n nhé nhat sao cho moi phép 2 — td mau cia K,, voi hai mau xanh va do déu c6 chira mot K xanh
hoac mot K, d6. Hon nita, R(s,t) = oo néu ching ta khéng tim bat ki s6 nguy@n n sao cho moi phép 2 — td
mau cua K,, v6i hai mau xanh va do déu c6 chira mot K xanh hoic mot K, do.

RGrangla R(s,t) = R(t,s), voi moi s,t = 2,vaR(s,2) = R(2,s) = s, b&i vi moi phép 2 — t& mau cua
K,, voi hai mau xanh va do déu c6 chira mot canh xanh hoic tat ca cac canh déu duge t6 mau do. Két qua
sau day, duoc dé xuat boi Erdos va Szekeres, chi ra rang R(s, t) 1a hitu han véi moi s va t, va dong thai n6
cling dwa ra mot chan trén cho R(s, t). Mac du vé mit dinh tinh, nd chi 1a mot truong hop dic biét caa dinh
li ban dau ctia Ramsey, nhung chan trén ma n6 mang lai tot hon dang ké so véi két qua cia Ramsey.

Két qua 6.1.1. (Erdés - Szekeres)

Ham R(s, t) 1a hitu han v&i moi s, t > 2. Honnira, néus > 2 vat > 2thi R(s,t) < R(s — 1,¢t) +
R(s,t — 1) VaR(s,t) < (°F172).

s—1

Chirng minh két qua 6.1.1.

Dau tién chiing ta s& chung minh R(s,t) < R(s — 1,t) + R(s,t — 1) va R(s, t) < (*I*?), theo sau d¢
ching ta ciing s& chimg minh dugc R(s, t) la hitu han.

(i) Khi chung minh R(s,t) < R(s — 1,t) + R(s,t — 1), ching ta c6 thé gia s rang R(s — 1,t) va
R(s,t — 1) lahttu han. Ki hieun = R(s — 1,t) + R(s,t — 1) va xét mét phép 2 — t6 mau cac canh cua K,
v6i hai mau xanh va dé. Chiing ta s& chi ra rang phép 2 — t& mau nay c6 chira mot K, xanh hoic mot K, do.
Ki hiéu x 12 mot dinh bat ky cua K,,. Dod(x) =n—1 = R(s — 1,t) + R(s,t — 1) — 1 nén ching ta s& tim
duogc it nhat n, = R(s — 1,t) canh mau xanh lién thudc véi x hoic it nhat n, = R(s,t — 1) canh mau do6
lién thudc vai x. Tir tinh ddi xtng cua bai todn, ching ta cd thé gia dinh rang xay ra truong hop dau tién.
Xét d6 thi con K, cta K, cam sinh béi n, dinh dugc ndi véi x bsi cac canh mau xanh. Néu K,,, c6 chira K,
d6 thi bai todn cua ching ta duoc hoan tit. Truong hop nguoc lai, tir dinh nghia cia R(s — 1,t), d thi K, )
sé c0 chra mot mot K, xanh tao thanh mot K, xanh cung vai x.

(i) Nhan thay rang bat dang thic R(s, t) < (°T7%) hién nhién ding néu s = 2 hogc t = 2 (trén thyc té,
ching ta dat dugc dau dang thic bai vi R(s,2) = R(2,s) = s). Giasa s > 2,t > 2 va bat dang thic
R(s,t) < (°1]?) dung v6i mei cap (s',t") v6i 2 < 5" + ¢’ < s + t. Khi d6, tir bat dang thirc R(s, t) <
R(s —1,t) + R(s,t — 1), ching ta sé c6

R(s,t) <R(s—1,t) + R(s,t — 1)

S (S:E;3) + (51'213) — (S:fzz . O

Thong thudng, chung ta thudng goi R(s) = R(s, s) la cac sé Ramsey dwong chéo va R(s,t),s # t, 1a

cac s6 Ramsey nam ngoai dwong chéo. Khong c6 gi ngac nhién khi s6 Ramsey dudng chéo dugc quan tam
nhiéu nhat va ching ciing kho uéc tinh nhat. Nhic lai rang mot do thi 1a tdm thwong néu n6 1a day du hoac




rdng, sé6 Ramsey duong chéo R(s) chinh la s6 nguyén n nho nhat sao cho moi do thi vai bac n déu c6 chia
mot dd thi con tam thuong voi bac s.
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don gian, nhung danh gia R(s) < ZT hau nhu khong duoc cai thién gi nhiéu trong hon 50 nam. Cai thién

Tur Két qua 6.1.1), chling ta nhan thay rang R(s) < (
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tot nhat dugc dua ra boi Thomason vao nam 1988: R(s) < - néus du 16n. Mac du cai thién nay so véi
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R(s) < ZT la nho, nhung day la mét két qua kho nén ching ta sé khéng trinh bay phép ching minh caa
két qua nay. Trong Chi dé 07. P6 thi ngiu nhién, ching ta s& thay rang R(s) khong tang theo cip s6 nhan:
R(s) > 25/2. Nguoi ta tin rang ¢c6 mot hing sb ¢, ¢6 18 tham chi 1a ¢ = 1, sao cho R(s) = 2(¢+°(M)s nhung
diéu nay con rat 1au méi dugc chitng minh.

Két qua nay c6 thé d& dang ma rong cho céac phép td mau véi s mau hiru han bat ki: vai moi
K, S1,52, ..., Sy, cho trudc, néu n du 16n thi moi phép t6 mau cia K, véi k mau déu co chira mét K, dugc to
boi mau tha i nao dé. (Gia tri n nho nhit nhu vay thudng duoc ki hiéu 1a R, (54, S5, ..., S)) That vay, néu
chung ta da chimg minh duge diéu nay cho k — 1 mau thi, trong mot phép k — t6 mau bat ki cia K,,, ching
ta s& thay thé hai mau dau tién boi mot mau méi. Néu n du 1on (diéu nay phu thudc vao do 16n caa cac sb
S1, 52, -, Si) thi chling ta s€ tim duoc Mot K, duoc t0 boi mau thir i nao do, 3 < i < k, hodc mét K, (m =
R(s4,s,)) duoc td boi mau moi. Noi cach khéc, trong phép t6 mau ban dau, K,,, ndy s& dugc td boi hai mau
dau tién (ban dau). Trong truong hop dau tién, tinh ding din cua khang dinh 13 hién nhién va, trong truong
hop thi hai, ching ta c6 thé tim dugc mot K, trong K,,, duoc t0 boi mau thir , véi i = 1 hoac 2.

Diéu nay cho thay rang Ry, (sq, Sz, -+, Sk) < Rk—1(R(51,52), 53, ..., Sk).

Trén thyc té, Két qua 6.1.1) ciing c6 thé dugc mé rong cho cac siéu do thi, nghia 1 cho cic phép t6 mau
cua tap X ™ (tap tat ca cac r — tap cua mot tap hitu han X) voi k mau. Py ciing 1a mot trong nhitng két qua
dugc chang minh bai chinh Ramsey. Ké tiép, ching ta s& tap trung sy chi y caa ching ta vao diéu nay:

Ki hieu R (s, t) 1a gia tri n nhod nht sao cho moi phép 2 —td mau cia X véi hai mau xanh va do déu
c6 chira mot s — tap xanh hoic mot t — tap do, voi diéu kién |X| = n. Tat nhién, mot tdp Y < X s& duoc goi
la xanh (hoic dé) néu moi phan tir cua Y™ déu duoc t6 mau xanh (hoidc do). Luu y rang R(s, t) =
R@(s,t). Nhu trong Két qua 6.1.1), két qua tiép theo day khong chi dam bao rang R (s, t) la hitu han dbi
Vi tat ca cac gia tri ciia cac tham sb (chac chan ltc dau 1a khong hién nhién) ma né con dua ra mot chan
trén cho R™ (s, t). Phép ching minh cia n6 gan nhu 1a mot ban sao chinh xac caa phép ching minh cua Két
qua 6.1.1). Luu ¥ rang néu r > min{s, t} thi R™ (s, t) = min{s,t} vanéur = s < t thi R (s,t) = t.

Két qua 6.1.2.

Gia st cho truéc 1 < r < min{s, t}.

Khi d6, R™ (s, t) 1a hitu han va R (s, t) < R~ (R(”(s —1,8), R (s, t — 1))+1.




Chitng minh két qua 6.1.2.

Nhan thay rang ca hai khang dinh trén s& duoc suy ra ngay lap tic néu ching ta chirng minh duoc bat
dang thic trén véi gia dinh cho rang R~V (u, v) 1a hitu han véi moi u, v vaca R™ (s — 1,t) va

R™M(s,t — 1) déu hitu han.

Gia sir cho truéc mot tap X voi R~V (RW (s —1,t),RM(s,t — 1)) + 1 phan tir. Véi bat ky mot phép
2 — t0 mau ¢ cho trudc nao cua X ™ voi hai mau xanh va do, chon ra mot dinh x € X va xay dung mot phép
2 —td mau ¢’ cua ho cac (r — 1) — tap cua Y = X — {x} bang cach gan cho mdi ¢ € YD mau cua phan
tr cU{x} € X™. Tir cach dinh nghia ctia ham RT~V (u, v), ching ta cd thé gia dinh rang Y c6 chira mét tap
con mau xanh Z (ddi vai ¢’) véi R™ (s — 1,t) phan tu.

Ké tiép, chling ta hdy xem xét mot phép thu hep cua c trén Z™. Néu nd c6 chira mot t — tap mau do thi
phép ching minh cua ching ta hoan tat, bai vi ZM < X nén mot t — tap mau d6 cua Z cling chac chan 1a
mét t — tap mau do caa X. Mit khac, néu Z khong c6 bat ki mot t — tap mau do ndo thi Z chic chin sé phai
c6 mot (s — 1) — tap mau xanh. Hop cua (s — 1) — tap mau xanh nay cung vai {x} s& chinh la mot s — tap
mau xanh can tim cua X, bai vi {x}Uo c¢6 mau do véi moi o € Z~D, 0

D& dang nhan thiy ring Két qua 6.1.2) va lap luan phan nhém mau duoc mo ta sau Két qua 6.1.1) ngu y
khang dinh sau: Gia sir cho truéc cac 6 r Va s4, S5, ..., S. Khi d0, vé6i |X| du 16n, moi phép t6 mau cua X ™
v6i k mau déu c6 chira mot tap S; < X, |S;| = s;, voi motchisb i, 1 < i < k, sao cho tat ca cac r — tap nay
d&u c6 mau i. Gia tri nho nhat cua |X| sao cho didu nay xay ra thuomg duoc ki hidu bsi R (sy, 5, ..., 5.
Do d6, RM(s,t) = Rg) (s,t) va Ry (s1,52, .., Sg) = R,(cz) (s1,52, ..., Sk). Chan trén cho R,ET) (S1,52, ) Si)
dugc suy ra tir Két qua 6.1.2) (bai 1ap luan phan nhém mau) khong phai 1a tét nhét c6 thé. Bang cach bat
chudéc phép chang minh cua Két qua 6.1.1), chiing ta c6 thé d& dang thu duoc mét chan trén tét hon nhu sau:

R,({r)(sl,sz, v, SE) < R,(:_l) (R,({T)(s1 — 1,85, .., Si), ...,R,({r)(sl, o) Sk—1, Sk — 1)) + 1.

Co rat it cac s6 Ramsey tam thudng duogc biét dén, ngay ca trong truong hop r = 2. D& dang nhan thiy
ring R(3,3) = 6 va, voi mot sé tinh toan don gian, ching ta c6 thé dé dang chi ra rang R(3,4) = 9,
R(3,5) = 14,R(3,6) = 18,R(3,7) = 23,R(4,4) = 18. Can nhiéu nd luc hon nita dé ching ta co thé chi ra
rang R(3,8) = 28, R(3,9) = 36. Ngoai ra, vao nim 1995, McKay va Radziszowski da ching minh duoc
rang R(4,5) = 25. Pay l1a nhitng s6 Ramsey 2 — t6 mau duy nhat duoc biét dén. i vai nhitng s6 Ramsey
k — t6 mau khéc, tat ca nhiing gi chung ta biét duogc chi la cac chan trén cua ching. Phép chiing minh cua
mét s6 chan trén nay can mot luong 16n cac tinh toan khéo léo va thoi gian tinh toan dang ngac nhién.
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Hinh v& minh hoa céc gié tri va chin trén caa mot sé s6 Ramsey k — td mau.

Ngay tir cai nhin dau tién, viéc c6 qua it 6i cac sé Ramsey chinh xac c6 vé 1a mot diéu dang ngac nhién.
Tuy nhién, c6 mét sé ly do khéac nhau giai thich cho viéc tai sao viéc mot sé Ramsey 16n, chang han R (6,6),
s& khong bao gio 6 thé xac dinh duoc: Cac phép 2 — td mau caa mot dd thi K,, khdng c6 chira bat ki mot do
thi con day du don sic ndo 1a khdng c6 tinh thi tu: chdng trong nhw thé 1a chung duoc chon mét cach ngau
nhién. Sy réi loan nay 1am cho viéc 4p dung mat 1ap luan quy nap don gian dé chua ra mot chin trén chinh
xé&c cho R (s, t) 1a mot viéc khong cé kha ning. Mat khac, viéc tin cong truc tiép bai may tinh ciing chi
mang lai that bai, ngay ca ddi v&i R(5,5). Chang han, néu ching ta muén chang minh 48 1a mét chan trén
cua R(5,5) thi ching ta s& phai kiém tra hon 21°°° @6 thi bac 48: mot nhiém vu vuot xa kha ning tinh toan
cua may tinh.

Khong qua dé dang dé ching ta c6 thé chitng minh mét chian dudi chung cho cac sé6 Ramsey. Do céc
phép td mau cua mot dd thi khdng cd chira bat ki mot do thi con day du don sic nao 1a khéng c6 tinh thu ty
nén khdng c6 gi dang ngac nhién khi cac phuong phap ngau nhién c6 thé duoc sir dung dé dua ra mét chin
dudi tét hon. Trong Chi dé 07. Po thi ngiu nhién, ching ta s& dua ra mot sé vi du dién hinh v& van dé nay.

Do rat kho dé ching ta c6 thé tim duoc cac ude luong tét cho R(s, t) khi s, t — oo nén khong c6 gi dang
ngac nhién khi co rat it cac ham Ramsey ting truong da duoc xac dinh chinh xéc. Trén thyc té, Erdos va
Szekers di chimg minh duoc rang vé phai cua danh gia R(s, t) < (S:fzz) nho hon dung 1 don vi S0 vai gid
tri cia mot ham Ramsey tu nhién. Dé trinh bay két qua nay, chling ta s& gigi thiéu mot s6 thuat ngir sau:
Ching ta s& goi mot tap S < R? 1a khdng suy bién néu hai diém bat ky ciia né déu co toa d6 x khac nhau.
Mot k — cup (hodc mot k — tap 16i) 1a mot tap khong suy bién gom k dinh c6 dang {(x;, h(x;)): i =
1,..., k}, trong d6 h 1a mot ham 16i. Ki hiéu s(p,p’) = (y — y")/(x — x') 1a h¢ sé goc ciia dweng thang di
qua cdc diemp = (x,y) vap’ = (x',y"). Khi d6, néu K = {py, P, e, P} VO p; = (X3, y1), %1 < Xy < -+ <
X, thi K 1a mot k — cup néu va chi néu s(py, p,) < s(p2,p3) < -+ < S(Pr_1, Pr)- Mot I — cap (hoic mot
[ — td@p 10m) duogc dinh nghia theo cach tuong ty.

Két qua tuyét voi sau dy duoc dé xuat boi Erdos va Szekeres vé cac k — cup va cac [ — cap. Phan tht
nhét dugc cong bd vao nam 1935, phan thir hai vao nim 1960.



Két qua 6.1.3. (Erdés — Szekeres)

+1-4
k-2
cap. Hon nira, Vi moi k, I > 2, ludn ton tai mot tap khong suy bién S, gdm (“*-*) khéng c6 chua bat ki

k-2
mot k — cup hoac mot [ — cap nao.

Véi moi k, I > 2, moi tap khdng suy bién gom (“*'-*) + 1 diém déu c6 chaa mét k — cup hodc mot 1 —

Chitng minh két qua 6.1.3.

Dé thuan tién, chiing ta s¢ dung ¢ (k, 1) dé ki hiéu cho h¢ s nhj thic (/%)

(i) Chling ta s& ching minh bang phuong phap quy nap toan hoc theo k + I rang moi tap khdng suy bién
gom ¢ (k, 1) + 1 diém déu c6 chira mot k — cup hozc mot I — cap. Do moi tap khong suy bién gom 2 diém
lubn 12 mot 2 — cup va mot 2 — cap nén tinh dung din cua khang dinh nay 1 hién nhién néu minf{k, 1} = 2,
boi vi ¢(k,2) = ¢(2,1) = 1 véi moi chisd k, 1 > 2. Gia st k, | > 3 va khang dinh di dugc chang minh
cho moi gié tri nho hon cua k + 1. Ki hiéu S 12 mot tap khong suy bién gom ¢ (k, 1) + 1 diém va gia sir phan
chung rang S khong c6 chaa bat ki mot k — cup hoic mot I — cap ndo. Ki hiéu L c S 1a tap cac diém cudi
cua cac (k — 1) — cup. Khi @6, S/L s& khdng c6 chira bat ki mot (k — 1) — cup hodc mot I — cap nao. Tir
gia thiét quy nap cua bai toan, |S/L| < ¢(k — 1,1). Nhu vay, |L| = ¢k, D) + 1 —p(k — 1,1) =
¢ (k,1 — 1) + 1. Tir gia thiét quy nap cua bai toan, L s& c6 chira mot (I — 1) — cap vdi g, 1a diém dau tién,
tam gia st 1a {q4, 93, ..., q;—1}. D0 q; € L nén ching ta sé& tim duoc mot (k — 1) — cup cé dang
{P1, D2 s Do = @1} KEtilp, néU s(Dg—2, Pk-1) < SDp-1,q2) thi {py, ..., k1, 9} SE 1A mot k — cup.
Truong hop nguoc lai, s(Pr_2,q1) > s(q1,92), Nén {px_2,q4, ..., q;—1} S& la Mot [ — cap. Diéu nay hoan
toan mau thuan véi gia thiét quy nap caa bai toan.

(if) Chang ta s€ xay dung quy nap cac tap Sy ; theo chi s6 k + 1. Trén thyc té, ching ta s& xay dung cac
tap Sy, duci dang {(i,y;):1 < i < ¢(k, D}

Néu min{k, 1} = 2 thi ¢(k, 1) = 1 va ching ta c6 thé chon S, = {(1,0)} . Gia sk, > 3 va ching ta
da xay dung duoc cac tap Sy; cho moi gidtrinhd honcua k + 1. KihiguY = Sy_1,,Z = Sg;-y,m =
ok —1,0),n=¢(k,1—1).Khido,Y = {(i,y;): 1 < i < m} s&khong c6 chta bat ki mot (k — 1) — cup
hodc mot I — cap ndo va Z = {(i,z;): 1 < i < n} ciing s& khéng cd chira bat ki mot k — cup hoac mot
(I — 1) — cap nao.

Véimoie > 0,kihieuY® = {(i,ey,):1<i<m}vazZ® ={(m+i,m+ez):1<i<n} Kétiép,
néu & > 0 du nho thi moi duong thang di qua hai diém bat ki ciia Y(®) s& nam hoan toan bén duéi tap Z© va
moi duong thang di qua hai diém bat ki cua Z® s& nam hoan toan bén trén tap Y . Nhu vay, trong truong
hop nay, moi cup c6 giao véi Z(® tai it nhat hai diém hoan toan nam trong Z® va moi cup cé giao végi Y &
tai it nhat hai diém hoan toan nam trong ¥®). Nhung khi d6 chiing ta cd thé chon S, , = YEOUZ®, bsi vi nd
tiép tuc khdng co chira bat ki mot k — cup hoic mot I — cap nao. O

Nhu mét hé qua tat yéu cia Két qua 6.1.3), chang ta d& dang nhan thay rang moi tap gdm (31 + 1
diém trong mat phang nam & vi tri tong quéat déu c6 chira cac dinh cia mot k — giac 16i nao d6. Nam 1935,
Erdos va Szekeres dua ra phong doan rang, trén thuc té, moi tap gom 2¥=2 + 1 diém trong mat phang nam &
Vi tri tong quat déu c6 chira cac dinh cia mot k — giac 16i nao d6. C6 vé nhu phong doan nay sé khong duoc




ching minh trong mét twong lai gan, nhung chung ta c6 thé dé dang nhan thay rang néu dung thi phong
doan nay sé& |2 tt nhat co thé.

Sau su chuyén hudng ngan ngui nay, ching ta hay quay tré lai véi cac siéu do thi. Két qua 6.1.2) ngu y
rang moi phép 2 — t6 mau cua cac r — tap cua tap cac s6 tu nhién véi hai mau xanh va do déu co chua cac
tap con don sic 16n tly y; mot tap con duoc goi 1a don sac néu tat ca cac r — tap cua nd déu duoc to boi
cling mot mau. Ramsey dd ching minh dugc rang, trén thyc té, ching ta c¢é thé tim duoc mot tdp don sic vo
han.

Két qua 6.1.4. (Ramsey)

Gia st cho trudc mot s6 nguyén 1 < r < oo va mot phép k — td mau c: A™ - [k] = {1,2, ..., k} cua céc
r — tap cua mot tap vo han A.

Khi @6, A s& c6 chira mot tap don sic v6 han nao do.

Chirng minh két qua 6.1.4.

Dé chimg minh tinh dang din caa khang dinh trén, ching ta s& sir dung phuong phap quy nap toan hoc
theo chi s6 . Luu y rang tinh diing dan cua khang dinh trén I hién nhién néu r = 1, nén, khdng giam tinh
téng quét cua van dé, ching ta c6 thé gia sir r > 1 va khang dinh da duoc chitng minh cho céc gié tri nho
hon cuar.

Ki hiéu A, = A va chon ra mot phan tir x, € A, bat ki. Nhu trong phép ching minh cua Két qua 6.1.2),
ching ta sé xay dung mot phép k — t6 mau c;: Bl(r"l) — [k] cua cac (r — 1) — tap cua B; = A, — {x,} bang
cach dat ¢, (t) = c(tU{x,}), véimoi t € Bl(r_l). Tir gia thiét quy nap cua bai toan, B, s& c6 chira mot tap
vO han A, sao cho tat ca cac (r — 1) — tap cua né déu duoc td boi ciing mot mau, tam gia st 1a dy, d; €
{1,2, ..., k}. Ké tiép, chon ra mot phan tir x, € A,, ki hiéu B, = A; — {x,}, chiing ta s& xay dung mot phép
k — t0 mau c,: B " - [k] bing céch dat c,(7) = c(zU{x,}),7 € B ™. Khi d6, B, s& c6 chira mot tap vo
han A, sao cho tt ca cac (r — 1) — tap ctua n6 déu duoc td bai cing mot mau, tam gia si 1a d,. Bang cach
tiép tuc thuc hién quéa trinh xay dung nay, ching ta s& thu duoc mot ddy vé han cac phan tir x,, x5, ..., mot
day vd han cac mau d,, d,, ..., mot dy vo han cac tap 16ng nhau A, © A; D A, D -~ sao cho x; € A;_; V4,
Vi moii = 0,1, ..., tat ca cac r — tap ma phan tir duy nhat nam bén ngoai 4; 1a x; déu duoc t6 bai ciing mot
mau d;. Day v6 han (d,,)%_, s& phai nhan mot gia tri d nao dé trong sé k gia tri 1,2, ..., k vO han lan, nghia
lad =d,, =d,, = Khido, tir cich xay dyng, moi r — tap cua tap v0 han {x,, x,,, .... } déu duoc t6 boi
mau d. O

Trong mét s6 truong hop, viéc ap dung phién ban sau day cua Két qua 6.1.4) s& thuan tién hon. Nhu
thuong 18, chiing ta s& ding N dé ki hiéu cho tap cac s6 tu nhién.

Két qua 6.1.5.
Véi mdir € N, chling ta t6 mau tap N (tap gom cac r — tap cua N) bai k, mau, trong d6 k, € N.

Khi @6, chiing ta s& tim duoc mot tap vé han M N sao cho, véi moi r, hai r — t bat ki cua M déu duoc
t6 bai cling mot mau, véi diéu kién 1a cac phan ti toi tiéu cua ching khdng nho hon phan tir thi r cua M.




Chitng minh két qua 6.1.5.

Ki hiéu M, = N. Sau khi da chon dugc céc tap vé han My o M; D -+ D M,_4, ki hiéu M,. la mot tap con
vO han cua M,_, sao cho tit ca cac r — tap cua M, déu dugc td boi ciing mot mau. Bang céch nay, ching ta
s& thu dugc mot ddy vo han cac tap vo han long nhau My, > M, o ---. Chona, € M;,a, € M, — {1, ..., a;},
az € Mz — {1, ...,a,}, v.v... Hién nhién, M = {a,, a,, ... } s& 0 tat ca c4c tinh chat ma chlng ta can. 0

Piéu thi vi & day 1a dinh Ii Ramsey cho céc tap vo han, Két qua 6.1.2), ciing ngu ¥ mot két qua tuong tur
cho cac tap vo han, mic du n6 khong dua ra bat ki mot chan trén nao cho cac s6 R (sy, 55, ..., ). Dé thiy
dugc diéu ndy, tat ca nhirng gi ching ta can chi 1a mot 1ap luan compact don gian — ddy 1a mot truong hop
dic biét caa dinh I Tychonov cho rang tich cua cac khong gian compact ciing 13 mot khdng gian compact.

Chung ta s€ xay dung lai cdng thirc nay nhung ¢ moét dang thuan tién hon:

Két qua 6.1.6.

Gia str cho trudc cac sb ty nhién r, k va, véi moi n > 1, ki hiéu C,, 1a mot tap khong rdng gom cac phép
k — t6 mau cua [n]™ sao cho néun < m va ¢, € Gy, thi phép thu hep ¢ cua ¢, trén [n]@ s& thuoc C,,.

Khi d6, chiing ta s& tim dugc mot phép t6 mau c: N™ — [k] sao cho, véi moi n, phép thu hep ¢™ cua ¢
trén [n]™ s& thudc C,,.

Chirng minh két qua 6.1.6.

Véim > n, ki higu C,,,, 12 tap cac phép t6 mau [n]™ — [k] la cac phép thu hep cua cac phép to mau
trong C,,.. Khi d6, Cp st € Crn € Cp. Nhu vy, G, = Ninepi1 Crm # © VSi moi n, béi vi méi C,, ,,, déu
hitu han. Chon ¢, € G,, ¢y41 € Cprq)Criz € Crig, V.V... sao cho mdi cai déu ndm trong anh cua cai dung

truée né: ¢, = cU?,. Cudi cling, ching ta xay dung mot phép t6 mau c: N — [k] bing cach dat, véi p €
N®, c(p) = c,(p) = cps1(p) = -+, trong @6 n = maxp. Phép t6 mau c nay chinh la phép t6 mau ma
ching ta can tim. 0

Ching ta d& dang nhan thiy rang Két qua 6.1.6) ciing ngu Y Sy ton tai caa R™ (sy, s, ..., s). That vay,
gia st phan chtng, véi moi n, chling ta ludn c6 thé tim dugc mot phép t6 mau [n]™ — [k] sao cho, véi mdi
i, kndng cd bat ki mot s; — tap ndo ma tat ca cac r — tap con ciia n6 déu dugc td boi mau i. Bang cach ding
C,, d¢ ki hi¢u cho tap tat ca cac phép t6 mau nhu vay, chling ta dé dang nhan thay rang C,, # @ va C,,, < Cy,
V61 moi n < m, trong d6 C, ,, dugc dinh nghia tuong tu nhu trong phép chirng minh cua Két qua 6.1.6).
Nhung khi d6 chung ta s& tim dugc mot phép té mau c: N — [k] sao cho moi tap don sic déu co it hon
s = maxs; phan tr, mau thuan véi Két qua 6.1.4).

Pé két thdc phan nay cua bai viét, ching ta s& chi ra mot hién tuong tha vi. Pau tién, chlng ta s& xem
xét mot phan mo rong caa mot thyuc té cho rang ton tai R,(CT) (S1,S2, eer Sk):




Két qua 6.1.7.
Gia st cho trudc cac sd nguyén r, k va s > 2.

Khi @6, néu n du 16n thi, vai moi phép k — t6 mau cta [n]™, ching ta luén tim dugc mot tap don sic
S c [n] sao cho |S| = max{s, minS}.

Chitng minh két qua 6.1.7.

Gia sir phan chiing khong ton tai bat ki mot sé n nao nhu vy, nghia 13, véi moi n, chling ta ludn tim
dugc mot phép td mau [n]™ — [k] khéng cd chira bat ki mot tap don sac ndo. Ki hiéu G, 1a tap tat ca cac
phép t6 mau nhu vay. Khi do, C,, # @ va C,, ,, € C,, Voi moi n < m. Nhung khi d6 chung ta sé& tim duoc
mét phép td mau c: N — [k] sao cho phép thu hep ¢™ caa nd trén [n]™ s& nam trong C,,. Ké tiép, tir Két
qua 6.1.4), chling ta s& tim dugc mot tap don sic vd han M c N. Ki hiéu m = minM, t = max{m, s}, S la
tap gém t phan tir dau tién caa M. Khi d6, v6i n = maxS, phép td mau ¢™ s& c6 mot tap don sic nao do,
tam gia st 1a S. Didu ndy mau thuan véi gia thiét c™ € ¢,,. 0

Day 1a mot két qua tuyét voi nhung ciing khong qua bat ngo. Diéu dang ngac nhién va sau sic ¢ day do
|3, duoc chi ra boi Paris va Harrington vao nam 1977, mic du Két qua 6.1.7) 12 mot khang dinh kha don
gian lién quan dén céc tap hiru han nhung n6 khong thé dugc suy ra tir cac tién dé Peano, nghia 1a né khdng
thé duoc chung minh trong ly thuyét vé cac tap hop hitu han. Néi cach khac, ching ta thuc su can dén khai
niém vé mot tap hiru han dé chiing minh khang dinh nay. Binh Ii ndy cua Paris va Harrington di tro thanh
diém khai dau cho mot linh vuc todn hoc méi lién két cac bai toan t6 hop véi cac bai toan logic.

Do bai viét nay 1a mot tai liéu viét vé Iy thuyét d6 thi nén ching ta khdng thé di qua sau vao logic, nghia
la ching ta s& quay tré lai véi cac do thi. Ki hiéu R*(s) 1a sb nguyén n nhé nhat sao cho, véi moi phép 2 —
t6 mau cua [n]®), ching ta lun cd thé tim duoc mot tap don sic S © [n] véi |S| = max{s, |S|}. Nhu viy,
R*(s) chinh 1a s6 nguy&n n nhé nhat sao cho, véi moi d6 thi G ¢6 tap dinh xac dinh trén tap [n], ching ta
ludn c6 thé tim duoc mot tap S < [n] véi |S| = max{s, |S|} sao cho G[S] 1a mot db thi tim thuong, nghia 13
no s& 1a mot do thi rong hoic mot do thi day du. Tir Két qua 6.1.7), ching ta biét rang ton tai R*(s). Hién
nhién, R*(s) = R(s) va khdng c6 gi quéa ngac nhién khi R*(s) c6 gia tri 16n hon kha nhiéu so véi R(s):
chang ta c6 thé tim dwoc cac hing sé duong ¢ va d sao cho 22 < R*(s) < 22%.

6.2. Pinh li Ramsey dang chuan

Mot van dé duoc dit ra & day dé 1a: “Chung ta c6 thé néi gi vé cac phép td mau caa N véi sé6 mau vo
han? Chng ta c6 thé dam bao rang c6 mot tap vd han M < N sao cho trén M™ phép t6 mau cua ching ta
dac biét “dep”?”. Nam 1950, that bat gio, Erdos va Rado di chirg minh dugc rang day chinh xac 1a nhiing
gi s€ xay ra.

Ki hiéu M, N, M, Ny, ... 1a cac tap vd han dém duoc va r, s, ... 1a cac sb ty nhién.

Ching ta s& goi hai phép t6 mau ¢;: N7 = €, va c,: N7 = C, 12 twong dwong néu c6 mot anh xa 1 —
1 ¢ tir Ny 1én N, sao cho, véi moi p, p’ € N, ¢;(p) = c1(p") néu va chi néu c,(¢(p)) = c2((p").




Trong mot diéu kién 1y tuong, voi moi phép td mau caa N ™ (vai sé mau bat ki), ching ta sé& tim duoc
mét tap vO han M c N ma trén d6 phép t6 mau cua chling ta s& twong duwong véi mot phép td mau véi sb
mau htru han.

Chuing ta s& goi mot phép td mau c¢: N — € 14 irreducible néu, véi moi tap con vo han N, cua N, phép
thu hep c trén N twong duong v6i c. Hon nita, chling ta ciing s& goi mét tap € gdm céc phép to mau
N™ — N la khéng thé tranh khéi néu, véi moi phép t6 mau ¢ caa N, ching ta lubn c6 thé tim duoc mot
tap vo han M < N sao cho phép thu hep cua ¢ trén M) sg twong duong véi mot thanh vién nao dé cua C.
Erdés va Rado da chitng minh rang, véi moi r, ching ta ludn cé thé tim dugc mot ho hitu han khong thé
tranh duoc cac phép t6 mau irreducible.

Nhitng phép t6 mau nao cia N™ 4 irreducible? Hai phép xay dung sau ddy xuét hién ngay trong tam tri
cta ching ta; mot phép t6 mau don sic — tat ca cac r — tap déu duoc td bai cing mot mau; va mot phép to
mau hoan toan phén biét — khéng c6 hai tap nao dugc td bai cung mét mau. Sau mot Iuc suy nghi, ching ta
c6 thé tao ra mot s6 phép td mau irreducible. Gia st cho truéc N € N, @ = {a,, ...,a,} E N a;, < - <
a,Sclrl={1,..,7}|S| = s, ag = {a;: i € S}. Xay dung mot phép td6 mau S — chudn tic cg: N —

N bang cach dit cg(ar) = ag. Nhu vy, ching ta da t6 mau cac phan tir cia N™ boi cac s — tap va hai r —
tap duoc to bai ciing mot mau néu va chi néu phan tir thir i cua ching 1 trung nhau véi moi i € S va khéc
nhau v&i moi i € S. Ching ta cd thé d& dang nhan thay rang cg 1a mot phép té mau irreducible véi moi S
[r]; hon nita, nhitg phép t6 mau nay ciing chira hai phép t6 mau irreducible d duoc dé cap o trén: c4 la
mot phép t6 mau don sic va crr1 1a mét phép t6 mau hoan toan phan biét.

Hién nhién, néu S # S’ thi cac phép t6 mau cg va cgr cia N 1a khong tuong duong voi nhau, nghia 1a
N sg c6 it nhat 2™ phép td mau irreducible, cu thé 1a 2" phép t6 mau chuan tic. Nhu chung ta sé& thay,
khéng thé cd bat ki mot phép td mau irreducible nao khac. Ngay tir cai nhin dau tién, diéu nay c6 thé kha l1a
ngac nhién bai vi mot phép td mau chuén tic bat ki cia N s& phy thudc vao th tu cua N. Dé giai quyét
“nghich 1i” ndy, chlng ta can luu ¥ rang néu {a,, a,, ... } va {b, b,, ... } 1a hai phép liét k& khac nhau cua N
thi chiing ta s¢ tim duoc cac day con ay , ay,, ... Va by, by, ..., k1 < kp <+, 1; <l <---sao cho ay, = b,
véi moi .

Trudc khi xem xét cac két qua, ching ta s& giéi thiéu mot khai niém twong tuw nhu khai niém vé sy tuong
duong ctia cac phép to mau, nhung 6 tinh dén thu ty trén tap co ban. Gia sir cho truéc c: N — € va
T,U € N® véi mot chi sb t > r nao d6. Hon nira, ki hiéu ¢: T — U 14 4nh xa bao toan thi ty duy nhat tir T
lén U. Cac tap T va U duogc goi la ¢6 cling mdu (d6i véi c) néu, vi moi p, p’ € T™, ching ta sé ¢6 c(p) =
c(p") néu va chinéu c(¢(p)) = c(¢p(p")). Luu ¥ rdng s6 cac mau cua cac t — b chinh 12 s6 cac phan

t
hoach cua () doi twong c6 thé phan biét dugc; hicn nhién, (;)(T) la mot chan trén thd cho sé nay.

Sau tat ca nhitng su chuan bi ndy, chding ta s& chimg minh dinh Ii chuan tic cua Erdos — Rado cho cac d6
thi, nghia 13 r = 2. Luu y rang, véi moi tap vo han N c N, chiing ta ludn c6 thé tim duoc bén phép t6 mau
chuan tac cua N @, Trong phép t6 mau ¢ — chuan tic, tat ca cac canh déu dugc td boi ciing mot mau; trong
phép td mau {1,2} — chuan tac, tat ca cac canh déu c6 mau riéng biét; trong phép t6 mau {1} — chuan tic,
hai canh s& dugc t6 bai cling mot mau néu va chi néu dinh dau tién caa chlng tring véi nhau; trong phép to



mau {2} — chuan tic, hai canh s& duoc t bai cing mot mau néu va chi néu dinh tha hai cua ching tring voi
nhau.

Két qua 6.2.1. (Erdés — Rado)

Véi moi phép t6 mau c: N® — N, ching ta ludn cé thé tim dugc mot tap con vo han M caa N sao cho
phép thu hep cua c trén M@ 14 chuan tac.

Chitng minh két qua 6.2.1.

Do chi ¢d nhiéu nhat hitu han cac mau cho cac phép t6 mau cua [4]® nén ching ta cd thé ap dung dinh
li Ramsey cho cac tap vo han va thu dugc mot tap vd han M < N sao cho tat ca cac 4 — tap caa M déu cd
cuing mau . Ching ta s& ching minh tap M nay sé& lam dugc didu do.

Ki hiéu M = {my, m,, ...}, trong 6 m; < m, < ---. Do tt ca cac 4 — tap déu c6 cing mot mau nén, Voi
hai canh m;m; va m;m, bat ki, cac mau c¢(m;m;) va c(m;m,; ) s& tring nhau hogc khong, tly theo vi tri
trong d6i cua cac cap ij va ki trong tap {i, j, k, [}. Ching han, 25 va 57 ¢6 ciing vi tri tuong d6i voi 36 va 67;
tuong tu, 38 va 46 ¢6 cing vi tri twong ddi véi 29 va 78.

Sau tat ca nhitng nhan xét nay, ching ta s& chirng minh rang phép thu hep cia ¢ trén M@ Ia chuan tic.
Véi mot chat lam dung ki hiéu, tir bay gio, ching ta s& chi dung ¢ dé ki hiéu cho phép thu hep cua c trén
M@, Ching ta c6 thé gia sir ring ¢ # cgy 53, nghia la M@ c6 hai canh ndo d6 dugc t6 béi cling mot mau:
tam gia st 1a c(m;m;) = c(mm,), trong 46 m; & {m;, m; }. Luu y rdng chiing ta s& khong (va khdng the)
gid st i < j hodc i > j. Nhung khi d6 c(mym,;) = c(myemy) = c(myip1my;) nén M@ s& c6 hai canh
lién hop duoc t6 bai cung mot mau. Chang ta sé phan biét ba truong hop sau tuy theo vi tri cua cac canh lién
hop nay va xem chiding ta c6 thé suy ra duoc nhing diéu gi:

(i) Dau tién, gia st rang c(m;m;) = c(m;my.) véi mot sé chi sé i < j < k. Khi d6, bang cach xem xét
4 — tap {my, m;, my, My41}, ching ta thay rang, trong mau 7, cac canh 12 va 13 duoc 6 béi ciing mot mau.
Nhung khi d6 hai canh bét ki c6 cung dinh dau tién s& duoc t6 bai cing mot mau, bai vinéu r < s < t thi
phép thu hep cua c trén {m,, m, m;, m;,,}® cho thay rang c(m, my) = c(m,m,). Diéu niy c6 nghia la
chdng ta s€ tim dugc mét anh xa d: M — N sao cho, véi r < s, chlng ta s€ ¢6 c(m, mg) = d(m,.).

(ii) K& tiép, gid su rang c(m;my,) = c(mymy,) véi mot so chi s i < j < k. Khi d6, bang cach lap luan
twong tu, chldng ta sé€ tim dugc mét anh xa e: M — N sao cho, vdi r < s, ching ta sé cé c(m,m;) = e(my).

(iii) Cudi cuing, gia st rang c(mym;) = c¢(m;my) véi mot s6 chi s6 i < j < k. Khi do, c(m,m;) =
c(mgm;), voi moi r < s < t. Do d6, c(m;m3) = c(myms) = c(m,m3) = c(mym,), nghia la ching ta sé
tim duwoc cac canh nao d6 dugc td boi cung mot mau va cd cung dinh thir hai. Nhu vay, ching ta sé tim duoc
cac anh xad: M - N va e: M — N sao cho, véi i < j, chiing ta s& c6 c(m;ym;) = d(m;) = e(m;). Nhung
khi d6 hai canh bat ki caa M® s& duoc t6 bai ciing mot mau, nghia 1a ¢ = c,.

Nhitng gi chung ta da thay cho dén nay la néu (iii) xay ra thi tinh dung din cua khang dinh trén 1 hién
nhién. Trén thuc té, chiing ta ciing rat d& dang dé hoan thanh phép chting minh khi trudng hop (iii) khéng




xdy ra. That vay, néu (i) ding nhung (iii) khong thi d(m;) # d(m;) véi moi i # j, nghia 1a ¢ = ¢(yy; néu (ii)
dtng nhung (iii) khong thi e(m;) = e(m;) véi moi i # j, nghia la ¢ = ¢(y). O

Khi né xay ra, phép chitng minh cua dinh Ii chuan tic Erdés — Rado dang day du hau nhu khong phirc
tap gi hon cach chiing minh néu ¢ trén:

Két qua 6.2.2. (Erdés — Rado)
Gia str cho trudc mot sb nguyén dwong r va mot phép td6 mau ¢: N — N.

Khi @6, ching ta s& tim duoc mot tap con vd han M caa N sao cho phép thu hep cua ¢ trén M™ 14 chuan
téc.

Chirng minh két qua 6.2.2.

Dé ching minh tinh dang din caa khang dinh trén, ching ta s& sir dung phuong phap quy nap toan hoc
theo chi s6 . Vi r = 1, tinh ding din cua khang dinh trén 1a hién nhién. Gia s r > 2 va khang dinh da
duoc chirng minh véi cac gia tri nho hon cia r. Gia sir cho truéc mot phép té mau c: N — N, t6 mau moi
T € N véi mau caa phép thu hep cta c trén T, Do chi ¢ hiru han cac mau nén chiing ta sé tim dugc
mét tap vO han N c N sao cho tit ca cac 2r — tap con cua N déu c6 ciing mot mau m nao d6. Bé don gian
hoa céch ki hiéu, chung ta s& gia dinh rang N = N: tat ca khoan nay 1a mot phép gan nhan lai thich hop.

Néu khdng c6 bat ki hai r — tap con nao cua N déu ¢ cling mot mau thi tinh dung din cua khang dinh 1a
hién nhién: ¢ = cf,;. Nhu vay, chling ta c6 thé gia dinh rang c(p) = c(o) véi p,6 € N, p # g; tam gia st
p={ay,..,a,}vaoc ={by,.., b}, trongdda; <+ <a,vab; <--<b,. Dop # ¢ nénchlngtasétim
dugc mot phan tir b; € a/p. Luu y rang tat ca cac tap p, = {2a4, 2a,, ...,2a,}, o, = {2by, 2b,, ...,2b,} va
o, = {2by,2b,, ...,2b;_4,2b; — 1,2b; 4, ...,2b,.} déu duoc t6 bai cuing mot mau. That vay, |p,Ug;| =
|poUo,| = u. Do d6, ching ta c6 thé tim duoc cac tap Ty, T, € N @ sao cho p,Uo; 1a tip gdm u phan tir
dAu tién cia T; va poUo, 1a tap gdm u phin tir dAu tién cia T,. Do T, ¢6 miu 7 nén chiing ta s& c6
c(py) = c(agy), vado Tz(r) c6 mau 1 nén ching ta s& c6 c(p,y) = c(a,).

Ké tiép, do o, va o, duoc td bai ciing mot mau nén hai r — tap con bat ki cua N chi khac nhau & vi tri
thir i cling & dugc td boi cung mot mau: néu 7,7’ € N va 1pq_ = T(,_¢y thi c(t) = ¢(z’), nghia 1a mau
cua T € N@ chi phu thudc vao 7,1_g;. Dicu nay cho phép chling ta xac dinh mot phép t6 mau ¢': N1 —
NU{co} nhu sau: véi v € N7, néu v = 7p,9_¢; voi mot T € N nao d6 thi ki hiéu ¢’ (v) = ¢(7); truong
hop nguoc lai, ching ta sé ki hiéu ¢’ (v) = .

T gia thiét quy nap cua bai toan, ching ta ¢ thé tim duoc mot tap vo han M < N sao cho ¢’ 1a chuan
tac trén M=, Khi do6, ¢’ (v) # oo véi mot v € MT~D va ¢ 1a mot phép td mau chuan tac cua MM, O

Nhu mét diém thi vi dang quan tim, chung ta hdy luu ¥y rang Két qua 6.2.2) rd rang la manh hon so voi
Két qua 6.1.4), bai vi, véi mot tap vo han M < N bat ky, chiing ta chi c6 duy nhat mot phép td mau chuan
tac ctia M ™ sir dung mét s6 hitu han mau 1a ¢y — phép t6 mau chuan tac chi sir dung duy nhat mot mau.




6.3. Ly thuyét Ramsey cho cac do thi

Gia str cho trudc cac dd thi Hy va H, bat ki. V&i moi s6 nguyén n cho trudc, lidu cé dung 1a moi phép
2 — t6 xanh va do cua tap cac canh cua K,, déu c6 chita mot H; xanh hoic mot H, do? Do H; 1a mot db thi
con cua K, v6i s; = |H;|, nén cau tra loi rd rang 1a “c6” néu n > R(sy, s,). Ki hiéu r(Hy, H,) 1a gia tri nho
nhat caa n dé dam bao mot cau tra 10i rd rang va chung ta ciing s& dinh nghia r(Hj, ..., H;) tuong tu cho
truong hop k mau. Luu ¥ rang cach ki hiéu ndy twong tu nhu cach ki hiéu da gidi thiéu trude do: R(sy, s,) =
r(Ks,, Ky, )- Thay vi lam viéc véi mot phép 2 — t6 mau xanh va do, chiing ta s& 1am viéc thuong xuyén hon
v6i mot do thi va phan bu cua né: rd rang, r(Hy, H,) — 1 12 gia tri 16n nhat cua n dé c6 mot dd thi G bac n
saocho H, ¢ G va H, ¢ G.

Céc sb6 r(Hy, ..., Hy), thudng duoc goi 1a cac sé Ramsey tong quéat hoic cac sé Ramsey do thi, 1a chu dé
cta nhiéu nghién ciu khac nhau va, ké tiép, ching ta ciing s& c6 mot lugng lén cac két qua vé ching. Tuy
nhién, chding ta van con mot chiang dudng dai phia trude va didu nay ciing khong c6 gi dang ngac nhién, bai
Vi c4c s6 Ramsey tong quat ciing bao gdm ca cac sb6 Ramsey cb dién R(s,t). O ddy, ching ta s& chi trinh
bay mot s6 két qua co ban vé cac sé Ramsey tong quét.

Pé tranh nhitng diéu nho nhat khong can thiét, trong sudt cudc thao luan ndy, ching ta s& ludn gia dinh
rang H,, H,, ... khong co cac dinh doc 1ap. Ching ta hdy bét dau véi nhan xét néu H, rit thua, tam gia sir
rang né gom [ canh doc lap, thi r(H,, H,) 1a nho bé. Trén thuc té, néu H, gom [ canh doc 1ap va H, 1a mot
dd thi day du thi ching ta c6 thé xac dinh chinh xéac gia tri r(H,, H,).

Két qua 6.3.1.

Véimoil > 1vap > 2, ching ta ludn co r(IK,, K,) = 21 +p — 2.

Chieng minh két qua 6.3.1.

Nhan thy riang db thi K;_;UE,_, khdng c6 chira I canh doc 1ap va phan bl cua nd, K,_, + Ez;_1,
khéng c6 chira bat ki mot do thi day du bac p nao. Nhu vay, r(IK,, K,) = 21 +p — 2.

Mt khac, ki hiéu G 1a mot dd thi bac n = 21 + p — 2 ¢6 chira mot tap téi dai gém s < I — 1 canh doc
lap. Khi dé, tap hop gdm n — 2s > 21+ p — 2 — 2(1 — 1) = p dinh khong nam trén cac canh nay s& cam
sinh mot do thi day du bac > p. Nhu vay, (1K, K,) < 2L +p — 2. O

Luu y rang néu H 1a bat ki mot do thi ndo c6 bac h thi, tir Két qua 6.3.1), r(IK,, H) < r(IK,, K,) < 21 +
h — 2.

Két qua tiép theo 1a mot chin dudi cua r(Hy, H,) dung véi tat ca cac cap (Hy, H,). Vi mot db thi G bat
Ki, ki hiéu c(G) 1a bac 16n nhat c6 thé c6 ciia mot thanh phan lién thong cia G va u(G) 1a thing dw mau cia
G: s6 nho nhat c6 thé co cac dinh trong mot 16p mau, tinh trén tat ca cac phép x(G) — t6 mau thuc sy cua G.
Do d6, u(G) = min{U c V(G): x(G — U) < x(G)}. Chang han, u(C,x) = k vau(Cypyq) = 1.




Két qua 6.3.2.

Véi tat ca cac do thi khong rdng H, va H,, ching ta luén c6 r(H,, H,) = (x(Hy) — D (c(H,) — 1) +
u(H,). Hon nira, néu H, 1a mot d6 thi lién thong thi r(Hy, Hy) = (y(H,) — 1)(|H,| — 1) + 1.

Chitng minh két qua 6.3.2.

Ki hiéu k = y(Hy),u = u(H,) va c = c¢(H,). Vé mat tinh toan, r(Hy, H,) = r(Hy, K,) = |Hy| =
x(H)u(Hy) = ku. Do d6, néu ¢ < u thi r(Hy, Hy) = ku = (k — 1)c + u. Mat khéc, néu ¢ > u thi d thi
G = (k — 1)K._;UK,,_, s& khdng c6 chira H, va phan bl caa né ciing s& khong c6 chtra H,. Nhu vay,
r(H,Hy)) =2 |G| +1=(k—-1)(c—-1)+u. O

Mic di c4c bat dang thirc néu trong Két qua 6.3.2) 1a rat don gian nhung, trong mot s6 truong hop nhit

dinh, chding 1a tét nhat co thé. Ké tiép, ching ta s& xem xét hai vi du vé diéu nay: dau tién 1a mot két qua
tuyét dep cua Chvatal va két qua tha hai 1a caa Li va Rousseau.

Két qua 6.3.3. (Chvatal)
Gia sir cho trudc cac s6 nguyén s, t > 2.

Khi d6, véi moi cay T cé bac t, chang ta lubn c6 r(K, T) = (s — 1)(t — 1) + 1.

Chirng minh két qua 6.3.3.
Tur Két qua 6.3.2), ching ta biét rang (K, T) = (s — 1)(t — 1) + 1.

Dé ching minh bat dang thire nguoc lai, ki hiéu G 1a mot d6 thi bacn = (s — 1)(t — 1) + 1 sao cho
phan bl cua né khong c6 chaa K. Khi d6, ¥(G) = [n/(s — 1)] = t, nén nd sé& c6 chira mot d6 thi con toi
han H véi bac nho nhat > ¢t — 1 (Két qua 5.1.1). Chung ta ciing d& dang nhan thiy rang H c6 chira (mot ban
sao cua) T. That vay, ching ta c6 thé gia st rang T; © H, trong d6 Ty = T — x va x 1a mot du mat cua T,
lién hop v6i mot dinh y caa Ty (va cua H). Do y ¢6 it nhat t — 1 dinh lang giéng trong H nén ching ta sé& c6
it nhat mot dinh lang giéng nao d6 cua né, tam gia sir 1a z, khéng nam trong T,. Khi d6, d6 thi con cua H
dugc cam sinh boi T, va z r6 rang sé c6 chaa (mot ban sao cua) T O

Vi du thir hai vé sy binh dang trong Két qua 6.3.2) lién quan dén céc fan. Voil > 1, do thi F, = K, +
LK, dugc goi la mot fan vai I canh. Do d96, F; = K5 va F; dugc tao thanh tir [ tam giac ¢6 cung mot dinh
chung. Nam 1996, Li va Rousseau da ching minh két qua sau day:

Két qua 6.3.4. (Li - Rousseau)

Véi moi I > 2, chang ta ludn ¢6 r(F,, F) = r(K5, F) = 41+ 1.

Chirng minh két qua 6.3.4.
Tur Két qua 6.3.2), ching ta biét rang r(Ks, F,) = 2(|F;| — 1) + 1 = 41 + 1.

Pé ching minh bat dang thirc nguoc lai, gia sir phan chiing rang bat dang thiic nay 1a sai, nghia 1a ching
ta c6 thé tim dugc mot do thi triangle — free G véi bac n = 41 + 1 ma phan bu caa né khdng cé chira F;.




Véi x € G, ki hieu U = N;(x). Khi @6, U 1a mét tap gom cac dinh doc 1ap va do G khong c6 chaa F; nén
chung ta ciing nhan thay rang d; (x) = |U| < 2L.

Mt khac, liéu bac caa mot dinh x trong G c6 thé 16n bao nhiéu? Ki hieu W = Nz (x) = V(G) —
(UU{x}). Khi @6, G[W] khong c6 chta [ canh doc 1ap va phan bu caa né, G[W], khdng c6 chia bat ki mot
tam giac nao. Do do, tir Két qua 6.3.1), dg(x) = |W| < 2L.

Diéu nay cho thay rang d; (x) = dz(x) = 21, nghia 13 G 1a mot d6 thi triangle — free 21 — regular Voi
bac 41 + 1. Nhung ching ta dé dang nhan thay rang day 1a mot diéu khong thé. O

Néu chung ta dinh nghia mét d6 thi H, 1a H, — tét néu xay ra dau “="trong Két qua 6.3.2) thi hai két
qua trude d6 chi ra rang moi cay déu 1a K — tét véi moi chi s6 s > 2 va moi fan F, déu 1a K; — t6t véi moi
chi s 1 > 2. Trén thuc té, Li va Rousseau ciing da chimg minh duogc rang, véi moi chi sé s > 2 cho trudc,
néu [ du 1on thi F,; s& 1a K, — t6t. Tham chi, néu H, va H, 1a cac d6 thi c6 dinh cho trudc va [ 1a da I6n thi
K, + IH, s&1a (K, + H,) — tt.

Do chiing ta biét rat it vé r (K,, K,) nén ching ta chi c6 thé hy vong rang hau nhu r(G,, G,) di dugc xac
dinh trong cac truong hop khi it nhat mot trong cac do thi G, va G, 1a thua, nhu trong cac Két qua 6.3.3) va
6.3.4). Nhu ching ta s& thdy ngay bay gio, chung ta ciing ¢ nhitng két qua nhat dinh cho r(sH,, tH,) khi
H, va H, 13 cac d6 thi ¢ dinh cho truéc va s va t da 1on. Két qua don gian sau day chi ra rang, véi cac dd
thi H, va H, cho truéc, ham r(sH,, tH,) t6i da khong vuot qué s|H, | + t|H,| + c, trong d6 ¢ chi phu thudc
vao H; va H, va khéng phu thugc vao s va t.

Két qua 6.3.5.

Vi moi db thi G, Hy, H,, chiing ta ludn ¢6 (G, H;UH,) < max{r(G,H,) + |H,|, (G, H,)}. Hon nira,
r(sHy, Hy) < r(Hy, Hy) + (s — 1) [Hy|.

Chieng minh két qua 6.3.5.

Ki hiéu n = max{r(G,H,) + |H,|,7(G, H,)}. Gia sir chung ta tim dugc mot phép 2 — t6 mau xanh — do
cua K,, ma khdng cé chira bat ki mot G xanh nao. Khi dé, bat dang thicc n > (G, H,) ngu y rang ching ta s&
tim dugc mot H, d6. X6a bo n6. Don — |H,| = (G, H;) nén phan con lai s& cd chira mot H; d6. Nhu vay,
K,, ¢6 chira mot H{UH,, do. O

Bo6 dé don gian nay co thé dugc sir dung dé xac dinh r(sH, tH) khi H 1a K, hoic K;:

Két qua 6.3.6.

Néus >t > 1thir(sK, tK,) = 2s +t — 1.

Chirng minh két qua 6.3.6.

Nhan thay rang d6 thi G = K,,_; UE,_; khdng c6 chira bat ki s canh doc 1ap ndo va do thi G = E,,_; +
K,_, khong c6 chtra bt ki ¢ canh doc lap nao. Do 6, r(sK,, tK,) = 2s + t — 1.




Hién nhién (hoc, tir Két qua 6.3.1), r(sK,, K,) = 2s, nén dé hoan tat phép ching minh ching ta chi can
chiing minh rang r((s + DK, (¢ + 1)K,) < r(sK,, tKy) + 3.

Dé thay duoc diéu nay, ki hiéu G 1a mot do thi véi bac n = r(sK,, tK,) + 3 >2s +t + 2. NéuG = K,
thi G © (s + 1)K,, vanéu G = E,, thi G o (t + 1)K,. Truong hop nguoc lai, ching ta sé tim dugc ba dinh,
tam gia sir 12 x, y, z, sao cho xy € G,xz & G. Kétiép, G — {x,y, z} s& c6 chta s canh doc lap nao d6 cua G
va, bang cach bo sung thém xy vao ching, chling sé tao thanh s + 1 canh doc lap cua G; hoic G — {x, y, z}
s& ¢6 chtra t canh doc 1ap nao d6 va, bang cach bo sung thém xz vao ching, chiing sé tao thanh ¢ + 1 canh
doc lap cua G. O

Két qua 6.3.7.

Néus >t >1vas > 2thir(sKs, tK;) = 3s + 2t.

Chirng minh két qua 6.3.7.

Ki hiéu G = K3,_,U(K; + E5,_,). Khi do, G khong c6 chira s tam giadc doc lap va G = E5,_; +
(K,UK,;_,) khong c6 chia t tam giac doc 1ap. Do d6, r(sKs, tK;) = 3s + 2t.

Khong qua kho khin dé chling ta ¢d thé ching minh dugc rang r(2Ks, K3) = 8 va r(2K3, 2K3) = 10.
Do d6, bang cach ap dung lap lai lién tuc Két qua 6.3.5), r(sKs, K3) < 3s + 2 va, dé hoan tat phép ching
minh, v&i moi s > 1,t > 1, chung ta déu c6 r((s + 1)K;, (t + 1)K3) < r(sKs,tK3) + 5.

Pé thay duogc diéu nay, ki hiéu n = r(sKs, tKs) + 5 va xét mot phép 2 — t6 mau xanh — do cua K.
Chon ra mot tam giac R; don sic (tam gia sir 1a mau xanh) trong K,,. Néu K,, — R; 6 chita mot sK5 xanh thi
tinh ding din cua khing dinh trén 13 hién nhién. Truong hop nguoc lai, K,, — R; c6 chira mot tam giac B,
d6 (tham chi n6 con c6 chira mot tK, d6). Ching ta cd thé gia st ¢é it nhit nam trong s6 chin Ry — B canh
dugc td boi ciing mau xanh. C4 it nhat hai trong s cac canh nay sé lién thudc véi cuing mot dinh nao dé cua
B va cling v&i mot canh bat ki cia R, chling s& tao thanh mot tam giac R3 xanh c6 giao véi Bz. Do K,, —

R; — B; cO r(sK3, tK3) dinh nén nd s€ c6 chira mot sK; xanh hoac mot tK; do6. Do ching tach roi khoi ca
R} va B3 nén K,, s& cd chira mot (s + 1)K; xanh hoac mét (t + 1) K5 do. O

Bang cach sir dung lai y twong xay dung da duoc sir dung trong phép chitng minh cua hai két qua trudc,
chling ta c6 thé thu dugc mot chan trén tot hon cho r(sK),, tK, ), véi dieu kién 1a max(s, t) 16n hon khéa
nhiéu so véi max(p, q). Gia sir cho trudc cac s nguyén p, g > 2 va chon ra mot s6 nguyén t, sao cho
tomin{p, q} = 2r(K,, K,). Ki hieu C = r(toK,, toKy).

Két qua 6.3.8.

NéusZtZ1thips+(q—1)t—1Sr(st,th)Sps+(q—1)t+C.

Chirng minh két qua 6.3.8.

Nhan thay ring do thi Kps_; UE(4_1),—1 cho thay tinh dting dén ctia bat dang thic thir nhat. Nhu trong
cac phép chirng minh cua cac két qua trude do, ching ta sé ¢é dinh s — t va p dung phuong phap quy nap




toan hoc theo chi sb t. Tr Két qua 6.3.5), ching ta s& c0 r(sK,, tK,) < (s — )p + r(tK,, tK,) < ps + C,
v6i didu kién t < t,. Gia sir t > t, va bat dang thtc thir hai cia khang dinh dung Véi s, t.

Ki hiéu G la mot do thi véibacn =p(s + 1) + (@ —1)(t+ 1) + Csaocho G (s + DK, vaG 2
(t + 1)K,. Ching ta s& chi ra rang sé cd mot K, cua G va mot K, cua G c6 cung mot dinh. Thét vay, gia st
rang khang dinh ndy 14 sai. Bang cach thay doi G (néu can), ching ta c6 thé gia dinh ring G > sK, va G o
tK,. Ki hiéu bsi V, 1a tap cac dinh ctia G ndm trong d thi con K, va ki hieu V, = V/V, ,n, = ||, n, =
|Val.

Tur gia dinh cua chung ta, n,, > sp van, = tq. Trong dd thi G, moi dinh x € V, déu duoc ndi véi toi da
r(Kp_l,Kq) — 1 dinh cua 1, boi vi trong trudng hop nguoc lai ching ta s& tim dugc mot K, cua G ¢o chia
x hoac mot K, cua G c6 chira cac dinh cua V,. Tuong ty, trong dd thi G, moi dinh y € V déu duoc ndi véi
toi da r(K,, K,_,) — 1 dinh ctia V,. Do d¢, bang cach dém sé cac V, — V, canh trong G va G, chiing ta dé
dang nhan thay rang n,r(K,—,, K,) + n,r(Kp, K4—1) > nyny,.

Tuy nhién, diéu nay 1a khdng thé, bai vi do n, = sp = top Van, = tq = teq Nénny, = Zr(Kp_l,Kq) va
ng = 2r(Kp, K,—1). Do d6, ching ta c6 thé tim dugc mot K, cua G va mot K, cua G c6 cling mot dinh
chung.

Khi loai bo p + g — 1 dinh bat ki cia hai db thi con ndy, ching ta d& dang nhan thay ring phan du H con
lai s& thoa man H » sK, va H » tK,. Tuy nhién, |H| = ps + (¢ — 1)t + C, nén diéu ndy lakhong thé. o

Trong tat ca cac két qua néu o trén, ching ta déu ¢ r(Hy, H,) < C(|H,| + |H,]), trong d6 hing s6 C chi
phu thudc vao bac 16n nhit cua H, va H,. Day khong phai 1a mot diéu tinh co ma 1a mot két qua dep va sau
sic dugc chang minh boi Chvatal, Rodl, Szemerédi, Trotter vao nam 1983.

Két qua 6.3.9. (Chvatal — Rédl — Szemerédi — Trotter)

V&i moi s6 nguyén d > 1, ching ta déu c6 thé tim dugc mot hang s6 ¢ = c¢(d) sao cho néu A(H) < d
thi r(H,H) < c|H|.

Trén thyc té, n6 c6 kha nang con an chira nhiéu dicu dung dan khéc nira. Nam 1975, Burr va Erdos da
phong doan rang bac 16n nhat cé thé duoc thay thé bai gia tri 16n nhat caa cac bac nho nhat caa cac do thi
con, nhu trong Két qua 5.1.1): v&i moi s6 nguyén d > 1, chiing ta déu c6 thé tim dugc mot hang sé ¢ =
c(d) sao cho néu moi db thi con cia H déu ¢ chira mot dinh vai bac < d thi r(H) < c|H]|.

Mot bang ching cung ¢b cho phong doan nay da duoc dua ra bai Chen va Schelp: ho da chitng minh
dugc rang r(H) < c|H| v&i mot hang sé tuyét doi ¢ nao dé, voi moi d6 thi kha phang H. Bang cach mo
rong két qua nay, vao nim 1995, Rdl va Thomas di chirng minh duoc rang: véi moi s6 nguyén k, ching ta
lubn c6 thé tim duoc mot hang sé ¢ = c(k) sao cho néu H khdng co chira bat ki mot subcontraction nao doi
V6i Ky, thi 7(H) < c|H].

S& khong qua vo ly khi nghi rang cac dinh 1i Ramsey khac nhau s& ding cho cac do thi hiru han khac
nhau, bai vi d6 thi ¢ cac canh ma ching ta té mau 1a K,, chtr khdng phai 1a mot do thi thua véi it canh.
Chang han, chiing ta c6 thé phong doan: néu G 1a mot do thi sao cho bét cir khi nao cac canh caa G dugc td




bdi k mau ching ta ludn cé thé tim duoc mot K don sic thi G s& phai kha day dac. Trén thuc té, diéu nay
hoan toan khéng phai luén dung. Vi moi db thi H véi chi sb clique r = w(H) va véi moi s6 nguyén k > 1,
ching ta ludn c6 thé tim dugc mot do thi G véi chi s6 clique ciing bang r sao cho moi phép k — t6 mau cua
G déu c6 chira mot ban sao don sic cua H. Két qua tuyét voi nay di duoc chitng minh bai Nesettil va Rodl ¢
dang manh hon sau day — day 1a mot dang mé rong cua cac két qua trude do ciia Graham va Folkman.

Két qua 6.3.10. (NeSetiil — Rodl)

Véi moi @6 thi H va véi moi s6 nguyén k > 1, ching ta ludn c6 thé tim dugc mét do thi G voi w(G) =
w(H) sao cho moi phép k — t6 mau cac canh cua G déu cé chira mot d6 thi con cam sinh don sic dang cau
Voi H.

Dé két thdc phan nay cua bai viét, ching ta luu y ring d6i khi cAc van dé chinh cua ly thuyét cuc tri do
thi ¢ nhiéu nét twong dong véi cac van dé cua ly thuyét Ramsey, nhu cic van dé c6 rat it lién quan dén viéc
phan hoach céc canh. Chang han, (H, K, ;) | bao nhiéu? Cu tra loi & day d6 1a n6 sé 1a gia tri n nhé nhat
sao cho moi dd thi G v&i bac n va bac nho nhat > n — [ déu ¢ chira mot ban sao caa H. Mt vi du khac,
néu kex(n; H) < () thi, trong moi phép k — t6 mau céc canh cua K,,, chiing ta ludn ¢6 thé tim dugc mot
|6p mau nao d6 co nhiéu hon ex(n; H) canh, nén 16p mau dé ty nhién s& ¢ chira mot ban sao cua H.

Chéng han, tir Két qua 4.2.8), ex(n; C,) < %(1 ++/4n — 3), nén v6in = k? + k + 2 ching ta s& c6

k2+k+2
4

(1 + (Zk + 1)) _ (k2+k)(k2+k+2) < (Z)

kex(n;C,) <k .

Nhu vay, 7,(C,) < k? + k + 2. Chung va Graham ciing dd chimg minh dugc rang rang bugc nay gan
nhu 13 t6t nhat c6 thé dugc: 1, (C,) = k? — k + 2 néu k — 2 1a ity thira caa mot s nguyén té nao do.

6.4. Ly thuyét Ramsey cho cac sé nguyén

Nghe c6 vé la khi két qua dau tién lién quan dén céc cdu triic con don sic lién quan dén cac sé nguyén
cht khéng phai 1a cac d6 thi; tuy nhién, do Iy thuyét d6 thi thuc sy 1a con rat tré nén diéu nay ciing khong co
gi qua ngac nhién. Trong phan nay cua bai viét, ching ta s& trinh bay ba két qua c6 dién cing véi mot sb
phat trién dang ké gan day.

Co 18 két qua dau tién phai ké dén cua ly thuyét Ramsey 1a mot dinh Ii cua Hilbert lién quan dén céc
“khoi lap phuong” trén tap hop cac sb tu nhién. Mac di két qua nay 1a kha don gian nhung phép chiing minh
cua nd rd rang khong phai chi 1a mot aung dung don gian caa nguyén li chudng bo cau.

Chung ta s& goi mot tap € < N 1a mot I — khéi ld@p phwong trong N néu ching ta cé thé tim duoc cac s6
tu nhién sg, 51, ..., 5; Voi s; + -+ 5; < 5;44,1 < i <[, 5a0 cho

C = C(50; Sy, ,S) = {s0 + Xty &:5;: & = 0 hodc 1},

Nhu vay, mét [ — khéi lap phuong trong N 1a anh affine caa khéi lap phuong don vi {0,1}! c R, nén anh
affine nay ciing s& c6 2! dinh.




Niam 1892, Hilbert di chtrng minh dugc két qua sau day:

Két qua 6.4.1. (Hilbert)

Néu N duoc td bai mét sb hitu han mau thi, véi moi I = 1, chiing ta lun c6 thé tim dugc mot 16p mau
nao d6 c6 chira v s6 cac ban sao tinh tién cua cung mot I — khéi lap phuong.

Chitng minh két qua 6.4.1.

R0 rang 13, dé chiang minh tinh dung din cua khang dinh trén, ching ta chi can ching minh phién ban
hitu han sau day cua khang dinh néu trén:

Chng ta ludn c6 thé tim dugc mot ham H: N x N — N sao cho néu N > H (k, 1) thi moi phép k — td
mau cua [N] déu cd chira mot I — khéi lap phuong don sac.

Do mét 1 — khdi 1ap phuong trong N chi 1a mot cap cac sb nguyén nén ching ta chi can chon H(k, 1) =
k + 1 1a s& thoa man c4c yéu cau cua bai toan. Nhu vay, dé ching minh tinh dung din cua khang dinh trén,
ching ta chi can chi ra rang néu ching ta c6 H(k,1) < n thi ching ta chi can chon H(k,1+ 1) = N = kn'*!
s& thoa man cac yéu cau cua bai toan.

Dé thay duoc diéu nay, ki hiéu c: [N] — [k] 1a mot phép k — t& mau bét ki va phan hoach [N] thanh
N/n = kn' khoang va mdi khoang nay s& c6 chiéu dai n:

[N = U},

trongdé [; = [(j — Dn + 1,jn],j = 1,..., N/n. Khi d6, mdi I; déu s& c6 chira mot I — khéi lap phuong don
sic nao d6. Tuy nhién, néu tinh dén cac phép tinh tién thi ching ta s& chi c6 tdi da (n — 1)! < n! khéi lap
phuong trong nhitng khoang nay va mdi khéi 1ap phuong don sic nay déu dugc nhan mot mau nao do trong
s6 k mau cho trugce. Do ching ta c6 kn! khoang nén ching ta s& tim dugc hai khoang nao dé trong sb cac
khoang nay, tam gia st 1a I; va I, c6 chira cac ban sao tinh tién cta ciing mot I — khéi lap phuong C; va cac
ban sao nay duoc td boi cling mot mau. Hop cua hai ban sao tinh tién nay ciing chinh 1a mét (I + 1) — khdi
lap phuong don sic can tim. O

Két qua trén vé co ban khong anh huong qua nhiéu dén su phat trién cua ly thuyét Ramsey nhung dinh i
sau day, duoc chitng minh boi Schur vao ndm 1916, d3 tro thanh diém khoi dau caa mot linh vic nghién
Clru VAN cOn rat nang dong cho dén tan ngay nay.

Két qua 6.4.2. (Schur)

Véi moi k > 1, chiing ta ludn tim dugc mot s6 nguyén m sao cho, véi moi phép k — td mau cua [m],
chiing ta ludn c6 thé tim dugc cac s6 nguyén x, y, z duoc t6 bai cling mot mau caa [m] sao cho x +y = z.

Chirng minh két qua 6.4.2.

Chung ta s& chitng minh rang chi can chon m = R, (3) — 1 s& thoa man c&c yéu cau cua bai toan, trong
d6 R, (3) = R,(3, ...,3) 1a s6 Ramsey do thi cho truong hop k mau va cac tam giac, nghia 1a s6 nguyén n
nhé nhét sao cho, vdi moi phép k — td mau cua tap cac canh cua K,,, chung ta luén tim dugc mot tam giac
don sac.




Ki hiéu n = R, (3) va ki hiéu c: [m] = [n — 1] = [k] 1a mot phép k — t6 mau bat ki. Xét mot phép k —
t6 mau bat ki caa [n]®, tap cac canh cia do thi day da véi [n] 14 tap cac dinh, nhu sau: v6i mdi ij €
E(K,) = [n]®, ki hiéu ¢’ (ij) = c(|i — j|). T cach dinh nghia cia n = R,(3), chling ta ludn co thé tim
dugc mot tam giac don sac, Vi tap dinh tam gia sala {h,i,j}, saocho1 < h <i <j <nvac'(hi) =
¢’ (i) = ¢'(hj) = 1 v&i mot chi s6 I nao d6. Nhung khi d6 cacsénguyén x =i —h,y = j —i,z = j — h s&
thoaman c(x) =c(y) =c(z) =lvax+y =z O
Bing cach dung S(k) dé ki hiéu s nguy@n m nhé nhat néu trong Két qua 6.4.2), ching ta nhan thay

rang S(k) < R,(3) — 1. Nhu chung ta c6 thé d& dang chi ra rang R, (3) < |ek!| + 1, ching ta nhan thay
rang S(k) < |ek!].

Két qua cb dién thir ba va ciing 1 quan trong nhat, c6 truéc ca dinh 1i Ramsey, duoc chiztng minh bai van
der Waerden vao nam 1927. Chiéu dai ciia mgt day sé duoc dinh nghia 1a s cac sé hang cua né.

Két qua 6.4.3. (van der Waerden)
Gia str cho trudc cac sé nguyén p va k.

Khi d6, néu n du 16n thi moi phép k — t6 mau cua [n] déu c6 chira mot cap sé cong don sic véi chiéu
dai p.

Tur Két qua 6.4.3), chiing ta c6 thé dinh nghia cac ham van der Waerden W (p) va W (p, k). O day,
W(p) = W(p,2) va W(p, k) & gia tri nho nhit cua sé nguyén n néu trong Két qua 6.4.3). Do d6, W (p, k)
|l gia tri nho nhét ciia s6 nguyén n sao cho néu [n] = UX_, N; thi ching ta lubn c6 thé tim dugc cac so
nguyéna,d >1val<i<ksaochoa,a+d,a+2d,..,a+ (p —1)d € N;. Khdng co gi ngac nhién khi
ham 2 — mau W (p) duoc nghién ciru nhiéu nhat va ngay nay ching ta biét rang W (2) = 3, W(3) =
9, W (4) = 35 va W(5) = 178. Tuy nhién, ching ta lai biét rat it cac thdng tin vé bac ting trudng cua cac
ham W (p) va W (p, k).

Thay vi truc tiép dua ra mot phép ching minh cho dinh Ii van der Waerden, chiing ta s& chi xem xét dinh
i Hales — Jewett — mot dang mé rong quan trong cua né — dugc chimg minh vao nam 1963. Dé phat biéu no,
ching ta s& can dén mot sé dinh nghia sau day:

Véi mot tap hitu han A va mot s nguyén n > 1 cho trudc, khéi ldp phirong n chiéu xdc dinh trén A
duogc dinh nghia 1a tap A™ = A™ = {(a, ..., a,): a; € A véi moi chi s6 i}. Mot dwong thing té hep (hoic
mét dwong thang) trong A™ duoc dinh nghia 13 mot tap L ¢6 dang

L={(ay,..,a,) € AMaq; = ajvoii,j Elvaa; =al véii ¢ 1},
trong d6 I 1a mot tap con khong rdng caa [n] va a? 1a mét phan tir c6 dinh nao d6 ctia A véi i € [n] — I.

Luu ¥y rang moi dudng thang trong A™ déu c6 chinh xac |A| phan tir. Bang cach chon A = [p] nhu cach
ching ta van thuong lam, cac “diém” a', a2, ..., aP caa mot duong thang bat ki déu cé thé duoc danh sb lai
j néuie€l,

saochoa’/ = (a’,d’, ..., a’) trong d6 aj={ .
(a1, n) trong d a)néui & I.




Hién nhién, moi dudng thang déu c6 chinh xac p phan tir va chung ta ciing c6 chinh xac
Yicinlzo P M = T gcmygem PP = (p + 1)™ — p™ duodng thing trong A™.

Chang han, khéi 1ap phuong 2 — chiéu [p]? c6 2p + 1 dudng thang: p dudng thang “nim doc”, p duong
thang “nam ngang” va mot duong thang “nam chéo”, cu thé 12 {(a, a): a € A}.

Két qua 6.4.4. (Hales — Jewett)

Véi moi sb nguyén p va k cho truée, chiing ta ludn cé thé tim duoc mot sé nguyén n sao cho néu A 1a
mét tap hiru han véi p phan ti thi moi phép k — t6 mau c: A™ - [k] cua A™ déu cé chita mot duong thang
don sic.

Ham Hales — Jewett HJ (p, k) duoc dinh nghia twong tu nhu ham van der Waerden: HJ (p, k) la gia tri
nho nhat cua sé nguyén n néu trong Két qua 6.4.4).

Dé thay rang dinh 1i Hales — Jewett bao ham ca dinh i van der Waerden, tit ca nhitng gi chlng ta can la
chi ra su ton tai cia mot anh xa 8: [p]™ — [p™] bién moi dudng thing té hop thanh mot cip sé cong voi
chiéu dai p. Chang han, ching ta c6 thé chon 6: [p]™ - [p"] la anh xa (a;)~, = a, + - + a,, hoic
(@)™, » 1+ Y™ (a; — 1)p'~t. Khi 6, moi phép k — t& mau c cua [p™] déu cam sinh mot phép k — to
mau ¢ cta khdi lap phuong [p]™ bang cach dat é((a)™,) = C(H ((ai)?zl)). Ké tiép, moi duong thang don
sic bat ki trong phép td mau é déu duoc bién thanh mot cap sb cong don sic vai chiéu dai p trong phép to
mau ¢ cua [p™]. Nhu vay, W(p, k) < pH/ @0,

Céc phép chirng minh ban dau cua Két qua 6.4.3) va 6.4.4) sir dung phuong phap quy nap toan hoc kép
(theo ca hai chi s6 p va k) va tham chi d6i véi ham W (p) = W (p, 2) n6 con chi ra mot chin trén dé quy
nguyén thay ting cua W (p). Trén thuc té, chan trén cua ham W (p) ting 1én gan giéng nhu ham Ackerman
A(p).

Dé dinh nghia ham A(p), dau tién, ching ta s& xac dinh mot ddy cac ham f;, f,, ...: N = N bang cach dat
film) =2mva fr . (m) = fro fro ..o fr(1). Pac bigt, f,(1) = f1(1) =2, f,(2) = fy o f1(1) = £1(2) =

m
22, f23) =fiefie fi(1) ? f1(22) =23, vv..., fom) =2, f3(1) = 2, f3(2) = f 2 f,(2) = f2(22) =
2%, £,(3) = £,(2%) = 22", v.v... Khi d6, ham Ackerman A(p) dugc dinh nghia 13 A(p) = £, (p). Véi
nhitng li do 13 rang nhu trén, f; duoc biét dén nhu mot ham “thap”. O cudi muc 4.5. Bo dé Szemerédi,
ching ta da biét rang ham thap nay lién quan mat thiét dén b dé chinh quy cua Szemerédi.

Budc dot pha dau tién cho chan trén cia ham van der Waerden chi dén sau hon 60 nam sau khi van der
Waerden d3 chimg minh dinh Ii cua dng ay béi Shelah trong mot chuyén du lich ddng chd y ciia minh dng
ay da dua ra mot chan trén dé quy nguyén thity cho ham Hales — Jewett HJ (p, k) va nhu vay 6ng ciing da
gian tiép dua ra mot chan trén dé duy nguyén thuy cho ham van der Waerden W (p, k). Muc dich chinh cta
phan nay cia chung ta d6 13 trinh bay mot dinh i tuyét voi cua Shelah.

Chung ta hay bat dau véi mot bo dé mang tinh ki thuat va thuong dugc biét dén voi tén goi nguyén Ii
chudng bo cau cua Shelah:

Két qua 6.4.5. (Shelah) , q
V&1 moi s6 nguyén n va k cho trudc, néu m du lon thi khang dinh sau day sé dugc thda mén:
“Gia sir cho truéc cac phép k — to mau ¢;: [m]2" 4 5 [k],j =1, ..., n.
Khi d6, ching ta ludn c6 thé tim dugc cac s6 nguyén 1 < a; < b; < m sao cho, véi moi chisd j, 1 <
j < n, chung tasé co
Cj (al, by, .., @j_1,bj_1,0},Qj 11, bj 11, ..., Ay, bn) = ¢ (al, by, ..., aj_1,bj_1,bj,aj11,bj1q, ..., Ay, bn)




Chitng minh két qua 6.4.5.

Pé ching minh tinh dang din caa khang dinh trén, ching ta sé sir dung phuong phap quy nap toan hoc
theo chi s6 n. Voin = 1, ching ta cd thé chon m > k + 1 bat ki. Ké tiép, gia sir chung ta da chon duoc s6
nguyén m, twong ng voi n va k, va ching ta s& chitng minh rang bat ki m > k™" + 1 nao cling s€ tuong
ung voin + 1 vak.

Vi cac phép t6 mau ¢;: [mo]2"+Y - [k],j = 1, ...,n + 1, chling ta s& tao ra mot phép t6 mau c: [m] -
[k][mo][zn] bang cach dat c,(ay, by, ..., Ay, by) = Cpyq(ay, by, ..., Ay, by, @), Véi moi a € [m] va
(ay, by, ..., ay, by) € [my]2™.

Tir cach lua chon cua s6 nguyén m, ching ta cd thé tim duoc cac sé nguyén 1 < a,,; < by, < m Sa0
chocg, ., =cp,, s nghiala, cpyq(ayg, by, ..., Ay, by, Any1) = Cpiq(aq, by, ..., @y, by, b)), VO Mo
(ay, by, ..., an, by) € [my]2™. Ké tiép, vi mdi chisd j = 1, ..., n, ching ta s& xay dung mot phép td mau
¢ [my]"1 = [k] bang cach dat ¢ (X1 s Xon—1) = (X1, o) Xon—1, A1, Dir).

Tt gia thiét quy nap cua bai toan, ching ta ludn c6 thé tim duogc cac sé nguyén 1 < a; < b; < m, V6i
i=1,..,nsaocho

cj’(al, by, ...aj_1,bj_4, aj, Ajy1, bjs1, s Qn, bn) = j’(al, by, ...aj_1,bj_1, b;, jy1, bjy1, s p, bn)‘ vGi moi j.

Nhung khi d6 cacso 1 < a; < b; <m,i=1,..,n+ 1 s&co cac tinh chat ma ching ta yéu cau. O

Bang cach dung S(n, k) dé ki hiéu cho gia tri nho nhat caa sé nguyén m néu trong Két qua 6.4.5), phép
chitng minh néu trén chi ra ring S(1,k) = k + 1vaS(n + 1,k) < kS®O* 4 1 véi moi n = 1. Chling ta s&
goi S(n, k) la mét ham Shelah.

Trudc khi ching ta trinh bay dinh Ii Shelah, chiing ta s& dinh dang lai Két qua 6.4.5) trong dang thuan
tién hon.

Gia sir cho trudc cac sb nguyén n va m, ki hiéu

S = {(al: by, ..., p, bn) € [m](Zn)}
va Sy = {(ay, by, ..., an, by) € [M]1?™: q; < b; véi moi i}.

Ching ta s& goi S va S, 1a c4c td@p con Shelah cia [m]?™. Hon nira, véi moi s = (ay, by, ..., a,, b,) €S

va véimoi 1 < j < n, ki hiéu
sl = (al, by, e @1, bj_1, 45, G, Qjyq, D, oon, Ay, bn)
va S]'2 = (al, blr ey aj_l, I?j—l’ bj, bj, aj+1, bj+1, o an, bn)

Vai cach ki hiéu nay, phép chitng minh ciua Két qua 6.4.5) chi ra khang dinh sau:

Két qua 6.4.6.
V&i moi s6 nguyén p va k, néum > S(n, k) thi khang dinh sau day s& duoc thda man:
“Ki hiéu S va S, 1a cac tap con Shelah caa [m]?™ va ki hiéu c: S = [k] 1a mot phép k — t6 mau bat ki
cua S.
Khi d6, chiing ta luén cé thé tim dugc mot diém s € S, sao cho c(s/) = c(s/?) véi moi j,1 <j < n.”

Sau tat ca nhitng su chuan bi ndy, ching ta da san sang dé trinh bay dinh Ii Shelah — mot dang manh hon
cua dinh li Hales - Jewett:

Két qua 6.4.7. (Shelah)

Véi moi s6 nguyén p va k, ching ta ludn cé thé tim dugc mot s6 nguyén nho nhat n = HJ (p, k) sao cho
moi phép k — t6 mau [p]™ — [k] déu cd chira mot duong thang don sic. Hon nira, néu n = HJ (p, k) thi
Hj(p + 1,k) < nS(n, k@),

Chirng minh két qua 6.4.7.

Hién nhién, H/(1,k) = 1. Gia sitrang n = HJ (p, k) ton tai vam = S(n, k®P+D"™). Ki higu c: [p +
1]vml 5 (k] la mét phép k — t6 mau bat ki. Chling ta s& chizng minh rang phép k — t6 mau nay sé& c6 chia
mot duong thang don sac.




Phan hoach [nm] thanh n khoang sao cho mdi khoang déu co chiéu dai m:
[nm] = Uj-1 1,
trong d6 I; = [(j — 1)m + 1, jm]. Hon nita, ki hiéu S va S, Ia cac tap con Shelah ctia [m]?".
Vé6is = (ay, by, .., an,by) €Sg, x = (xq, 0, xp) E[p+ 1M I=(G-1)m+i€ I;, ki hiéu
p+1néui<a,
e = x; néuag; <i<b,
p  néui>b;.

Ching ta s& goi es(x) = e(s, x) = (eq, ..., epm) € [p + 11 13 Mot s — mé réng cia x.

Hién nhién, voi moi s € S,, &nh xa eg: [p + 11 = [p + 1]1"™] 13 mot don 4nh va bién moi duong thing
cua [p + 1] thanh mot duong thang cuaa [p + 1],

Chiing ta s& sir dung ¢ dé tao ra mot phép t6 mau é: S - [k]P*1™ s 5 &, trong d6 &,(x) = c(e(s, x))
véi moi x € [p + 1]™. Dom = S(n, k®+D™) nén, tir Két qua 6.4.6, chiing ta ludn 6 thé tim dugc mot s €
S, sao cho ¢ (e(sj'l,x)) =c (e(sj’z,x)) v6i moi x € [p + 1] Ching ta s& ¢ dinh diém s =
(ay, by, ..., an, by) € Sy va xét mot phép k — 0 mau [p]™ - [k] duoc x4c dinh bai x — c(e(s, x)).

Do n = HJ(p, k) nén khéi lap phuong [p]™ s& c6 chira mot duong thiang don sic. Didu nay ¢ nghia 14,
bang cach danh sé lai cac diém (néu can thiét), ching ta ludn c6 thé tim dugc cac diém x?, ..., xP € [p]™ va
mot khoang I = [h], h = 1, sao cho, vdi x/ = (x/, ..., x}.), ching ta & ¢6

j (Jjnéul<i<h,
X :{x-oné'uh<i<n
i <mn,
trong d6 x4, ..., x0 € [p].
Ké tiép, ching ta s& xac dinh diém xP*1 = (xP*, .., x2™) € [p + 1]™ dé tiép tuc day nay:

p+1_ (Pt 1néul <i<h,
X :{ x’néuh <i<n.
; <
Khi @6, {x?, ..., xP*1} s& 1a mot duong thang trong [p + 1], nén {e,(x1), ..., es(xP*1)} ciing 13 mot
duong thang trong [p + 1]M™™. Bé hoan tit phép chirng minh nay, tat ca nhitng gi ching ta phai lam chi 1a
chi ra ring duong thang nay 1a don sic, nghia 1a c(e(s, xP*1)) = c(e(s, xP)).
Chung ta s& chimg minh c(e(s, xP*1)) = c(e(s, xP)) bang mot phép suy luan 16ng ghép.
p+1néul <i<j,
Véi 0 < j < h, chiing ta dinh nghia y/ = (ylj, ...,y,{) € [p + 1] boi yij = p néuj<i<h, sao
x) néuh<i<n,
cho y° = xP va y" = xP+1,
Luu ¥ rang, véi moi j, e(s, y7) = e(s/*41, y/+1) = e(s/2,y/) vac (e(sj'l,yj)) =c (e(sj'z,yj)).
Nhu vay, c(e(s,y9) = c(e(s™, y1) = c(e(s*?,yY)) = c(e(s, y1)).
Lap luan tuong t, chiing ta s& ¢6 c(e(s,¥')) = c(e(s,¥?)) = - = c(e(s,y™), nén c(e(s, xP)) =
c(e(s,xP*1)). Nhu vay, c(e(s, xP*1)) = c(e(s, xP)) va phép ching minh cua ching ta da dugc hoan tat. o
Két qua 6.4.7) chi ra rang ham Hales — Jewett khong ting & bat cir dau gan nhanh nhu cua ham
Ackerman: trén thyc té, véi mot hang sé ¢ nao do, ching ta s& ¢d Hi (p, k) < f,(c(p + k)), trong d6 f, 1a
ham thu tu trong hé thong phan cap Ackerman — ham tiép theo sau ham thap 22" |

Chan trén cua ham van der Waerden W (k) dugc suy ra boi Két qua 6.4.7), trén thuc té, 1a chan trén tot
nhat cho W (k) duoc biét dén cho dén thoi diém hién tai.



binh Ii Hales — Jewett va dinh i Shelah ma rong dinh li van der Waerden theo mot huéng triru tugng va
t6 hop. Pinh li van der Waerden ciing ¢6 nhiéu dang mé rong dep va sau sic trong vanh céac sé nguyén: két
qua mé dau cho nhiing dang mo rong nay 1a dinh 1i Rado lién quan dén cac hé phuong trinh tuyén tinh.

Gid sir cho truéc mot ma tran A = (a;;) cap n X m véi cac phan tir nguyén. Ching ta s& goi A 1a mot
phan hoach chinh quy néu phuong trinh Ax = 0 c6 mot nghiém don sac véi moi phép t6 mau cia N Vo
mot s6 hitu han mau. N6i cach khac, A = (a;;) 1a mot phan hoach chinh quy néu, véi moi phan hoach N =
UK., N;, ching ta ludn c6 thé tim duoc mot 16p N; nao d6 c6 chira cac sé nguyen x, ..., x,, sao cho

Z}l:laijxj =0,voimoii=1,..,m

Luu ¥ rang khdng phai moi ma tran déu 1a mot phan hoach chinh quy: chang han, mot ma tran véi mot
s6 phan tir dwong va mot s6 phan tir &m khdng phai luc nao ciing 14 mot ma tran phan hoach chinh quy, cu
thélad = (1 —2). Mt khéc, dinh Ii Schur (Két qua 6.4.2) chiraringA=(1 1 —1) la mot phan
hoach chinh quy va, nhu chung ta s& thay, dinh Ii van der Waerden 1a dang yéu hon cua khang dinh cho rang
moi ma tran certain luén la mét phan hoach chinh quy. Nam 1933, Rado da dua ra mot dac trung dang cha y
cua cac ma tran phan hoach chinh quy.

Chiing ta s& dung ay, ..., a,, € Z™ dé ki hi¢u cho cac vector cot cia ma tran A = (a;;). Nhu vay, a; =
(a1j Qzj - Amj)T. Ching ta s& ndi rang A théa man diéu kign cét néu, bang cach danh s lai cac
vector cot (néu can thiét), ching ta cé thé tim duoc cac chisd 1 < ny < - < n; = n sao cho, véi b; =
Z] L @;, vector by 120 va, véi i > 1, vector b; [a mot té hgp tuyén tinh hwu t7 cua cac vector
Ay, Ay, ..., Ay, ; Nghiala b; nam trong khdng gian con tuyén tinh caa Q™ duoc cam sinh bai tap
{ay, ay, ..., a,,_}. Changhan, néud = (@1 .. am) Véia; # 0 véi moi i thi A s& théa man diéu kién cot
néu va chi néu ching ta c6 thé tim dugc mot tap cac a; nao d6 co tong bang 0.

Day ciing chinh la dinh Ii ph&n hoach chinh quy cua Rado:

Két qué 6.4.8 (Rado) , , ‘
Mot ma tran véi cac phan tae nguyén la phan hoach chinh quy néu va chi néu no thoa man dicu kién cot.

Dinh li dep nay 1am giam tinh chinh quy cua mot ma tran phan hoach vé thanh mét tinh chat cé thé duoc
kiém tra trong thoi gian hiru han. Diéu dang nhén xét ¢ day do la ca hai l6p y nghia nay déu khéng d& dang.
Ngoai ra, nhu trong hau hét cac két qua kiéu Ramsey, bang cach sir dung mét 1ap luan compact chUan
chung ta da gap vai lan viéc phién ban v han kéo theo phién ban hitu han caa chinh né. Nhu vy, néu A4 1a
mét phan hoach chinh quy thi, véi mdi k, ching ta ludn c6 thé tim dwgc mot sé tu nhién R = R(4, k) sao
cho phuong trinh Ax = 0 ¢ mét nghiém don sic v6i moi phép k — td mau cua [R].

Dé suy ra dinh Ii Schur tir dinh Ii Rado, tit ca nhitng gi ching ta phai lvu y 6 daydola (1 1 —1) 1a
mét phan hoach chinh quy, b&i vi n6 théa man diéu kién cot.

1 -1 0 0 0 1
- n A 2 O 1 -1 0 0
Hon nira, do mot ma tran co dang 0 0 1 -1 o 1

0 0 O 1 -1 1
Rado chi ra rang, vai moi s6 nguyén p va k, chung ta ludn co thé tim duoc mot s6 nguyén n sao cho moi

phép k — t6 mau cua [n] déu c6 chira mot cap s6 cong don sic vai chidu dai p sao cho hiéu hai phan tir bat
Ky cua n6 cling nam trong cting mot 1op: day 1a mot dang tong quat hon mét chit so véi dinh Ii van der
Waerden.

Mt khac, mot hé qua tac thi khac caa dinh 1i Rado d6 13, véi moi s6 nguyén k va n cho trudc, ching ta
lubn cé thé tim duoc mot sb tu nhién N = N (k, n) sao cho néu [N] dugc td béi k mau thi ching ta lubn cé
thé tim duoc mot tap A gom n 6 ty nhién sao cho Y e4a < N VA tat ca cac tong Ypep b (@ # B € A) déu
duogc td boi ciing mot mau. O cudi muc 6.5. Ly thuyét Ramsey cho cac day con, ching ta s& thao luan mot
dang mé rong tuyét dep ciia khang dinh nay cho céc tap vo han.

thoa mén diéu kién cot nén dinh Ii




Cubi cuing, chling ta s& ndi mot vai 1oi vé bo dé Szemerédi. Vao nam 1930, Erdds va Turan da phong
doan mot dang ma rong sau sac cua dinh 1i van der Waerden cho 16p mau 16n nhat: ching ta chi can biét nd
1a “16n” hon so véi cac phan khéac ctia phan hoach 1a da. N6i mot cach chinh xac hon, ho da phong doan
rang moi tap cac so ty nhién véi mat do trén duong déu c6 chira mot cap s cong véi chiéu dai tay y: néu

A c N sa0 cho limsup 4_,o, 'AHI\ENH > 0 thi A s& c6 chira mot cap sé cong vai chiéu dai tiy y. Bang cach st
dung mot Iap luan compact tiéu chuan, khiang dinh nay c6 nghia 1a néu 6 > 0 va p > 1 thi chdng ta ludn c6
thé tim dugc mot sb ty nhién N sao cho moi tap con caa [N] gom it nhat N phan tir déu ¢ chira mot cap s6
cong vai chiéu dai p.

Bang chung dau tién cang cb cho tinh dung din caa phong doan Erdos — Turan dwoc cung cap boi Roth
vao nam 1953, khi 6ng di ching minh phong doan nay trong truong hop dic biét p = 3. Phong doan day du
da duoc Szemerédi ching minh vao nim 1975 boi mot 1ap luan té hop sau sac va kha phic tap. Phép ching
minh ndy Szemerédi can dén bo dé chinh quy caa 6ng 4y, da dwoc trinh bay trong muc 4.5. Bo dé
Szemerédi. Nhu chiing ta da thay, két qua nay di cach mang hoa ly thuyét cuc tri d6 thi.

Trén thuc té, bo d& Szemerédi ciing anh hudng rat nhiéu dén ly thuyét ergodic: vao nim 1977,
Firstenberg di dua ra mot phép ching minh méi cho bo dé nay bang ly thuyét ergodic — diéu nay 1am hdi
sinh lai ly thuyét ergodic. Nhung tat ca nhimg diéu nay lai vuot qua khuén kho tai lidu cia chung ta.

6.5. Ly thuyét Ramsey cho cac ddy con

Gia st (f,,) 1a mot ddy ham xéac dinh trén mot khéng gian T. Khi d6, ching ta cé thé tim duoc mot day
con vb han (g,,) sao cho mot trong hai phuong an sau dugc xay ra:

a) Néu (h,,) 1a mot ddy con bat ki cua (g,,) thi sup,er|XY b, (£)] = %véri moi N > 1,
b) Néu (h,,) 1a mot ddy con bat ki caa (g,,) thi sup,er| XY b, (£)] < %véi moi N > 1.

Khing dinh kha khé khin cho cac ddy ham ndy, trén thyc té, 1a mot hé qua tic thi caa mot két qua kiéu
Ramsey vé cac tap vo han.

Nhu thuong 18, véi mot tip M cho trudc, ching ta sé dung 2M dé ki hiéu cho tap céc tap con caa M, M™
dé ki hiéu cho tap cac r — bo cua M, M@ & ki hiéu cho tap céc tap con vo han cua M. Tur Két qua 6.1.4),
diéu ty nhién duoc dit ra & day do 1a: “Liéu moi phép 2 — t& mau xanh — do cua N(®) ¢6 chira mét tap con
vO han don sic hay khong?”. Khdng mat qua nhiéu thoi gian dé ching ta c6 thé nhan thiy rang truong hop
nay 1a khong thé. Nhu duoc thic ddy bai quan sat nay, ching ta s& goi mot ho F < 2N 1a Ramsey néu ton tai
mét tap con M € N(® sao cho M c F hoic M@ < 2N — F. N6i cach khac, néu mot phép 2 — td mau
xanh — d6 cua N déu c6 chira mot tap con vo han don sac thi ching ta s& goi ho F gom céac phan tir do cua
N(®) 13 Ramsey.

Tat nhién, 2V ¢6 thé duoc dong nhat vai tich Cartesian [],,ey Ty, trong d6 T, = {0,1} v&i moi chi s6 n.
Chung ta s& trang bi cho T,, mét cau tric topology roi rac va tich 2N mét cau trdc tich topology: trong cau
tric topology nay, 2N 1a mot khong gian Hausdorff compact. Mot dang yéu ciia mot dinh Ii dugc dé xuat boi
Galvin va Prikry chi ra rang cac tap con mo caa 2N déu 1a Ramsey. Pé ching minh tinh dung dan cua két
qua nay, sé that tién lgi khi chung ta sir dung cach ki hiéu va thuat ngir dugc gidi thiéu boi Galvin va Prikry.
Chung ta s& s dung M, N, A, B dé ki hiéu cac tap con v6 han cua N, va X, Y dé ki hiéu cac tap con hitu han
cia N. Ching ta s& ki hiéu X <anéux <a véimoi x € X; X <M néu X < m vdi moi m € M. Mot M —
mao rgng cua X duoc dinh nghia la mot tap cé dang XUN, trong d6 X < N va N ¢ M. Chlng ta hdy chon ra



mét ho F < 2N ¢ dinh. Ching ta s& n6i rang M chdp nhan X néu moi M — mé rong cua X déu nam trong
F: M tir chéi X néu khong cd bat ki mot tip N € M nao chap nhan X.

Két qua 6.5.1.

Néu N tir chdi @ thi chding ta ludn c6 thé tim dugc mot tap M € N tir chéi moi tap X < M.

Chitng minh két qua 6.5.1.

Pau tién, ching ta hay luu y rang lubn cé thé tim dwgc mot M, sao cho moi X c M, déu duoc chip nhan
boi M, hodc déu bi tir chéi boi M,. That vay, ki hiéu N, = N, a, = 1. Gia st chlng ta di xac dinh dugc
No>N; D DN,vaa; €N; —Niy,, 0<i<k—1.Chonraay € N,. Néu N, — {a,} tir chbi {ay, ..., a;}
thi ki hiéu N1 = Ny — {a}; trudng hop nguoc lai, ki hiéu Ny, 12 mot tap con vo han cua N;, — {a;} chap
nhan {ay, ..., a,}. Khi d6, M, = {a,, a4, ... } chinh 1a tap can tim.

Tt gia thiét cua bai toan, M, tir chdi @. Gia sir chiing ta di chon duoc cac phan tir by, by, ..., by_, Sa0 cho
M, tir chdi moi tap X < {by, by, ..., by_1 }. Khi d6, M, khdng thé chap nhan vo han cac tap c6 dang X U{c;},
j =1,2,...; truong hop nguoc lai, {c,c,, ...} & chap nhan X. Do d6, M, tir chéi tt ca ngoai trir mot s6 hitu
han cac tap c6 dang XU{c}. Do chi c6 2* céch lya chon cho X nén ching ta luén c6 thé tim dugc mot phan
tir by, sao cho M, tir chdi moi tap X < {by, by, ..., by }. Tir cach xay dung caa ching ta, tap M = {by, by, ... } S&
thoa man c&c yéu cau cua tap can tim. 0

Véi su tro gilp caa Két qua 6.5.1), ching ta c6 thé d& dang ching minh dinh 1i sau day cua Galvin va
Prikry:

Két qua 6.5.2. (Galvin — Prikry)

Moi tap con mé cua 2N déu l1a Ramsey.

Chieng minh két qua 6.5.2.

Gia sir cho truéc mot ho mo F < 2N va gia sir A ¢ F véi moi A € N(“), nghia 1a N tir chdi @. Ki hi¢u
M 14 tap ma su ton tai dwoc dam bao boi Két qua 6.5.1). Néu M@ ¢ 2N — F thi ki hieu A € M@NF. Do
F mé nén nd s& cd chira mot 1an can cua A, nghia 13 ton tai mot sé nguyén a € A sao cho néu
BN{1,2,...,a} = AN{1,2, ...,a} thi B € F. Nhung diéu ndy ngu Yy rang M chap nhan AN{1,2, ...,a}, diéu
ndy mau thuan véi cach lra chon caa M. Nhu vay, M@ < 2N — F. Biéu nay chiing t6 rang F 1a Ramsey. O

NGi mot cach don gian, Két qua 6.5.2) cho ching ta biét rang cac tap “khong nhay cam véi nhiing thay
d6i nho” déu 1a Ramsey; nhu chung ta c6 thé thay, cac tap “nhay cam voi nhiing thay doi nho” khong nhat
thiét phai 1a Ramsey.

Ké tiép, ching ta s& ching minh rang Két qua 6.5.2) s& dan dén mot dang mé rong tao nha cua Két qua
6.1.4). Ki hiéu bai X< he cac tgp con hi#u hgn cia X. Mot ho G € N<®) duoc goi 1a day déic néu
GNME = @ véi moi M € N(®)| va né dugc goi |1a thwa néu khdng c6 bat ki mot thanh vién nao cua G la
mot phan doan ban dau cia mot thanh vién khac (nghia 13, néu X < Y thi X ¢ G hoac XUY & G). Chang han,
véi mdir = 1,2, ..., cac ho N déu thua.




Két qua 6.5.3.
Gia st cho trudc mot ho day dic G ¢ N<@),

Khi @6, chiing ta ludn c6 thé tim duoc mot tip M € N(®) sao cho moi A € M déu c6 chira mot phan
doan ban dau nam trong G.

Chitng minh két qua 6.5.3.

Ki hiéu F = {F c N: F ¢4 chtra mot phan doan ban ddu nam trong G}. Khi d6, F la mé. Do do, chiing
ta ludn co thé tim duoc mot tap M € N sao cho M@ c F (trong trudng hop nay, tinh dang din cua
khang dinh Ia hién nhién) hoic M@ < 2N — F. Truong hop tha hai khéng thé xay ra boi vi nd ngu y rang
MEDING = @. O

Hé qua nay cho phép chung ta suy ra mot dang mé rong cua dinh Ii Ramsey dang nguyén ban cho céc
tap vO han (Két qua 6.1.4).

Két qua 6.5.4.
Gia str cho trudc mot ho thua G € N<“) va mot sé tu nhién k € N.

Khi d6, v6i moi phép k — td mau cua G, chiing ta ludn ¢ thé tim duoc mot tap vo han A < N sao cho tat
ca cac thanh vién cua G duoc chtra trong A déu dugc td boi cing mot mau.

Chieng minh két qua 6.5.4.

Dé ching minh tinh dung din cua khang dinh trén, ching ta chi can ching minh khing dinh trén cho
truong hop k = 2. Xét mot phép 2 — t6 mau xanh — d6 cta G: G = FrgnnUFas. NéU Fpnp 12 day dic thi ki
hiéu M 1a tap ma sy ton tai duoc dam bao bai Két qua 6.5.3). Vi moi F € GN2M, ching ta ludn c6 thé tim
dugc mot tap vo han N € M véi phan doan ban dau F. Do G 1a thwa nén F s& 13 phan doan ban dau duy nhat
cia N nam trong G. Nhu vay, F € F,.,,, Nén moi thanh vién cua G duoc chaa trong M déu duoc td mau
xanh.

Mat khac, néu Fyann khong day dac thi 2MNFyunn = @ voi mot tap vo han M nao d6. Nhu vay, 2MNG <
Td(’)- O

Ké tiép, chiing ta s& chuyén sang trinh bay mot két qua lién quan dén céc tong don sac ma chung ta da
gidi thiéu & phan cudi ciia myc trude. Két qua tuyét vai nay, dugc phong doan boi Graham va Rothschild va
dugc chiang minh lan dau tién bgi Hindman, gan nhu khong quéa gan véi cac két qua khac da dugc dua ra
trong phan nay, nhung phép chitng minh ni bat do Glazer dwa ra minh hoa cac phuong phap phong phii ¢6
thé duoc &p dung trong ly thuyét Ramsey vo han.

Két qua 6.5.5. (Hindman)

Vé6i moi phép k — t6 mau bat ki caa N, chdng ta luén c6 thé tim duoc mét tap vo han A < N sao cho tat
Ca Cac tong Y ,ex X, @ # X c A, déu duoc t6 bai cling mot mau.




Chitng minh két qua 6.5.5.

Chung ta s& khong dua ra mot phép ching minh chi tiét ma chi phac thao mot phép chiing minh cho
nhitng da ai quen thudc voi khai niém siéu loc trén N va biét ring tap SN gom tat ca cac siéu loc 1a mot
khong gian topology compact (qua trinh compact Stone — Cech cua khong gian roi rac N). Phép ching minh,
dugc dé xuat boi Glazer, it nhat 1a dep nhu dinh 1i va dang ngac nhién hon rat nhiéu. Ching ta nhic lai rang
maot bé loc F xdc dinh trén N 1a mot ho khong rong céc tap con cua N sao cho

(i) néud,B € FthiANB € F;
(i) ffuAe FvaAc BthiB € F;
(iii) FNe2N, nghiala @ ¢ F.

Bb d& Zorn ngu y rang moi bd loc déu dugc chira trong mot bo loc tdi dai nao do, duoc goi 14 mot siéu
loc. Néu U 1a mét siéu loc thi, vai moi A € N, A € U hoic N — 4 € U. Biéu nay ngu Y rang moi siéu loc U
déu xac dinh mot do do cong tinh hitu han 0 — 1 m trén 2N:

1, néud € U,

m(4) = {0, néuN—A4 € U.

Nguoc lai, ré rang 1a moi d6 do cong tinh hiru han 0 — 1 trén 2N déu xac dinh mat siéu loc. Néu ton tai
mét tap hitu han nao d6 voi d6 do 1 thi ching ta ludn cé thé tim duoc mot phan tir nao dé cua tap hop nay,
tam gia str la a, cling ¢6 do do 1. Nhu vay, U = {4 c N:a € A}. Nhitng bo siéu loc nay thuong dugc goi la
principal. Khdng phai moi siéu loc déu la principal: cac siéu loc c6 chira bo loc F = {4 c N:N —
A la hiru han} s& khong phai la principal.

Cac bo siéu loc nay s& rat hitu ich trong viéc chirng minh cac dinh Ii Ramsey va c6 thé duoc nhin thay tir
cach chang minh rat don gian sau day cho truong hop r = 2 cua Két qua 6.1.4): Chon ra mot siéu loc U
khong principal. Ki higu N® = P,UP, U ..UP,. Vi n €N, ki hieu A" = {m: (n,m) € P;}. Khi do,
ching ta luon c6 thé tim duoc chinh xac mét tap nao do trong s6 cac tap A™, 477, ..., A™ nim trong U, tam
gia sir 12 A% ). KE tiép, voi B; = {n:c(n) = i}, chiing ta s& c6 N = B; U ... UBy, nén mot lan nira chiing ta
ludn co thé tim dugc chinh xac mot tap nao d6 trong sé cac tap nay, tam gia st 1a B;, nam trong U. Cuébi
cling, chon ra a; € B;, a, € BiNA", a; € BiNA"NA?, v.v... V6i A = {ay, a,, ... }, ching ta s& c6 A®) c

P,

Ké tiép, chling ta hdy xem xét phép chirng minh sau day cho Két qua 6.5.5.) cua Glazer.
Chung ta s€ xac dinh mot phép toan cong trén SN nhu sau:
U+V={AcN:{neN:A—n€eU} eV}
trong 46 U,V € BNvaA—n={a—n:a € 4,a > n}.

Véi mot sé nd luc, ching ta cé thé d& dang kiém tra dugc rang U + V thuc sy 12 mot bo siéu loc va, véi
phép toan cong vira dinh nghia, AN tro thanh mot cau tric nira nhom. Hon nira, phép todn nira nhém nay la
lién tuc phai; nghia 13, véi mot tap V € BN cb dinh, anh xa BN — BN xéc dinh boi U — V + U 1a lién tuc.



Bing cach ap dung mot Iap luan topology ngan va tiéu chuan, ching ta d& dang nhan thay ring céc tinh chat
néu trén ngu y rang AN cé chira mot phan tir liy dang, nghia 1a mot phan ti P sao cho P + P = P. Piéu
nay chi ra rang P 1a khong principal; boi vi néu {p} € P thi {2p} € P + P, nén {p} ¢ P + P.

Ké tiép, gia st A € P. Khi d6, tir cach dinh nghia ctia phép todn cong, tap A* = {n € N: A — n € P} s&
nam trong P. Nhu vay, néua € ANA*thi B = (4 — a)N(A \ {a}) € P. (Ching ta co thé thay thé A boi A \
{a} boi vi P khong phai 12 principal.) Do dé, vdi moi A € P, ching ta ludn cé thé tim dugc mot phan tira €
Avaméottap B c A\ {a} saochoB € Pvaa+ B c A.

Tat nhién, siéu loc P nay khong lién quan gi dén bat ki mot phép td mau nao cua N. Tuy nhién, nhu bat

Ki mot bo siéu loc khong principal nao ciing cho phép chiing ta c6 thé tim dugc mot tap vo han don sic mot
cach truc tiép, phan tir ity dang P nay cho phép ching ta c6 thé tim dugc mot tap vo han thich hop. Ki hiéu
N = C,; U ... UC 1a mot phép phén hoach cua N thanh k I6p mau. Mot cach chinh xac hon, chung ta luén co
thé tim duoc mot 16p mau nao d6 trong sd nhitng 16p mau nay, tam gia st 1a C;, nam trong P. Ki hiéu 4, =

C;.Chonraa, € A,,A, € P,A, c A, —{a,}saochoa, + A, c A;. Chonraa, € A,, A; E P, A; C A, —

{a,}sao cho a, + A; € A,, v.v... Khi @0, tip A = {ay, a,, ... } 10 rang sé& c6 cac tinh chat yéu cau: moi tong
vO han ¥ cx x,X c A, déu duoc td boi mau i. O

Cudi cing, can nhan manh rang céac két qua Ramsey v han dugc trinh bay trong phan nay chi la phan
noi cua tang bang chim: Iy thuyét Ramsey vé cé4c tap vo han con duoc goi la cac phép tinh phan hogch 1a
mét nhanh thiét yéu va rat phé bién cua ly thuyét tap hop va n6 ciing c6 mot nén mong nghién ciru khong 16.



