Chu dé 10. Pa thic Tutte

Cho dén nay chung ta da gip mot sé da thirc lién quan dén mot d thi, bao gdm da thirc sic s6, da thic
dic trung va da thuc tdi tiéu. Myc dich chinh cua ching ta trong muc nay cta bai viét 1a nghién ciu mot loai
da thtrc dac biét cung cap cho ching ta nhiéu thong tin hon bt ky da thirc nao trude d6 vé do thi cia ching
ta.

Pa thiic nay, mot dang tong quat hoa dang ké cua da thuc sic sd, dugc xay dung bai Tutte vao nhitng
nim 1954 dya trén mot cong trinh dugc viét boi chinh éng vao hon bay nim trude d6. Mic du Tutte da goi
da thuc hai bién T, (x, y) = T(G; x, y) nay 14 da thirc lwong sdc ciia do thi G, nhung ngay nay nd thuong
duoc goi la da thirc Tutte cua G.

Tuong tu nhu da thic sic s6, da thire Tutte cling c6 thé duoc dinh nghia dé quy bing bang cach phép
toan cit va hop nhit da duoc gidi thiéu trong muc 5.1. Phép t6 mau dinh. Uu diém 16n nhat cua da thuc
Tutte 13, trong qua trinh nay, cac thong tin vé dd thi bi mat it hon rat nhiéu so véi cac da thic sac sd.

Phan dau tién ctia muc nay s& danh dé gigi thiéu va trinh bay cac tinh chat co ban nhat cua da thic Tutte
va, trong phan thir hai, ching ta s& chi ra mot da thirc phé quat nhat dinh nao d6 cé thé dé dang thu dugc tir
da thtrc nay. Dé minh hoa ban chat phd quét cua da thire Tutte, trong phan thir ba, ching ta s& gioi thiéu mot
s6 md hinh cua céc hé théng mat trat t thudng dugc sir dung trong co hoc thdng ké va chi ra céi goi 1a ham
phan hoach cta ching chang qua chi 1a cac phép bién dbi don gian caa da thirc Tutte. Trong phan thu tu,
ching ta s& chi ra rang céc gié tri cua da thirc Tutte tai céc vi tri khac nhau s& liét ké cac cAu tric tu nhién
nhat dinh lién quan dén db thi cua ching ta. Mot tinh chét co ban khac caa da thic Tutte 1a né c6 mot khai
trién dang cay khung: ching ta s& trinh bay diéu nay trong phan thir nim.

Ching ta s& mat rét it nd luc khi xac dinh da thirc Tutte trén cac cAu tric tong quat hon, cu thé 1a cac
matroid, nhung ching ta khdng muén tao ra ganh niang vai viéc trinh bay quéa nhiéu dinh nghia méi. Bat ctr
ai tham chi chi quen thudc mét cach mo hd véi cac matroid ciing s& thay rang tat ca nhimg gi chiing ta dang
cb trinh bay ¢ day chi 1a nhitng tinh chat rit co ban cia mét matroid.

Phan cudi cung cua bai viét nay s& lién quan dén cac da thuc lién két véi (cac 16p twong duong cua) cac
nGt that, dac biét 1a cac da thirc Jones va Kauffman. Nhitng da thirc nay, duoc dinh nghia tir cai goi la cac so
d6 cuia cac nut that, chi dugc phét hién vao giita nhitng nam 1980. Piéu nay kha 1a ngac nhién boi vi cac da
thirc nay rat gidng véi da thic Tutte, dd duoc xay dung hon ba muoi nam trude do: dic biét, ching cé the
dugc xac dinh mot cach tuong tu bai cac phép todn cit va hop nhat. Trén thyc té, sy giong nhau nay khong
chi nam & bé ngoai: vai mot s6 loai nit that, ching 1a nhitng ham don gian cia da thic Tutte.

Céc da thirc nut lién quan dén cac da thirc Tutte gitp ching ta chung minh mot sb két qua sau sac vé cac
nit: chding ta s& phéac thao mot phép ching minh cho mét trong nhimg dinh 1i nay. Khéng can phai noi ra,
chuyén tham quan ngan cia ching ta vé ly thuyét ntit da thic ndy hau nhu chi nam & bé mat cht chua di sau
vao cét 16i cua van de.

Bbi canh ty nhién cia cac da thire duoc nghién ciu trong phan nay caa bai viét 12 16p cdc da do thi hiru
han; theo do, tat ca cac do thi xuat hién trong phan nay cua bai viét 1 cdc da do thi véi cac canh khuyén.



10.1. C4c tinh chat co ban ciia da thirc Tutte

Pa thirc Tutte 14 thanh vién dugc biét dén nhiéu nhat trong mot ho nho cac da nao dé twong duong véi
nhau. C6 kha nhiéu céach ty nhién dé ching ta c6 thé gioi thiéu cac da thic nay: & ddy, ching ta chon cach
bat dau véi da thirc sinh hang.

Dé chuan bi, chiing ta s& dung G dé ki hiéu cho 16p gdbm tat ca cac da db thi hiru han vai cac canh
khuyén. N6i mot cach chinh xéc, G 14 tap tdt ca cac l6p ding cdu ciia cdc da do thi hiru hagn, nhung s&
thuan tién hon néu ching ta coi cac phan tir cia G 1a cac do thi hon 1a cac 16p ding cu cua cac do thi. Cu
thé, ching ta s& thudng goi cac phan tir cua G 1a céc do thi.

Pé don gian, chung ta sé dung G = (V, E) dé ki hiéu cho mot da d6 thi véi tap dinh V, trong d6 E 1a tap
cac canh kép va cac canh khuyén. Vi mot chat lam dung ki hi¢u, ching ta sé goi E = E(X) la td@p cac canh
ciia G, mac du trén thuc té mot canh caa G 1a mot phan tir cua E chtr khdng phai 1a mot canh khuyén.

Ké tiép, chling ta s& xac dinh cac phép toan cat va hop nhét (con duoc goi 1a cac phép toan xda va co)
cho 16p G. Phép toan cit duoc dinh nghia twong tw nhu trudc: gia st cho trugc mot G = (V,E) vamot e €
E, ching ta s& ki hiéu G — e = (V, E — {e}). Do d6, G — e nhan duoc tir G bang cach cdt (xda) canh e.
Ngoai ra, ki hiéu G /e 1a da db thi thu duoc tir G bang cach hgp nhdt (co) cgnh e. Nhu vay, néu e € E lién
thudc voi u va v (néu u = v thi e s& 1a mot canh khuyén) thi, trong G /e, cac dinh u va v dugc thay thé boi
mét dinh w = (uv) duy nhat con mdi phan ti f € E — {e} lién thudc véi u hodc v s& duoc thay thé bai mot
canh hoac mot canh khuyén lién thuoc vai w.

€
7] Vv u v {up)
G G-e Gle

Hinh vé& minh hoa d6 thi G ciing voi G — e va G /e cho mot canh e = uw.

Luu ¥ rang ban than canh e khéng twong ng vai bat ky mot canh nao cua G /e; dac biét, néu I 1a mot
canh khuyén thi G/1 = G — 1. Piéu quan trong can luu ¥ 12 ca G — e va G /e déu co it hon chinh xac mot
canh kép va mot canh khuyén so véi G: moi phan tir cia E — {e} déu tuong ang vai duy nhat mot phan tir
cua E(G/e).

Gia sir cho trudc mot da d6 thi G = (V, E), chling ta s& dung k(G) dé ki hiéu cho s céac thanh phan lién
thong cia G. Hang r(G) va hat nhan (chi sé chu trinh) n(G) cua G dugc dinh nghia twong tu nhu véi cac
d6 thi: r(G) = |V| — k(G) = |G| — k(G) van(G) = |E| — |V| + k(G).

K& tiép, ching ta s& chi 1am viéc véi cac @6 thi con khung caa G. Cac d6 thi con nay duoc xac dinh mét
cach tu nhién boi tap cac canh caa ching: voi F c E, chling ta s& ding (F) dé ki hiéu cho d6 thi (V, F) va



r(F), n{F), k(F) dé ki hiéu cho hang, hat nhan va sé thanh phan lién théng cua db thi nay. Pac biét, r(E) =
r(G), {E) = n(G) va k(E) = k(G).

Chung ta d sin sang dé dinh nghia da thirc sinh hang S(G; x, y) cua mot d6 thi G = (V, E):
S@Gix,y) = Z XTET{FYn(F) — Z AP~ KBy (P,

FCE(G) FCE(G)

O day, chung ta quy uéc S(G) = S(G; x, y) 1a mot da thirc theo cac bién x va y, va da thic nay 14 mot
ham cua G. Do, véi moi G, chiing ta déu c6 cac hé sé nguyén nén S(G; x,y) € Z[x, y] véi moi G € G.
Chung ta cling s& str dung quy udc tuong tu cho cac da thirc khac ciing phu thude vao do thi G, mic du
chung ta thuong thich xem G nhu 13 mét chi s6 phu thude hon 1a mot ddi s6 cua ham.

C4c tinh chit co ban nhat cua da thuc sinh hang s& dugc dwa ra ngay trong két qua dau tién. Mac du phép
chung minh 1a kha don gian, chi 1a mot chudi cac thao tac co ban, nhung vi tim quan trong dac biét cua két
qua nay budc ching ta s& phai giai thich n6 that chi tiét.

Két qua 10.1.1.
Giasa G = (V,E) lamot dd thi vai e € E.
Khi do,

(x+ 1S —e;x,y) néu e 1a mot canh cau,
SG;x,y) = (y+ 1SG —e;x,y) néu e la mot canh khuyén,
S(G —e;x,y) + S(G/e;x,y) néu e khdong phai la mdt canh ciu hodc mot canh khuyén.

Hon nita, S(E,,; x,y) = 1 vi moi db thi n — rdng E,,, n > 1.

Chieng minh két qua 10.1.1.

KihieuG' =G —e, G = G/e, r' van' 1a cac ham hang va hat nhan ddi véi G', v’ va r'’ 1a cac ham
hang va hat nhan di voi G
Dau tién, ching ta s& gisi thiéu mot s6 thude tinh don gian nhat caa cac ham nay ma ching ta sé& sir dung

bén dudi ddy. Néue € EVAF c E — e thi r(F) = r'(F), n{F) = n'(F), r(E) — r(FUe) = r""(E — e) —
r(F) = T(G") ~ r"(F),

r'(E—e)+1 néu e 1a mot canh cau,
rE) =1, \ :
r'(E —e) trong tredng hop nguoc lai,
va
n(FUe) = {r (’1’?) +1 néu e la m\ot canh khuyén, |
r''(F) trong tredng hop nguoc lai.

O day, ciing nhu trong twong lai, chiing ta s& ding FUe va E — e dé viét tat cho FU{e} va E — {e}.




Chung ta sé& chia S(G; x, y) thanh hai phan nhu sau:

trong do
So(GiX, y) = Z xT(E>—T(F)yn(F),

FCE,e¢F
va
$1(G;x,y) = z xT(EY=T(F) yn(F)
FCE,eeF

Mot céch rat t nhién, ching ta d& dang nhan ring cac dang thic sau E — e, E(G') = E(G — e) va
E(G'") =E(G/e).

Nhur vay, theo céc hé thic néu ¢ trén,

SO(G;X,)/)Z z xT(E>—T(F>yn(F)

FCE—e

( xT(E=e)+1=r(F)yn"(F) n&y e 13 mot canh cau,

4 FCE(G))

I z x"(E=e)=r'{F)yn'(F) trong trwdmg hop nguoc lai,
kFcE(G’)

_ {xS(G — e; x,y) néu e la mo6t canh kKhuyén,
~ |S(G — e; x,y) trong trwdng hop nguworc lai,

va

Sl(G;x, y) = Z xT(E)—T(FUe)yn(FUe)
FcE-e

( xT(G")—r"(F>yn"(F>+1 néu e la mC)t Cal’lh khuyén,
FCE(G')

x7(@")=r"E)y () trong trwomg hop ngwoc lai,

\FcE(G'")
(yS(G/e; x,y) néu e la mét canh Khuyén,
S(G/e;x,y) trong treong hop nguoc lai.

Két qua duoc suy ra ngay lap tic bang cach cong cac biéu thirc cia S, va S; lai voi nhau va luu y rang
néu e 1a mot canh cau hodc mot canh khuyén thi S(G/e; x,y) = S(G — e; x, y). Diéu nay s& 1a hién nhién
néu e 12 mot canh khuyén bai vi G/e = G — e; néu e 1a mot canh cau boi vir'’(E —e) — r''(F) =
r'(E —e)—r'(F)yvan'(F) =n'(F)vé6imoi F c E — e.

Cubi cuing, phan cubi cung cua khang dinh trén 1a hé qua truc tiép tir chinh cach dinh nghia cua S.



Da thirc Tutte T = T(G) = T(G; x,y) = T¢(x,y) la mot ham don gian cua da thuc sinh hang:
Te(x,y) =S(G;x—1,y—1) = Z(x — 1)r(E)—r(F)(y _ 1)n(F)_

FCE

Phan 16n thoi gian ching ta sé& sir dung T, dé ki hiéu cho da thirc Tutte va viét T; (x, ¥) néu ching ta
muén thu hat su chil y dén cac ddi s6; tuy nhién, cach ki hiéu T(G) thé hién tét hon thyc té rang T 12 mot
anh xa tir tap (cac 16p tuong duong cua) cac da dd thi hiru han vao Z[x, y]. Ban than Tutte thi sir dung
T(G; x,y) dé ki hiéu cho cac “da thirc ludng Sic” cia 6ng.

Luu ¥ rang Tg, (x,y) =1 va

xT;_, néu e 1a mét canh cau,
T, = yT;_. néu e la mét canh Khuyén,
T—e + T/ né€u e khong phai la mot canh cau cing nhw mot canh khuyén.

Phép dé quy néu & trén co thé duoc sir dung lai nhiéu lan dé chi ra rang rat nhidu ham cua cac do thi c6
thé thu duoc bang cach tinh gié tri caa da thic Tutte tai c&c vi tri nhat dinh.

Khi 4p dung cac cong thirc rit gon néu ¢ trén, ching ta can luu ¥ rang néu e € E(G) 1a mot canh cau
hodc mét canh khuyén thi T;_, = T; /., boi vi hé thire tuong tu ding véi S.

Céac ham S va T thudng duoc goi 1a cac ham nhan tinh theo nghia néu G = G, UG, Vvéi cac db thi G, va
G, c6 chung nhiéu nhat mot dinh thi gié tri trén G s& 1a tich cua c4c gié tri trén G, va G,. Trén thuc té, cac
ham nay duoc xac dinh boi diéu kién nhan tinh ndy, cling véi cac hé thac cho mot canh e khdng phai 13 mot
canh khuyén ciing khong phai 1a mot canh cau va gia tri cia cac ham nay trén K, va L, trong d6 L 1a “d6 thi
khuyén”, nghia 1a d thi voi chi mot dinh va mot canh khuyén. Tur tinh nhan tinh, S(K,) = T(K,) = 1; déng
thoi, S(K,) = x + 1, T(Ky) = x VaS(L) =y + 1, T(L) = y.

C6 rat nhiéu dang bién thé khac nhau cua quan sét cudi cing. Chang han, T ciing 14 ham duy nhat xéac
dinh trén cac do thi sao cho:

(i) néu G c6 b canh cau, I canh khuyén va khong cd chira bat ky mét canh nao khac thi T, = x?y?,

(ii) néu G nhan dugc tir mot d6 thi H bang cach bo sung thém b canh cau va I canh khuyén thi T, =
xPy!T
Y iy,
(iii) néu G khong co6 chtra bat ky mot canh cau hozc canh khuyén thi cong thirc dé quy tha ba s& dung
cho mét sé canh e, nghia 14 c6 mét canh e € E(G) sao cho
TG = TG—e + TG/E'
10.2. Dang pho quét caa da thuc Tutte

Muc dich tiép theo cua chiing ta 1a chi ra rang da thic Tutte c6 thé dé dang nang I1én thanh mot da thuc
c6 vé nhu tong quat hon. Dé thuc hién dugc nhiém vu ndy, chling ta s& can xac dinh cac bac 16n nhat cua x
va y trong T, (x, y) tir cach dinh nghia cta da thic Tutte: do T, (x,y) = Yrcp(x — 1)TETE) (y — 1)MF)
nén chung ta sé co



deg,T;(x,y) = max{r(G) —r(F):F c E(G)} = r(G),
va
deg,T;(x,y) = max{n(F):F c E(G)} = n(G).

Khang dinh don gian sau day 1a mot phan mo rong nho cua mot két qua caa Oxley va Welsh.

Két qua 10.2.1. (Oxley - Welsh)
Ching ta luon tim duoc duy nhat mot anh xa U: G — Z[x, y, a, o, t] a0 cho
U(E,) =U(E;x,y,a,0,T) =a™véimoin > 1,

V4, V6i moi e € E(G), chung ta déu co
xU(G — e) néu e la mdt canh cau,
UuG) = yU(G — e) néu e la mot canh khuyén,
oU(G — e) + tU(G/e) néu e khéng phai la mot canh ciu cling nhw mot canh khuyén.

Hon nita, U(G) = a*@ g™ O OT, (ax/t,y/0). (1)

Chirng minh két qua 10.2.1.

Tinh duy nhat duoc suy ra ngay 1ap tic boi vi néu e € E(G) thi U(G) s& dugc xac dinh boi U(G — e) va
U(G/e). Nhu vay, tit ca nhitng gi ching ta phai lam dé 1a chi ra ring ham U xéc dinh bai (1) théa mén cac
tinh chit yéu ciu trong bai toan: nghia 13, U(G) 1a mot da thirc cho moi db thi G, cac da thic nay s& thoa
man cac cong thuc rat gon va U(E,) = a™ véi moin > 1.

Thuc té 1A U(G) € Z[x, y, a, o, 7], diéu ndy suy ra tir viéc deg, T (x,y) = r(G) va deg,T(x,y) =
n(G). Ngoai ra, do k(E,)) = nvar(E,) = n(E,) = 0 nén ching ta sé€ c6

U(E,) = aTg, (ax/t,y/0) = a™

Quan trong nhét, U s& théa man cac cdng thirc rit gon bai vi da thire Tutte cling théa man ching véi o =
=1

N6i mot cach ndm na, néu e € E(G) 1a mot canh cau thi k(G — e) = k(G) + 1, n(G — e) = n(G),
r(G —e) =r(G) — 1, nén

U(G) = a¥@Dg™D7OT; (ax/T,y/0)
= qkG-e)-1gn(G-e)r(G-e+1(gx /T)T._,(ax/T,y/0)
=xU(G —e).

Néu e 1a mot canh khuyén cua G thi k(G — e) = k(G), n(G — e) = n(G) — 1,7(G — e) = r(G), nén
U(G) = a*@g™ O OT. (ax/T,v/0)

= qkG-e)gn(G-)+177(G=€) (y, /T, (ax/T,V/0)

= yU(G — e).




Cudi cling, néu e € E(G) khdng phai 1a mot canh cau ciing khong phai 1a mot canh khuyén caa G thi
k(G—e) =k(G/e) =k(G),n(G—e)=n(G) —1,n(G/e) =n(G), r(G—e) =r(G), r(G/e) =7(G) —
1, nén

U(G) = a¥ DO OT, (ax/t,y/0)
= k@O OT,_ (ax/T,y/0) + Tz e(ax/T,y/0)}
— O(k(G_e)O'n(G_e)TT(G_e)TG_e((Xx/‘[,y/O') + ak(G/e)O.n(G/e)Tr(G/e)+1TG/e (ax/‘r,y/a)

=oU(G —e) +tU(G/e).
Piéu nay hoan tat phép ching minh cia ching ta. 0

Chng ta s& goi da thirc U néu trong Két qua 10.2.1) 1a da thirc phé quét ciia cdc da thirc. Két qua
10.2.1) ngu y rang néu R 1a mét vanh giao hoan va x,y, &, o, 7 € R thi ludn c6 duy nhat mot &nh xa G — R
thoa mén cac diéu kién cua bai toan: 4nh xa dé s& thu duoc bang cach tinh gia tri cia da thac U tai nhitng vi
tri dc biét. Pac biét, ching ta ludn co thé tim mot anh xa cho R = Z[x, y] va véi moi cach lya chon
a,0,T € Z. Chang han, ban than da thtc Tutte chinh 1A U tai @ = 0 = 7.

Pa thic U ciing nhén tinh, nhung yéu hon mot chit so véi S va T: néu G, va G, 1a cac d6 thi phan biét
dinh thi

U(G1UG2) = U(G1)U(G2),
va néu G, va G, c6 chung mot dinh véi nhau thi

U(G,UG,) = LVE)

(Pac biét, voi a = 1, ham U 1a nhan tinh theo nghia manh hon cia S va T.)

D& dang nhan thiy ring U duoc xac dinh bai tinh nhan tinh nay, cing véi cac diéu kién U(L) = ay va
U(K,) = a?x. Mét lan nira, U(K,) = a ciing duoc suy ra tir tinh nhan tinh.

Nhu mét 10i canh béo, trir khi o va 7 déu khéc 0, ching ta sé phai tinh gia cia da thirc ma rong trong (1)
cht khong phai cho tiing yéu té mot. Trén thyc té, mot nghién ciu nho cho thay rang néu o = 0 hodc T = 0
thi U s& c6 mot dang hinh thirc dic biét dé chiju. Bang cach dung I(G) dé ki hiéu cho sé cac canh khuyén cua
G, b(G) cho s6 cac canh cau va, nhu moi khi, |G| cho sé cac dinh,

U(G, X,y a,0, 0) = alclo-n(G)_l(G)xr(G)yl(G)
va
U(G, x,,Q, 0, T) — ak(G)+b(G)TT(G)_b(G)xb(G)yn(G).
Hon ntra,

a!6lxP(@yl@ ngu E(G) chi bao gdbm cac canh khuyén va cac canh kép,

U(G; 0,0) =
(G;x,y,a0,0) { 0 trong trwong hop nguoc lai.



Trong muc 4.1. Cac gid tri diic biét ciia da thic Tutte, chliing ta s& chi ra rang mot s6 gia trj cia da
thac Tutte cO cach giai thich dac biét thu vi.

Chung ta s& dé cap dén hai phan tir khac nira cua ho cac da thirc lién quan dén da thuc Tutte:

Pau tién, ching ta s& dé cap dén da thirc Whitney — Tutte Q; = Q¢ (t, 2z) € Z[t, z].

N6 duoc dinh nghia boi
Qs (t,2) = z L FrZE),
FCE(G)
nén
Qs (t,2) = t*O5(G; t,2)
va

Te(x,y) = (x = D7D Q4(x — 1,y — 1).

Ké tiép, chiing ta s& dé cap dén da thikc Iwing sic Z; = Z¢(q,v) € Z[q,v]. N6 1a da thirc duy nhét sao
cho Zg, = q" véimoin =1, va

ZG == ZG—e + UZG/e
v6i moi canh e € E(G), cho di e c6 phai 1a mot canh cau, canh kép hay 1a khéng.

Chung ta ciing d& dang kiém tra duoc ring Z chinh lagiatricnaUtaia = q, 0 = 1,7 =v, x =
(q+v)/v,y =1+ v, nghiala

Z:(q,v) = ¢*Ov"OT,((q + v) /v, 1 + v).

Nhu chung ta s& thdy trong phan tiép theo, nd chinh 12 ham phan hoach Z, xut hién trong vt ly théng
Ké.

10.3. Pa thirc Tutte trong vat ly théng ké

Trong vat ly thong ké, ching ta thuong mudn nghién cau cac hé thong ngau nhién mat trat ty, dac biét la
trong viing 1an can cua céac chuyén pha cia ching. Trong nhiéu truong hop, ngay ca truéc khi bat dau khao
sét, ching ta van phai vuot qua mot kho khian hoi bat ngd d6 1a mac du ching ta c6 thé dé dang dua ra mot
d6 do ti 18 thuan vai do do xac suat ma ching ta mudn, nhung khdng dé& dé chuan héa né thanh mot do do
Xé&c suat. Po do tong cua khdng gian (va do do, hé sé chuan hoa cua ching ta) chinh 1a ham phan hoach.
Nhu chung ta s& thiy ngay sau day, trong mot s6 trudng hop quan trong, cac ham phan hoach chinhla cac
bién thé don gian cua da thuc Tutte.

Chung ta hay bat dau véi md hinh g — trang thai cua Potts, trong d6 g > 1 1a mot s6 nguyén nao dé. Pé
trinh bay mé hinh nay, gia sa G = (V, E) 1a mot da db thi. Ching ta s& goi moét ham w:V — [q], a » w,, 14
mét trang thai ciza mo hinh sdt tir ¢ — trang thai ciia Potts trén G. Gia tri w, dugc goi 1a trang thai cia a
(hoac spin tai a).



Dé xac dinh mot d6 do trén tap Q = [g]"cua tat ca c4c trang thai, ching ta s& can dén Hamiltonian
H(w) ciia mgt trgng thai w:

H(w) = Z (1 - 8(wa wp)).

abeE
O day va trong phan tiép theo, chling ta s& coi tap E gdm céc canh 1a mot da tap, nghia 13, trong mot tong
Y .yer f(x,¥), s6 bdi cta f(x, y) chinh 1a s cac canh hodc canh khuyén véi cac dau mat 1a cac dinh x va y.

D¢ do Potts trén Q = [g]” duoc xac dinh boi ug’ﬁ(a)) = e H(W)/kBT = o=BH(W) trong d6 ky 12 hang sb
Boltzmann (kz = 1.38 x 10723 Joules/Kelvin), T la nhiét dé ciia hé théng va B 1a nhiét dg nghich ddo.

Ham phan hogch ciia md hinh Potts g — treng thai trén G 1a P; (g, B) = yg’ﬁ(ﬂ) = Y wen #g"” (w) va
X4c sudt ciia mat trgng thai w 1a ug’ﬁ (w)/P;(q,B).

Luu ¥ rang, ¢ nhiét do cao, tat ca cac trang thai déu c cling xac suat, trong khi, & nhiét o thap, mot sy
thay d6i nho trong Hamiltonian s& 1am thay d6i xac suat rat nhiéu. Phan 16n méi quan tam cua ching ta doi
v6i hé théng 1a do ciu tric cia mot hé théng “dién hinh” thay d6i mot cach dot ngot khi nhiét 6 vuot qua
mot gié tri tgi han nhat dinh. Hién twong chuyén pha ndy goi chling ta nhé dén hién tugng chuyén pha trong
qua trinh phat trién cua cac do thi ngdu nhién ma ching ta da thao luan trong muyc 7.5. Hién tweng chuyén
pha.

Két qua 10.3.1.

Giasit G = (V,E) lamot da @6 thi, ¢ = 1 1a mot s6 nguyén va g € R.

Khi @6, ham phan hoach ctia mo hinh Potts g — trang thai trén G vai nhiét do nghich dao g la
Pi(q,B) = e F¥1Z;(q,v),

trong d6 Z,; 1a da thire ludng sic va v = ef — 1.

Chieng minh két qua 10.3.1.

Ki hiéu P; (g, B) = efIEIP.(q, B). Khi d6, dé ching minh tinh dung din cua khang dinh trén, ching ta
chi can chi rarang P;(q, B) = Z;(q,v). Néu G = E, thi H(w) = 0 véi moi trang thai w, nén Py = P =
q™. Bé chiang minh rang P; (g, B) = Z;(q, v), tat ca nhitng gi chdng ta phai 1am d6 Ia chi ra rang P; (q, 8)
théa man cong thirc rat gon Z; = Z;_, + vZg .

Luu ¥ rang

ﬁé(q,ﬁ) = ePIEl Z eP Labee(8(wq,wp)—1)

wWEN

_ Z e B8(wa.wp)

WEQ abEE

= Z (1 + v86(wg, wp)).

wedeéE




Dé ching minh ¢éng thirc rat gon, gia st e 1a mot canh tir ¢ &én d. Ching ta hdy chia tong ¢ trén thanh
hai phan nhu sau: tong thi nhat tinh trén céc trang thai w Vi w, # w, Va tong thir hai tinh trén cac trang
thai w Vol w, = w,.

Nhu vay,

Pa(q,B) = 2 _[ (1 + v8 (wa ) + (1 + ) Z 1_[ (1 + 8 (we w3))

WeFEWq abeE— w,=wq abEE—e

z r (1 + v8(wg wp)) +v z 1_[ (1 + v6(wg, wp))

w€EQ abeE—e wc=wq abeE—e
= PG—e(Qrﬁ) + vPG/e(q'ﬁ)-
Nhu vay, cdng thirc rit gon duoc théa médn va ching ta hoan tat phép ching minh. m

M6 hinh Potts 1a mot dang tong quéat hda cia mo hinh Ising, né don gian chi 13 trudng hop g = 2. Trén
thuc té, Fortuin va Kasteleyn da xay dung mot dang ma rong caa chinh mé hinh Potts: muc tiéu ké tiép cua
chung ta 1a gisi thiéu dang ma rong nay, md hinh cum ngau nhién. Gia sit G = (V, E) 1a mot da d6 thi va
0 < p < 1vaq > 0 lacac sé thuc duwong cb dinh cho trude. Quan trong nhat, ching ta s& khdng coi g 1a
mét s6 nguyén. Md hinh cum ngdu nhién twong ing véi cac tham sé q va p trén G duoc dinh nghia 1a mot
khéng gian xac suat xac dinh trén tap tat ca cac do thi con khung cua G. Nhu trude ddy, mot d6 thi con nhu
vay s€ dugc xac dinh boi tap cac canh F  E cua no.

Do do cia mot do thi con (F) 1a
VAP (F) = plFI(1 — p)lEIFIgk(P)
va
Rs(q,p) = Zpepp'FI(1 — p)FI=FlgHm),
Dé bién v P thanh mot do do x4c suat, chiing ta phai chia n6 cho R; (g, p).

M6 hinh cum ngau nhién khong khac qué nhiéu so véi md hinh d6 thi ngau nhién tiéu chuan G (n, p),
trong d6 chiing ta s& thu dugc mot do thi con ngau nhién caa G bang cach chon ra céc canh cua G (va chi
nhitng canh d6!) v&i Xac suat p, doc 1ap vai nhau. (Do d6, G(n,p) = G(K,,,p).) Bé c6 duoc mot d6 thi ngau
nhién trong md hinh cum ngau nhién, ching ta thuong s& biéu dién xac suat tiéu chuan dé mot do thi vai k
thanh phan lién théng theo mot nhan tir cua g*. Nhu vay, néu g = 1 thi ching ta sé nhan dugc chinh
G(G,p), nhung néu g 16n thi ching ta s& uu tién cac d6 thi c6 nhiéu thanh phan lién thong. Tuy nhién, su
tuong doéng véi mo hinh chuan G(G, p) d6i khi cho phép chiing ta sir dung cac phuong phap va két qua cua
ly thuyét do thi ngiu nhién dé nghién ciru cac md hinh cum ngau nhién.

Két qua 10.3.2.

Ham phan hoach caa mé hinh cum ngau nhién 1a R;(q,p) = (1 — p)¥1Z;(q,v), véi v = p/(1 — p).




Chitng minh két qua 10.3.2.

Ki hiéu R;(q,p) = (1 — p)""¥IR;(q, p), nghia 1a

R (q.p) = Z vlFlghR, (2)
FCE
Khi d6, dé chizng minh tinh dang din caa khang dinh trén, ching ta chi can chi ra rang R; (q,p) =
Zg(q,v). R rang, R, = q", nén tat ca nhitng gi chling ta phai lam d¢ 1a kiém tra xem cong thic rit gon c6
ding hay khong.
Pé dat dugc muc dich nay, gia sir e € E 1a mot canh bat ky. Ching ta hdy phan hoach cac tap con cua E
thanh cac cap,

(F:FcE}= U {F,FU{e}},

FcE—e
va chung ta hay chia (2) lai cho pht hop:
EE(Q:P) = Z {v|F|qk(F> + U|F|+1qk(FUe)}

FcE-e
_ Z pIFIgkF) 4 Z pIFlgkiFUe),
FCE—e FcE-e

Tong dau tién chinh 13 R;_, (g, p). Do (FUe) c6 s thanh phan lién théng trong G nhu (F) c6 trong G /e
nén tong tha hai chinh 1 Rg /. (g, p). Diéu ndy hoan tat phép chiing minh cua chiing ta. 0

Khong can phai ndi ra, cac ham phan hoach nay c6 thé dé dang duoc biéu dién lai dudi dang da thirc
Tutte, nhung cac biéu thuc cua ching khong quéa phu hop. Tuy nhién, cdng thic (2) dua ra mot cach rat don
gian khac dé ching ta xac dinh da thire ludng sic Z, va ciing dé xac dinh da thuc Tutte.

10.4. Cac gia tri dac biét cia da thac Tutte

Nhu chung ta di nhan xét trude do, da thirc Tutte caa mot dd thi mang nhiéu thdng tin v& mot dd thi hon
1a da thuc sac s6. Pac biét, nhu chung ta s& som thay, da thuc sic sé don gian chi 1a da thic Tuttte vai y =
0, dugc chuan héa mot cach phii hop. Nhung trude tién ching ta hay luu y rang néu x, y € {1,2} thi T, (x, y)
la sb cac @b thi con nhat dinh nao d6 cua G.

Két qua 10.4.1.
Gia str G 1a mot do thi lién théng.

Khi @6, T;(1,1) la s6 cay khung cua G, T, (2,1) 1a sé cac ring trong G, T;(2,1) 12 s6 cac do thi con
khung lién thong trong G, T;(2,2) 1a s6 cac do thi con khung cua G.

Chirng minh két qua 10.4.1.

Nhan thay rang mdi khang dinh trén & trén déu co thé suy ra truc tiép tir cach dinh nghia cua T.




That vay,

T (1,1) = Z 07 (G)—7(F)gr(F)
FCE(G)

va F c E(G) la tap canh cua mot cay khung néu va chi néu r(F) = r(G) va n{F) = 0.

Tuong tu,

T (21) = z 17@)=r(F) griF)
FCE(G)

= |{F:F c E(G),n(F) = 0}

la s6 céc tap canh F tao thanh céc rung, va

Te(1,2) = Z 07 (G)-1(F)1 n(F)
FCE(G)

=|{F:F c E(G),r{(F) =r(G)}|

12 s6 cac @6 thi con khung lién théng cua G.

Cuéi cuing,
T;(2,2) = Z 17(G)—=r(F)1 n(F)
FEE(G)
=|{F:F c E(®)}]
— 2lE@),
nhu ching ta da tuyén b, ]

Ké tiép, chiing ta hdy chuyén sang khao sat ho cac gia tri dic biét cua da thic Tutte. Nhu da dé cap dén
trong két qua tong quét dau tién, ching ta s& chi ra rang da thtc sic sé chi don gian 1a da thirc Tutte voi y =
0, da duoc chuan hda mot cach phu hop.

Pé phi hop véi cach ky hiéu trude d6 cua ching ta, gia sir cho truéc mot da do thi G vai cac canh
khuyén va mot so nguyén duong x, chiing ta s& dung P; (x) dé ki hiéu cho sb cac cach t6 mau dinh thuc sy
cta G, nghia 13 s6 cac anh xa c: V(G) - {1,2, ..., x} sao cho néu u va v 1a cac dinh lién hop thi c(u) # c(v).

RO rang, Pg (x) = x™ va, véi moi canh e € E(G), chung ta ciling s& c6

Pg(x) = Pg_e(x) — PG/e(x)-

Dic biét, P, (x) 1a mot da thire theo x, 13 da thire sic s cua G. Ching ta hdy luu ¥ thém hai tinh chéat don
gian sau day cua da thic sic s6. Pau tién, néu chung ta tim dugc mot canh khuyén tai mot dinh thi dinh nay
s& lién hop vai chinh nd, nén P (x) = 0 néu G c6 chita mot canh khuyén. RS rang, néu H 1a do thi nhan
duoc tir G bang céch thay thé cac canh boi boi cac canh don thi P, (x) = Py (x). Thi hai, nhic lai ring néu e
la mot canh cau cua G thi



x—1

Ps(x) = Pg_o(x).

X

Két qua 10.4.2.

Pa thic sac s6 Pg (x) ciia mot do thi G s& thoa man hé thic P, (x) = (—=1)"Ox*OT,(1 — x, 0).

Chitng minh két qua 10.4.2.

Nhan thay ring cac két qua nay la hé qua truc tiép cua Két qua 10.2.1) va céc tinh chit co ban cua da
thirc sac s6 néu ¢ trén.

That vay, Pg_(x) = x™ va, véi moi canh e € E(G),

( x—1

P;_.(x) néu e la mét canh cau,

e ={ *
¢\X) = 0 néu e la mot canh khuyén,

P;_o(x) — P; /. (x) néu e khong phai la mét canh cau ciing nhw mot canh khuyén.

Nhur vay, tir Két qua 10.2.1), Ps () = U (G;=2,0,x,1, 1) = x5©(=1)"@T;(1 - x,0), nhu ching

ta dd tuyén bo. O

Béng cach dit x = 0 trong da thtrc Tutte, da thirc theo y ma chung ta thu dugc ciing c6 mot cach giai
thich ty nhién nhu sau: né con duoc goi 1a da thirc luong ciia dé thi, néu duoc chuan hda mot cach pha hop.

Dé x4c dinh da thirc ludng, ching ta s& xem xét cac ludng trén cac do thi caa ching ta (da do thi vai cac
canh khuy@n) véi cac gia tri nam trong mot nhom Abelian hitu han A duoc viét theo 16i cong. Ching ta s&
goi mét ludng nhu vay 1a mot A — ludng néu né thoa mén dinh luat Kirchhoff vé cac dién thé tai mdi dinh.

Nhu vay, mot A — ludng thue sy chinh 1a mot A — circulation, nhung sé 1a sai 1am néu ching ta khong
sir dung dang thuat ngir dugc chap nhan.

Nhu trong cac nghién ciru cia ching ta vé cac ludng trong cac do thi ¢ Chi dé 01. Céc khai niém co
ban va Chu dé 02. Bai toan thiét ké mach dién, ching ta cd thé chon ra mét dinh huéng cho cac canh (tao
ra mot tap E gdm céc canh va cc canh khuyén c6 huéng). Khi d6, mot A — ludng s& lamot anh xa f: E — A
sao cho tong luong roi khoi mot dinh s& bang tong luong di vao dinh d6. Tuong tu, mdi canh e = xy déu c6
mot ludng f,, nhat dinh chay trong nd tir x dén y véi quy wéc rang chung ta ciing s& c6 mot ludng —f,.,
chay trong ciing mot canh nhu vay tir y dén x.

Mot A — ludng duoc goi la khac khdng khdp nei néu nd c6 gia tri khac 0 & moi canh. Chlng ta s& ding
P; (A) ki hiéu cho sb cac A — luong khac khong khap noi trong G. Nhu ching ta sé thiy ngay sau day,
P;(A) la mot da thuc theo bac cia nhém A, nén ching ta cé ly khi goi n6 1a da thirc luéng.

Poi khi, P; (A) duge xac dinh mot cach dé dang. Chang han, Pg (A) = 1 véi moi n = 1, béi vi ching ta
chi c6 duy nhat mot A — ludng trong E,,, anh xa duy nhat tir tap réng vao A va A — ludng nay rd rang la khéac
khéng khip noi. Néu G = C,, 1a mot n — chu trinh x; x, ... x,, Vi n > 1 thi P;(A) = |A| — 1, béi vi mot A —
ludng gan ciing mot dong dién cho mdi mot trong cac canh x;x,, X, X3, .., X, X1




Mot van dé duoc dit ra & day d6 1a: “Chiang ta cd thé n6i gi vé Pg(A), Pg_,(A), Pg /. (A) ddi véi mot
canhe € E?”.

Pau tién, néu e 1a mot canh cau thi P; (A) = 0. That vay, gia st e 1a canh duy nhét tir V, dén V, =
V(G) — V,. Nhan thay rang, trong mot A — ludng, tong dong dién tir V; dén V, 13 0. Do d6, chiing ta khdng
c6 dong dién nao chay trong canh cau e. Nhu vay, P;(A) = 0.

Tht hai, néu e 1a mot canh khuy@n thi moi A — ludng trén G déu c6 thé nhan dugc tir mot A — ludng nao
d6 trén G — e bang cach cho mot dong dién bat ky chay qua canh khuyén e. Bé thu dugc mot A — ludng
khéc khdng khip noi trén G, ching ta hay bat dau vai mot A — ludng khac khéng khip noi trén G — e va sau
d6 chon ra mot gia tri nao d6 trong sé |A| — 1 gia tri khac khong cho dong dién chay trong canh khuyén e.

Nhu véy, P;(4) = (4] — D) P;_.(4).

Cubi cuing, gia sir e khdng phai 1a mot canh khuyén ciing nhu khong phai 1a mot canh cau, va néi u voi
v. Xét mot A — ludng f khéac khdng khip noi trén G /e. Do cac tap canh E(G/e) va E(G — e) c6 thé duoc
dong nhat voi nhau mot cach ty nhién nén £ c6 thé duge xem nhu mot ludng ' trén G — e. RG rang, f' 1a
moét A — ludng khac khong khép noi trén G — e hoic ' khéng tuan theo dinh luat Kirchhoff vé dién thé tai
u va v, va khong & dau khac. Trong trudng hop thi hai, ching ta s& c6 mot maé rong duy nhat cua ludng nay
thanh mot A — ludng £’ khac khdng khip noi trén G: dong dién trong e phai dugc chon dé khién cho dinh
luat Kirchhoff vé dién thé ding vé6i u (va sau d6 no ciing ding v6i v). Hon nita, moi A — ludng ' khac
khong khip noi trén G — e déu cd thé thu dugc theo cach nay va moi A — ludng £ khac khéng khap noi
trén G cling vay.

Nhu vay, PG/e(A) = PG—e(A) + PG(A)

Thoat nhin, P;(A) dudng nhu phy thudc vao cau trdc cua A; nhu két qua tiép theo day ngu y, kha ngac
nhién, phan doan nay khong dung: P, (A) chi phu thuoc vao bac cua A.

Két qua 10.4.3.
Gia sir A 1a mot nhdm Abelian hitu han va G 1a mot da dd thi.

Khi do, Pg(4) = (=1)™DT;(0,1 — |A].

Chirng minh két qua 10.4.3.

Mot lan nita, két qua nay co thé dugc suy ra ngay lap tic tir Két qua 10.2.1) va céc tinh chét caa da thic
ludng ma chiing ta da trinh bay & trén.

That vy, chung ta da chi rarang P;_(4) = 1 véimoin > 1 vanéu e € E(G) thi

0 néu e 1a mot canh cau,
P:(A) = (JA] = 1)P;_.(A) néu e la mdt canh khuyén,
—P;_.(A) + P;/.(A) néu e khong phai la mot canh cau ciing khong phai la mot canh khuyén.




Nhu vay, tir Két qua 10.2.1),
P;(A) =U(G;0,|4] — 1,1,-1,1) = (-1D)™DT,(0,1 — |A]),
nhu da tuyén bé. O

Nhu mét hé qua truc tiép cua Két qua 10.4.3), chang ta d& dang nhan thay ring P; (A) chi phu thudc vao
bac cua A chtr khong phuc thudc vao ciu tric caa no. Theo quan diém nay, chang ta c6 thé dung ky hiéu
P; (A) thay cho P;(|A|). Hon ntra, ham P, (k) nay la mot da thuc theo k € N, nén n6 cho chang ta mét da
thirc P; (x) € Z[x]. Chang ta s& goi P, (x) la da thirc ludng cua G. Do P;(A) chi phu thudc vao |A| nén
chung ta thuong noi vé mot k — ludng, nghia la mot A — ludng voi |A| = k (hodc don gian chi la mot Z,, —
ludng.).

MGt cach tu nhién, chung ta thuong coi da thic ludng nhu 1a dbi ngdu cua da thirc séc sé. Cu thé, dinh li
bdn mau s& twong duong vai thuc té 1a moi d6 thi kha phiang khong co canh cau déu co chira mot 4 — ludng
khac khdng khip noi. Hon nira, nhu mot trong tng véi phong doan cua Hadwiger lién quan dén cac phép to
mau, vao nim 1954, Tutte d phong doan rang moi d6 thi khong cé canh cau déu cé chira mot 5 — ludng
khac khong khép noi. Trén thyc té, con kha lau nira méi 16 rang la ligu ludn co thé dam bao co mot k —
ludng khac khong khip noi voi mot s6 k nao d6. Bidu nay da duoc ching minh boi Jaeger vao nim 1979
khi 6ng da chi ra rang chiing ta luén cé thé dam bao mot 8 — ludng khac khong khip noi. Mét it 1au sau do,
Seymour da chirng minh rang, trén thuc t&, moi do thi khdng co canh cau déu co chira mot 6 — ludng khac
khong khip noi. Két qua dang cha y nay van con cach kha xa so vai mot phép chirng minh cho phong doan
5 — ludng cua Tutte.

Vi du ap chét cua chang ta gan gidng vai két qua cudi cung: nhu mot san pham phu cua viéc danh gia
gia tri cia mot ham, chang ta sé c6 duogc su doc 1ap cua nd tir mot trong cac bién caa no.

Chang ta ciing biét ring s6 a(G) cac dinh hudng acyclic cia mot d6 thi G sé duoc xac dinh boi da thic
sdc s6 tai x = —1: a(G) = |P;(=1)| = (=1)!¢!p,(=1). Nhu vay, tr Két qua 10.4.2), a(G) = T;(2,0).

Nhu ching ta sip thdy ngay sau day, T;(1,0) dém sé cac dinh hudong acyclic nhat dinh cua cac do thi
lién thong.

Gia str cho trudc mot d6 thi lién thdng G va mot dinh u cua G, chang ta sé dung a,, (G) dé ki hiéu cho sé
cac dinh hudng acyclic ciia G ma trong d6 chi c6 mét nguon duy nhat va ngudn dé chinh la .

Két qua 10.4.4.

V&i moi do thi lién théng G va moi dinh u € V(G), chung ta luén ¢6 a, (G) = T;(1,0).

Chirng minh két qua 10.4.4.
Chung ta sé suy ra khang dinh néu & trén tir bdn tinh chat sau day cua ham a, (G).
(i) Néu G = E; thi a,(G) = 1.

(ii) Néu G co chira mot canh khuyén e thi G sé khdng co bat ky dinh hudng acyclic nao, nén a,, (G) = 0.




(iii) Gia st e = uv la mot canh cau cua G va xét mot dinh hudng acyclic bat ky cua G, véi u 1a ngudn
duy nhat. Khi do, trong thanh phan lién théng cua G — e ¢ chira v, chung ta chi co mot ngudn duy nhat la
v, nén cac dinh hudng acyclic cua G voi u la ngudn duy nhat sé twong tng 1 — 1 véi cac dinh hudng acyclic
cua G/e voi u (ma trong G /e gibng nhu v hoac (uv)) 1a nguon duy nhat.

Nhu vay, a, (G) = a,(G/e).

(iv) Cubi cung, gia st e = uv € E(G) khong phai la mét canh khuyén cling nhu khong phai 1a mot canh
cau. Xét mot dinh hudng acyclic cua G, vai u la ngudn duy nhat. Mot cau hoi duoc dit ra cho ching ta d6
la: “Cé phai uv la canh duy nhat huéng vao v hay khéng?”. Néu diung nhu vay thi dinh hudng nay cua
chang ta sé tao ra mot dinh hudng acyclic cua G /e trong d6 u 1a ngudn duy nhat; trudng hop nguoc lai, nd
sé tao ra mot dinh hudng cua G — e trong d6 u la ngudn duy nhat. Ngoai ra, tat ca cac dinh hudng thich hop
khac cua G /e va G — e déu co thé tao ra theo cach nay.

Nhu vay, trong trueong hop nay, chang ta sé co a, (G) = a, (G — e) + a,(G/e).

K& tiép, luu y rang néu u la mot dinh cua mot do thi lién thdng G véi ||G|| > 0 thi chang ta ludn co thé
tim dugc mot canh e € E(G) lién thudc voi u. Nhung khi d6 a,, (G) sé duoc xac dinh bdi “ban chat ty
nhién” ctua canh nay (canh khuy@n, canh cau hoic khéng) va cac gia tri a,, (G — e) va a, (G/e). Nhu vy,
chang ta ludn cé thé tim duoc duy nhit mot ham a, (G) xac dinh trén tap (cac 16p tuong dwong cua) cac dd
thi lién théng G véi mot dinh phan biét u thoa man cac tinh chét (i) — (iv). Nhic lai rang do T;_, = Tg /. bét
ctr khi nao e la mot canh cau hoac mot canh khuy@n nén chang ta nhan thay rang T, (1,0) la mot ham nhu
vay, nghia la a,, (G) = T;(1,0). O

Nhu vi du cudi cung cua chang ta, chung ta s& chi ra ring da thirc Tutte c6 thé dugc st dung dé xac dinh
xac suat cua tinh lién théng cua mot dd thi con ngau nhién caa mot do thi lién thdng. Trén thuc té, mot
khing dinh téng quat hon mét chat ciing la hé qua truc tiép cua Két qua 10.2.1).

Giasa G = (V,E) lamét dd thi va 0 < p < 1. V&i mot chat lam dung ki hiéu, ching ta sé dung E, ki
hiéu cho mét tap con ngau nhién cua E thu dugc bang cach gitr lai cac canh véi xac suat p, doc 1ap véi nhau
(va do d6 xac suat xoa cua chang la ¢ = 1 — p). Nhu vay, néu G = K, thi (E,) chinh la mét phan tir cia
G(n, P(canh) = p) da nghién ctru trong Cha @& 07. D6 thi ngAu nhién; ndi chung, (E,) 1a mot b thi con
ngau nhién cua G. Chung ta sé dung P dé ki hiéu cho xac suat trén cac dd thi con ngau nhién (Ep,) nay.

Két qua 10.4.5.
Giasu G = (V,E),0<p <1,q=1-pvakE, nhunéu o trén.

Khi d6, P(r(E,) = r(G)) = p"@q™DT.(1,1/9).

Chirng minh két qua 10.4.5.

T Két qua 10.2.1), d@é chang minh tinh dang dén cua khang dinh trén, chang ta chi can kiém tra xem
ham C(G) = P(r(E,) = r(G)) c6 thoa man cac diéu kién cua Két qua 10.2.1) véix =p,y=1,a=1,0 =
q va t = p hay khong la du.




Mic du diéu nay rat dé nhan thdy, nhung chung ta van s& danh it thoi gian dé trinh bay chi tiét no.
Néu G la d thi rong E,, thi r(E,) = r(G) = 0, nén C(E,) = 1.

Néu e € E la mot canh cau cua G thi r(E,) = r(E). Diéu nay ngu y ring e € E,. Nhu vay, C(G) =
pC(G —e).

Néu e € E khong phai la mét canh cau cua G thir(G) = (G — e), nén C(G) = pC(G/e) + qC(G — e).
Ngoai ra, néu e la mot canh khuyén thi G/e = G — e, nén C(G) = C(G — e), day la mot su that hién nhién
c6 thé suy ra d& dang tur cac nguyén li dau tién cua chang ta. O

10.5. Céng thirc khai trién dang cay khung ciia da thic Tutte

Trong phan nay cua bai viét, chang ta sé dua ra cach dinh nghia ban dau cta Tutte cho da thirc ciia 6ng
ay, va chung ta cling sé chi ra rang no hoan toan phu hop vai cach dinh nghia nay cua ching ta. Nhu chang
ta da biét trudc cac tinh chat co ban cia da thic Tutte, nhiém vu cta ching ta sé dé dang hon nhiéu so voi
viéc néu chung ta bat dau tir nhirng nguyén 1i dau tién.

Mic du ching ta thuong c6 xu hudng néi vé viéc biéu dién lai da thirc Tutte dudi dang mot tong tinh
trén tat ca cac cay khung, nhung diéu nay chi cé thé thuc hién duoc néu db thi cua ching ta la lién théng. Do
da thirc Tutte cua mot dd thi la tich cta cac da thirc Tutte cta cac thanh phan lién thdng cua no. Diéu nay
dan ching ta dén mot dang ma rong vé cac ring vai cac thanh phan lién thdng la cac cay khung cua cac
thanh phan lién théng caa db thi. Vi mot chit lam dung thuat ngi, chiing ta sé& goi mét rimg nhu vay la mot
rung khung.

Nhu vay, mot dd thi F = (V',E") duoc goi la mot rang khung cia mgt do thi G = (V,E) néuV' =V,
E' = E, va mdi thanh phan lién thdng cua F déu la mot cay khung caa mot thanh phan lién thdng nao d6 cua
G. Mot cach twong duong, V' =V, E' c E, r(F) = r(G) van(F) = 0. Noi mét cach hoi khac mot chut,
mét ring khung caa mot do thi la mot ring con c6 cang sb dinh va cung s6 thanh phan lién thong nhu do thi
ban dau.

Gia sir cho trudc mot dd thi G va xét mot thir tu bat ki trén tap cac canh caa no: gia st E(G) =
{e1, ..., en}, VOI €; dlmg trudc e néu i < j. Ngoai ra, gia st F la mét rieng khung cta G. Theo cac thuat ngi
néu trong muc 2.2. Khdng gian vector va ma tran lién két véi mat dé thi, voi e; € E(F), chang ta s& goi
Ur(e) = {e]- € E(G): (F — ¢;) + ¢; lamot rung khung} la mot lat cat dwgc xdc dinh béi e;. Hon nita, Voi
e; € E(G) — E(F), chu trinh dwgc xdc dinh bai e; la chu trinh duy nhat cua F + e;; chang ta sé dung
Zr(e;) dé ki hiéu cho tap cac canh cua chu trinh nay.

Chang ta s& goi mot canh e; € E(F) la mot canh hoat dgng trong (cua F, déi véi thi twe cac canh cua
G) néu e; la canh nho nhat cua lat cat ma no xac dinh. Nhu vay, e; € E(F) la hoat dong bén trong néu i < j
bét cir khi nao e; € Ur(e;), nghia la néu e; € Z(e;) kéo theo i < j. Tuong tu, chiing ta s& goi mot canh ¢; €
E(G) — E(F) la hoat dong ngoai néu e; la canh nho nhat cua chu trinh ma né xac dinh, nghia la néu i > j
bét cir khi nao e; € Zz(e;).



Hinh vé minh hoa mét cdy khung vai cac canh hoat dong trong e, e, eq
va cac canh hoat dong ngoai e,, e5.

Chang ta s& noi rang mot rung khung co i hoat déng trong va j hoat déng ngoai néu cé chinh xac i
canh hoat dong bén trong va chinh xac j canh hoat dong bén ngoai. Ngoai ra, nhu mét cach viét tit, chung ta
sé dung (i, /) — rung khi chiing ta mubn noéi dén mot ring khung gém i hoat dong trong va j hoat dong
ngoai (ddi vai thir tu cho trudc cua cac canh.). Néu chang ta biét ring ring cua chang ta trén thuc té 1a mot
cay khung thi chung ta sé noi (i, j) — cay.

Luu y rang, dé duy tri truyén théng co xua cua cac nha toan hoc thuén tay, chung ta sé str dung cung mét
chi s6 chung trong hai ngir canh khac nhau: chang ta co cac canh e; trén mot ring, cac canh e; khong nam
trén mot rung va chang ta cting ¢o (i, j) — rung, nghia la cac rung khung véi i canh dac biét cua mot loai (ki
higu boi e;) va j canh dac biét cia mét loai khac (ki hi¢u bai e;). Hy vong ring, diéu nay khong dan dén bat
ky su nham 14n nao.

Két qua 10.5.1.

Gia sir G 1a mot d6 thi vai mot thir tu trén cac canh cuia né. Ki higu t;; la s6 cac rimg khung véi i hoat
dong trong va j hoat dong ngoai.

Khi do, ¥; j t;; x“y/ chinh la da thirc Tutte T (x, y) cua G. Dic biét, ¢;; = t;;(G) khong phu thudc vao
thir tu cac canh va chi phu thudc vao db thi G.

Chirng minh thir nhét cha két qua 10.5.1.

Pé chirng minh tinh ding din cua khang dinh néu & trén, chung ta sé str dung phuong phap quy nap toan
hoc theo s6 cac canh cua G. Voi G = E,, ching ta sé ¢o tyo = 1 va t;; = 0 néui +j > 0, nén

2ijtij xtyl =1= Tg (x,y).

Giasu G = (V,E), E = {eq, ..., e}, m = 1, va gia sir khiang dinh dung voi moi d6 thi co sé canh < m —
1.KihieuG' =G —e,, vaG" = G/e, sao cho E(G') = E(G") = {ey, ..., e;p—1}. Py la thu ty ma chang ta
s& chon trén tap cac canh cua G’ va G'' ma, nhu thuong 18, chiing ta sé coi chang la gidng hét nhau. Ki hiéu
ti; la sd cac (i, j) — rung trong G' va ¢/} 1a s6 cac (i, j) — rung trong G"'. Tt gia thiét quy nap cua bai toan,
Yijtiixtyl =Te_e, (x,y)Vvay;tix'y) =Tg (x,y). Chung tasé phan biét ba truong hop thong




thuong sau tuy theo ban chat tu nhién cia e,,,. Cac lap luan trong (i), khi e,, 1a mét canh cau, va (i), khi e,
la mot canh khuyén, gan nhu gibng nhau vé mit nguyén van va cac 1ap luan trong (iii) cho G — e, va G/e,,
cling vay; tuy nhién, do tam quan trong dic biét cua két qua nay, chung ta s& trinh bay tat ca cac chi tiét cua
phép chirng minh tim thudng nay.

(i) e, la mét canh cqu. Khi do, e,, ndm trong moi ring khung cta G va mot d6 thi con F cua G la mot
rung khung khi va chi khi e,,, € E(F) va F — e,, la mot reng khung cua G — e,,,. Ngoai ra, e,, la mot canh
hoat dong trong trong moi rimg khung F cua G, boi vi né khdng thuoc bt ki mot chu trinh Zz(e;) nao.

R4 rang, voi 1 < i < m — 1, canh e; hoat dong bén trong (bén ngoai) trong G d6i vai F khi va chi khi
no hoat dong bén trong ( bén ngoai) trong G — e,,, dbi voi F — e,,, boi vi, khi kiém tra hoat dong cua e;,
chiing ta thyc hién trén chinh xac cung mot tap cac canh cé lién quan trong méi truong hop. Do do, F 1a mot
(i,j) — rung cua G khi va chi khi e,, € E(F)va F — e, lamét (i —1,j) — rung cua G — e,,, Nént;; =

!
ti—l,j'

Nhu vay, tir gia thiét quy nap va mot sé tinh chit co ban cua da thirc Tutte,

z tij xtyl = Z ti’—1,jxiyj = xz ti’—1,jxi_1yj

i,j i,j i,j

=x )ty = 2Ty, (69) = TG y),
ij

nhu da tuyén bé.

(ii) e, la mét canh khuyén. Khi 6, e,,, khdng nam trong bat ky mét rieng khung nao cua G va mot do
thi con F cua G la mot rieng khung cua G khi va chi khi no la mot riing khung cua G — e,,,. Hon nira, e,, la
hoat dong ngoai trong moi ring khung F cta G, boi vi no la canh duy nhit cua Zx (e,,). Ngoai ra, vai 1 <
i < m — 1, canh e; la hoat dong trong (ngoai) trong G ddi véi F khi va chi khi no la hoat dong trong (ngoai)
trong G — e,, dbi voi cung mot rung khung F. Do do, F 1a mét (i, j) — ring cua G khi va chi khi no la mot
(i,j—1) —rungcua G — e,,.

Nhu Vay, tij = ti,,j—l’ nén

2 tij xtyl = Z ti,,j—1xiyj = yz ti,,j—1xiyj_1
i,j

Lj 0j
= yTg-c,, (x,y) = Ts(x,y).

(iii) e,, khéng phai la mét canh cau ciing nhw khong phai la mét canh khuyén. Noi mét cach tam thuong,
F la mot riing khung cua G — e,,, khi va chi khi n la mot ring khung cua G va e,,, ¢ E(F). Ngoai ra, néu F
la mét (i, j) — ring cua G — e,,, thi no sé la mot (i, j) — ring cua G, bai vi moi canh khac déu ding trudc
e, Va do e, khong phai la mét canh khuyén nén Zz(e,,) co chira cac canh khac ngoai e,,.

Tuong tu, F la mot rieng khung cua G/ e, khi va chi khi e,,, € E(F) va F + e, la mot rung khung cua
G. Ngoai ra, néu F la mot (i, j) — rung cua G /e,, thi F + e, 1a mot (i,j) — rung cta G, bai vi moi canh
khac déu dimg trudc e,, va do e, khdng phai la mot canh cau nén Ug,_(e;,) c6 chia cac canh khac ngoai

em-



Tur cac phan tich néu ¢ trén, chang ta dé dang suy ra rang t;; = t{; + t; nén, tir gia thiét quy nap va mot
s6 tinh chat co ban cua da thirc Tutte,

Te(x,y) = Z tij x'y/

Lj
= z ti; x'y! + Z t;; xty’
i,j i,j
=Tg-e,,(x,¥) + Tg/e, .,
nhu da tuyén b.
Diéu nay hoan tat phép chirng minh cua budc quy nap. 0

Dinh Ii trén c6 thé coi la mot cach dinh nghia khac cua da thic Tutte. Nhu ching ta da dé cap, day chinh
xac la cach dinh nghia ban dau cua Tutte: ddi vai mot do thi lién thong G vai mot thir tu bat ki nao do trén
cac canh,

Te(x,y) = Z ty x'y’,
Lj
trong do t;; = t;;(G) la s6 cac cay khung G c6 i hoat dong trong va j hoat dong ngoai.
R4 rang la, vai moi thir tu < xac dinh trén cac canh, ching ta déu c6 mot da thic T-, nhung diéu dang
lvu y o day do la da thirc T nay khong phu thudc vao thir tu xac dinh trén tap cac canh ma chung ta chon.

Khi chirng minh Két qua 10.5.1), chang ta da duoc hd tro rat nhiéu bai dinh nghia trude d6 cha da thirc
Tutte, nghia la chung ta da biét truoc ring co mot da thirc voi cac tinh chat pha hop.

Pé hiéu ro ban chét cua cac hoat dong trong va cac hoat dong ngoai, chang ta hay xem Két qua 10.5.1)
c6 thé dugc chimg minh nhu thé nao tr cac nguyén Iy dau tién ma khong can vién dan bét ky két qua nao
truoe do.

Chirng minh thir hai cia két qua 10.5.1.

Chang ta hay bat dau vai tinh doc 1ap cta T vai thir ty < xac dinh trén tap cac canh. Bé don gian hoa
cach ky hiéu, chung ta hay gia st rang d6 thi cua chung ta la lién thong, boi vi phan mo rong cho truong hop
tong quat la tim thuong.

Giasu< lathotue, < e, < - e, trong d0 E(G) = {ey, e,, ..., &}, Va gia su <’ la thir tu nhan duoc tu
< bing cach d6i chd ey, va e 1.

Nhu vay, trong thir tu <’, chung ta sé co

! ! ! ! ! ! ! ! !
61 < 62 << eh_l < €h+1 < eh < €h+2 << em_l < em.



Ké tiép, chung ta hay xac dinh cac trong lwong w va w' trén tap 77 gdbm cac cdy khung cua G: voi T € T,
ki hieu w(T) = xiy/ néu T la mot (i, ) — cay ddi voi < va w'(T) = x'yJ néu T la mot (i, j) — cay dbi voi
<'. Khi do, T<(G) va T/ (G) la tong cta cac w — trong lwong va cac w' — trong luong: T.(G) = Yy w(T)
va T_/(G) = Y7 w'(T). Chang ta hay phan hoach T thanh cac tap nho hon (thanh cac tap co kich thuoc71
mét va hai) va chi ra rang, vai mdi tap, tong cac w — trong lwong cua mét tap chinh la tdng cac w' — trong
lugng cua no. Khi do, T.(G) = T./(G).

Cac tap nho duoc dé cap dén & trén chinh la cac quy dao cua mot phép nghich bién 7 - T/, T » T’
duoc xac dinh nhu sau. Vi T € T, néu c6 mot trong ey, hoic ey, Nam trong tap chu trinh cua cai kia (nghia
la e, € Z(ep,41) hodc e, € Z7(ep,)) thi ki hiéu T’ la cAy nhan duoc tr T bang cach hoan doi e, va ey, +;
treong hop nguoc lai, ki hiéu T’ = T. Ré rang la anh xa T — 7' xac dinh boi T +— T’ thuc su la mot phép
nghich bién, nghia la (T")" = T.

Nhan thay ring do moi canh e khac véi ej, va ey, déu co cung hoat dong dbi vai T trong < nhu trong
<’ nén w(T) = w'(T) trir khi it nhat mot trong ey, va ey, co cac hoat dong khac déi voi T trong < va </,
diéu nay chico thé xay ranéu T = T'.

Nhu vay, dé ching minh T (G) = T/(G), ching ta chi can chi ra rang
w(T) + w(T") =w'(T) + w'(T"),
bitcirkhinaoT € T, T # T'.

Gia sir moi canh e # ey, e, €O cung hoat dong dbi voi T ciing nhu d6i vai T'. Luu y rang no khong
lién quan dén viéc chung ta chon < hoidc <, boi vi e < f khi va chi khi e <’ f. Do cac lat cit va cac chu
trinh 1a giéng nhau nén cac hoat dong cua e, ddi voi T va T’ trong < ciing gidng nhu cac hoat dong cua
ep.1 d6i voi T va T’ trong <'. Do d6, trong truong hop nay, w(T) = w'(T") vaw(T") = w'(T). Nhu viy,
chang ta c6 thé gia st ring co6 mot sé canh e # ey, ey, hoat dong dbi vai T va khdng hoat dong di voi T,
Bing cach hoan d6i nhan cua ey, va e, va d6i chd < vai <’, chiing ta cling c6 thé gia st ring ey, € E(T),
ens1 € E(T').

Giasue € E(T), e # ey, hoat dong di voi T nhung khong hoat dong ddi véi T'. Do do, e la phan tir tdi
tiéu ciia Uy (e), nhung phan tir tdi tiéu f cua U, (e) lai nho hon e. Khi @6, Uy (e) # Upr(e), nén ep,q €
Ur(e) va do e hoat dong ddi voi T nén e < ey, ;. Ké tiép, do f thuoc mot trong Uy (e), U, (e) nhung khong
thuoc cai con lai nén f € Ur(e,) = Upr(epy1), trong khi ey, 1 € Ur(e) tuong duong voi viéc e €
Zr(en+1) = Zp1(ep). Nhung khi d6 e, e, S8 khong hoat dong ddi véi T, T’ theo mot trong hai thir tu (boi
Vi e, f dimg trudc ey, e,,4 trong ca hai thir tu), e nam trong cac chu trinh lién quan va £ cling nam trong cac
lat cat lién quan. Nhu vay, w(T) = w'(T) vaw(T") = w'(T").

Cubi cung, giasu e & E(T), e # ep41, hoat dong d6i voi T nhung khong hoat dong d6i voi T'. Do do, e
la phan tir ti tiéu cua Zy(e), nhung phan tir téi tiéu £ cua Z,(e) lai nho hon e. Khi do, e, € Zy(e), nghia
lae € Ur(en) = Upr(epsr), Va f € Zr(epy1) = Z7(ey). Nhu vay, nhu trude day, ey, e, khdng hoat
dong trong ca hai truong hop, nén w(T) = w'(T) va w(T") = w'(T").

Diéu nay hoan tat phan chirng minh T.(G) = T./(G) cua chang ta.



Dé ching minh tinh doc 1ap cua t;; voi thu tu (nghia la t;; = t;;(G) don gian chi la mét ham cua dd thi
G), chung ta nhan thdy rang da thire dd thi T(G) = ¥, ; t;; (G)x'y’ thoa man cong thirc truy hdi va diéu kien
bién, nén T(G) chinh la da thirc Tutte T;.

Do tyo(E,) = 1 va t;;(E,) = 0 néu i +j > 0 nén chung ta dé dang nhan thay rang T(E,,) = 1.

Ké tiép, chung ta hay chuyén sang kiém tra cac quan hé truy hdi. Chon ra mét phan tir cia E(G) va phan
biét ba truong hop sau day tuy theo tinh chat cua phan tir nay. Chung ta duoc loi rat nhiéu tur tinh doc 1ap voi
thir tw ctia ¢;;(G): gia str cho trudc mét canh e € E(G), ching ta c6 thé va sé gia dinh rang e la phan tir cuéi
cung trong thir tw nay, nghia la E(G) = {e,, e,, ..., &,,} Va canh ma chung ta quan tam chinh la e = e,,,.

(i) Gid sit e, la mét canh cau. Khi do, e, nam trong moi ring khung cua G va né la mét canh hoat
dong trong moi ring khung. Nhu vay, cac ring khung cua G — e,,, s€ tuong itng 1 — 1 véi cac rung khung
cua G voi mot (i,j) — rung cua G — e, twong ung 1 — 1 voi mot (i + 1, ) — rung nao do cua G.

Nhung khi do
T(6) = ) i (Gx*1y) = x ) 1/(G = ep)x'y) = xT(G = ).
(i) Gid sit e, la mét canh khuyén. Khi @6, e,,, la mot canh hoat dong ngoai ddi vai moi ring khung cta

G, nén cac rung khung cua G — e, S€ twong ung 1 — 1 voi cac ring khung cua G véi mot (i, j) — rung cua
G — e, tuong tng 1 — 1 voi mot (i, j + 1) — ring nao do cua G.

Nhung khi do
T(6) = )t (@x'y1* =y ) (6 = ep)x'y! =yT(G - ey).
(iii) Gia su e,, khdng phai la mét canh cdu ciing nhu khéng phdi la mét canh khuyén. Phan hoach tap
Fi; cac (i, j) — rung thanh F,UF}; voi F}; = {F € F;j:ep, € E(F)}. Khi d6, {F — e,: F € F/;} € tuong
ng vai tap cac (i, j) — ring cua G /ey, bai vi e, khdng hoat dong trong ddi voi bat ky mot ring F € F;

nao. Ngoai ra, do e,,, khdng hoat dong ngoai déi voi bat ky mot ring F € F/] nao, nén F; s tuong (g voi
tap cac (i,j) —rung cua G — e,,,.

Nhu vay,
T(G) = T(G - em) + T(G/em);
nhu chiing ta da tuyén bo. O

Cach dinh nghia mai, khai trién theo cac cay khung, nay c6 mot sé loi thé nhat dinh so véi cach dinh
nghia cii, cu thé I3,

Te(x,y) =S(Gx—1,y—1) = Z(x — D= (y — 1)™E),

FCE



Thir nhat, tong mai nay (thuong) co it s6 hang hon so vai tong cii. Thir hai, quan trong hon, trong khai
trién mai nay, hé sé cua x‘y/ chir khong phai hé s6 cua (x — 1)!(y — 1)/ duoc xac dinh mét cach rd rang va
hoa ra la no khéng &m. (Chung ta c6 thé nhan duogc diéu nay tir dinh nghia dé quy, nhung diéu d6 khdng
cung cip cho chang ta bat ky mot biéu thac rd rang nao cho cac hé s6.) Tha ba, mot cach lya chon sang sudt
thir tu trén cac canh thuong sé c6 loi hon trong viéc ching minh cac két qua vé cac hé sb t;; = t;;(G).

Nhu mét tng dung don gian cua Két qua 10.5.1), hay xem chuang ta co thé néi dwoc nhirng gi vé cac hé
s cuia cac sé hang nho nhét, cu thé 1a ¢y, tyo, to;. PAu tién, do Ty (x,y) = 1, gia st rang E(G) =
{eq, ..., em}, VOi m > 1, day ciing chinh la kich thudc cua G. Luu ¥ rang, bat ké ring khung F cta ching ta
la gi, e; chac chan la mot canh hoat dong: hoat dong trong néu e; € E(F) va hoat dong ngoai trong truong
hop nguoc lai. Bac biét, t,, = 0. RG rang, do t;,(K,) = 1 va ty; (K,) = 0 nén chang ta co thé gia st rang
m > 2. Néu G ¢ it nhat hai khéi sao cho mdi khdi cé chira it nhdt mét canh thi chang ta ludn c6 thé chon ra
mét thir tu trén E(G) sao cho e; va e, nam trong cac khdi phan biét cua G. Khi do, ca e; va e, déu hoat
dong ddi vai moi rung khung, nén t,, = to; = 0.

Ké tiép, gia st G gdbm mot do thi 2 — lién thdng va cac dinh cd 1ap. Do viéc bo sung thém cac dinh co
lap khong lam thay di da thirc Tutte nén, trong cac nghién ciru cta ching ta vé t;, va t,, ching ta ludn co
thé gia dinh riang ban than G la mot db thi 2 — lién théng. Diéu nay vé mat thuc té chi dé ching ta c6 thé goi
mot quan bich la mot quan bich: ¢;; 1a sé cac (i, j) — cdy cua G chir khdng phai la s6 cac (i, j) — rng. Tuy
nhién, vé mit tranh luan, diéu nay gan nhu hoan toan la khéng lién quan.

Nhu da lwu ¥ tir trudce do, e, 1a hoat dong d6i vai moi cdy khung. Hon nira, canh e, ciing hoat dong trur
khi lat cit hodc chu trinh cta né (tuy theo truong hop nao pha hop) cé chira e;. Nhu vay, néu T 1a mot
(1,0) — cay thie; € E(F) va e, € Urp(ey). Ki hiéu T* la cay thu duoc tur T bang cach hoan ddi e, va e,: do
e, € Ur(ey) (nghiala e; € Zr(e,)) nén T* cung la mot cdy khung. Ro rang, T la mét (0,1) — cay: canh
hoat dong duy nhat cta no la e; va né la mét canh hoat dong ngoai.

Ngay lap tirc, chung ta d& dang nhan thay rang qua trinh trén hoan toan c6 thé dugc dao nguoc: mot
(0,1) — cay T khéng chira e; nhung chira e, va, bang cach hoan dbi e; va e,, chang ta sé thu dugc mot
(1,0) — cay T*. Nhu vay, anh xa T +— T* chi ra cho chung ta mot phép tuong ung 1 — 1 gitra tap cac
(1,0) — cay va tap cac (0,1) — cay. Dac biét, diéu nay cung cip cho chung ta két qua sau day:

Két qua 10.5.2.
Giasu Y, t;;x" y’ la da thirc Tutte cia mot do thi G véi it nhat hai canh.

Khl dé, th = tOl'

Dang thitc ¢, = toq 1a Mot trong s6 mot ho v han cac dang thire dang cho cac hé sb t;; clia da thic
Tutte.

Brylawski da ching minh dwogc rang néu ||G|| > h thi

h—i

> S e (") -0

i=0 j=0




V.V...

Trén thuc té, t;, = t;,(G) la mot bat bién d6 thi quan trong theo diing nghia ctia nd: N6 thuong duoc goi
la bt bién sdc sé cua G va duoc ki hiéu lai boi 0(6). Thuat ngir nay c6 thé duoc giai thich bang dinh Ii don
gian sau ddy. Phan dau tién chi ra mi lién hé giira bat bién sic sb voi da thic sic sb va phan tha hai chira @
la bt bién cua cac udc con cua cac do thi co it nhét hai canh.

Két qua 10.5.3.

(i) V&imoi d6 thi G, dao ham P/ (1) cta da thic sac s6 P; (x) sé thoa man
P; (1) = (=1)"9*10(G).

(i) Gia st G va H la cac do thi ddng dang, mdi d6 thi déu co it nhat hai canh.

Khi do, 6(G) = 6(H).

Chirng minh két qua 10.5.3.

(i) Tinh dung din cua khang dinh trén dugc suy ra ngay lap tic tr viéc
n-1
P (x) = (=1)"@Ox*OT (1 — x,0) = (—=1)TO)x kD Z tio(1 — x).
i=0
(ii) Chuang ta biét ring G va H sé co cac ude con déng dang. Nhu vay, dé ching minh tinh dung dén cua
khiang dinh trén, chiing ta chi can chi ra ring néu H thu dwoc tir G bang cach chia nho mét canh e € E(G)
thanh hai canh, tam gia su la e; va e,, thi 8(H) = 6(G).

Néu e la mot canh cau cua G thi 8(G) = 6(H) = 0, bai vi bat bién séc sé cua mot do thi o it nhat hai
khdi khdng tam thuong la 0. Néu e khong phai la mét canh cau cta H thi e, ciing khéng phai la mét canh
cau ciing nhu khong phai la mot canh khuyén cua H.

Nhu vay, tir cong thie truy hdi cia da thire Tutte,
O(H) =0(H —e;) + 0(H/ey).

R4 rang, e, 1a mot khéi ciia H — ey, nén d6 thi nay co it nhat hai khbi kndng tam thuong. Diéu nay ngu y
voi chang ta rang 6(H — e;) = 0. Ngoai ra, H/e; = G, nén 8(G) = 0(H). m

Viéc khai trién theo cac cay khung ciing cung cp cho chang ta mét sb thong tin quan trong vé do lon
cua cac hé sé cua da thic sac so.

Két qua 10.5.4.
Gia str G la mot do thi lién thong bac n voi da thirc sac s6 P (x) = X125 (—1)7 ajx™/.

Khido,ap=1<a; < < aq, Vvoil=[n/2].




Chirng minh két qua 10.5.4.

Chang ta biét rang

n—1

Po) = (~"x ) tio(—x + 1)),

i=0

nén
n—-1 ]
(~DVg = (D" > ()
4 L “\n—j-1/
i=n—j-1
nghia la
n—-1
l
4= _ tlo(n—]—l)
i=n—j-1
Nhu vay, néul < j < n/2thi
n—-1 i i
l l
aj = Qi1 =lp_j10+t . .tiO {(n —j- 1) - (n —j)} > th_j—1,0
i=n—j
boivin—j—12n/2-12(@G-1D/2vimeii<n—1nen(,_' )=(,.) 0

Cac quan hé deg,T; (x,y) = r(G) va deg, T;(x,y) = n(G) ma chung ta da gap truoc do sé duoc suy ra
ngay tir thuc té ¢;;(G) la s6 cac cay khung véi i hoat dong trong va j hoat dong ngoai. Hon nira, néu G
khdng co chira canh khuyén nao va F la mot rung khung cua G thi, voi mot thi tw ma trong do moi canh cua
F déu dtmg trudc moi canh khac, F s& ¢6 r(G) hoat dong trong va 0 hoat dong ngoai. Tuong tw, néu G
khéng co chira canh cau nao va F la mét ring khung caa G thi, véi mot thir te ma trong 6 moi canh caa F
déu ding trudc moi canh khac, F sé ¢6 0 hoat dong trong va n(G) hoat dong ngoai. Dic biét, trc)o = 1Vva
ton(c) = 1. Nhu vay, max{i — j: tij(G) # 0} = r(G) va max{j — i: tij(G) # 0} = n(G). Bing cach xem
Xét cac thir tu it rd rang hon trén tap cac canh, chung ta co thé chi ra thém rang mot s6 hé sb khac ciing khac
khéng. Chiing ta s& dua ra hai vi du kinh dién cho diéu nay.

Két qua 10.5.5.

Gia st G 1a mot do thi 2 — lién théng khong co chira canh khuyén vai n dinh va m canh, va T, (x, y) =
Yijtij x'y).

Khido, tjp >0voimoii,1<i<n—1vaty; >0voimoijl1<j<m-n+1




Chirng minh két qua 10.5.5.

Gia su cho truedc mét cay khung T, voi E,  E(G), ki hiéu y(E,) la hop cua tap cac day cung vai cac
chu trinh twong (ng ¢6 giao voi E, cung vai tap cac canh cay vai lat cit twong (g co giao voi E:

vr(Ey) ={e € E(G):Z;(e)NE, # @}U{e € E(G): Ur(e)NE, + 0}.
Luu v rang y+(E,) D E,. Ki hiéu y7(E,) la bao dong cua E, dbi voi y — toan tir nay:
yr(Ey) = EQUE,U -,
trong do Eyyq = yr(Ey).
Do G la mot @6 thi 2 — lién théng nén 77 (E,) = E(G) bat ctr khi nao E, la mot tap khong rdng cac canh.
Nhu vy, E, € E; € -+ € E; = E(G) d6i voi mét chi s 1 nao do.

(i) Voil<i<n-—1,kihiéuE, lamottap gomicanhcuaT, E; = y+(Ep), E, = vr(Ey), v.v...
Chung ta biét rang E, = E(G) dbi voi mot chi sb I nao do. Gia sir < la mot thir ty tuong thich voi day E,
E, c - c E; = E(G), nghia la mot thir ty ma cac canh cua E, Xuat hién dau tién, tiép theo la cac canh cua
E; \ E,, cac canh cua E, \ E;, V.v..., két thac bai cac canh cua E; \ E;_,. Khi d6, mdi canh cua E, déu hoat
dong va khong co canh nao khac hoat ddong. Nhu vay, T la mot (i, 0) — cdy theo thir tu <, nén t;, > 0.

(i) V6i 1 < j < m —n + 1, chiing ta hay bat dau voi mot tap E, gdm j day cung cua T, nghia la mét tap
E, c E(G) \ E(T), va tién hanh tiép tuc nhu trong (i). Mot lan nira, cac canh hoat dong chinh la cac canh
cua Ey. Nhu vay, T la mét (0, ) — cy, nén t,; > 0.

Dé hoan tat phép ching minh, nhac lai rang deg, T (x,y) = r(G) =n — 1 va deg,T(x,y) = n(G) =
m-—n+ 1. O

Con hé s t, thi sa0? Nhan thdy rang, véi mét chu trinh C,,, chingtasé c6 T, =y + x + x% + - +
x™"1 nén ty,(C,) = 0. Ngoai ra, v&i mot canh day I, gdm hai dinh duoc ndi véi nhau boi k > 2 canh,
chingtasé co Ty, = x + y + y* + -+ y*1, nén ty; (Iy) = 0. Nhu ching ta sé chi ra ngay sau déy, voi
moi d6 thi 2 — lién thong khong coé chira canh khuyén khac, chung ta déu co t;; > 1.

Két qua 10.5.6.

Gia s G la mot do thj 2 — lién théng khong co chira canh khuyén khong phai la mot chu trinh ciing
khdng phai la mét canh day.

Khi do, t;,(G) > 0.

Chirng minh két qua 10.5.6.

Dé& dang nhan thay rang G s& co chira mot chu trinh € va mét canh e; néi mot dinh ctua € voi mot dinh
khong thuoc €. Gia st T la mot cdy khung chira e, va tit ca cac canh cua C ngoai trir mot canh e nao do, ki
hiéu E, = {e;, e,}. Giasu E, c E; c --- € E; = E(G) nhu trong phép chirng minh cua Két qua 10.5.5), Voi
Eri1 = vr(Ep), va < la mot thir ti twong thich voi day long nhau nay. RS rang, dbi voi thir ty nay, T ¢o
chinh xac mét canh hoat dong trong, cu thé la e;, va chinh xac mot canh hoat dong ngoai, cu thé la e,.




Nhu vay, t;;(G) > 0, nhu da tuyén bé. O

Nam 1968, Ronald Read di phong doan rang day cac mé dun cua cac hé sé cua da thic sac sb la
unimodal, nghia Ia, voi cach ky hiéu nhu trong Két qua 10.5.4), ag < a; < - < @y = Qg = -+ = Gpyyq
vai mot chi s6 m nao d6. Nam 1974, Hoggar da that chit diéu nay vai viéc phong doan rang cac hé sé nay
phai I6m logarit manh. Phong doan ciia Hoggar con duoc goi la phong doan Read — Hoggar. Gia thuyét
Read — Hoggar da khong duoc giai quyét trong hon 40 nim truoc khi June Huh chirng minh né vao nim
2009, trong qua trinh hoc tién si cuia 6ng, bang cach str dung cac phuong phap dén tir hinh hoc dai s6. Mot
phong doan co lién quan cua Tutte khang dinh ring ¢ ; tao thanh cac day unimodal theo i va j mét cach
riéng biét va mot phong doan tuong tu cua Seymour va Welsh cho cac matroid da bi Schwarzker bac bo vao
nam 1993.

10.6. Da thic cia cac nut thit va cac mét xich

Céc nat thit va cac mat xich duoi dang cac ddi tuong toan hoc duoc Listing gidi thiéu vao nim 1847 va
mot cach doc 1ap bai Thomson vao nam 1869. Trong mét bai bao cua 6ng vé cac chuyén dong xoay,
Thomson goi y rang, dé co thé hiéu dung vé khong gian, chiing ta phai nghién ciru cac nat thit va cac mat
xich. Cac thach thirc da dugc dua ra bai mot cong tac vién cuaa Thomson, Tait, trong mét bai giang vao nam
1876 va trong mot loat bai bao tiép theo cua 6ng. Vao nhimg nam 1880, Tait, Kirkman, Little da ¢ ging
thdng ké cac nut that voi tdi da khdng qua muoi giao diém.

Hinh v& minh hoa cac nuat that va cac mat xich néu trong bai bao vao nim 1869 cua Thomson; nut dau tién la
nat that hinh tam giac (thuan tay phai), hai mat xich la cac mat xich Hopf va cac vong Borromean.

Tuy nhién, Iy thuyét nat that chi thuc su dugc bat dau vao nhimg nam 1920 bai cac cong trinh nghién
ciru cua Dehn, Alexander, Reidemeister, nhitng nguoi nay da gigi thiéu nhiéu loai bat bién nut that khac
nhau. Nhiing bat bién nut bién nay ciing da cho phép Alexander va Briggs hoan thanh viéc phan loai nghiém
ngat cac nat that vai toi da khong qua chin giao diém. That ky la, mot sai 1am trong bang phan loai cua Little
da duoc Perko, mét nha toan hoc nghiép du, sira chita lai vao nim 1974, khi 6ng chi ra rang hai nut that voi
muoi giao diém duoc Little cho la khac nhau, trén thyc té, lai trong duong nhau. Hau hét cac ky hiéu dugc
str dung phé bién nhat cho cac nut thit chinh la cac ky hiéu da duoc gioi thiéu boi Alexander va Briggs.



Tét ca nhitng diéu vira trinh bay & trén déu thugc vé thoi ky c6 dién caa ly thuyét nat thit va chung ta sé
noi rat it vé chang. M4i quan tam cua ching ta d6i voi Iy thuyét nit chi moi bat dau tir mot thuc té 1a vao
nhitng ndm 1980 khi Jones da bat dau mot cudc cach mang trong Iy thuyét nat biang cach dua ra mot da thic
bat bién mai, ma sau nay dugc chiang minh la co lién quan chiat ché voi da thirc Tutte. Muc dich cua ching
ta trong phan nay cua bai viét 1a gioi thiéu da thirc nay cung vai mot sé da thuc lién quan va chi ra méi lién
hé cua chung voi da thirc Tutte.

Mic du trong muc 8.1. Cac dd thi Cayley va Schreier, ching ta da dé cap so qua vé cac nat that, khi
chang ta thao luan vé cac nhom co ban cua chang, nhung ddi vai phan nay, chang ta sé phai thiét 1ap boi
canh can than hon mot chat. Mgt mét xich L véi n thanh phéan duoc dinh nghia la mét tap con cua R3
R3U{oo} = §3 gom n duong gap khac don khép kin phan biét. Mgt nat thdt duoc dinh nghia la mot mat
xich lién théng. Mit cau 3 — chiéu S, ludn duoc dinh hudng trudc; doi khi cac thanh phan caa L cling dugc
dinh hudng, trong truong hop d6 chang ta c6 mot mét xich dinh hwong. Ching ta lubn gia dinh rang cac
mat xich caa chung ta chi la cac duong gap khuc d@é tranh viéc phai khao sat cac chudi xoén vé han; sé tot
khong kém néu gia dinh rang cac mét xich cia chiing ta la cac da tap con tron cua $3 — trén thyc té, trong
cac ban vé cua chiing ta, chang ta sé ludn tuan theo quy woc nay. Hai mét xich L, va L, duoc goi la twong
dwong néu tdn tai mot ddng cau bao toan huong h: R? —» R3 sao cho h(L,) = L,. Néu L, va L, déu duoc
dinh huong thi h(L,) phai dugc dinh hudng gidng nhu L,.

is L

Hinh vé minh hoa hai nut twong dwong L, va L.

Tinh tuong dwong ciing c6 thé duoc dinh nghia theo thuat ngir ddng luan: hai mat xich duoc goi la dang
vi xung quanh (hoic twong dwong) néu chang co thé duoc bién dang vao nhau. Chang han, néu L, va L, la
cac nat cho trude duoc xac dinh boi cac anh xa tuyén tinh ting phan h;: [0,1] —» R3, voi h;(0) = h;(1), i =
0,1, thi L, va L, duoc goi la trong dwong néu c6 mét anh xa tuyén tinh tang phan h: [0,1]%> - R3 sao cho
ho(x) = h(0,x), hy(x) = h(1,x) va h,(x) = h(t,x) xac dinh mot nat that vai moi t, nghia la, h(t, 0) =
h(t, 1) voi moi t.

Trén thyc té, chiing ta khong can qua nhiéu dén sy tinh vi cta ly thuyét topo trong viéc khao sat cac bai
toan cua ly thuyét nat that, bai vi rat d& dé xem cac mit xich nhu cac dbi twong té hop thuan tay. Nhing gi
chang ta phai lam d6 la xem xét cac so' @6 mdt xich: cac hinh chiéu cta cac mat xich trén R?. Chang ta lubn
co thé gia dinh riang hinh chiéu la mot da d thi phang 4 — chinh quy véi cac canh khuyén, trong d6 mot
canh khuyén s& dong gop thém 2 don vi vao bac cua dinh twong (g véi nd. Hon nira, tai mdi dinh, cac canh



tao thanh cac goc duong thuc su sao cho cac hinh chiéu caa hai phan cua mét xich s& “giao nhau hoan toan”,
thay vi cham vao nhau. Nhu vay, mét so d6 mét xich la mét d6 thi phang 4 — chinh quy (hitu han) véi mot
sb cAu trac bd sung, cu thé la tai mdi dinh, hai cip canh s& giao nhau theo mét trong hai cach: mét cai nim
bén dudi hoic bén trén cai kia. Luu y ring mét do thi phang 4 — chinh quy véi bac n s& tao ra 2™ so dd mét
xich; d6 thi 4 — chinh quy nay duoc goi la universe cua cac so dd mat xich phat sinh tir né.

OOV

Hinh vé minh hoa cac so @b phat sinh tir universe U caa mot tam giac vai cac canh kép; ¢6 bén so dd nira tur
hai cai cudi cung bang cach thuc hién phép quay. Cai dau tién la so d6 tiéu chuan cta nut that hoa ba la
thuan tay phai va cai thir hai la so d tiéu chuan caa nut thit hoa ba la thuan tay trai.

Trong suét qua trinh nghién ciru Vé cac so d6 mat xich, ching ta thuong khdng quan tam dén viéc phan
biét giira cac so dd mét xich phiang ddng vi. Nhu vay, hai so ¢ mét xich duoc coi la gidng nhau néu ching
déu xuit phat tir cac dd thi phang dang cu voi cung cau trac phu. Dé thuan tién, cung mét chir cai sé duoc
st dung cho ca mét xich va so dd cua né.

Reidemeister da chirng minh, vao nhirng nim 1920, rang hai mat xich la ddng vi xung quanh khi va chi
khi cac so d6 cua chang co thé chuyén hoa 13n nhau boi cac phép ddng vi kha phing va ba phép di chuyén
Reidemeister. Cac phép di chuyén cua Reidemeister ciing duoc st dung dé dinh nghia mét cach tét hon su
twong duong cua cac so dd mit xich: hai so ¢ mét xich duoc goi la déng vi chinh quy néu chang c6 thé
chuyén hoa 1an nhau béi cac phép ddng vi kha phang va cac phép di chuyén loai 11) va 111).
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Hinh vé& minh hoa ba phép di chuyén cua Reidemeister: mot phép di chuyén loai | 1a mét phép b sung hozc

loai bo mot duong cong, mot phép di chuyén loai 11 1a mot phép bo sung hoic loai bo hai duong cit ngang

nhau hozc chay ngam nhau, mot phép di chuyén loai I11, mot phép di chuyén tam giac, la mot phép thay doi
vi tri cua hai duong cét ngang nhau hoic chay ngam nhau.

Ly tuong nhat la chiing ta mudn tim mot bang phan loai don gian va day du vé cac nit that va cac mat
xich. V& mat Iy thuyét, cac nit that da duoc phan loai boi Haken vao nam 1962, nhung su phan loai do lai
dua trén mot thuat toan rat phirc tap, qua kho dé co thé sir dung trong thuc té.

Bang cach ha tam nhin cua ching ta xuéng mét chat, thay vi ¢b gang dwa ra mot bang phan loai hoan
chinh don gian, chang ta cé thé cb ging gidi thiéu cac bit bién kha don gian dé tinh toan nhung van du tét
dé phan biét duoc “nhiéu” nat va mét xich. Pay ciing chinh la cach tiép can ma chang ta sé ap dung ¢ day.
bic biét, chiung ta mong muén nhitng bt bién nay co thé giup ching ta tra loi cac cau hoi co ban sau day:
“Liéu mot mat xich voi mot s6 thanh phan cé thuc su duoc lién két hay no chi la mot mat xich vai mot so do
c6 it nhat hai thanh phan? Liéu mot nat that co thuc su duoc that nat hay né chi la mét nat that khong, nat
thit tim thuong ma so d6 cua no khdng co giao diém nao? Tng quat hon, liéu mot mét xich c6 mot so dd
khong co giao diém nao hay khéng? Liéu mot mit xich ¢ twong dwong vai hinh anh phan chiéu cua no hay
khong?”

Mot bt bién tAm thuong cua cac mét xich la s6 cac thanh phan cta né: no cé thé d& dang duoc doc ra tur
so d6 cuia mot mét xich. Cac bat bién khong tim thuong ma chang ta sé tim thiy duoc dinh nghia la cac bat
bién cua cac so d6 mit xich va tat ca chung déu dua trén viéc kiém tra truc quan va cé thé thay doi mot giao
diém trong mot so dd mét xich, trong khi van gitr nguyén so dd bén ngoai mét vang 1an can nho cua giao
diém nay.

Mot sb bat bién to hop dep mét cua cac mét xich dwoc xay dung dua trén viéc td mau cac “soi” cua
chang, cac cung tir dwong chay ngam nay sang duong chay ngam khac. Mic du cach tiép can nay nam ngoai
muc dich chinh ctiia phan nay nhung chiing ta van hay md ta mot cach ngén gon nhét cé thé nhiing bat bién
don gian nhit trong s ching. Chung ta s& goi mot phép 3 — t6 mau cua cac dai cua so d la thuc sw néu
khong co giao diém nao ma chung ta tim thay duoc t6 boi chinh xac hai mau. Mot phép 3 — t6 mau duoc
goi la khéng tdm thuwong néu c6 it nhat hai mau dwoc sir dung. Ké tiép, chung ta ciing d& dang nhan thay
ring néu mot phép di chuyén Reidemeister bién mot so dd L thanh mot so d6 L' va L c6 mot phép 3 — to
mau khéng tam thuong thuc sy thi L' cling vay. Do do, su ton tai ciia mot phép 3 — td mau khong tam
thuong thuc su 1a mot bat bién dong vi xung quanh. Nut that khong khong co bat ky mot phép 3 — t6 mau
khéng tam thuong thuc sy nao. Nhu vay, mét nit that ma so dé co mot phép 3 — t6 mau khong tam thuong
thuc su sé khong thé trong duwong voi nat thit khéng.



Hinh vé minh hoa mét phép 3 — t6 mau khéng tim thuong thuc sy caa mét so dd nat that
(cu thé 1a mot so dd cua nut thét 8,5 viét theo 16i ky hiéu Alexander — Briggs)
Tuy nhién, chang ta hay quay trd lai chu dé chinh caa phan nay:

Nhéc lai ring da thirc Tutte co thé dugc xac dinh bang cach “giai quyét” mét canh theo hai cach khac
nhau: x6a né va thu gon nd. Ngoai ra, chiing ta ciing c6 hai cach dé giai quyét mot giao diém trong mét so
d6 nut that (khong dinh hudng), nhu chung ta sé thay ngay sau day. M&i giao diém khong dinh hudng déu
phan biét hai trong s6 bén mién lién thudc tai dinh ciia nd. Quay cung cit ngang nguoc chiéu kim dong hd
cho dén khi dat dén cung chay ngam. Khi d6, hai mién bj quét ra duoc goi la cac mién A va hai mién con lai
duoc goi la cac mién B. Dai khi thay cho cac mién, chang ta sé goi chung la cac kénh.

Hinh vé minh hoa cac mién A va B trong mot so d6 cua nat that 8.

Hai cach dé giai quyét mot giao diém la gi? Chang ta co thé cét nd ra ¢ cac mién A, dé hai mién A hop
nhét, hodc chang ta cé thé cét né ra & cac mién B, dé hai mién B hop nhat. Tom lai, tai mdi giao diém,
chang ta c6 thé co mot A — lat cit hodc mot B — lat cit.



s
Nhu mét cach tée ki nhanh, chung ta sé dung x dé ki hiéu cho mét so @6 nut thét, voi viéc nhdn manh
p
vao mot giao diém cu thé trong d6. Sau khi thuc hién mot A — lat cét, chang ta s& nhan duoc < ; sau khi

thuc hién mot B — lat cit, ching ta s& nhan dugc )( . Néu chung ta muén chit ché hon mét chut (va ciing
dé tranh nhitng kho khan sé gap phai trong viéc danh may) thi, gia st cho trudc mét so d6 nut that L voi mot
giao diém tai v, chung ta sé dung L4 dé ki hiéu cho so d6 nat thit thu duoc tur L boi mot A — lat cét tai v, va
LB @ ki hiéu cho so d6 nit thit thu dugc tir L boi mot B —lat cét tai v.

& & &

A B
Ly Ly
Hinh v& minh hoa mét so dd L (cua nat thit 65) vai mot giao diém tai v, cac so d6 L4 va LE.

Bing cach bét chude da thirc Tutte va cac bién thé caa no, ching ta sé xac dinh mét da thirc, ngogc
Kauffman, c6 gia trj trén mot so d6 nat that L la mot td hop tuyén tinh ¢ dinh cua cac gia tri cua no trén L4
va LB. Pa thuc nay duoc xac dinh mét cach duy nhét boi diéu nay va mot sb diéu kién bién tu nhién nhung,
gidng nhu da thuc Tutte, n6 cling c6 thé duoc xac dinh mot cach rd rang. Dé dua ra biéu thic rd rang nay,
chang ta can them maot sb dinh nghia khac.

Mot trgng thdi S ciia mét so' dé nait thdt 1a mot sy lua chon cho cac lat cit cho mdi giao diém cua so do.
Do d6, mdt so dd vai n giao diém sé co 2™ trang thai. Mgt S — phan tach ciia mgt s dé nut that L 1a két
qua cua Viéc cit tat ca cac giao diém theo trang thai S; rd rang mot su phan tach la mot tap cac nat thit tim
thuong khong lién két vai nhau, d6 la mot mat xich khong co bat ky giao diém nao. Bang cach dung V dé ki
hiéu cho tap cac giao diém, chung ta nhan thiy ring mot trang thai S that ra la mot ham S: V — {4, B}, trong
do6 S(v) = A khi, tai v, chung ta co mot A — lat cat. Nhu vay, tap tat ca cac trang thai la {4, B}V.

Gia str cho trudc mot so d6 nat that L va mot trang thai S cua L, ki hiéu a, (S) la sb cac A — lat cat,
b, (S) la sé cac B — lat cat trong lat cat trong S. Ngoai ra, ki hiéu ¢, (S) 1a s6 cac thanh phan lién théng cia
S — phan tach cua L.

Sau tat ca nhitng su chuan bi néu & trén, ngogc vudng Kauffman [L] cia mét so' do nat thdt L, véi cac
gia tri trong Z[A, B, d], duogc xac dinh boi céng thuc:

(L] = ZAaL(S) BbL) ger($)-1
S

trong d6 tong duoc tinh trén tat ca cac trang thai cua so do L.



Cac tinh chit co ban cua ngoac vudng Kauffman duoc dua ra trong két qua bén dudi, két qua nay lam

chung ta goi nhé dén Két qua 10.2.1). Chang ta sé dung O dé ki hiéu cho mét so @6 nut that lién thong
khong co bat ky mot giao diém nao va L; UL, cho so d6 la hop phan biét cua L, va L,. Ki hiéu £ la tap cac
so do nat that.

Két qua 10.6.1.
Chang ta ludn tim duoc duy nhat mét anh xa ¢: £L — Z[A, B, d] sao cho

(i) néu L va L' lacac so d6 nut thit kha phang ding ciu thi @ (L) = ¢(L"),
(ii) @ (O) =1 ’

(ii) ¢ (LUQ) =dp(L) moi so dd nit thit L,

(iv) (L) = Ap(L4) + Bo(LB) vbi moi so @6 nut thit L co mot giao diém tai v. Hon nira, ¢ (L) = [L].

Chirng minh két qua 10.6.1.

R4 rang la cac diéu kién (i) — (iv) xac dinh duy nhat mot anh xa, néu c6 mot anh xa nhu vay. Nhu vay,
tit ca nhitng gi phai lam do6 la kiém tra ngodc vudng Kauffman [-] thoa man cac diéu kién (i) — (iv). Ba cai
dau tién cé thé duoc suy ra ngay lap tic tir dinh nghia.

Tinh chét (iv) cling gan nhu duoc suy ra ngay lap tirc. That vay, gia st v 1a mot giao diém cua L. Khi do,
bang cach ki hiéu L' = LAva L = L5,

[L] = Z AaL(S) pbL(S) geL($)-1
S

_ Z 49L(S) pbL(S) geu($)-1 4 2 48L(S) BbL(S) geL($)-1

5,S(v)=A 5,S(v)=B

— A2AaLl(S’)BbL/(S’)dCLI(S')—l + BZAaL//(S”)BbLH(S”)dCLH(S”)—l
Sl

S”
= A[Ly] + BIL3],

trong d6 Zy, ki hi¢u cho tong tinh trén tat ca cac trang thai S” cta L va X¢ i higu cho tong tinh trén tat ca
cac trang thai S"' cua L". m

Mot cach twong duong, Két qua 10.6.1) chi ra rang néu R la mét vanh giao hoan va A, B, d € R thi ngoac
vudng Kauffman, vai cac tham sé 4, B, d, sé thoa man cac diéu kién (i) — (iv). Noi chung, ngoic vuéng
khéng phai la mot bat bién dbi voi dong vi xung quanh hozc tham chi la dong vi chinh quy, nhung néu
A, B, d thoa man mot s6 diéu kién nhat dinh nao d6 thi no sé la mot bat bién dong vi chinh quy.




Pé chinh xac hon, chung ta s& dinh nghia ngodgc gec Kauffman (hoic ngodgc Kauffman) (L) €
Z[A, A~1] cia mdt nit thit L boi hé thic

(L)(A) = [L](A,A71, —A% = A72).

Nhu vay, (L) la mot da thuc Laurent theo A va no don gian chi la gia tri cua [L] tai A, B, d thoa man cac
diéu kiéh AB =1vad = —A?> — A2,

Két qua 10.6.2.

Ngoic Kauffman bat bién d6i voi dong vi chinh quy.

Chirng minh két qua 10.6.2.

Gia sur cho trudc cac A4, B, d nhu trén, nghia la AB = 1 va d = —A% — A72, va, vdi cac diéu kién nay,
(L)(A) = [L]1(A, B, d).

Dau tién, chang ta hay danh gia tac dong cua mot phép di chuyén loai 11 1&n ngoic goc bang cach giai
quyét cac giao diém bai (iv) va ap dung (iii):

()= 4(5)+ 20
- a[A2)+ 8]+ 5 {4+ L)

= {42+ aBa+ B?| (X)) + 4B() ()

0

Do AB = 1 va A? + ABd + B? = 0 nén vé phai cua biéu thuc trén la , nén ngoic Kauffman la bat
bién dbi voi phép di chuyén Reidemeister loai 1.

Dé hoan tat phép chirng minh, ching ta sé chi ra rang bat bién loai 11 sé kéo theo bt bién loai 111

(X) = 4(X)+800)

)= 46+ 5

va hai vé phai cta cac biéu thirc trén déu biang bat bién loai I1. Tinh bat bién ctia phép di chuyén
Reidemeister loai 11l ciing duoc kiém tra trong tu. O




Khi diéu d6 xay ra, chang ta co thé d& dang thay d6i mot chat ngozc (goc) Kauffman (L) dé bién no
thanh mét bat bién déng vi xung quanh cua cac nat thit. Bé lam diéu nay, chung ta sé sir dung mot bat bién
don gian cua cac so d6 nat thit dinh hudng. Cac giao diém dinh hudng co thé duoc gan nhin boi cac gia tri
+1, thuong duoc goi la cac dau, theo cac quy tic néu trong hinh vé bén dudi day. Tong cua cac diu cua tat
ca cac giao diém trong mot so d6 nat thit dinh hudng L dwoc goi la sé xodn (hoic chi sé xodn) w(L) cua
L. Chi s6 xoan khong phai la mét bat bién d¢ong vi xung quanh, nhung né la mot bat bién déng vi chinh quy,
nhu chiing ta ¢ thé thdy ngay lap tirc bing cach kiém tra tac dong cua cac phép di chuyén Reidemeister
thuoc loai 11 va 111,

A 1 X
N TN Ra

w(K)=-2
Hinh anh minh hoa quy wdc cua cac dau va chi sé xodn caa mét so d6 (cua nat thit 6,).

Trén thuc té, do chang ta chu yéu quan tdm dén cac nat thit khong dinh huéng hon 1a cac nat thit dinh
hudng, nén chung ta s& sir dung thuat ngir chi s6 tu x0in hon 1a chi s xoin. Gia sir cho trudc mot so d6 nut
thit dinh huong L voi cac thanh phan Ly, ..., L, chi sé tw xodn s(L) cua L duoc dinh nghia la s(L) =
w(Ly) + -+ w(Ly). Do diu caa mét giao diém s& khong thay doi néu chiing ta thay d6i hudng cua ca hai
cung tai giao diém nén chi s6 tu xoén khong phu thudc vao cach dinh hudng. Nhu vy, chung ta cé thé dinh
nghia chi sb tu xodn s(L) cta so d6 nut that khong dinh hudng nhu 1a chi sb tu xoan theo bat ky huong nao
ctua L. Nhu két qua tiép theo day cho thay, néu ching ta nhan (L) v&i mot ham don gian cua chi sé tu x0in
thi chung ta s& thu duogc mét bat bién dong vi xung quanh.

Két qua 10.6.3.

Pa thic Laurent f[L] = (—A)73®(L) € Z[A, A~1] la mot bat bién dong vi xung quanh ddi vai cac nat
that khong dinh huong.

Chirng minh két qua 10.6.3.

Do s(L) va (L) la cac bat bién d6i voi phép dong vi chinh quy nén f[L] ciing vay. Nhu vay, tat ca nhiing
gi chiing phai lam d6 la chi ra rang £[L] 1a mot bat bién @i vai phép di chuyén Reidemeister loai I.

Pau tién, luu y rang
() =A(E)+ B(~)
=(Ad+ B)(~) = (A3 — A7 + A~ (~)
= (=A%){~).




Lap luan twong tu, chung ta cing thu duoc dang khai trién tuong tu sau day

() = (A7) ().

Do S(b) - ‘F(UH_I va 3(6) = S(v)_. 1, ddoc 1ap voi cach dinh huong, nén da thac
Laurent f[L] ciing bat bién ddi véi phép di chuyén Reidemeister loai I:
fIS) = (—A) P ONY) = (—A) D (43 ()
= (—A) () = f[~]

va, tuong tu,
fl81= fI~1

Cac ham tuong ty ciing c6 thé dwoc dinh nghia cho cac nat thit dinh huong. Nhu vdy, ngoic Kauffman
(L) cua mot nat that dinh hudng L don gian chi la ngoic Kauffman cua nat that khong dinh huéng cua no.
Day ciing lai la mot bat bién ddng vi chinh quy cta cac nat thit dinh huong: dé bién no thanh mot bat bién
ddng vi xung quanh f[L], ching ta thudng nhan né voi (—A4)~3"® chir khdng phai voi (—A4) 7350,

Da thirc Laurent f[L], ma ching ta sé goi la da thic Kauffman mét bién cua mét nat thdt hogc mgt nut
thdt dinh hwong, c6 18 1a da thirc dep nhat trong s cac da thire nat thit co lién quan chat ché voi nhau.
Thanh vién dau tién caa ho nay, da thiec Jones V(t), duoc dé xut boi Vaughn Jones vao nam 1985, la mot

VO =1
bat bién ddng vi xung quanh cua cac nat thit dinh hudng duoc xac dinh boi cac hé thirc va

r‘llf’x —tVyg = (ﬁ*%) Vs

DE dang nhan thay rang chung ta chi c6 t6i da mot da thirc Laurent V, € Z[t1/2,£1/2] thoa man cac hé
thirc néu o trén: van dé o day do la chitng minh ton tai mot da thirc nhu vay. Trén thuc té, day 1a mot phép
bién d6i don gian bién f[L] thanh da thirc Jones.

Két qua 10.6.4.

Da thirc Jones V, () cua mot nat that dinh huéng L dugc xac dinh boi hé thac V,(£) = f[L](t~1/*),
trong d6 f[L] = (—A)3WE(L)(A).

Chirng minh két qua 10.6.4.

=1 , ‘
Do f[o] nén tat ca nhiing gi chiing ta phai lam d6 Ia chi ra rang f[L](¢~1/*) thoa man cac hé




thire diéu kién.

Tur tinh chat (iv) cua da thirc ngoic, do B = A~ nén chung ta s& co

(N)=A) + A7)

) =400+ A7 ().
Nhu vay,
AOX) = A1/ = (A = A7 H(X),

AYFIN — A7) = A% (= A)3wEHD AT - A=4(—4) @D -D vy

= (AR A + 47 0D

= (a72- %) 121

Béng cach thay thé A = t~1/4, chung ta nhan thiy ring

= IR - tf DA = («/? - %) JIA]

nhu ching ta da tuyén bd. O

Da thirc Jones, dic biét ¢ dang da thirc Kauffman mét bién, co thé duoc st dung dé chi ra su khéng
twrong duong cta nhiéu nat thiat va mét xich. Chang han, ngoic cua nat that hinh tam giac thuan tay phai la
A7 — A73 — A5 va, do chi s6 xo0dn cua no la +3, da thirc Kauffman caand la —A=1° + A2 + A~*. Pic
biét, nut that hinh tam giac thuan tay phai khong twong duong vai nat that khéng (nat that tam thuong): no
duogc that nat. Khi no xay ra, khiang dinh cu thé nay s& duoc chirng minh dé dang hon bang cac phuong phap
khac, chang han, bang Iap luan t6 mau da duoc dé cap dén & trén. Tuy nhién, nhu ching ta sé thay trong gidy
lat nira, da thire Kauffman cta nat that hinh tam giac thuan tay phai ciing co thé duoc sir dung dé chi ra ring
nat that hinh tam giac thuan tay phai la bat d6i xang: né khong twong duwong vai anh phan chiéu cia no —
nat that hinh tam giac thuan tay trai.

Gia sir cho trudc mot so do nat that L, chung ta sé dung L* cho anh phan chiéu cta né thu dugc bang
cach dao nguoc tat ca cac giao diém (va giir nguyén hudng néu L duge dinh hudng).



Két qua 10.6.5.
Ngoic va da thac Kauffman mot bién cua anh phan chiéu L* cua mot so d6 nat that L 1an luot la
(L")(A) = (L)(A")
va
fir [A] = fL[A_l]'

Ngoai ra, cac hé thirc tuong tu ciing dung déi vai cac so d6 nut that dinh hudng.

Chirng minh két qua 10.6.5.

Nhan thy ring viéc dao nguoc tit ca cac giao diém sé dan dén viéc hoan d6i A va B, nghia la 4 va A™1,
trong dang khai trién cua ngoic. Nhu vay, (L*)(4) = (L)(A™1). Ngoai ra, s(L*) = —s(L) va w(L*) =
—w(L), nén khang dinh thir hai duoc suy ra ngay lap tic. 0

Do da thirc Kauffman mét bién ctia nit that hinh tam giac 1a khong bat bién néu A dugc thay thé boi A~1
nén nut that hinh tam giac s& khong dbi xting, nhu ching ta da khang dinh. (N6 ciing chinh la ly do khién
chang ta phai phan biét nat that hinh tam giac thuan tay phai véi nat that hinh tam giac thuan tay trai.)

Sy gibng nhau r rét gitra viéc “giai quyét” mot canh ciia mot do thi trong viéc xac dinh da thic Tutte va
“giai quyét” mot giao diém cua mot so d6 nat tht trong viéc xac dinh ngoic Kauffman khac xa véi vé bé
ngoai: cac da thirc nat thit duoc md ta & trén co thé dé dang thu duoc tir cac da thirc Tutte cua cac d thi
duoc td mau nhét dinh lién két voi cac so dd. Nhu chiing ta sé thiy, mdi lién hé nay dac biét ndi bat trong
cac so dd nut that thay phién, nén chang ta chi can quan tim dén cac da thirc Tutte cta cac do thi khéng
duoc td6 mau.

Pé két thuc lai chu d& nay, chung ta s& thao luan vé su tuong ng gitra cac so do nat thit va cac d thi
phing dwoc gan dau, gigi thiéu cac so dd thay phién va chi ra ring, véi mot so d thay phién, ngoac
Kauffman c6 thé d& dang duoc biéu thi dudi dang da thirc Tutte cta db thi lién két.

Nhéc lai rang ban v& cta universe cua mot nat thit la 2 — colourable. Ching ta thudng chon hai mau den
va trdng dé t6 mau cho cac mit va goi phép t6 mau nay la mot phép to beng. Mot se' dé nuit thdt durec t0
beng la mot so d6 nat thit co mot phép 2 — td mau thuc su, nghia la cac mién co thé duogc té bong thay
phién nhau. Luu y rang moi so do phing déu cé chinh xac hai phép t6 bong. Ngoai ra, trong lan can cua méi
giao diém, chang ta luén c6 hai mién duogc t6 bong va hai mién khong duoc td bong, mac du cac mién nay
khong nhat thiét phai khac nhau. V&i mdi so d6 phang duoc t6 bong lién théng D, chang ta s& lién két no voi
mét da d6 thi td mau canh G (D) nhu sau. Voi mdi mat duoc td bong F, chon ra mét dinh vy trong F va, Voi
mdi giao diém ma tai d6 F; va F, giao nhau, chon ra mot canh VR, U, Nhu vay, néu F;, = F, = F thi giao
diém sé dong gop mot canh khuy@n tai v,. Hon nira, chung ta ciing sé td mau cho mdi canh bai + hoic - tay
theo loai duong giao nhau. Chung ta sé goi d6 thi thu dugc nhu trén 1a mot dé thi phing dwoc gan ddu.




(—\ \/
-
/ \/
N
Hinh v& minh hoa mét phép t6 bong cua mot so d6 nut thit, hai loai giao diém va db thi duoc gan dau lién
két voi so do nat that,

Nguoc lai, moi so dd phing duoc t6 bong déu co thé dugc xay dung lai tr G(D). Bé nhan thay diéu nay,
chang ta chi can xay dung mét dd thi trung gian cua G (D) va gan thong tin vé cac giao diém cho no tay theo
cach td mau cua G(D). D) thi trung gian dic biét d& xac dinh d6i vai mot d6 thi phang trong d6 moi mit déu
la mot da giac vai it nhat ba canh. Voi mot dd thi phang G nhu vay, dé thi trung gian M(G) cra G c6 thé
thu duoc bang cach chen thém mét dinh trén mdi canh cua G va néi hai dinh méi duoc bd sung thém véi
nhau bdi mét canh ndm trong mot mat nao d6 cua G néu cac dinh nim trén cac canh lién hop cua mat do.
Nhu vy, M(G) la mot dd thi phang 4 — chinh quy voi cac mit thay phién nhau chira cac dinh caa G. Phép
xay dung M(G) cho cac da db thi phang cling duoc thuc hién tuong tu.

\/
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Hinh vé minh hoa mot da db thi va d6 thi trung gian cta no.

Ké tiép, gia st cho truoc mot do thi phang dugc gan dau G vai do thi trung gian M (G), chung ta sé to
bong cac mat cua M(G) co chira cac dinh cua G. Bé bién M(G) thanh so d6 nat that D = D(G), chang ta chi
can xac dinh cac giao diém trén hodc dudi tuy theo mau cia canh tai giao diém d6. Vi cac so dd khong lién
théng, phép tuong trng phuc tap hon mot chut va chung ta sé khong di sau vao no.



Hinh v& minh hoa mét d6 thi phing duoc gan diu va so d6 nat thit caa nd (mot so d6 cua nut that 8,,).

Chung ta sé goi hai d6 thj phiang duoc gan dau la fweng dwong néu chang la cac dd thi duoc gan diu cua
cac so d6 nut thit twong dwong vai nhau. Tt Binh |y Reidemeister, hai db thi phing dwoc gan dau la tuong
duong néu chiing c6 thé thu duoc tir nhau thdng qua mot day cac phép bién doi twong tng vai cac phép di
chuyén Reidemeister; do d6 thi cua ching ta dugc gan dau nén, trén thuc té, sé cé sau dé thi Reidemeister.

Dé chuyén cac nghién ctu vé (cac 16p tuong duong cua) cac so do nat thit thanh cac nghién ciru vé (cac
16p twong duong cua) cac db thi phing dwoc gan dau, chung ta thuong chi quan tim dén cac bat bién cua cac
6 thi phang duoc gan dau la hang trén cac 16p tuong duong. Cach don gian nhat dé gan diu cho cac canh
cua mot do thi phang la lam cho tit ca chung déu la + hosc lam cho tit ca chung déu la —. Cac so d6 tuong
g vai cach gan dau nay duoc goi la cdc sor dé thay phién. Tuong tu, mot so d6 nut thit duoc goi la thay
phién néu cac giao diém cua noé thay ddi mot cach luan phién khi chung ta di doc theo cac cung cta nat thét:
trén, duoi, trén, duoi, ...

D& dang nhan thiy rang moi da d6 thi phang 4 — chinh quy déu la universe cua mot so d6 nat thit thay
phién. Ngoai ra, néu L la mot so dd gdm k nut thét thanh phan thi universe cua L s& la universe cua tdi thiéu
2 va tbi da 2% so d6 thay phién.

RG rang, mot so @ nut that lién thong la thay phién khi va chi khi mai mién caa no chi gom cac A —
kénh hoac cac B — kénh. Chung ta sé goi mot mién la mot A — mién néu tat ca cac kénh caa né la cac A —
kénh va la mot B — mién néu tat ca cac kénh cua no la cac B — kénh. Co hai cach dé ching ta c6 thé td bong
cho mét so @6 nat that lién thong thay phién L: chang ta cé thé td bong tat ca cac A — mién hoac chung ta co
thé td bong tat ca cac B — mién. Chuang ta s& dung G*(L) dé ki hiéu cho db thi nhan duoc tir phép t6 bong
thir nhat va G~ (L) dé ki hiéu cho db thi nhan duoc tir phép t6 bong thir hai. Do la mét d6 thi dugc gan dau
nén G*(L) s& dugc chon vai diu + va G~ (L) sé duoc chon véi dau —.

Nguoc lai, gia str cho trudc mot d6 thi phang lién thong G, ki hiéu D*(G) la so d6 nat that thay phién
thu duoc tir G bang cach chon dau + cho mdi canh va D~(G) la so d6 nit that thay phién thu duoc tir G
bang cach chon dau - cho mdi canh. Tir cach xay dung, voi moi so do nat that lién théng thay phién L,
chang tasé co D*(G*(L)) = D~(6~ (L)) = L.



Bing cach kiém tra can than anh hudng cua viéc giai quyét mot giao diém trén dd thi duoc gan dau lién
két, tir K&t qua 10.6.1), chung ta c6 thé chi ra rang, voi mét so dd thay phién, da thirc Kauffman va da thic
Jones déu c6 thé duoc xac dinh bai da thirc Tutte cua do thi lién két. Cu thé, chang ta cé thé chirng minh
duoc két qua sau.

Két qua 10.6.6.

Gia sur L la mot so do nut that lién thong thay phién dinh huong voi a A — mién, b B — mién va chi s6
X0&n w.

Khi do, da thurc Jones cua L duoc Xac dinh boi da thic Tutte cua G (L):

V() = (—1)Webmar3W/AT oy (—t, — 1/1).

Mot giao diém duoc goi la mot giao diém vé dinh néu hai trong s6 cac mién cuc bd xuét hién tai giao
diém la cac phan cua cung mét mién trong toan bo so db.

/0
W

Hinh anh minh hoa mot so @b v&i mét giao diém v dinh tai v.

Mot giao diém vo dinh c6 thé xuit hién dudi dang mot canh khuyén hoic mot cu trong G+ (L) va
G~ (L); chang han, nhu trong hinh v& minh hoa néu ¢ trén, giao diém vé dinh tai v tao ra mét canh ciu trong
G*(L) va mot canh khuyén trong G~ (L). Do cac giao diém v6 dinh khong déng gop gi vao “su that nat”
nén, t6t hon hét, chiing ta nén nghién ctu cac so @ khdng cé chira bat ky mot giao diém vo dinh nao trong
s6 nay. Két qua sau day duoc phong doan bai Tait va duoc ching minh mét cach doc 1ap boi Murasugi va
Thistlethwaite khoang mot tram nam sau do.

Két qua 10.6.7.

S cac giao diém cua mot so dd nut that lién thong thay phién ma khong co chira bat ki mot giao diém vo
dinh nao sé la mot bat bién dong vi xung quanh.

Chirng minh két qua 10.6.7.

Gia sir L la mot so do nat that lién thdng thay phién vai m giao diém va khong co giao diém nao trong sb
d6 1a mot giao diém vo dinh. Chung ta s& chi ra rang m chinh la bé réng cia da thic Laurent V (), nghia
la hiéu gitra bac 16n nhat va bac nho nhat cia V, (t). Do da thirc Jones la mot bat bién dong vi xung quanh
nén, trén thuc té, diéu nay con nhiéu hon nhitng gi dinh ly caa chung ta khang dinh.

Pé chang minh tinh ding dan cua tuyén b cta chang ta, ki hiéu a = a(L) la sb cac A — mién. Khi do,
G = G*(L) sé cb a dinh va m canh; hon nita, G khdng cé chira bat ky mot canh khuy@n hoac canh cau nao,
boi vi L khdng ¢ chira bat ky mot giao diém vo dinh nao.




Tu Két qua 10.6.6), bé rong cua V, (t) duoc xac dinh boi
bé rong clia V; (t) = max deg V,(t) — mindeg V,(t)
= max{i — j: t;;(G) # 0} — min{i — j: t;;(G) # 0}
=(a-1)—-(—m+a-1)
=m,
trong d6 hé thirc ap chét duoc suy ra tir Két qua 10.5.5). O

RG rang, tir phép chirng minh néu ¢ trén, chang ta dé dang nhan thay ring néu mot so do lién théng thay
phién L c6 m giao diém, trong d6 m’ giao diém la vo dinh, thi m — m’ chinh la bé rong cta da thirc Jones,
nén m —m’ la mot bat bién dong vi xung quanh.

Trén thuc té, bang cach st dung cac phuong phap lap luan twong tu, Murasugi va Thistlethwaite da
chimg minh dugc mét phong doan c6 dién khac cua Tait: “Moi nat thit thay phién déu co mot so d6 nat thit
thay phién voi sé nhé nhét co thé co cac giao diém.”

Dé két thuc lai phan nay cua bai viét, ching ta nhan thiy rang, trong hon mét thé ky qua, Iy thuyét nat
thit da duoc phat trien mot cach kha dy du. N6 duoc bat dau véi hy vong cuia Thomson vé viéc ap dung né
vao cac nghién ciru vé cac tinh chat caa khdng gian. Hién tai, né ¢ tam quan trong lon trong viéc nghién
clru cac nut that dugc hinh thanh bai cac phan tr DNA trong qua trinh téng hop cac phan tur bi thét nut khac
nhau va, théng qua cac da thic Tutte, trong co hoc thng ké va Iy thuyét truong luong tir topo.
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