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                                                                Phan Thành Nam

Lời tựa. Khi tôi còn là học sinh, các BĐT hình học của Jack Garfulkel từng gây ấn tượng rất mạnh với tôi như là những bất đẳng thức tuyệt diệu nhất: đẹp, khó và đầy bí ẩn. Vậy mà, chỉ sau vài năm, các bất đẳng thức này đã không còn gây "khó dễ" được với nhiều người nữa. Bây giờ nhìn lại điều đáng mừng này cũng thấy bất ngờ. 

Tuy nhiên, với tôi đây vẫn là các bất đẳng thức thực sự đáng nhớ. Vẫn còn đó vẻ đẹp giản dị và thuần khiết dù độ khó đã giảm đi nhiều; vẫn còn đó những băn khoăn, trăn trở khi đứng trước những vấn đề hóc búa; vẫn còn đó niềm vui nhẹ nhàng mà sâu lắng của những tìm tòi khám phá tuy rằng nhỏ .... 

Tôi xin chép ra đây đôi điều tản mạn về một vài bất đẳng thức của Jack Garfulkel, gồm một số suy nghĩ là khi tôi còn học phổ thông, và một số là khi tôi tham gia diễn đàn này.
Phần 1.Từ một lời giải “kì lạ”...

Xin bắt đầu bằng một bài toán rất quen thuộc của Jack Garfulkel.
Bài toán 1. Cho tam giác ngọn ABC. Chứng minh rằng: 
                       
[image: image1.wmf]4
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Ta sẽ kí hiệu 
[image: image2.png]



Khi A, B, C là 3 góc một tam giác thì ta có x, y, z > 0 và [image: image3.png]rd4ydtz442zyz =1



  (*).


Khi đó, Bài toán 1 có thể viết lại thành.

Bài toán 1a. Cho  [image: image4.png]z,y,z€(0,1/V2)



  thỏa     [image: image5.png]rd4ydtz442zyz =1



. 

CMR: [image: image6.png]Ir+y+z)>24(l+zyz)




Ta sẽ chứng minh kết quả mạnh hơn:

Bài toán 1b. Cho [image: image7.png]zy,z €|0V3-1|



thỏa [image: image8.png]rd4ydtz442zyz =1



. 
CMR: [image: image9.png]Ir+y+z)>24(l+zyz)




Chứng minh. Giả sử x=max(x,y,z), khi đó [image: image10.png]re|l/2V3-1]



. Ta có: 

[image: image11.png](V2—2z—1)(V2—22-1)*> 0= 2224 z4+3V2—2z > 4



   (1)

Mặt khác, dễ thấy: [image: image12.png]rédyd42zyz > 2xy(l+2)



    nên [image: image13.png]


. 

Cụ thể hơn, xét hiệu
[image: image14.png]0<l—z-2yz=(V2—/l4+z+2yz) (V2+/14+x+2yz)





Ta có: [image: image15.png]2z(V2+/14+z42yz) 2 V2+1>3Vl—-x



, và [image: image16.png](1-2) (14 z42y2) = (y+2)°



,

suy ra: [image: image17.png]2z(l—xz—2yz) 2 WVl—-z(V2—/1+zx+2yz)





[image: image18.png]= 2x—-2x4-3V2-2x+3(y+z) > dxyz



   (2)
Cộng (1) và (2) vế theo vế, ta có đpcm.

Cách thay các yếu tố lượng giác bởi các biến thực x, y, z kèm điều kiện 
[image: image19.png]rd4ydtz442zyz =1



  có thể tạm gọi là “đại số hóa lượng giác” (ngược với một cách làm thông thường là lượng giác hóa đại số). Chúng ta cũng có các lời giải đại số kiểu như vậy cho hai bài toán sau, cũng của Jack Garfulkel (thật ra thì Bài toán 2 yếu hơn - tức có thể xem như hệ quả- của Bài toán 1). Lời giải chi tiết xin dành cho các bạn.

Bài toán 2. Cho tam giác ngọn ABC. Chứng minh rằng: 

                        
[image: image20.wmf]4

cos()cos()cos()(1cos().cos().cos))

222222

3

ABCABC

++³+


Bài toán 3. Cho tam giác ABC. Chứng minh rằng: 
[image: image21.png]cos( 252 )cos( B5E ) +cos( G52 ) > A (sinA+sin B+sinC)






Như chúng ta sẽ thấy, lời giải có vẻ "kì lạ" của bài toán 1.b nói trên thật ra chẳng kì lạ chút nào. Lời giải này chẳng qua là viết lại dưới dạng đại số một lời giải dựa trên biến đổi lượng giác đã đăng trên THTT 12/2001, có điều lời giải lượng giác cần điều kiện [image: image22.png]


, trong khi lời giải đại số thì bất ngờ thoát được điều kiện đó. Còn viết một biến đổi lượng giác dưới dạng đại số thế nào thì ta sẽ đề cập sau đây

Phần 2.Tới một bài toán Olympic

Chúng ta có một ví dụ khác, được trình bày cụ thể hơn, cho mối liên hệ giữa cách làm đại số và lượng giác. Sau đây là một bài toán trong đề dự tuyển IMO 1995.

Bài toán 1. Tìm tất cả các số thực dương x, y, z thỏa mãn hệ phương trình
[image: image23.png]4xyz (a2z+b2y+c2z) = abe




trong đó a, b, c là các số thực dương cho trước. 

Nhận xét rằng nếu đặt 

[image: image24.wmf],,
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thì hệ đã cho trở thành

[image: image25.wmf]222
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Hệ trên thuộc loại "không mẫu mực" vì có tới 3 ẩn trong khi chỉ có 2 phương trình, và thực chất nó là một bài toán cực trị. Cụ thể hơn, ta thấy nếu đặt 
[image: image26.png]ox=cosA [

s

sBy=cosC




với A, B, C là 3 góc một tam giác, thì "cốt lõi" bài toán trên chính là BDT quen thuộc: 
[image: image27.png]dbccosA+2cacosB+2abcosC < a2t+bé4c2



   (*)
Tới đây, có lẽ các bạn đã thấy rõ lời giải bài toán 1.

Bây giờ, ta khái quát lại bài toán ở trên thành
Bài toán 2. Cho các số thực không âm a, b, c, x, y, z thỏa mãn [image: image28.png]z+y+z > a+o+c



.
CMR: [image: image29.png]azd+byi+tczi+tzyz > dabe



.

Đây là một bài toán hay. Tất nhiên chúng ta có thể dùng lượng giác hóa như phân tích ở trên để giải, nhưng từ đẳng thức (2) ta còn hi vọng sẽ có một lời giải khác cho nó chỉ bằng đại số. 
Trước hết, chúng ta thử nhìn BDT (*) dưới quan điểm đại số. 

Bài toán 3. Cho [image: image30.png]o, Bry € —1,1]



   thỏa [image: image31.png]a2+ BL4~4242aBy <1



, và các số thực a,b,c. 
CMR:[image: image32.png]2bca+2caB+2aby < al+bé4c2



.
Chứng minh.
Xuất phát từ lời giải lượng giác 
[image: image33.png]a24b24c2_9bccosA—2cacosB—2abcosC




[image: image34.png]= (bsinC—csinB)*+(a—bcosC—ccosB)* >0




ta thay [image: image35.png](o, B1y)



cho [image: image36.png](cosA,cosB,cosC)



để thu được biến đổi

[image: image37.png]a24+b%4c2—2bca—2caB—2aby



=
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Bài toán 3 chứng minh xong.
Bây giờ ta áp dụng các biến đổi trên vào bài toán 2. 
Giả sử [image: image39.png]azid+tbyi+tczi+tryz<dabe



, 
khi đó a, b, c đều dương và 
[image: image40.png]a2+ B44424+2aBy<]




Với 
[image: image41.wmf],,
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Sử dụng các phép biến đổi trong chứng minh  Bài toán 3, ta có 
[image: image42.png]a+o+c—z—y—2z>0




[image: image43.png]& a+b+c—2Vbca—2wcaS—-2Vaby>0





[image: image44.wmf]222222
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[image: image45.png]& (2a—z—y )+ (Vdab—22—\J4ac—y2)? +2(\/(dac—y2) (dab—22)—4az—y2)>0




Từ đó, ta có một lời giải rất ngắn gọn cho Bài toán 2 như sau.

Lời giải bài toán 2. 

Tất nhiên ta chỉ cần xét khi [image: image46.png]dab>zs



và [image: image47.png]dca>ys



. Khi đó [image: image48.png]


   và ta có
[image: image49.png]z+y+z > a+o+c




[image: image50.png]= 4dar > 4at+4ab+4ac—4day—4daz





[image: image51.wmf]22222
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[image: image52.png]= (2az+yz)* > (dab—22) (dac—y2)




[image: image53.png]= 4alaritbydtczitryz)>16abe




Suy ra đpcm.

Đối với tôi, đây là một lời giải thật sự ấn tượng. Nó là kết quả của một “chu trình”: chuyển từ đại số qua lượng giác, rồi chuyển ngược trở lại đại số. Tuy nhiên, đây không hẳn là con đường duy nhất để có lời giải này. Trước đây, đã có lần tôi đưa bài toán 2 lên diễn đàn toán học và nhận được một lời giải rất giống về mặt ý tưởng (chỉ dùng BDT Cauchy) của bạn Trần Quốc Hoàn (K09). Đó là một kỉ niệm thú vị.

Cuối cùng, xin nêu 1 bài toán để các bạn suy nghĩ.

Bài toán 4. Cho tứ diện vuông O.ABC. Giả sử [image: image54.png]


là các góc nhị diện cạnh BC, CA, AB. CMR 
[image: image55.wmf]..4..2()
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Phần 3.Vài vấn đề với đường trung tuyến 

Sau đây là một trong những bất đẳng thức rất đẹp khác của Jack Garfulkel:

Bài toán 1. [image: image56.png]Mmq+ip+h.<V3p




với [image: image57.png]Meqybhy ey P



  là các kí hiệu quen thuộc của độ dài trung tuyến, phân giác trong, 
đường cao, và nửa chu vi của một tam giác. 

Cách đây gần 10 năm thì đây vẫn là một bài toán khó. Một trong những lời giải đầu tiên cho nó là chứng minh BDT mạnh hơn
[image: image58.png]mat+my+i. <V3p




với c là cạnh lớn nhất trong 3 cạnh tam giác. Chứng minh này dựa trên bổ đề là 

[image: image59.png]


   (*)

Bổ đề trên được đề xuất và chứng minh dựa theo ý tưởng hình học (áp dụng BDT Ptoleme cho tứ giác lồi). Tuy nhiên, ta cũng có thể chứng minh trực tiếp dựa và biểu diễn tường minh của đường trung tuyến
[image: image60.png]



với a=y+z,b=z+x,c=x+y và p=x+y+z. Chúng ta sẽ trở lại Bổ đề này sau.

Trong một bài viết trên THTT, anh Phạm Gia Vĩnh Anh đã đưa ra và chứng minh một kết quả mạnh hơn là 
Bài toán 2. [image: image61.png]Mo+ +i.<V3p




Hơn nữa, đây là một chứng minh ngắn gọn chỉ bằng BDT Cauchy (dựa trên biểu diễn của [image: image62.png]


  và các đánh giá quen thuộc [image: image63.png]


).

Đối với bài toán 2, ta cũng có thể chứng minh ngắn gọn hơn nữa nhờ BDT Bunhiacopski. Lời giải sau đây dựa theo ý của bạn Phùng Trọng Thực. 

Lời giải bài toán 2.Để đơn giản, ta cho p=1. Ta có
[image: image64.png]2
matly e <\ o422 1 gtz




[image: image65.png]



[image: image66.png]



Kết quả ở bài toán 2 đã là khá chặt, vì như chúng ta biết, bất đẳng thức sau đây không đúng [image: image67.png]Mg+my+me<V3p



. Cũng trong bài viết của mình, anh Vĩnh Anh đã đưa ra BDT sau nhằm “bù đắp” cho sự không đúng của BDT trên. 
[image: image68.png]ma+my+me <V3p+z(Ja—bl+p—c|+Hc—a])





Tuy nhiên, hằng số k=1/4 không phải là tốt nhất. Thực ra ta có
Bài toán 3. Chứng minh rằng trong một tam giác thì
[image: image69.png]Mg+my+me <V3p+k(|la—b|+|b—c|+|c—al)




với [image: image70.png]




Với các cách tiếp cận trước đây thì thậm chí tìm ra hằng số tốt nhất đã là một bài toán rất khó. Tuy nhiên, giờ đây có lẽ lời giải bài toán trên là nằm trong khả năng của các bạn. 

Một hướng khác để “bù đắp” cho BDT không đúng 
[image: image71.png]Mg+my+me<V3p




là như sau. Ta viết lại BDT này thành
[image: image72.png]==, pot @2t D Pt =)

<V3p




Từ đó xuất hiện câu hỏi là có thể giảm hệ số k=1/4 trong công thức đường trung tuyến để BDT trên trở thành đúng. Một câu trả lời là k=1/12.
Bài toán 4. (VMEO I, bài 1) Cho a, b, c là các số thực không âm có tổng bằng 1. CMR
[image: image73.png]W+W+W>W






Bài toán này đặt ra dựa trên hướng tiếp cận ban đầu cho bài toán của Jackgarfulkel. Từ bổ đề (*) ta có thể khái quát thành 
Bổ đề A. Cho các số thực a, b, u, v sao các căn thức dưới đây có nghĩa. Khi đó 2 điều sau là tương đương

(i) [image: image74.png]Jatu2+/b+u2 > \/2(a+b)+(utv)?*





(ii) [image: image75.png]4 (u—v) (bu—av) > (a—b)?




(điều kết luận vẫn đúng nếu ta thay các dấu [image: image76.png]


thành [image: image77.png]


).
Để chứng minh bổ đề ta chỉ việc liên tục bình phương và đơn giản 2 vế. 

Chứng minh bài toán 4. 
Áp dụng bổ đề A với [image: image78.png]u=(b—c)/V12



, [image: image79.png]


   ta thu được
[image: image80.png]



Cùng với 2 BDT tương tự ta có đpcm. 

Mặt dù con số k=1/12 dẫn tới biến đổi đại số rất đẹp ở lời giải trên, nhưng nó không phải là hằng số tốt nhất. Cũng như đối với Bài toán 3, trước đây thậm chí tìm ra hằng số tốt nhất đã là một bài toán rất khó, nhưng bây giờ thì giải quyết nó không phải là điều quá khó. Cụ thể, kimluan đã tìm được kết quả sau bằng dồn biến.
Bài toán 5. Cho các số thực không âm a, b, c có tổng bằng 1. Chứng minh rằng
[image: image81.png]atk(b—c )2+ b+klc—a)i+/c+k(a—b)2 < V3




với [image: image82.png]




Chú ý rằng trong bài toán 5 thì [image: image83.png]


là hằng số tốt nhất vì đẳng thức xảy ra tại a=b=c=1/3 và a=1,b=c=0 và các hoán vị. Một điều thú vị là đây cũng chính là hằng số tốt nhất trong bài toán 3.

Khi đổi dấu BDT trong Bài toán 5 thì ta được bài toán sau đây (đẳng thức cũng đạt được tại 2 chỗ), mà lời giải – khá đơn giản – xin được dành lại cho các bạn.
Bài toán 6. Cho a, b, c là các số thực không âm có tổng bằng 1. CMR
[image: image84.png]Ja+(b—c)2+\/b+{c—a) 2+ c+(a—b) > V3





Phần 4.Một dạng BDT chứa căn


Bổ đề A ở bài trên cho ta một tiêu chuẩn rất dễ kiểm tra đối với BDT có vẻ “không tầm thường” sau
[image: image85.png]Jatu2+/bt+u2 >\/2(a+b)+(utv)t




và từ đó dẫn tới khá nhiều bài toán thú vị. Bây giờ xuất hiện câu hỏi là liệu có một kết quả nào, tương tự như Bổ đề A, để áp dụng cho nhiều hơn 2 biến không? Nói riêng, trong trường hợp 3 số, thì liệu có một tiêu chuẩn nào (tương đối dễ kiểm tra) áp đặt lên các số a, b, c, x, y, z sao cho ta có 
[image: image86.png]ot 2 +b+ye+/eta? > \/3a+b+A)+H(z+y+2)?





Ở đây [image: image87.png]


có thể thay bằng [image: image88.png]


. Tuy nhiên, một tiêu chuẩn tổng quát vẫn chưa tìm ra, và các BDT dạng này vẫn là những bài toán khó, gần như mỗi bài lại cần một cách giải riêng. Chẳng hạn, ta thấy các BDT đã nói ở mục trước nằm trong dạng tổng quát này: với a, b, c không âm, a+b+c=1 thì

[image: image89.png]at+k(b—c )2+ b+klc—a) +/ c+k(a—b)?





[image: image90.png]<\/3(a+b+)+(VE(b—A)+VEk (c—a)+VEk (a—b))2 = V3




với [image: image91.png]


, và
[image: image92.png]Vat(b—c)2+/b+{c—a)+/c+(a—b)?




[image: image93.png]>/3(a+b+)+({(b—0)+(c—a)+(@—b)) =3





Sau đây là một số ví dụ khác cho các BDT dạng này. 
Bài toán 1. Cho 3 số không âm x, y, z có tổng bằng 1. CMR: 
[image: image94.png]Jr+yify+z24+Vz+x2>2





Nhận xét là BDT trên có dạng

[image: image95.png]2yt 224z +22 > \/3(c+y+2)+Hytz+z)?



,
Đồng thời đẳng thức xảy ra tại x=y=z=1/3 và x=1,y=z=0. 
Chứng minh bài toán 1. 
Ta quan sát mối tương quan giữa các biểu thức 
[image: image96.png]aq

+yd by =y+zd by =z4y4




Ta có
[image: image97.png]b1—by=(y—2)(1-y—2z)=z(y—2)




và 
[image: image98.png]+y2 = z(1-2)+(z+y)* 25y = o(y+2)+{z+y) 22y = (s +y)* —z(y—2)




Vậy: [image: image99.png]01+01 = c+09



,   với [image: image100.png]c=(zx+y)*



.

Ta có bổ đề đơn giản sau đây cho phép hoán vị các biểu thức dưới dấu căn
Bổ đề. Cho các số không âm a, b, c, d thỏa mãn a+b=c+d và [image: image101.png]la—0b| <|c—d|



. Thì 
[image: image102.png]


.

Trở lại bài toán, giả sử c=min(a,b,c). Ta sẽ kiểm tra rằng [image: image103.png]


. Ta có:
[image: image104.png]c—by = (z+y)*—(z+vy2) = z(x+2v)

=z(l4y—2)—z=(z—2)+=z(y—2)




và 
[image: image105.png]a—b=ztyi—y—zi=z—y+(y—2)(1-z)=(z—2)—z(y—2)




Vì x-z và x(y-z) đều không âm nên ta có đpcm.
Từ đó, áp dụng bổ đề ta có: 
[image: image106.png]Jryihfy+22 > (c4+y)+/z+y2




Và suy ra
[image: image107.png]Jr+ylfy+z2+V 2422




[image: image108.png]> o4y z4yi+y z4 o2




[image: image109.png]> oty (vZ+Hv2) A+ (o 4y)?




[image: image110.png]= styt/4z4+(1-2)% = z+y+(2—.





Bài toán chứng minh xong!

Bài toán 2. (VMEO III, bài 8) Cho x, y, z là các số thực không âm có tổng bằng 1. Chứng minh rằng:
[image: image111.png]s/xfyi»zg+3/yfz+x3+3/zfx+y3 <1




Chứng minh.
Nhận xét rằng dấu "=" xảy ra x=y=z và x=1,y=z=0 (cùng các hoán vị). Ta cũng sẽ giải bài này bằng cách hoán đổi các biểu thức dưới dấu căn. Ta có bổ đề sau.
Bổ đề. Cho các só thực A, B, C, D thỏa mãn: [image: image112.png]


và [image: image113.png]


. Khi đó: 
[image: image114.png]VALVB<ICT+ID




Chứng minh đơn giản và xin dành lại cho các bạn.

Trở lại bài toán, ta đặt
[image: image115.png]




Nếu có, chẳng hạn, [image: image116.png]


, thì [image: image117.png]YBAYT <0



và [image: image118.png]


, nên ta có ngay đpcm. 
Do đó, từ giờ trở đi ta chỉ cần xét khi [image: image119.png]


, [image: image120.png]


, [image: image121.png]


. Vì BDT ban 
đầu có dạng hoán vị vòng quanh nên ta có thể giả sử [image: image122.png]z=man{zy,z)



. Khi đó ta cần xét 2 trường hợp [image: image123.png]


và [image: image124.png]


. 
*Trường hợp 1. Xét khi [image: image125.png]


. Ta có
[image: image126.png]B+4+C

234 (yd42z—vy)




và
[image: image127.png]T—y—z+420—y3 > y—z+25—y3




[image: image128.png]y—z)(1—yd—yz—2z4)>0





nên áp dụng Bổ đề ta có: 

[image: image129.png]SBAYC < 249D



(2), với [image: image130.png]D=vy342z—vy



.
Lại có: 
[image: image131.png]A4+D=zx34y3>0




[image: image132.png]A-—D =x3—y342(y—2z)> z3—y3>0




nên áp dụng Bổ đề ta có: 
[image: image133.png]VA+VD < x4y



(3).
Từ (2) và (3) ta có đpcm. 
*Trường hợp 2. Xét khi [image: image134.png]


. Ta có
[image: image135.png]A+B=vy34+(z4y—x)




và
[image: image136.png]+y—2z4+x3—yS > y—r+x3—yS





[image: image137.png](z34y—x)—





nên áp dụng Bổ đề ta có:

[image: image138.png]VA+VB <y+VE



(4), với [image: image139.png]


.
Lại có
[image: image140.png]F4+C =x3423>0




[image: image141.png]



nên áp dụng Bổ đề ta có:

[image: image142.png]VCHIE <ty



(5).
Từ (4) và (5) ta có đpcm. 
Bài toán chứng minh xong!

Cũng xuất phát từ dạng BDT ở trên, ta có bài toán sau.
Bài toán 3.
 Cho [image: image143.png]ry,z - —1



, [image: image144.png]


. Chứng minh rằng
[image: image145.png]S+ z+y2+J1+y+z2+V1+24+22>3





Nhận xét rằng BDT trên có thể viết ở dạng
[image: image146.png]Ttz ty2+/1ty+224+V1+ 2452 >3+ o+l +y+1+2)+(y+z+z)? >3





Trong lời giải đầu tiên cho bài toán trên, tôi sử dụng Bổ đề A để suy ra phải có 1 BDT kiểu sau đây (hoán vị (x,y,z) nếu cần)
[image: image147.png]2 +
N e PRy AP e





rồi sau đó dùng BDT
[image: image148.png]02407 +/a2 403 > \/(a;Fay)? +(b1+b3)?





để thực hiện việc dồn căn.

Tuy nhiên, khi bài toán này được đưa lên diễn đàn toán học thì thầy namdung đã đề xuất 
một Bổ đề khác cho phép chứng minh gọn hơn nhiều.
Chứng minh bài toán 3. 
Trước hết ta có Bổ đề sau, chứng minh đơn giản bằng cách bình phương 2 vế. 
Bổ đề. Cho các số thực a, b, u, v sao cho các căn thức dưới đây có nghĩa. Khi đó 
[image: image149.png]





Trở lại bài toán 3. Trong 3 số [image: image150.png]


, [image: image151.png]


, [image: image152.png]


phải có 2 số cùng dấu (tức là tích 
của chúng [image: image153.png]


), ta có thể giả sử là [image: image154.png]


và [image: image155.png]


. Khi đó, áp dụng Bổ đề, ta có
[image: image156.png]S+ z+y2+f1+y+z2+V1+ 2422




[image: image157.png]>1+/(1+z+y+22)+y2 4+ /(14 2)+ 22




[image: image158.png]> 10/ (V1+oty+22+/1F2) +(y+5)*




[image: image159.png]>1+/(V1—z+22+VTF2)4 422




Ta có
[image: image160.png](V1—z+224VTF2)°+22>4




[image: image161.png]& 2422242/ (1—2+22)(142) > 4




[image: image162.png]& z2J1+23>1





Nếu [image: image163.png]


thì [image: image164.png]


, còn nếu [image: image165.png]


thì:
[image: image166.png]22014232 224 (1423 =1422(142) > 1




Bài toán chứng minh xong.

Bài toán 3 đã được kimluan làm mạnh thành kết quả sau đây.

Bài toán 4. Cho [image: image167.png]Y,z € —1,1]



và x+y+z=0. CMR
[image: image168.png]z 1r2>3
ot by /14yl 2201424052 >





Đẳng thức xảy ra tại x = y = z = 0 và x =0,y =1,z = -1. Đây là 1 BDT đẹp và ấn tượng nhưng chưa có một lời giải đơn giản nào cho nó.

Dạng BDT xuất phát từ Bổ đề A cũng có thể mở rộng cho nhiều hơn 3 số. Sau đây là một ví dụ cho trường hợp 4 số. 
Bài toán 5. Cho các số thực x, y, z, t thỏa mãn [image: image169.png]maz(zyyz,zt,tz) <1



. CMR
[image: image170.png]1—zy+y2+fl—yz+z2+/1—zt+t2+/1—tz+ 22




[image: image171.png]> /164 (z—y+2z—1)*





Đây là một bài toán khó. Lưu ý rằng BDT trên có thể viết ở dạng 
[image: image172.png]1—zy+y2+fl—yz+z2+/1—zt+t2+/1—tz+ 22




[image: image173.png]>\ a(l—zy+l—yz+l—zt+l—t2)+(y+z+t+z)?




[image: image174.png]




Chứng minh bài toán 5.
*Trước hết, để có cảm giác về bài toán, ta hãy xét một trường hợp riêng: cho x=z, y=t. Khi đó, với điều kiện [image: image175.png]ry <l



, ta cần chứng minh
[image: image176.png][T—zytyi+fl—zy+z2> /4 +(z—y)?




Để ý là [image: image177.png]2(1—zy+l—-zy)+(z+y)* = 4+(xz—vy)*



, áp dụng Bổ đề A thì BDT trên tương đương với [image: image178.png]4(1—zy)(y—z)*>0



. Điều này đúng vì [image: image179.png]ry <l



.

*Trở lại bài toán tổng quát, ta sẽ tìm cách quy về trường hợp 2 số. Ta hi vọng sẽ có BDT dạng như
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Bằng tính toán cụ thể, ta chứng minh được thừa số thứ 2 của biểu thức vế trái cùng dấu với z-x. 
Do đó BDT (*) tương đương với [image: image182.png](t—y)(z—x) >0



(**). Điều thú vị là bằng cách hoán vị ta có thể giả sử có điều này. Thật vậy, BDT ở đề bài là không đổi nếu ta làm việc với bộ 4 số (y,z, t, x), và với bộ 4 số này thì BDT (**) trở thành [image: image183.png](x—z)(t—y) >0



(***). Vì (**) và (***) phải có một cái đúng, nên ta có thể gỉ sử là (**) đúng. Khi đó (*) đúng.

Sử dụng (*) và trường hợp 2 số, ta có
[image: image184.png]1—zy+y2+fl—yz+z2+/1—zt+t2+/1—tz+ 22





[image: image185.wmf]³



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image186.wmf](

)

(

)

2222

1111

xyyxyxzttztz

-++-++-++-+


[image: image187.png]>4+ (z—y) 2+ 4+ (z—1)




[image: image188.png]>\/(24+2) + (z—y+z—1)% = /16 +(x—y+2z—1)*




Bài toán chứng minh xong. Đẳng thức xảy ra khi x = y = z = t hoặc x = z,y = t,xy =1.

Dưới đây là hai bài toán khác, cũng ở dạng này, mà lời giải xin được dành lại cho các bạn. 

Bài toán 6. Cho các số thực [image: image189.png]Y,z € —1,1]



thỏa mãn x+y+z=0. CMR 
[image: image190.png]Vitet L+ 2141 B <3





Bài toán 7. Cho các số thực [image: image191.png]zy,zte|-11|



thỏa mãn [image: image192.png]


. CMR

[image: image193.png]T+ z+y2+ 14yt z2+V1+2+t24/14+t+22> 4



.
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