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Chúng ta hãy bắt đầu bằng một định lý về đa thức. Các bạn, có lẽ cho rằng các bạn đã biết mọi thứ về đa thức. Đại đa số các nhà toán học, trong đó có tôi, cũng nghĩ như vậy. Thật ngạc nhiên, R.Mason năm 1983 tìm ra một kết quả mới rất thú vị về đa thức [5]. Và đáng nói hơn là kết quả này đã được tìm ra trước đó bởi V.Stothers, nhưng các nhà toán học đã không chú ý đến điều này, và tôi biết về bài báo của Stothers rất lâu sau đó từ bài báo của U.Zannier, người đã tìm lại một số kết quả của Stothers. Lịch sử toán học đôi khi không trơn tru như vậy đấy. 
Trong mọi trường hợp, mặc dù lịch sử toán học có rất nhiều bài học bổ ích, chúng ta hãy tạm gác nó lại để phát biểu và chứng minh định lý Mason-Stothers. Sau đó chúng ta sẽ thảo luận về việc các nhà toán học đã biến định lý này thành giả thuyết về các số nguyên như thế nào. Chúng ta xét các đa thức với hệ số thực. Tập hợp tất cả các đa thức như vậy của biến số t ta ký hiệu là C[t]. Ta viết một phần tử khác 0 của C[t] dưới dạng 

	
	r
	
	mi
	

	 f (t) = c1 
	∏
	 (t – αi )
	
	,

	
	i=1
	


Trong đó α1, α2, ... , αn – các nghiệm phân biệt của đa thức  f  và c1 – hằng số, c1 ≠ 0. Các số nguyên  mi (i = 1, ... , r) – số bội của nghiệm và bậc của đa thức  f  bằng
deg f = m1 + ... + mr.

Số nghiệm phân biệt của  f  ta sẽ ký hiệu là n0( f ), như thế, theo định nghĩa n0( f ) = r. 

Rõ ràng bậc của đa thức  f  có thể rất lớn, nhưng n0( f ) có thể nhỏ. Ví dụ  f (t) = (t – α)1000 – bậc 1000, còn n0( f ) = 1. Nếu  f , g – là hai đa thức khác 0 thì trong trường hợp tổng quát 

n0( f g) ≤ n0( f ) + n0(g).

Nếu như ta có điều kiện  f , g – nguyên tố cùng nhau thì ta sẽ có đẳng thức
n0( f g) = n0( f ) + n0(g).

Ta phát biểu định lý Mason-Stothers:

Định lý. Giả sử f , g, h  C[t] là các đa thức không hằng nguyên tố cùng nhau thoả mãn điều kiện f + g = h. Khi đó
max(deg f , deg g, deg h) ≤ n0( f gh) – 1.

Định lý này cho thấy đẳng thức f + g = h giới hạn bậc của các đa thức f , g, h như thế nào, cụ thể, chúng không vượt quá số nghiệm phân biệt của đa thức f gh, hơn nữa còn trừ đi  –1. 

Trước khi nêu ra các chứng minh của Mason, chúng ta hãy xét một vài ứng dụng nói lên sức mạnh của định lý này. Các bạn đều biết định lý cuối cùng của Fermat, được chứng minh bởi Wiles [8] năm 1995:

Định lý. Giả sử n là số nguyên, n ≥ 3. Khi đó phương trình
xn + yn = zn
không có nghiệm nguyên khác 0  x, y, z.

Định lý tương tự cho đa thức được biết đến từ thế kỷ trước và được chứng minh bằng phương pháp của hình học đại số. Ở đây ta có một chứng minh đơn giản hơn nhiều, sử dụng định lý Mason-Stothers.

Định lý. Giả sử n là số nguyên, n ≥ 3. Khi đó phương trình
xn(t) + yn(t) = zn(t)

không có nghiệm với các đa thức không hằng nguyên tố cùng nhau x(t), y(t), z(t)  C[t].

Chứng minh. 

Giả sử f (t) = xn(t), g(t) = yn(t) và h(t) = zn(t). Khi đó theo định lý Mason-Stothers ta có 
deg xn(t) ≤ n0( xn(t)·yn(t)·zn(t) ) – 1.

Nhưng deg xn(t) = n·deg x(t) và n0(xn(t)) = n0(x(t)) ≤ deg x(t). Suy ra,

n·deg x(t) ≤ deg x(t) + deg y(t) + deg z(t) – 1.

Bằng cách tương tự, ta thu được các bất đẳng thức cho  y(t) và z(t):

n·deg y(t) ≤ deg x(t) + deg y(t) + deg z(t) – 1.

n·deg z(t) ≤ deg x(t) + deg y(t) + deg z(t) – 1.

Cộng vế theo vế các bất đẳng thức trên, ta được 

	n
	
	deg x(t) + deg y(t) + deg z(t)
	
	 ≤ 3
	
	deg x(t) + deg y(t) + deg z(t)
	
	 – 3.

	
	
	
	
	
	
	
	
	


Như thế, 

	(n – 3)
	
	deg x(t) + deg y(t) + deg z(t)
	
	 ≤ –3.

	
	
	
	
	


Với n≥3 điều này rõ ràng không thể xảy ra vì về trái ≥ 0, còn vế phải âm. Như vậy ta đã chứng minh được định lý Fermat cho đa thức. █

Nếu không sử dụng định lý Mason-Stothers thì việc chứng minh định lý Fermat cho đa thức sẽ khó khăn hơn nhiều. Không rõ là một nhà toán học ngẫu nhiên nào đó sẽ mất bao nhiêu thời gian để chứng minh định lý này bằng các nào đó. Hãy thử điều này với bạn bè của các bạn và tính xem, họ cần bao nhiêu thời gian. Phép chứng minh đưa ra trên đây rất đơn giản và rất đẹp. Tiếp sau đây chúng ta sẽ chỉ ra một số mở rộng của nó. Nhưng trước hết, chúng ta hãy cùng chứng minh định lý này. 
Chứng minh định lý Mason-Stothers. 

Trong khẳng định của định lý ở vế trái bất đẳng thức là bậc, còn ở vế phải là số n0, ký hiệu số nghiệm phân biệt của đa thức. Bởi vậy chúng ta cần học cách hiểu và làm việc với số bội của nghiệm. Để làm điều này, ta chia phương trình  f + g = h cho h và thu được
	 f  

h
	 + 
	 g  

h
	 = 1.


Đặt  R=f/h  và  S=g/h. Khi đó  R+S=1. Bây giờ các bạn sẽ muốn làm điều gì đó với phương trình này. Các bạn thường làm gì với các hàm số? Các bạn tính đạo hàm của chúng. Như thế, ta thu được phương trình R'+S'=0, mà có thể viết lại dưới dạng
	 R'  

R
	 R + 

	 S'  

S
	 S = 0.



	
	(1)


Xét tỉ số  g/f . Sử dụng cách đặt và phương trình  (1), ta thu được
	 g  

f
	 = 

	 S  

R
	 = – 

	 R'/R  

S'/S
	 .



	
	(2)


Theo đó ta đã biểu diễn g/f  như tỉ số của các đạo hàm logarith. Thật vậy, trong giải tích, nếu F – là hàm số, thì F'/F  – được gọi là đạo hàm logarith của nó. Sử dụng dạo hàm logarith, ta có thể điều khiển được số bội của nghiệm. Ta cần sử dụng tính chất của đạo hàm logarith, và cụ thể là nói biến tích thành tổng. Nói cách khác, với hai hàm số  F, G ta có
	 (FG)'  

FG
	 = 
	 F'  

F
	 + 
	 G'  

G
	 .


Điều này suy ra trực tiếp từ công thức đạo hàm của tích. Sau đó, đối với thương số ta có
	 (F/G)'  

F/G
	 = 
	 F'  

F
	 – 
	 G'  

G
	 .


Như thế đạo hàm logarith biết thương số thành hiệu. Sau đó, bằng quy nạp ta chứng minh được các công thức tương tự cho tích hay thương của nhiều thừa số, ví dụ nếu  f1, ... , fn – là các đa thức thì 
	 ( f1 ... fn )'  

f1 ... fn
	 = 
	 f1'  

f1
	 + ... + 
	 fn'  

fn
	 .


Áp dụng công thức này đối với khai triển của các đa thức  f, g, h. Chúng ta biết rằng chúng có các khai triển như sau
	 f (t) = c1
	∏
	(t – αi )
	mi
	,     g(t) = c2
	∏
	(t – βj )
	nj
	,     h(t) = c3
	∏
	(t – γk )
	lk
	.


Chú ý rằng đạo hàm logarith của hằng số bằng 0. Đối với đa thức (t – α) đạo hàm logarith của nó bằng 1/(t – α). Vì vậy có thể tính được đạo hàm logarith của f (t), g(t), h(t), như sau
	 f '  

f
	 =
	 ∑ 
	 mi  

t – αi
	 ,    
	 g'  

g
	 =
	 ∑ 
	 nj  

t – βj
	 ,    
	 h'  

h
	 =
	 ∑ 
	 lk  

t – γk
	 .


Áp dụng quy tắc tính đạo hàm logarith đối với R=f /h  и  S=g/h, ta thu được từ (2):

	 g  

f
	 = – 

	 f '  

f
	  –  

	 h'  

h
	 = – 

	 ∑ 

	 mi  

t – αi
	  –

	 ∑ 

	 lk  

t – γk
	 .


			 g'  

g
	  –  

	 h'  

h
		 ∑ 

	 nj  

t – βj
	  –

	 ∑ 

	 lk  

t – γk
	

	
	(3)


Quy đồng mẫu số và sử dụng ký hiệu
	D(t) = 
	∏
	(t – αi ) 
	∏
	(t – βj ) 
	∏
	(t – γk ).

	
	i
	
	j
	
	k
	


Hiển nhiên deg D(t) = n0( fgh). Do đó
	deg
	
	D(t) 

 t – αi 
	
	 =n0( fgh) – 1 = deg
	
	D(t) 

 t – βj 
	
	 = deg
	
	D(t) 

 t – γk 
	
	 .

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


Nhân tử số và mẫu số của (3) cho D(t), ta được
	 g  

f
	 = – 
	 ∑ 
	 mi  

t – αi
	  –
	 ∑ 
	 lk  

t – γk
	 · 
	 D(t)  

D(t)
	 = 
	đa thức bậc ≤ n0( fgh) – 1  

đa thức bậc ≤ n0( fgh) – 1 
	 .

	
	
	 ∑ 
	 nj  

t – βj
	  –
	 ∑ 
	 lk  

t – γk
	
	
	
	
	


Như vậy, g/f  là tỉ số của hai đa thức bậc ≤ n0( fgh) – 1. Vì f , g – nguyên tố cùng nhau nên từ đây suy ra bậc g và f  không vượt quá n0( fgh) – 1. Và cuối cùng vì h=f+g, ta suy ra cả deg h cũng không vượt qua n0( fgh) – 1. Như vậy định lý Mason-Soters đã được chứng minh. █ 

Thật đáng nói là định lý đơn giản nhưng rất mạnh này chỉ mới tìm ra vào đầu những năm 80 của thế kỷ XX. 
Bây giờ ta sẽ biến định lý này thành một khẳng định về số nguyên. Các bạn đều biết giữa số nguyên và đa thức có sự tương tự rất lớn. Ví dụ cả hai hệ thống đều thoả mãn thuật toán Euclid và do đó trong cả hai hệ thống mọi phần tử đều khai triển một cách duy nhất thành tích của các đa thức bất khả quy hoặc số nguyên tố. Ta đi tìm con số liên quan đến số nguyên tương tự như số  n0 của đa thức. Ta cũng đi tìm con số tương tự với bậc của đa thức. Khi nhân bậc được cộng với nhau, nghĩa là bậc của tích hai đa thức bằng tổng bậc của các thừa số. Kinh nghiệm cho thấy rằng tương tự của bậc sẽ là logarith trị tuyệt đối của số nguyên. Vì vậy với số nguyên tố  р tương tự bậc của đa thức bất khả quy sẽ là  log p. Với hai số nguyên dương  m, n ta có log(mn) = log m + log n. Nếu
	 m = 
	∏
	 pi
	mi
 


– là khai triển của m ra thừa số nguyên tố thì 
	log m = 
	∑
	 mi log pi


Và bây giờ ta muốn tìm tương tự của số  n0. Đối với đa thức
	 f (t) = 
	∏
	 (t – αi )
	mi
 


ta định nghĩa
	N0( f ) = 
	∏
	 (t – αi ),


nghĩa là ta thay số bội mi bằng 1 trong khai triển của  f (t). Khi đó theo định nghĩa
n0(f) bằng bậc của  N0( f (t)).

Như thế định nghĩa đúng của n0(m) cho số nguyên dương m sẽ là thế nào? Giả sử rằng 
	 m = p1 

	m1
 

	...  pr
	mr
 



	
	(4)


là khai triển của m ra thừ số nguyên tố. Số n0(m) bằng bao nhiêu? 

Sinh viên. Em nghĩ rằng, n0(m) phải bằng số các thừa số nguyên tố khác nhau, như thế  n0(m) = r. 

Serge Lang. Đây không phải là câu trả lời tồi, nhưng không phải là tốt lắm. Khi ta làm việc với các đa thức phức chúng có khai triển duy nhất ra các đa thức bất khả quy có bậc đều bằng 1. Nhưng nếu bạn làm việc với các đa thức có hệ số thuộc một trường khác, thì bậc của các đa thức bất khả quy chưa chắc đã luôn bằng 1. Một điều tương tự cũng xảy ra với các số nguyên tố. Điều này có nghĩa là ta phải gán với mỗi số nguyên tố một trọng lượng và trọng lượng này bằng log p. Vì vậy với số nguyên dương m với khai triển  (4), ta định nghĩa 

	
	r
	

	 n0(m) = 
	∑
	 log pi .

	
	i=1
	


Ta cũng có thể viết biểu thức này dưới dạng
	 n0(m) =
	∑
	 log p.

	
	 p | m 
	


Sau đó ta định nghĩa 

	
	r
	

	 N0(m) =
	∏
	 p = 
	∏
	 pi .

	
	 p | m 
	
	i=1
	


Như thế, N0(m) là tích của tất cả các ước số nguyên tố của m, nhưng lấy với số mũ 1. Ta gọi N0(m) là căn của số  m. 

Bây giờ, sau khi chúng ta đã có định nghĩa của n0(m) và N0(m), tương tự của định lý Mason-Stothers sẽ là gì? Ta có thể dễ dàng phát biểu đoạn đầu của giả thuyết:

Giả thuyết. Giả sử  a, b, c – là các số nguyên khác 0, nguyên tố cùng nhau sao cho  a+b=c.

Bây giờ ta cần bất đẳng thức dạng
max( |a|, |b|, |c| ) ≤ ???

Giá trị nào sẽ được đặt ở vế phải? 

Sinh viên. Có lẽ là N0(abc) – 1? 

Serge Lang. Mọi thứ không đơn giản như vậy. Thứ nhất, liên quan đến số –1: trong trường hợp đa thức, đó là quà tặng của Chúa, và chúng ta không thể trông đợi một điều tương tự ở số nguyên. Ngoài ra, ở đây chúng ta làm việc theo phép nhân chứ không phải theo phép cộng. Vì vậy hãy thử nhìn lên bất đẳng thức
max( |a|, |b|, |c| ) ≤ N0(abc).

Thật đáng tiếc, bất đẳng thức này trong trường hợp tổng quát không đúng. Điều này được phát hiện bởi Stewart và Tijdeman [6], họ cũng đã chứng minh rằng bất đẳng thức vẫn không đúng nếu ta thay vế phải bằng biểu thức  hằng số nhân với N0(abc) cho dù hằng số này lớn bao nhiêu. Nói cách khác, không tồn tại hằng số K, để bất đẳng thức
max( |a|, |b|, |c| ) ≤ K·N0(abc).

đúng với mọi số nguyên nguyên tố cùng nhau a, b, c, khi a+b=c. Hai sinh viên đại học Yelts là Stail Voitex Astrzebovsky và Dan Spielman đã đưa ra cho tôi một chứng minh đơn giản cho kết quả này. 

Ta xét phương trình an + bn = cn , trong đó 

	
	2n
	
	2n
	

	an = 3
	
	,     bn = –1,     cn = 3
	
	 – 1.


Ta viết 3=1+2, sau đó chứng minh bằng quy nạp rằng 2n chia hết cn . Do đó
	N0(an bn cn ) ≤ 3 · 2 · 
	 cn 

 2n
	 .


Nhưng bất đẳng thức
	cn ≤ K · 3 · 2 · 
	 cn 

 2n
	 .


Không thể đúng với mọi n cho dù ta chọn số K lớn bao nhiêu, vì  K·3·2·2–n dần đến 0 khi n tăng. 

Vì vậy ta cần phải làm yếu đi bất đẳng thức. Giả thuyết đúng, được gọi là giả thuyết abc, thu được bởi Masser và Oesterlé. Đây là một trong những giả thuyết xuất sắc nhất của thế kỷ.

Giả thuyết (Masser, Oesterle, 1986). Với số ε>0 cho trước tồn tại hằng số K(ε) sao cho với mọi số nguyên nguyên tố cùng nhau a, b, c, thoả mãn a+b=c, ta có bất đẳng thức 
max( |a|, |b|, |c| ) ≤ K(ε)·(N0(abc))1+ε.

Chú ý rằng, Stewart và Tijdeman đã đưa ra một số đánh giá chặn dưới cho ε [6]. 

Thực chất, cũng bằng các lý luận tương tự như trường hợp đa thức, có thể chứng tỏ rằng giả thuyết abc suy ra định lý lớn Fermat cho n đủ lớn. Chúng ta sẽ đưa ra chứng minh chi tiết điều này. Không mất tính tổng quát, giả sử rằng a, b, c – là các số nguyên dương, vì vậy ta không cần phải viết dấu trị tuyệt đối. Giả sử x, y, z là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau sao cho 

xn + yn = zn.

Đặt  a = xn, b = yn и c = zn. Khi đó
N0(xn yn zn) = N0(xyz) ≤ xyz.

Áp dụng giả thuyết abc, ta thu được
	xn  (xyz)1+ε,     yn  (xyz)1+ε,     zn  (xyz)1+ε,
	(5)


Trong đó   – là viết tắt của bất đẳng thức  ≤ K(ε) với hằng số K(ε), phụ thuộc vào ε. Vì  vậy vế trái của quan hệ  nhỏ hơn hoặc bằng tích của nhân với vế phải. Nhân các bất đẳng thức (5) với nhau, ta được
(xyz)n  (xyz)3+3ε.

Lấy logarith hai vế
(n – 3 – 3ε)·log (xyz) ≤ log K
với K = K(ε). Vì xyz ≥ 2, bất đẳng thức này cho ta cận trên của n, như vậy đã chứng minh định lý lớn Fermat cho các số n đủ lớn. 
Đánh giá cho giá trị n phụ thuộc vào hằng số K(ε). Cho đến nay, vẫn chưa có các giả thuyết về đánh giá hiệu quả cho K(ε). Tất nhiên, ta có thể chọn ε = 1, và vì vậy nếu tính được K(1) ta sẽ có được một chứng minh hiệu quả cho định lý Fermat, đưa nó về việc giải quyết bài toán cho một số hữu hạn trường hợp. Tất nhiên, chứng minh của Wiles đúng cho mọi n nhưng có những phương trình giống phương trình Fermat, không giải được bằng phương pháp của Wiles (hoặc chưa có) đồng thời cách tiếp cận qua giả thuyết abc lại đạt hiểu quả tốt. 

Sinh viên. Đã có ai thử tính toán để tìm phản ví dụ cho giả thuyết abc? 

Serge Lang. Thông thường người ta không làm như vậy. Bảng khai triển ra thừa số nguyên tố trong các trường hợp khác nhau củng cố tính đúng đắn của giải thuyết. Hãy chú ý rằng số mũ 1+ε làm cho giả thuyết rất mạnh. Cùng với các tính chất khác, giả thuyết abc chứng tỏ rằng nếu trong khai triển của các số a, b, c có các thừa số nguyên tố với số mũ lớn thì các số nguyên tố này được bù lại bằng một số lượng lớn các số nguyên tố nhỏ, có mặt trong khai triển chỉ với số mũ 1. Ví dụ, có bảng khai triển ra thừa số nguyên tố cho các số có dạng 2n ± 1 và các số giống như vậy trong bài báo [1]. Những bảng này chứng tỏ một cách tường minh rằng hầu hết các thừa số nguyên tố đều xuất hiện với số mũ 1. Nếu như có những số nguuyên tố nhỏ với số mũ lớn thì chúng được bù lại bởi các số nguyên tố lớn với số mũ 1. 

Sinh viên. Thế từ định lý lớn Fermat có suy ra giả thuyết  abc không? 

Serge Lang. Không. Định lý lớn Fermat chỉ là trường hợp riêng. Giả thuyết abc mạnh hơn nhiều và cho biết nhiều thông tin về các điều kiện hạn chế đối với bậc của các số nguyên tố trong khai triển của giả thuyết abc. Để giải quyết định lý lớn Fermat, chúng ta không cần đến giả thuyết abc với số mũ 1+ε. Mọi số mũ cố định đều đủ. 

Sinh viên. Các giả thuyết như vậy đã xuất hiện như thế nào? 

Serge Lang. Masser và Oesterle không chỉ thu được giả thuyết này. Họ đã làm việc với một bài toán tổng quát hơn, hoàn toàn không sơ cấp. Những điều mà tôi viết ra ở đây không cho thấy lịch sử mà giả thuyết này được tìm ra. Cuộc sống thực tế phức tạp hơn nhiều. Giả thuyết được này sinh từ những nghiên cứu rất sâu về hình học đại số và lý thuyết hàm modular, chứ không đơn giản là chỉ từ định lý Mason-Stothers. Những tìm kiếm này quá phức tạp để tôi kể ra ở đây. Tuy nhiên, tôi muốn đưa thêm một vài bình luận để nói rõ thêm một số vấn đề. 

Xét phương trình dạng
u3 – v2 = k.

Chúng ta sẽ tìm nghiệm của nó trong tập hợp các số nguyên cùng nhau u, v và k. Phương trình này lần đầu tiên được xét bởi M.Hall [3]. Ông đã đưa ra giả thuyết sau.

Giả thuyết Hall. Với các số nguyên u, v, k, thoả mãn phương trình u3 – v2 = k ≠ 0, ta cần phải có |u| 3  |k| 6+ε,     |v| 2  |k| 6+ε.

Trong thực tế Hall đề nghị giả thuyết của mình không có ε! Thời kỳ đó ông không thấy sự cần thiết phải có ε. Có một thời gian tôi nghĩ rằng  ε cần thiết. Còn bây giờ tôi không rõ là có cần phải bổ sung thêm ε trong giả thuyết Hall hay không. Có thể phát biểu của Hall hoàn toàn đúng vì ông xét phương trình dạng đặc biệt. Trong mọi trường hợp, «giả thuyết Hall cho đa thức» đã được chứng minh năm 1965 bởi Davenport [2], và đúng ở dạng chuẩn, không có hằng số trong đánh giá.

Định lý Davenport. Giả sử f , g là hai đa thức không hằng thoả mãn bất đẳng thức f 3 – g2 ≠ 0. Khi đó 
	 1  

2
	 deg f  ≤  deg( f 3 – g2 ) – 1


và
	 1  

3
	 deg g  ≤  deg( f 3 – g2 ) – 1


Bạn có thể chứng minh các bất đẳng thức trên, sử dụng trực tiếp định lý Mason-Stothers trong trường hợp  f  và g nguyên tố cùng nhau. Việc chứng minh bất đẳng thức trong trường hợp bất kỳ sẽ là một bài tập đại số bổ ích. Khi đó bạn sẽ phải từng bước bỏ dần các thừa số chung để đưa về trường hợp  f  và g nguyên tố cùng nhau. Vì vậy, bạn sẽ cần xét phương trình dạng tổng quát hơn
A f 3 + Bg2 = h
với các hệ số A, B cũng là đa thức. Lúc đó, cận trên cho bậc của  f, g, h trong phương trình trên sẽ phụ thuộc vào A và B. 

Bây giờ chúng ta hãy quay trở lại với số nguyên. Ta lại xét phương trình
u3 – v2 = k
với các số nguyên tố cùng nhau u, v và k. Sử dụng giả thuyết abc, ta có 
	|u| 3  (N0(k)) 6+ε   и   |v| 2  (N0(k)) 6+ε.
	(6)


Việc diễn giải chi tiết là một bài tập đơn giản. Giả thuyết Hall bây giờ suy ra từ giả thuyết abc, ít nhất là trong trường hợp u, v, k nguyên tố cùg nhau, vì N0(k)≤|k|. Trong trường hợp tổng quát, xét phương trình
Au3 + Bv2 = k
với các hệ số nguyên khác không A, B. Khi đó giả thuyết abc cũng cho chúng ta các đánh giá như (6). Tất nhiên, các hằng số xuất hiện ở các bất đẳng thức (6), khi đó sẽ phụ thuộc vào A и B. Và trong trường hợp tổng quát hơn, khi ta xét phương trình bậc cao hơn, cụ thể là
Aun + Bvm = k
Các số mũ n, m là các số nguyên dương. Chúng ta giả sử rằng mn ≠ m + n. Sau đó, như một bài tập đơn giản, áp dụng giả thuyết abc, ta rút ra bất đẳng thức 
|u| n  (N0(k)) mn (1 + ε) / (mn – m – n)
và tương tự đối với |v|m. Như đã nói ở trên, trong bất đẳng thức này các hằng số phụ thuộc vào A và B. Quay trở lại trường hợp n=3 и m=2, ta thấy rằng có các giá trị đặc biệt của A và B đặc biệt thú vị. Ví dụ, A=–4 và B=–27. Khi đó biểu thức
Δ = –4u3 – 27v2
được biết như biệt thức của đa thức 
X 3 + uX + v.

Với những giá trị đặc biệt của A và B này giả thuyết tương ứng được biết như giả thuyết Szpiro mở rộng. Nói chung, Szpiro trong giả thuyết ban đầu của mình không sử dụng số N0, mà một số N phức tạp hơn, nảy sinh trong lý thuyết hàm elliptic, tức là trong lý thuyết các phương trình dạng
Y 2 = X 3 + uX + v.

Lý thuyết rất khó có thể giải thích ở mức bài thảo luận của chúng ta, và chúng ta sẽ không làm điều này. Trong mọi trường hợp, Szpiro đã đi đến giả thuyết của mình thông qua những nghiên cứu và suy nghĩ sâu sắc về hình học đại số và lý thuyết số. Trong khi đó, vì tôi chỉ sử dụng bất biến đơn giản N0  được định nghĩa dễ dàng và chúng ta chỉ liên hệ giả thuyết Szpiro với định lý Mason Stothers và giả thuyết abc, tôi đã không giữ đúng thứ tự của lịch sử. Trong nghĩa này tôi đã đánh lừa các bạn, vì tôi đã vứt bỏ bớt đi những lĩnh vực lớn của toán học, đóg vai trò quan trọng trong phaá triêể lịch sử của tất cả các giả thuyết. Từ một tổng thể, tôi chỉ lấy ra những gì mà có thể giải thích một cách đơn giản và dễ hiểu trong vòng 1 tiếng. Nhưng các nhà toán học đã thu được giả thuyết này đã đến được chúng không thẳng tắp và đơn giản như vậy, mà chỉ sau một khối lượng công việc căng thẳng và kéo dài với những lý thuyết sâu và rộng này. (Về các ứng dụng tiếp theo của giả thuyết abc trong lý thuyết đường cong elliptic và các bình luận tiếp theo, xem [4], trong đó cũng có lượng tài liệu tham khảo rộng hơn.) 

Cuối cùng, tôi nhấn mạnh rằng giả thuyết Szpiro ban đầu trong thực tế không liên quan đến bất đẳng thức (6), mà đến một bất đẳng thức yêu hơn
	|Δ|  (N0(Δ)) 6+ε.
	(7)


Giả thuyết mạnh hơn (6) mà cho ta đánh giá cho |u|, |v| chứ không chỉ co |Δ|, được phát biểu sau đó. Vì vậy chúng ta coi (6) như giả thuyết Szpiro mở rộng. 

Như vậy, các bạn phải thấy rằng cần có rất nhiều thời gian để phát triển giả thuyết abc, để hiểu rõ hơn vai trò trung tâm của nó trong lý thuyết số và lý thuyết phương trình. Lịch sử không đi theo con đường thẳng mà thông qua các con đường vòng và phép tương tự, trong đó định lý Davenport và các định lý khác về đa thức (cũng như giả thuyết Hall) có vai trò riêng của mình. Nhưng toán học cũng phát triển như vậy!
Phụ lục
[Mùa xuân năm 1998, tôi có dịp nói chuyện bằng điện thoại với học sinh cuối cấp Noir Schneider, người đang quan tâm đến toán học. Tôi đã kể cho cậu về giả thuyết abc và nói rằng nó đã được chứng minh cho đa thức. Tôi đề nghị cậu hãy nghĩ về bài toán này và thử xây dựng chứng minh cho đa thức. Rất tuyệt vời là cậu ấy đã tìm ra chứng minh của riêng mình, đơn giản hơn cả chứng minh của Mason. Tôi rất cảm ơn N.Schneider vì cậu đã cho phép tôi công bố chứng minh này trong bài viết của tôi. Hiện nay Schneider là sinh viên Harvard.  S. Lang.]

Chứng minh khác của giả thuyết abc cho đa thức, tìm ra bởi N. Schneider
Ta cần đến bổ đề sau về đa thức với hệ số, chẳng hạn, trên trường số phức. Ta ký hiệu USCLN của hai đa thức f , g đơn giản là 
USCLN( f , g) = ( f , g).

Gọi n0( f ) – là số nghiệm phân bệt của đa thức f .

Bổ đề. Giả sử   f  là đa thức khác 0. Khi đó 
deg f  = deg( f , f ' ) + n0( f ).

Chứng minh. 

Trước hết ta có nhận xét sau về nghiệm của đa thức f . Nếu α là nghiệm của f , tức là số phức sao cho f (α) = 0. Ta sẽ giả sử rằng f là đa thức không hằng, do đó f  có bậc d>0. Ta có  thể viết f (t) như đa thức của (t – α), nghĩa là tổng các lũy thừa có bậc nhỏ dần của (t – α),

f (t) = cd (t – α)d + ... + ce (t – α)e,

với các hệ số cd , ... , ce và e ≥ 0. Vì α là nghiệm nên trên thực tế ta có e ≥ 1 và ce ≠ 0. Khi đó
f '(t) = dcd (t – α)d–1 + ... + ece (t – α)e–1,

và ece ≠ 0. Như vậy ta có (t – α)e–1 – là bậc lớn nhất của (t – α), chia hết  f '(t). 

Bây giờ ta gọi α1, ... , αr là các nghiệm phân biệt của  f  và viết 
	
	e1
	
	er
	

	 f (t) = c(t – α1)
	
	... (t – αr )
	
	    với hằng số c ≠ 0.


Nhận xét trên cũng như tính duy nhất của khai triển ra thừa số cho ta 

	
	e1–1
	
	er–1
	

	( f , f ' ) = c1(t – α1)
	
	... (t – αr )
	
	 ,


với c1 là hằng số nào đó. Khi đó ta được
deg f = e1 + ... + er = (e1 – 1) + ... + (er – 1) + r = deg( f , f ' ) + n0( f ),

và đó là điều phải chứng minh. █

Định lý. Giả sử  f, g, h – là các đa thức nguyên tố cùng nhau sao cho f + g = h. Không mất tổng quát, giả sử h là đa thức có bậc cao nhất giữa f, g, h. Khi đó
deg h ≤ n0( f gh) – 1.

Chứng minh. 

Vì f + g = h, nên f ' + g' = h'. Do đó,

f 'g – f g' = f '( f + g) – f ( f ' + g') = f 'h – f h'.

Chú ý rằng ( f , f ') chia hết vế trái, (g, g') chia hết vế trái và (h, h') chia hết về phải. Vì vậy, do f , g, h đôi một nguyên tố cùng nhau,
( f , f ')(g, g')(h, h')   chia hết   f 'g – f g'.

Khi đó
deg( f , f ') + deg(g, g') + deg(h, h') ≤ deg( f 'g – f g') ≤ deg f  + deg g – 1.

Cộng deg h vào cả hai vế, ta được
deg h ≤ deg f  – deg( f , f ') + deg g – deg(g, g') + deg h – deg(h, h') – 1.

Theo bổ đề, ta được
deg h ≤ n0( f ) + n0(g) + n0(h) – 1 = n0( f gh) – 1.

vì  f , g, h nguyên tố cùng nhau. Định lý được chứng minh. █
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