
Lời giải đề kiểm tra ngày 11/10/2009
Câu 1. a) (2) Tìm nghiệm nguyên dương của phương trình 
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b) (3) Chứng minh rằng nếu x, y, z là các số nguyên dương nguyên tố cùng nhau (tức là (x, y, z) = 1) thoả mãn phương trình
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thì các số  x + y, x – z và y – z  là các số chính phương.
Giải.

a) (Theo nhiều bạn) Ta biến đổi phương trình thành dạng


      3(x+y) = xy

· xy – 3(x+y) + 9 = 9

· (x-3)(y-3) = 9

Vì x – 3, y – 3 là các số nguyên và 9 chỉ có các cách phân tích sau thành tích của hai số nguyên: (-1).(-9), (-3).(-3), (-9).(-1), 1.9, 3.3, 9.1 nên từ đây ta được các nghiệm (x, y) bằng (2, -6), (0, 0), (-6, 2) (loại), (4, 12), (6, 6), (12, 4) (nhận). 

Vậy nghiệm nguyên dương của phương trình đã cho là (4, 12), (6, 6), (12, 4). 

b) (Theo lời giải của bạn Thân Ngọc Tĩnh, 10 Toán PTNK) Tương tự như ở trên, ta biến đổi phương trình về dạng


       (x-z)(y-z) = z2

(1)
Đặt d = (x-z, y-z) thì x-z = dx’, y-z = dy’, suy ra  d2x’y’ = z2, suy ra d2 | z2 suy ra d | z. Mặt khác do d | x – z và d | y – z nên từ đây suy ra d | x = (x-z) + z và d | y = y – z + z. Vậy d | x, y, z, suy ra d | (x, y, z) = 1. Vậy d = 1.
Áp dụng định lý, từ đẳng thức (1) ta có x-z = m2, y-z = n2 và từ đó z = mn. Cuối cùng  x + y = m2 + z + n2 + z = m2 + n2 + 2mn = (m+n)2.

Vậy x-z, y-z, x+y là các số chính phương.

Câu 2. a) (2) Tìm tất cả các số nguyên x sao cho 
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b) (3) Tìm tất cả các số nguyên x sao cho  
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Giải. (Theo lời giải của bạn Bùi Nhựt Minh, lớp 10A2 trường LHP, và một số bạn khác)
a) Thực hiện phép chia x3 + 3 cho x + 3, ta được
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Do x2 – 3x + 9 là số nguyên với mọi x nên 
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 là số nguyên khi và chỉ khi 
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 là số nguyên. Do 24 có các ước là (1, (2, (3, (4, (6, (8, (12, (24 nên ta tìm được các giá trị x tương thoả mãn điều kiện đề bài là:


-2, -4, -1, -5, 0, -6, 1, -7, 3, -9, 5, -11, 9, -15, 21, -27.

Hay sắp lại theo thứ tự tăng dần


-27, -15, -11, -9, -7, -6, -5, -4, -2, -1, 0, 1, 3, 5, 9, 21.
b) Ta có  
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Đặt  
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 Để B là số nguyên với x nguyên thì điều kiện cần và đủ là D là số nguyên.

Ta có  
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Vậy     
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  ( x2 + 3 là ước của 12 => x ( {0, (1, (3}.

Thử lại ta được các nghiệm x = 0, x = 1 và x = -3. 

Câu 3. (5) Tìm tất cả các đa thức P(x) sao cho đẳng thức 

(x+2)2P(x) = (x-1)2P(x+1) 

(1)
đúng với mọi x ( R.

Giải. (Dựa theo lời giải của bạn Nguyễn Thị Mai Anh, 10 Toán PTNK). 

Thay x=1 vào đẳng thức trên, ta được (1+2)2P(1) = 0, suy ra P(1) = 0. Thay x = -2 vào đẳng thức trên, ta được 0 = (-2-1)2P(-1), suy ra P(-1) = 0. Lại thay x = -1 vào đẳng thức trên, chú ý rằng P(-1) = 0, ta được 0 = (-1-1)2P(0), suy ra P(0) = 0.

Từ P(-1) = 0, P(0) = 0, P(1) = 0, theo định lý Bezout, ta suy ra P(x) chia hết cho x+1, x, x-1. Vì các đa thức này đều nguyên tố cùng nhau nên từ đây ta suy ra P(x) chia hết cho (x+1)x(x-1). Đặt  P(x) = (x+1)x(x-1)Q(x), thay vào (1) ta được


(x+2)2(x+1)x(x-1)Q(x) = (x-1)2(x+2)(x+1)xQ(x+1)
(
(x+2)Q(x) = (x-1)Q(x+1)

(2)
Tiếp tục lý luận hoàn toàn tương tự như trên, ta được Q(1) = 0, Q(-1) = 0, Q(0) = 0 và do đó Q(x) chia hết cho (x-1)x(x+1). Đặt Q(x) = (x-1)x(x+1)H(x) và thay vào (2), ta được


(x+2)(x-1)x(x+1)H(x) = (x-1)x(x+1)(x+2)H(x+1)

(
H(x) = H(x+1)

Bây giờ nếu đặt H(0) = a thì suy ra a = H(0) = H(1) = H(2) = …. Đa thức H(x) – a có vô số nghiệm 0, 1, 2, 3, … nên phải là đa thức đồng nhất 0, suy ra H(x) ( a. Vậy ta có  Q(x) = a(x-1)x(x+1) và P(x) = a(x-1)2x2(x+1)2. Thử lại ta thấy đa thức này thoả mãn (1).
Vậy tất cả các đa thức P(x) thoả mãn (1) có dạng P(x) = a(x-1)2x2(x+1)2 với a là một số thực tuỳ ý. 
Câu 4.
(5) Chứng minh rằng đa thức  P(x) = x2(x-1)2(x+1)2 + 1 bất khả quy trên Z[x]. 

Giải. Giả sử ngược lại, đa thức P(x) khả quy trên Z[x], tức là P(x) = Q(x).S(x) với Q(x), S(x) là các đa thức với hệ số nguyên. Do P(x) không có nghiệm thực nên Q(x) và S(x) cũng không có nghiệm thực. Vì thế Q(x) và S(x) không thể nhận các giá trị trái dấu (ta sử dụng tính chất: nếu một đa thức nhận các giá trị trái dấu thì nó phải có nghiệm thực). 

Chú ý là P(0) = P(1) = P(-1) = 0 nên ta có


Q(1)S(1) = 1


Q(0)S(0) = 1


Q(-1)S(-1) = 1

Vì 1 chỉ có 2 cách phân tích ra thành tích của hai số nguyên nên ta có Q(1) bằng 1 hoặc -1. Nếu Q(1) = 1 thì do Q(x) không thể nhận các giá trị trái dấu nên từ đây ra suy ra Q(0) = 1, Q(-1) = 1. Và do Q(1) = 1 nên S(1) = 1 và cũng theo lý luận trên thì S(0) = 1, S(-1) = 1. Như vậy  trong trường hợp này ta có


Q(x) = 1 + (x-1)x(x+1)H(x) và S(x) = 1 + (x-1)x(x+1)K(x)

So sánh bậc của P(x) và Q(x).S(x), ta suy ra H(x).K(x) phải có bậc 0, tức H(x), K(x) là các hằng số. Như vậy  
Q(x) = 1 + a(x-1)x(x+1) và S(x) = 1 + b(x-1)x(x+1)
Thay vào đẳng thức P(x) = Q(x).S(x) ta được a.b = 1 và a+b=0. Điều này không thể xảy ra. Mâu thuẫn. 
Vậy điều giả sử là sai, tức là đa thức P(x) bất khả quy.
Câu 5. a) (2) Chứng minh rằng nếu a, b là các số nguyên sao cho a2 + b2 chia hết cho 7 thì a và b đều chia hết cho 7.


b) (3) Cho p là số nguyên tố dạng 4k+3. Chứng minh rằng a2 + b2 chia hết cho p khi và chỉ khi a và b chia hết cho p.
Giải. (Dựa theo lời giải của bạn Lê Việt Hải, 10 Toán PTNK, và một số bạn khác)
a) Số dư trong phép chia a2 cho 7 chỉ có thể là 0, 1, 4, 2. Số dư trong phép chia b2 cho 7 chỉ có thể là 0, 1, 4, 2. Trong các cặp số dư, ta thấy chỉ có duy nhất cặp (0, 0) có tổng chia hết cho 7. Từ đây ta có thể khẳng định a2 + b2 chia hết cho 7 khi và chỉ khi a2 chia hết cho 7 và b2 chia hết cho 7, tức là khi a và b cùng chia hết cho 7 (đpcm).

b) Xét p = 4k+3 là số nguyên tố. Nếu a, b chia hết cho p thì hiển nhiên a2 + b2 chia hết cho p. Giả sử  a2 + b2 chia hết cho p, ta chứng minh a và b đều chia hết cho p. Giả sử ngược lại, chẳng hạn a không chia hết cho p. Khi đó thì b cũng không chia hết cho p. Như thế (a, p) = 1, (b, p) = 1.

Vì  a2 + b2 chia hết cho p nên    
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 (1)
Mặt khác theo định lý nhỏ Fermat thì  


a4k+2 = ap-1 ( 1 (mod p)   và  b4k+2 = bp-1 ( 1 (mod p)

nên từ (1) ta suy ra 2 ( 0 (mod p), mâu thuẫn vì p là số nguyên tố dạng 4k+3.

Vậy điều giả sử là sai, tức là từ a2 + b2 chia hết cho p ta suy ra a, b chia hết cho p (đpcm). 
Nhận xét.
1) Đa số các bạn làm được các bài 1a, 2a và 5a. Số các bạn làm được bài 1b, 2b ít hơn đáng kể. Các bài 3, 5c có rất ít bạn làm được. Riêng bài 4, hầu như không có bạn nào làm được trọn vẹn, mặc dù trong một số bài giải có 1 số ý đúng.  
2) Sau đây là một số sai lầm thường gặp của các bạn


+ (x, y, z) = 1 => (x-z, y-z) = 1


+ Áp dụng tính chất xy = z2 suy ra x = m2, y = n2 khi chưa chứng minh (x, y) = 1.


+ P(x) khả quy => P(x) có thừa số dạng x-a


+ Q(x) bất khả quy => Q(x2) bất khả quy
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