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� ¤ ç  1. �ãáâì A,B | ¤¢  ­¥¯ãáâëå ¯®¤¬­®¦¥áâ¢  R, ¯à¨çñ¬ A∩
B = ∅ ¨ B ∩ A = ∅ (ç¥àâ  ®§­ ç ¥â § ¬ëª ­¨¥). �®ª § âì, çâ® ­ ©¤ãâáï
¤¢  ­¥¯¥à¥á¥ª îé¨åáï ®âªàëâëå ¬­®¦¥áâ¢  U, V ⊂ R, â ª¨¥ çâ® U ⊇ A,
V ⊇ B.

�¥è¥­¨¥. �ã¤¥¬ à áá¬ âà¨¢ âì â®«ìª® á¨¬¬¥âà¨ç­ë¥ ®ªà¥áâ­®áâ¨
â®ç¥ª. �® ãá«®¢¨î ã ª ¦¤®© â®çª¨ a ∈ A ¥áâì ®ªà¥áâ­®áâì U(a), ª®â®-
à ï ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á B. � ª ¦¤®© â®çª¨ b ∈ B ¥áâì ®ªà¥áâ­®áâì V (b),
ª®â®à ï ­¥ ¯¥à¥á¥ª ¥âáï á A. �§ ­¥à ¢¥­áâ¢  âà¥ã£®«ì­¨ª  «¥£ª® ¢¨¤¥âì,
çâ® ¥á«¨ ¬ë ¢®§ì¬ñ¬ ¢¤¢®¥ ¬¥­ìè¨¥ ®ªà¥áâ­®áâ¨ U ′(a) ¨ V ′(b), â® ®­¨
­¥ ¡ã¤ãâ ¯¥à¥á¥ª âìáï ¬¥¦¤ã á®¡®© ¯à¨ «î¡ëå a ∈ A, b ∈ B. �®£¤  ¬­®-
¦¥áâ¢ 

U =
⋃
a∈A

U ′(a), V =
⋃

b∈B

V ′(b)

®¡« ¤ îâ âà¥¡ã¥¬ë¬ á¢®©áâ¢®¬.
� ¤ ç  2. �ãáâì A | ¡¥áª®­¥ç­®¥ ¬­®¦¥áâ¢® ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥«.

�®ª § âì, çâ® áãé¥áâ¢ã¥â áâà®£® ¬®­®â®­­ ï ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì {an},
¢á¥ ç«¥­ë ª®â®à®© ¯à¨­ ¤«¥¦ â A.

�¥è¥­¨¥. �­®¦¥áâ¢® A ®¡« ¤ ¥â ¯à¥¤¥«ì­®© â®çª®© x0 ∈ R. �ãáâì
{xi} | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì â®ç¥ª ¬­®¦¥áâ¢  A, áå®¤ïé ïáï ª x0 (xi 6=
x0). �®£¤  ®¤­® ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ I = {i : xi < x0} ¨«¨ I ′ = {i : xi > x0}
¡¥áª®­¥ç­®; ¯ãáâì ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®áâ¨ íâ® ¬­®¦¥áâ¢® I. �®£¤ , § ¬¥­¨¢ xi

­  ¥¥ ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì á ¨­¤¥ªá ¬¨, «¥¦ é¨¬¨ ¢ I, ¬®¦­® áç¨â âì,
çâ® xi < x0 ¯à¨ «î¡®¬ i.

�áâ «®áì ¯®áâà®¨âì ¬®­®â®­­ãî ¯®¤¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì {yi} ¯®á«¥-
¤®¢ â¥«ì­®áâ¨ {xi}. �®«®¦¨¬ y1 = x1, i1 = 1. �ãáâì ®âà¥§®ª y1 < · · · < yn

ã¦¥ ¯®áâà®¥­. � ª ª ª yn < x0, â® áãé¥áâ¢ã¥â â ª®¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«®
in+1, çâ® xi > yn ¯à¨ ¢á¥å i ≥ in+1 (ïá­®, çâ® in+1 > in). �®£¤  ¬®¦­®
¯®«®¦¨âì yn+1 = xin+1 . �®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì {yn} ¯®áâà®¥­ .

� ¤ ç  3. �ãáâì a, b, c, d | ¢¥ªâ®àë ¢ Rn, (·, ·) | áâ ­¤ àâ­®¥ áª -
«ïà­®¥ ¯à®¨§¢¥¤¥­¨¥. �®ª § âì, çâ®

((a, c) + (b, d))2 + ((a, d)− (b, c))2 ≤ (a2 + b2) · (c2 + d2).

�¥è¥­¨¥. � áá¬®âà¨¬ ¢¥ªâ®à  a + ib, c + id ∈ Cn. �®£¤  ¯® ­¥à -
¢¥­áâ¢ã �¢ àæ 

|(a + ib, c + id)|2 ≤ |a + ib|2 · |c + id|2,
à áªàë¢ ï áª®¡ª¨, ¯®«ãç ¥¬

|(a, c) + (b, d) + i(b, c)− i(a, d)|2 ≤ (a2 + b2) · (c2 + d2).
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�® ®¯à¥¤¥«¥­¨î «¥¢ ï ç áâì à ¢­ 

((a, c) + (b, d))2 + ((a, d)− (b, c))2.

� ¤ ç  4. �ãáâì  ää¨­­®¥ ®â®¡à ¦¥­¨¥ (ª®¬¯®§¨æ¨ï «¨­¥©­®£® ®¯¥-
à â®à  ¨ á¤¢¨£ ) α : Rn → Rn â ª®¥, çâ® ¤«ï ­¥ª®â®à®£® x ∈ Rn ¬­®-
¦¥áâ¢® {αk(x)}k∈N ®£à ­¨ç¥­®. �®ª ¦¨â¥, çâ® α ¨¬¥¥â ­¥¯®¤¢¨¦­ãî
â®çªã, â® ¥áâì ¤«ï ­¥ª®â®à®£® y ∈ Rn

α(y) = y.

�¥è¥­¨¥. �ãáâì α ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ¢ ¢¨¤¥

α(x) = Ax + b,

£¤¥ A | «¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à ¨ b ∈ Rn. �á«¨ ­¥¯®¤¢¨¦­®© â®çª¨ ­¥â, â®
ãà ¢­¥­¨¥

Ax− x + b = 0

­¥ ¨¬¥¥â à¥è¥­¨©. �­ ç¥ £®¢®àï, ¢¥ªâ®à b ­¥ «¥¦¨â ¢ ®¡à §¥ «¨­¥©­®£®
®¯¥à â®à  A−I. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­ ©¤ñâáï «¨­¥©­ ï äã­ªæ¨ï λ : Rn → R
â ª ï, çâ®

∀x ∈ Rn λ((A− I)x) = 0, ¨ λ(b) 6= 0.

�®£¤  ¤«ï «î¡®£® x ∈ Rn ¯®«ãç ¥âáï

λ(α(x)) = λ(Ax− x) + λ(x + b) = λ(x) + λ(b),

  á«¥¤®¢ â¥«ì­®, λ(αk(x)) = λ(x) + kλ(b). �­ ç¨â, ¤«ï «î¡®£® x ∈ Rn

¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì {λ(αk(x))}k∈N ­¥®£à ­¨ç¥­ , çâ® ¯à®â¨¢®à¥ç¨â ãá«®-
¢¨î § ¤ ç¨.

� ¤ ç  5. 1) �ãáâì f : (0, 1]2 → (0, +∞) | äã­ªæ¨ï, ­¥¯à¥àë¢­ ï ¯®
á®¢®ªã¯­®áâ¨ ¯¥à¥¬¥­­ëå. �¥à­® «¨, çâ® ®¡ï§ â¥«ì­® ­ ©¤¥âáï ­¥¯à¥-
àë¢­ ï äã­ªæ¨ï g : (0, 1] → (0, +∞) â ª ï, çâ® g(x) = o(f(x, y)), x → +0
¯à¨ «î¡®¬ y ∈ (0, 1]?

2) �ãáâì f : (0, 1]2 → (0, +∞) | äã­ªæ¨ï, ­¥¯à¥àë¢­ ï ¯® x ¯à¨
«î¡®¬ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ y ∈ (0, 1]. �¥à­® «¨, çâ® ®¡ï§ â¥«ì­® ­ ©¤¥âáï
­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï g : (0, 1] → (0, +∞) â ª ï, çâ® g(x) = o(f(x, y)),
x → +0 ¯à¨ «î¡®¬ y ∈ (0, 1]?

�¥è¥­¨¥. 1) �®¦­® ¯®«®¦¨âì g(x) = x · min
y∈[x,1]

f(x, y) (íâ®â ¬¨­¨-
¬ã¬ áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¯®«®¦¨â¥«¥­ ¨§ ­¥¯à¥àë¢­®áâ¨ ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì­®áâ¨
f(x, y)). �®£¤  ¯à¨ «î¡®¬ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ y ∈ (0, 1] ­¥à ¢¥­áâ¢® g(x) ≤
xf(x, y) ¢¥à­® ¤«ï «î¡®£® 0 < x ≤ y, ®âªã¤  g(x) = o(f(x, y)), x → +0.

2



2) �­®¦¥áâ¢® M ¢á¥å ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâ¥© ­ âãà «ì­ëå ç¨á¥« ¨¬¥¥â
¬®é­®áâì ª®­â¨­ãã¬. � ä¨ªá¨àã¥¬ ¢§ ¨¬­® ®¤­®§­ ç­®¥ á®®â¢¥âáâ¢¨¥
¬¥¦¤ã M ¨ (0, 1]; ¯ãáâì {a(y)

n }∞n=1 | ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâì, á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é ï ç¨á«ã y ∈ (0, 1]. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ­¥¯à¥àë¢­ ï äã­ªæ¨ï hy(x) : (0, 1] →
(0,∞) â ª ï, çâ® hy(1/n) = 1/a

(y)
n (¬®¦­®, ­ ¯à¨¬¥à, á¤¥« âì hy(x) «¨-

­¥©­®© ­  «î¡®¬ ®âà¥§ª¥ [1/(n + 1), 1/n]). �®«®¦¨¬ f(x, y) = hy(x).
� áá¬®âà¨¬ ¯à®¨§¢®«ì­ãî äã­ªæ¨î g(x) : (0, 1] → (0, +∞); ¯ãáâì

sn = d1/g(1/n)e (­ ¨¬¥­ìè¥¥ ­ âãà «ì­®¥ ç¨á«® ≥ 1/g(1/n)). �®£¤  ­ ©-
¤¥âáï y ∈ (0, 1], ¯à¨ ª®â®à®¬ f(1/n, y) = hy(1/n) = 1/sn ≤ g(1/n). �â®
®§­ ç ¥â, çâ® g(1/n) 6= o(f(1/n, y)), n → ∞, ¨ ã¦ â¥¬ ¡®«¥¥ g(x) 6=
o(f(x, y)), x → +0.

� ¤ ç  6. �ãáâì D ⊂ R2 | ®¡« áâì á £« ¤ª®© £à ­¨æ¥© ∂D ¡¥§ á -
¬®¯¥à¥á¥ç¥­¨©, G = D. �«ï ª ¦¤®© â®çª¨ x ∈ ∂G ­ ©¤¥âáï ªàã£ B(x)

à ¤¨ãá  R â ª®©, çâ® x ∈ B(x), B(x) ∩G = B(x) ∩ ∂G.
1) �®ª § âì, çâ® ­ ©¤¥âáï ®ªà¥áâ­®áâì U ¬­®¦¥áâ¢  G â ª ï, çâ® ¤«ï
ª ¦¤®© â®çª¨ x ∈ U áãé¥áâ¢ã¥â ¥¤¨­áâ¢¥­­ ï â®çª  π(x) ∈ G á® á¢®©áâ-
¢®¬ ‖x− π(x)‖ = inf

g∈G
‖x− g‖.

2) �®ª § âì, çâ® ®ªà¥áâ­®áâì U ¢ ¯ã­ªâ¥ 1) ¬®¦­® ¢ë¡à âì â ª, çâ® ¤«ï
­¥ª®â®à®£® ç¨á«  L > 0 ¨ ¤«ï «î¡ëå â®ç¥ª x, y ∈ U ¢ë¯®«­¥­® ­¥à -
¢¥­áâ¢®

‖π(x)− π(y)‖ ≤ L · ‖x− y‖.
�¥è¥­¨¥. 1) �ë¡¥à¥¬ r ∈ (0, R). �ãáâì U ¥áâì r-®ªà¥áâ­®áâì ¬­®-

¦¥áâ¢  G, â.¥. â ª¨¥ â®çª¨ x, çâ® inf
g∈G

‖x− g‖ < r.
�¥à¥§ Br(a) ®¡®§­ ç¨¬ § ¬ª­ãâë© ªàã£ à ¤¨ãá  r á æ¥­âà®¬ ¢ â®çª¥

a.
� ä¨ªá¨àã¥¬ x ∈ U . �¥¯ãáâ®â  ¬­®¦¥áâ¢  ¡«¨¦ ©è¨å ª x â®ç¥ª

¬­®¦¥áâ¢  G á«¥¤ã¥â ¨§ ª®¬¯ ªâ­®áâ¨ ªàã£  ­  ¯«®áª®áâ¨ ¨ â¥®à¥¬ë
�¥©¥àèâà áá .

�ãáâì y | â®çª  ¨§ G, ¤«ï ª®â®à®© ‖x−y‖ = inf
g∈G

‖x−g‖ = % < r < R.
�®£¤  G∩int B%(x) = ∅ ¨ y ∈ B%(x)∩∂G. �®íâ®¬ã ª á â¥«ì­ ï ¯àï¬ ï

(l) ª ªà¨¢®© ∂G ¢ â®çª¥ y á®¢¯ ¤ ¥â á ª á â¥«ì­®© ¯àï¬®© ª ®ªàã¦­®áâ¨
∂B%(x) ¢ â®çª¥ y. �® ãá«®¢¨î â¥®à¥¬ë áãé¥áâ¢ã¥â ªàã£ B(y) à ¤¨ãá 
R > %, â ª®©, çâ® y ∈ B(y), B(y) ∩ G = B(y) ∩ ∂G. � ­¥®¡å®¤¨¬®áâìî
B(y) ª á ¥âáï ¯àï¬®© l ¢ â®çª¥ y (¨­ ç¥ ­ àãè ¥âáï ãá«®¢¨¥ B(y) ∩ G =
B(y) ∩ ∂G), §­ ç¨â ªàã£¨ B(y) ¨ B%(x) ª á îâáï ¯àï¬®© l ¢ â®çª¥ y ¨ ®¡ 
«¥¦ â ¢ ®¤­®© ¯®«ã¯«®áª®áâ¨ ®â­®á¨â¥«ì­® l (¨­ ç¥ B(y) ¨¬¥¥â ®¡é¨¥
â®çª¨ á int G). �®íâ®¬ã {y} ∪ int B(y) ⊃ B%(x). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, y ∈ G |
¥¤¨­áâ¢¥­­ ï ¡«¨¦ ©è ï ª x.

2) �®ª ¦¥¬, çâ® ®â®¡à ¦¥­¨¥ U 3 x → π(x) ∈ G ã¤®¢«¥â¢®àï¥â
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ãá«®¢¨î �¨¯è¨æ  á ª®­áâ ­â®© L = R
R−r

. �­®¦¥áâ¢® U â® ¦¥, çâ® ¨ ¢
¯ã­ªâ¥ 1).

�ãáâì x1, x2 ∈ U\G, â®çª¨ yi = π(xi) | ¯à®¥ªæ¨¨ xi ­  G, zi | æ¥­âàë
è à®¢ B(yi) á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®£¤  ¯® á¢®©áâ¢ã è à®¢ ‖z1−y1‖ ≤ ‖z1−y2‖,
‖z2 − y2‖ ≤ ‖z2 − y1‖.

�¢¥¤¥¬ ¤¥ª àâ®¢ã á¨áâ¥¬ã ª®®à¤¨­ â á æ¥­âà®¬ y1 â ª, çâ®¡ë â®çª  y2

¨¬¥«  ª®®à¤¨­ âë (1, 0); ¯ãáâì èâà¨å ®â§­ ç ¥â  ¡áæ¨ááã ¯®á«¥ ¯à®¥ªæ¨¨
(â.¥. x′1 |  ¡áæ¨áá  â®çª¨ x1 ¨ â.¯.). �®£¤  ¨§ ¤®ª § ­­®£® z′1 ≤ 1/2,
z′2 ≥ 1/2; ¯®áª®«ìªã x1, x2 ¤¥«ïâ ®âà¥§ª¨ z1y1, z2y2 ¢ ®â­®è¥­¨¨, ¡®«ìè¥¬
(R− r) : r, â® x′1 ≤ (1/2) · (r/R), x′2 ≥ 1− (1/2) · (r/R), â® ¥áâì |x′2− x′1| ≥
1− r/R. �­ ç¨â, ¨ ‖x2 − x1‖ ≥ R−r

R
‖y1 − y2‖, çâ® ¨ âà¥¡®¢ «®áì.

�á«¨ x2 = y2 ∈ G, â® ¬®¦­® ¯®¢â®à¨âì ¯à¥¤ë¤ãé¨¥ à ááã¦¤¥­¨ï,
¢§ï¢ ¢ ª ç¥áâ¢¥ â®çª¨ z2 «î¡ãî â®çªã á® á¢®©áâ¢®¬ ¬¨ ‖z2 − y2‖ = R,
‖z2 − y2‖ ≤ ‖z2 − y1‖.

�àã£®¥ à¥è¥­¨¥ ¯ã­ªâ  2).
2) �ãáâì x1, x2 ∈ U\G ¨ â®çª¨ yi = π(xi) | ¯à®¥ªæ¨¨ xi ­  G. �®£¤ 

¢¥ªâ®à x1−y1

‖x1−y1‖ ­®à¬ «¥­ ª ªà¨¢®© ∂G ¢ â®çª¥ y1 ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, B(y1)

¥áâì ªàã£ á æ¥­âà®¬ ¢ â®çª¥ y1 + x1−y1

‖x1−y1‖R. �®íâ®¬ã
∥∥∥∥y1 +

x1 − y1

‖x1 − y1‖R− y2

∥∥∥∥ ≥ R,

¨, ¢®§¢®¤ï ¢ ª¢ ¤à â, ¯®«ãç ¥¬

‖y1 − y2‖2 ≥ 2R

‖x1 − y1‖(y1 − y2, y1 − x1),

®âªã¤  (‖x1 − y1‖ < r)

‖y1 − y2‖2 ≥ 2R

r
(y1 − y2, y1 − x1).

�¥­ïï ¬¥áâ ¬¨ ¨­¤¥ªáë 1 ¨ 2 ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥© ä®à¬ã«¥, ¯®«ãç ¥¬

‖y1 − y2‖2 ≥ 2R

r
(y2 − y1, y2 − x2).

�ã¬¬  ¤¢ãå ¯®á«¥¤­¨å ­¥à ¢¥­áâ¢ ¤ ¥â

2‖y1 − y2‖2 ≥ 2R

r
(y1 − y2, y1 − x1 − y2 + x2),

‖y1 − y2‖2 ≥ R

r
‖y1 − y2‖2 − R

r
(y1 − y2, x1 − x2).
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�âáî¤ 
R

r
‖y1 − y2‖ · ‖x1 − x2‖ ≥ R

r
(y1 − y2, x1 − x2) ≥ R− r

r
‖y1 − y2‖2

¨ §­ ç¨â ‖y1 − y2‖ ≤ R
R−r

‖x1 − x2‖.
�á«¨, ­ ¯à¨¬¥à, x2 = y2 ∈ G, x1 ∈ U\G, â® ¨§ ­¥à ¢¥­áâ¢ 

∥∥∥∥y1 +
x1 − y1

‖x1 − y1‖R− x2

∥∥∥∥ ≥ R,

¢®§¢®¤¥­¨¥¬ ¢ ª¢ ¤à â ¨ ¯®¢â®à¥­¨¥¬ ¯à¥¤ë¤ãé¨å à ááã¦¤¥­¨©, ¯®«ã-
ç ¥¬, çâ® ‖y1 − x2‖ ≤ 2R

2R−r
‖x1 − x2‖,   2R

2R−r
< R

R−r
.

2 | 6 ����

� ¤ ç  1. �®ª ¦¨â¥, çâ® ­¥­ã«¥¢ ï ª®¬¯«¥ªá­ ï ¬ âà¨æ  A à §¬¥à 
2× 2 ï¢«ï¥âáï ª¢ ¤à â®¬ (A = B2) â®£¤  ¨ â®«ìª® â®£¤ , ª®£¤  A2 6= 0.

�¥è¥­¨¥. �á«¨ A 6= 0, A2 = 0 ¨ A = B2, â® B4 = 0. �«¥¤®¢ â¥«ì­®,
¢á¥ á®¡áâ¢¥­­ë© §­ ç¥­¨ï B ­ã«¥¢ë¥ ¨ ¯® â¥®à¥¬¥ � ¬¨«ìâ®­ -�í«¨ A =
B2 = 0 | ¯à®â¨¢®à¥ç¨¥.

�ãáâì â¥¯¥àì A2 6= 0. �®£¤  ¥á«¨ A ¬®¦­® ¯à¨¢¥áâ¨ ª ¤¨ £®­ «ì­®¬ã
¢¨¤ã

SAS−1 =

(
a 0
0 b

)
,

â® ¬®¦­® ¢§ïâì
SBS−1 =

( √
a 0

0
√

b

)
.

�­ ç¥ A ¬®¦­® ¯à¨¢¥áâ¨ ª ¢¨¤ã ¦®à¤ ­®¢®© ª«¥âª¨ á ­¥­ã«¥¢ë¬¨ (â ª
ª ª A2 6= 0) á®¡áâ¢¥­­ë¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨

SAS−1 =

(
a 1
0 a

)
,

¨ ¬®¦­® ¢§ïâì
SBS−1 =

( √
a 1

2
√

a

0
√

a

)
.

�¤¥áì √x ®¡®§­ ç ¥â ­¥ª®â®àë© ª®à¥­ì ¨§ ª®¬¯«¥ªá­®£® ç¨á« .
� ¤ ç  2. � ­® ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ á § ¯ §¤ë¢ ­¨¥¬ x′(t) =

x(t − 1). �¥à­® «¨, çâ® ¤«ï ª ¦¤®£® à¥è¥­¨ï x(t) íâ®£® ãà ¢­¥­¨ï ¢ë-
¯®«­¥­®
1) lim

t→+∞
x(t)
et = 0?

2) lim
t→+∞

x2(t)
et = 0?

5



�¥è¥­¨¥. 1) �¥à­®. �ãáâì cn = supt∈[n−1,n] |x(t)|. �®£¤  |x′(t)| ≤ cn

¯à¨ t ∈ [n, n + 1], â® ¥áâì |x(t)| ≤ cn + cn(t − n) ¯à¨ íâ¨å ¦¥ t. �­ ç¨â,
cn+1 ≤ 2cn, ®âªã¤  ¨ á«¥¤ã¥â |x(t)| ≤ 2n+1c1, t ∈ [n, n + 1].

2) �¥¢¥à­®. �ã¤¥¬ ¨áª âì à¥è¥­¨¥ ¢ ¢¨¤¥ x(t) = eλt. �á«®¢¨¥ x′(t) =
x(t− 1) ¤ ¥â λ = e−λ.

�ãáâì λ ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ ç¨á«®. �®£¤  áãé¥áâ¢ã¥â ¢¥é¥áâ¢¥­­®¥ à¥è¥­¨¥
λ0 ∈ (0, 1) ãà ¢­¥­¨ï λ = e−λ, ¯à¨ç¥¬ ¯à¨ λ ∈ (0, λ0) ¨¬¥¥¬ λ < e−λ,   ¯à¨
λ ∈ (λ0, 1) ¨¬¥¥¬ λ > e−λ. �®áª®«ìªã 1

2
< e−

1
2 , â® λ0 > 1

2
¨ lim

t→+∞
e2λ0t

et =

+∞.
� ¤ ç  3. �¬. § ¤ çã 3 1 ªãàá .
� ¤ ç  4. �ãé¥áâ¢ã¥â «¨ â ª®© ­ ¡®à I ¨­â¥à¢ «®¢, «¥¦ é¨å ¢

¨­â¥à¢ «¥ (0, 1), çâ® ª ¦¤ ï à æ¨®­ «ì­ ï â®çª  ¨­â¥à¢ «  (0, 1) ¯à¨-
­ ¤«¥¦¨â ª®­¥ç­®¬ã ç¨á«ã ¨­â¥à¢ «®¢ ¨§ I,   ª ¦¤ ï ¨àà æ¨®­ «ì­ ï
â®çª  íâ®£® ®âà¥§ª  | ¡¥áª®­¥ç­®¬ã ç¨á«ã ¨­â¥à¢ «®¢ ¨§ I?

�¥è¥­¨¥. �ãé¥áâ¢ã¥â. �ãáâì

In =

{(
a

n!
,
a + 1

n!

)∣∣∣∣ a = 0, 1, . . . , n!− 1

}
, I = ∪∞n=1In.

�á­®, çâ® ¬­®¦¥áâ¢  In ¯®¯ à­® ­¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï. � «¥¥, ª ¦¤ ï ¨à-
à æ¨®­ «ì­ ï â®çª  ¯à¨­ ¤«¥¦¨â à®¢­® ®¤­®¬ã ¨­â¥à¢ «ã ¨§ ª ¦¤®£®
¬­®¦¥áâ¢  In, â® ¥áâì ¡¥áª®­¥ç­®¬ã ¬­®¦¥áâ¢ã ¨­â¥à¢ «®¢ ¨§ I. � ¦¤ ï
¦¥ à æ¨®­ «ì­ ï â®çª  (áª ¦¥¬, á® §­ ¬¥­ â¥«¥¬ k) ­¥ ¯à¨­ ¤«¥¦¨â
¨­â¥à¢ « ¬ ¨§ ¬­®¦¥áâ¢ In ¯à¨ n ≥ k.

� ¤ ç  5. �¬. § ¤ çã 5 1 ªãàá .
� ¤ ç  6. �ãáâì ¯«®áª ï £« ¤ª ï ªà¨¢ ï Γ ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ¢ë¯ãª«ãî

®¡« áâì Ω ¯«®é ¤ìî 10π. �âà¥§®ª ¤«¨­ë 1 á ª®­æ ¬¨ ­  ªà¨¢®© Γ ¯à®-
â áª¨¢ ¥âáï ¯® ªà¨¢®© Γ â ª, çâ® ¥£® ª®­æë ¯à®å®¤ïâ ¢á¥ â®çª¨ ªà¨¢®©
Γ,   á¥à¥¤¨­  ®¯¨áë¢ ¥â £« ¤ªãî ªà¨¢ãî γ, ª®â®à ï ®£à ­¨ç¨¢ ¥â ¢ë-
¯ãª«ãî ®¡« áâì G ⊂ Ω. � ©â¨ ¯«®é ¤ì G.

�¥è¥­¨¥. �ãáâì ª®®à¤¨­ âë ª®­æ®¢ ¯à®â áª¨¢ ¥¬®£® ®âà¥§ª  AB ¨
¥£® á¥à¥¤¨­ë C ¥áâì

A (x1, y1) ∈ Γ, B (x2, y2) ∈ Γ, C

(
x1 + x2

2
,
y1 + y2

2

)
∈ γ ⊂ Ω.

�¥§ ®£à ­¨ç¥­¨ï ®¡é­®áâ¨ ¬®¦­® áç¨â âì, çâ® ¯à¨ ¯à®â áª¨¢ ­¨¨ ®â-
à¥§ª  â®çª¨ A ¨ B ¤¢¨¦ãâáï ¯® ªà¨¢®© Γ ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨. �®
á«¥¤áâ¢¨î ¨§ ä®à¬ã«ë �à¨­  ¯®«ãç ¥¬, çâ®

µΩ = 10π =
1

2

∫

Γ

x1 dy1+x2 dy2 =
1

2

∫

Γ

x1 dy2+x2 dy1+
1

2

∫

Γ

(x1−x2) d(y1−y2).

6



µG =
1

4

∫

Γ

(x1 + x2) d(y1 + y2) =
1

4

∫

Γ

x1 dy1 + x2 dy2 +
1

4

∫

Γ

x1 dy2 + x2 dy1 =

= 5π +
1

4

∫

Γ

x1 dy2 + x2 dy1,

®âáî¤ 
1

2

∫

Γ

x1 dy2 + x2 dy1 = 2µG− 10π.

� ¨â®£¥ ¯®«ãç ¥¬, çâ®

10π = 2µG− 10π +
1

2

∫

Γ

(x1 − x2) d(y1 − y2).

�®áª®«ìªã ¯à¨ ¯à®â áª¨¢ ­¨¨ ®âà¥§ª  AB ¯® ªà¨¢®© Γ ¢¥ªâ®à (x1 −
x2, y1− y2) ¤«¨­ë 1 á®¢¥àè ¥â ¯®¢®à®â ­  2π ¯à®â¨¢ ç á®¢®© áâà¥«ª¨, â®∫
Γ
(x1 − x2) d(y1 − y2) = π, ®âªã¤  µG = 39

4
π.
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