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Lời nói đầu

Chuyên đề "Biến phức, định lý và áp dụng" đóng vai trò như là một công

cụ đắc lực nhằm giải quyết hiệu quả nhiều bài toán của hình học, giải tích,

đại số, số học và toán tổ hợp. Ngoài ra, các tính chất cơ bản của số phức và

hàm biến phức còn được sử dụng nhiều trong toán hiện đại, các mô hình toán

ứng dụng, ...

Trong các kỳ thi Olympic toán sinh viên quốc tế và quốc gia, thì các bài

toán liên quan đến biến phức thường được đề cập dưới nhiều dạng phong phú

thông qua các đặc trưng và các biến đổi khác nhau của phương pháp giải, vừa

mang tính tổng hợp cao vừa mang tính đặc thù sâu sắc.

Chương trình toán học ở bậc Trung học phổ thông của hầu hết các nước

đều có phần kiến thức số phức. Ở nước ta, sau nhiều lần cải cách, nội dung

số phức cuối cùng cũng đã được đưa vào chương trình Giải tích 12, tuy nhiên

còn rất đơn giản. Vì nhiều lý do khác nhau, rất nhiều học sinh, thậm chí là

học sinh khá, giỏi sau khi học xong phần số phức cũng chỉ hiểu một cách rất

đơn sơ: sử dụng số phức, có thể giải được mọi phương trình bậc hai, tính một

vài tổng đặc biệt, ...

Việc sử dụng số phức và biến phức trong nghiên cứu, khảo sát hình học

(phẳng và không gian) tỏ ra có nhiều ưu việt, nhất là trong việc xem xét các

vấn đề liên quan đến các phép biến hình, quỹ tích và các dạng miền bảo giác.

Nhìn chung, hiện nay, chuyên đề số phức và biến phức (cho bậc trung học

phổ thông và đại học) đã được trình bày ở dạng giáo trình, trình bày lý thuyết

8
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cơ bản và có đề cập đến các áp dụng trực tiếp theo cách phân loại phương

pháp và theo đặc thù cụ thể của các dạng ví dụ minh họa.

Để đáp ứng nhu cầu bồi dưỡng nghiệp vụ sau đại học cho đội ngũ giáo

viên, các học viên cao học, nghiên cứu sinh chuyên ngành Giải tích, Phương

trình vi phân và tích phân, Phương pháp toán sơ cấp và bồi dưỡng học sinh

giỏi về chuyên đề số phức, biến phức và áp dụng, chúng tôi viết cuốn chuyên

đề nhỏ này nhằm trình bày đầy đủ các kiến thức tổng quan, các kỹ thuật cơ

bản về phương pháp sử dụng số phức và biến phức để tiếp cận các dạng toán

khác nhau của hình học, số học, toán rời rạc và các lĩnh vực liên quan.

Đây là chuyên đề bồi dưỡng nghiệp vụ sau đại học mà các tác giả đã giảng

dạy cho các lớp cao học, cho đội tuyển thi olympíc toán sinh viên quốc gia và

quốc tế và là nội dung bồi dưỡng giáo viên các trường đại học, cao đẳng và

trường chuyên trong cả nước từ nhiều năm nay.

Trong tài liệu này, chúng tôi đã sử dụng một số nội dung về lý thuyết cũng

như bài tập mang tính hệ thống đã được các Thạc sĩ và học viên cao học thực

hiện theo một hệ thống lôgíc nhất định dưới dạng các chuyên đề nghiệp vụ

bậc sau đại học. Những dạng bài tập khác là một số đề thi của các kì thi

học sinh giỏi và các bài toán trong các tạp chí Toán học và tuổi trẻ, Kvant,

Mathematica, các sách giáo khoa, chuyên đề và chuyên khảo, ... hiện hành ở

trong nước.

Cuốn sách được chia thành 5 chương.

Chương 1. Số phức và biến phức, lịch sử và các dạng biểu diễn

Chương 2. Tính toán trên số phức và biến phức

Chương 3. Một số ứng dụng của số phức trong đại số

Chương 4. Số phức trong các bài toán số học và tổ hợp
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Chương 5. Số phức và ứng dụng trong hình học

Chương 6. Số phức và lời giải của phương trình sai phân

Các tác giả xin chân thành cảm ơn lãnh đạo Bộ Giáo Dục và Đào tạo,

trường ĐHKHTN, ĐHQGHN đã ủng hộ và động viên để các trường hè bồi

dưỡng nâng cao kiến thức chuyên môn nghiệp vụ sau đại học các năm từ 2002

đến 2009 đã thành công tốt đẹp.

Cảm ơn các giáo viên từ 64 tỉnh thành trong cả nước đã nghe giảng, trao

đổi semina và đọc bản thảo, đã gửi nhiều ý kiến đóng góp quan trọng cho nội

dung cũng như cách trình bày thứ tự các chuyên đề.

Cuốn sách được hoàn thành với sự giúp đỡ nhiệt tình về mặt nội dung của

các thành viên trong semina liên trường-viện Giải tích - Đại số của Trường

Đại Học Khoa Học Tự Nhiên, ĐHQGHN.

Các tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn tới đồng nghiệp và độc giả có ý kiến

đóng góp để cuốn sách chuyên đề này được hoàn thiện.

Hà Nội ngày 02 tháng 06 năm 2009

Các tác giả



Chương 1

Số phức, biến phức lịch sử và
các dạng biểu diễn

1.1 Lịch sử hình thành khái niệm số phức

Lịch sử số phức bắt đầu từ thế kỷ XVI. Đó là thời kỳ Phục hưng của toán học

châu Âu sau đêm dài trung cổ. Các đại lượng ảo1

√
−1, b

√
−1, a+ b

√
−1

xuất hiện đầu tiên từ thế kỷ XVI trong các công trình của các nhà toán học

Italy "Nghệ thuật vĩ đại hay là về các quy tắc của đại số" (1545) của G.Cardano

(1501 - 1576) và "Đại số" (1572) của R.Bombelli (1530 - 1572). Nhà toán học

Đức Felix Klein (1849 - 1925) đã đánh giá công trình của G.Cardano như sau:

"tác phẩm quý giá đến tột đỉnh này đã chứa đựng những mầm mống của đại

số hiện đại và nó vượt xa tầm của toán học thời cổ đại".

Khi giải phương trình bậc hai Cardano và Bombelli đã đưa vào xét kí hiệu
√
−1 là lời giải hình thức của phương trình x2 +1 = 0, xét biểu thức b

√
−1 là

nghiệm hình thức của phương trình x2 + b2 = 0. Khi đó biểu thức tổng quát

hơn dạng

(x− a)2 + b2 6= 0

1Tên gọi "ảo" là dịch từ tiếng Pháp "imaginaire" do R.Descates đề xuất năm 1637.

11
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có thể xem là nghiệm hình thức của phương trình (x − a)2 + b2 = 0. Về sau

biểu thức dạng

a+ b
√
−1, b 6= 0

xuất hiện trong quá trình giải phương trình bậc hai và bậc ba (công thức

Cardano) được gọi là đại lượng "ảo" và sau đó được Gauss gọi là số phức2 và

thường được kí hiệu là a+ bi, trong đó kí hiệu

i :=
√
−1

được L.Euler3 đưa vào 1777 gọi là đơn vị "ảo".

Quá trình thừa nhận số phức như một công cụ quý giá của toán học đã diễn

ra rất chậm chạp. Ngay tên gọi và kí hiệu i :=
√
−1 là đơn vị "ảo" cũng đã

gây nên nhiều nỗi băn khoăn, thắc mắc từ đó dẫn đến khủng hoảng niềm tin

vì nó không có gì chung với số - một công cụ của phép đếm, mặc dù người ta

vẫn xem đó là một kí hiệu trừu tượng thoả mãn định nghĩa

i2 = −1.

Sự khủng hoảng niềm tin càng trở nên sâu sắc hơn bởi việc chuyển một cách

thiếu cân nhắc và thiếu thận trọng một số quy tắc của đại số thông thường cho

các số phức đã sản sinh ra những nghịch lí khó chịu. Chẳng hạn như nghịch

lí sau đây: vì i =
√
−1 nên i2 = −1, nhưng đồng thời bằng cách sử dụng các

quy tắc thông thường của phép toán khai căn bậc hai lại thu được

i2 =
√
−1
√
−1 =

√
(−1)(−1) =

√
(−1)2 =

√
1 = 1.

Hóa ra −1 = 1!

Ta nhấn mạnh lại rằng hệ thức

i2 = −1
2Thuật ngữ "số phức" là do nhà toán học Pháp N.Carnot (1753-1823) đưa vào đầu tiên (1803)
3L. Euler (1707-1783) là nhà toán học Thụy sĩ



1.1. Lịch sử hình thành khái niệm số phức 13

là định nghĩa số mới i cho phép ta đưa vào xét số phức. Điều đó có nghĩa rằng

hệ thức đó không thể chứng minh, nó chỉ là quy ước.

Tuy vậy, cũng có người muốn chứng minh hệ thức đó. Trong cuốn sách "Phương

pháp toạ độ " của mình, Viện sỹ L.S. Pointriagin đã mô tả lại chứng minh đó

như sau:

Đầu tiên người ta lấy nửa đường tròn với đường kính AB. Từ điểm R tuỳ ý

của nửa đường tròn hạ đường vuông góc RS. Theo một định lí của hình học

sơ cấp, độ dài đường vuông góc RS là trung bình nhân giữa các độ dài của

các đoạn thẳng AS và SB. Vì nói đến độ dài nên sẽ không sai sót lớn khi nói

rằng bình phương đoạn thẳng RS bằng tích các đoạn thẳng AS và BS. Bây

giờ, trở về với mặt phẳng phức. kí hiệu điểm −1 là A ; điểm +1 là B và điểm

i là R. Khi đó S sẽ là điểm 0. Tác giả của phép chứng minh đã lập luận như

sau:

Đoạn thẳng RS là i, đoạn thẳng AS là −1 và SB là +1. Như vậy, theo định

lí vừa nhắc lại ở trên ta có

i2 = (−1)(+1) = −1.

Thật đáng tiếc là phép chứng minh kỳ lạ này vẫn được viết trong sách và giảng

dạy ở một số trường phổ thông trước thế chiến thứ II.

Lịch sử toán học cũng ghi lại rằng Cardano cũng đã nhắc đến các nghiệm phức

nhưng lại gọi chúng là các nghiệm "nguỵ biện". Chẳng hạn, khi giải hệ phương

trình {
x+ y = 10
xy = 40

Cardano đã tìm được nghiệm 5 +
√
−5 và 5 +

√
−5 và ông đã gọi nghiệm này

là "âm thuần tuý" và thậm chí còn gọi là "nghiệm âm nguỵ biện".

Có lẽ tên gọi "ảo" là di sản vĩnh cửu của "một thời ngây thơ đáng trân trọng

của số học".
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Thậm chí đối với nhiều nhà bác học lớn thế kỷ XVIII bản chất đại số và bản

chất hình học của các đại lượng ảo không được hình dung một cách rõ ràng

mà còn đầy bí ẩn. Chẳng hạn, lịch sử cũng ghi lại rằng I.Newton đã không

thừa nhận các đại lượng ảo và không xem các đại lượng ảo thuộc vào các khái

niệm số, còn G.Leibniz thì thốt lên rằng: "Các đại lượng ảo - đó là nơi ẩn náu

đẹp đẽ huyền diệu đối với tinh thần của đấng tối cao, đó dường như một giống

lưỡng cư sống ở một chốn nào đấy giữa cái có thật và không có thật".

Người đầu tiên nhìn thấy lợi ích do đưa số phức vào toán học mang lại chính

là nhà toán học Italy R. Bombelli. Trong cuốn "Đại số" (1572) ông đã định

nghĩa các phép tính số học trên các đại lượng ảo và do đó ông đã sáng tạo nên

lí thuyết các số "ảo".

Thuật ngữ số phức được dùng đầu tiên bởi K.Gauss4 (năm 1831). Vào thế

kỷ XVII - XVIII nhiều nhà toán học khác cũng đã nghiên cứu các tính chất

của đại lượng ảo (số phức!) và khảo sát các ứng dụng của chúng. Chẳng hạn

L.Euler mở rộng khái niệm logarit cho số phức bất kì (1738), còn A.Moivre5

nghiên cứu và giải bài toán căn bậc tự nhiên đối với số phức (1736).

Sự nghi ngờ đối với số ảo (số phức!) chỉ tiêu tan khi nhà toán học người Nauy

là C.Wessel đưa ra sự minh hoạ hình học về số phức và các phép toán trên

chúng trong công trình công bố năm 1799. Đôi khi phép biểu diễn minh hoạ

số phức cũng được gọi là "sơ đồ Argand" để ghi nhận công lao của nhà toán

học Thuỵ Sỹ R.Argand - người thu được kết quả như của Wessel một cách độc

lập.

Lí thuyết thuần tuý số học đối với các số phức với tư cách là các cặp số thực

có thứ tự (a; b), a ∈ R, b ∈ R được xây dựng bởi nhà toán học Ailen là

W.Hamilton (1837). Ở đây đơn vị "ảo" i chỉ đơn giản là một cặp số thực có

thứ tự - cặp (0; 1), tức là đơn vị "ảo" được lí giải một cách hiện thực.

4C.Gauss (1777-1855) là nhà toán học Đức
5A.Moivre (1667-1754) là nhà toán học Anh
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Cho đến thế kỷ XIX, Gauss mới thành công trong việc luận chứng một cách

vững chắc khái niệm số phức. Tên tuổi của Gauss cũng gắn liền với phép chứng

minh chính xác đầu tiên đối với Định lí cơ bản của Đại số khẳng định rằng

trong trường số phức C mọi phương trình đa thức đều có nghiệm.

Bản chất đại số của số phức thể hiện ở chỗ số phức là phần tử của trường mở

rộng (đại số) C của trường số thực R thu được bằng phép ghép đại số cho R

nghiệm i của phương trình

x2 + 1 = 0.

Với định lí cơ bản của đại số, Gauss đã chứng minh được trường C trở thành

trường đóng đại số. Điều đó có nghĩa là khi xét các nghiệm của phương trình

đại số trong trường này ta không thu được thêm số mới. Đương nhiên trường

số thực R (và do đó cả trường số hữu tỷ Q) không có tính chất đóng đại số.

Chẳng hạn, phương trình với hệ số thực có thể không có nghiệm thực.

Nhìn lại hơn 2500 năm từ thời Pythagor đến giờ, con đường phát triển khái

niệm về số có thể tóm tắt bởi N→ Z→ Q→ R→ C với các bao hàm thức:

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.

Bằng các kết quả sâu sắc trong các công trình của các nhà toán học K.Weierstrass,

G.Frobenius, B.Peirce người ta mới nhận ra rằng mọi cố gắng mở rộng tập số

phức theo con đường trên đều không có kết quả khả quan. K.Weierstrass đã

chứng minh tập hợp số phức C không thể mở rộng thành tập hợp rộng hơn

bằng cách ghép thêm số mới để trong tập hợp số rộng hơn thu được vẫn bảo

toàn mọi phép tính và mọi quy luật của các phép toán đã đúng trong tập hợp

số phức. Như vậy, các tập hợp số mới chứa tập số phức chỉ có thể thu được

bằng việc từ bỏ một số tính chất thông thường nào đó của các số phức. Chẳng

hạn nhà toán học Ailen là W.Hamilton (1805 - 1865) đã bứt phá ra khỏi phạm

vi số phức và thu được các quatenion là trường hợp đơn giản nhất của hệ siêu
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phức nhưng đành phải từ bỏ tính chất giao hoán của phép nhân. Hệ thống các

quatenion là hệ không giao hoán và các quatenion thể hiện được trong không

gian bốn chiều R4.

Dạng tổng quát của quatenion là

a+ bi+ cj + dk; a, b, c, d ∈ R,

trong đó 1; i; j; k được Hamilton chỉ ra là các đơn vị siêu phức và được

Hamilton gọi là các quatenion. Ở đây

i2 = j2 = k2 = ijk = −1

và chính Hamilton đã lập ra bảng nhân sau đây:

x i j k
i −1 k −j
j −k −1 i
k j −i −1

Để dễ nhớ bảng nhân này ta lưu ý hình vẽ bổ trợ sau. Ta biểu diễn các

quatenion i, j, k bởi ba điểm trên đường tròn theo thứ tự cùng chiều kim đồng

hồ.

Tích của hai số bất kì trong bộ ba i, j, k bằng số thứ ba nếu phép vòng quanh

từ thừa số thứ nhất đến thừa số thứ hai là theo chiều kim đồng hồ và bằng số

thứ ba và với dấu trừ nếu phép vòng quanh đó ngược chiều kim đồng hồ. Rõ

ràng là phép nhân không có tính chất giao hoán.

Đối với toán học ngày nay các số phức và siêu phức là những chỉnh thể hoàn

toàn tự nhiên, nó không "ảo" hơn chút nào so với chính các số thực.

Nhìn lại lịch sử lâu dài của sự phát triển khái niệm số ta thấy rằng cứ mỗi lần

khi đưa vào những số mới các nhà toán học cũng đồng thời đưa vào các quy

tắc thực hiện các phép toán trên chúng. Đồng thời với điều đó các nhà toán

học luôn luôn cố gắng bảo toàn các quy luật số học cơ bản (luật giao hoán của
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phép cộng và phép nhân, luật kết hợp và luật phân bố, luật sắp xếp tuyến tính

của tập hợp số). Tuy nhiên sự bảo toàn đó không phải khi nào cũng thực hiện

được. Ví như khi xây dựng trường số phức người ta đã không bảo toàn được

luật sắp xếp tuyến tính vốn có trong trường số thực, hay khi xây dựng tập hợp

các số quatenion ta cũng không bảo toàn được luật giao hoán của phép nhân.

Tổng kết lịch sử toàn bộ quá trình phát triển khái niệm số, nhà toán học Đức

L.Kronecker (1823 - 1891) đã viết:

"Thượng đế đã tạo ra số tự nhiên, còn tất cả các loại số còn lại đều là công

trình sáng tạo của con người".

Có thể nói rằng với khẳng định bất hủ này L.Kronecker đã xác định nền móng

vững chắc cho toà lâu đài toán học tráng lệ mà con người đang sở hữu.

1.2 Các dạng biểu diễn số phức

1.2.1 Biểu diễn số phức dưới dạng cặp

Mỗi số phức a + bi hoàn toàn được xác định bởi việc cho hai số thực a và b

thông thường (a, b ∈ R) gọi là các thành phần của chúng.

Người đầu tiên cố gắng nêu rõ đặc trưng quy luật của các phép tính bằng ngôn

ngữ các thành phần không cần nhắc đến kí hiệu "nghi vấn" i là Hamilton. Cụ

thể, ông đã diễn tả mỗi số phức bởi một cặp số thực (có thứ tự) thông thường.

Vì tập hợp số thực là tập hợp con của tập hợp số phức C nên khi xác định

các phép tính số học cơ bản trên các số phức ta cần đòi hỏi rằng khi áp dụng

cho các số thực các phép toán đó đưa lại kết quả như kết quả thu được trong

số học các số thực. Mặt khác, nếu ta mong muốn các số phức có những ứng

dụng trong các vấn đề của giải tích thì ta cần đòi hỏi rằng các phép toán cơ

bản được đưa vào đó phải thoả mãn các tiên đề thông thường của số học các

số thực.

Định nghĩa 1.1. Một cặp số thực có thứ tự (a; b), a ∈ R, b ∈ R, được gọi
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là một số phức nếu trên tập hợp các cặp đó quan hệ bằng nhau, phép cộng và

phép nhân được đưa vào theo các định nghĩa (tiên đề) sau đây:

i) Quan hệ đồng nhất trong tập số phức: (a; b) = (c; d)⇔
{
a = c
b = d.

Chú ý rằng đối với hai số phức bằng nhau (a; b) và (c; d) ta có thể viết

(a; b) ≡ (c; d) (nếu muốn nhấn mạnh đây là quan hệ đồng nhất giữa hai cặp số

thực sắp thứ tự) hoặc (a; b) = (c; d) (nếu muốn nói rằng đây là quan hệ bằng

nhau giữa hai số phức).

ii) Phép cộng trong tập số phức: (a; b) + (c; d) := (a + c; b + d) và cặp

(a+ c; b+ d) được gọi là tổng của các cặp (a; b) và (c; d).

iii) Phép nhân trong tập số phức: (a; b)(c; d) := (ac − bd; ad + bc) và cặp

(ac− bd; ad+ bc) được gọi là tích của các cặp (a; b) và (c; d).

iv) Số thực trong tập số phức: Cặp (a; 0) được đồng nhất với số thực a,

nghĩa là

(a; 0) := a hay là (a; 0) ≡ a.

Tập hợp các số phức được kí hiệu là C.

Như vậy, mọi phần của định nghĩa số phức đều được phát biểu bằng ngôn ngữ

số thực và các phép toán trên chúng.

Trong định nghĩa này ba tiên đề đầu thực chất là định nghĩa khái niệm bằng

nhau, khái niệm tổng và khái niệm tích của các số phức. Do đó việc đối chiếu

các tiên đề đó với nhau sẽ không dẫn đến bất cứ mâu thuẫn nào. Điều duy

nhất có thể gây ra đôi chút lo ngại là tiên đề iv). Vấn đề là ở chỗ vốn dĩ các

khái niệm bằng nhau, tổng và tích các số thực có ý nghĩa hoàn toàn xác định

và do đó nếu các khái niệm này không tương thích với những khái niệm được

đề cập đến trong các tiên đề i) - iii) khi xét các số thực với tư cách là các cặp

dạng đặc biệt thì buộc phải loại trừ tiên đề iv). Do đó ta cần đối chiếu tiên đề

iv) với các tiên đề i), ii) và iii).
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1) i) - iv). Giả sử hai số thực a và b bằng nhau như những cặp dạng đặc

biệt đồng nhất với chúng: (a; 0) = (b; 0). Khi đó theo tiên đề i), ta có

(a; 0) = (b; 0)⇔ a = b,

tức là chúng bằng nhau theo nghĩa thông thường.

2) ii) - iv). Theo tiên đề ii), tổng hai số thực a và c được xét như những

cặp (a; 0) và (c; 0) là bằng cặp (a+ c; 0 + 0) = (a+ c; 0). Nhưng theo tiên đề

iv) thì (a+ c; 0) ≡ a+ c. Như vậy

(a; 0) + (c; 0) = (a+ c; 0 + 0) = (a+ c; 0) ≡ a+ c,

tức là đồng nhất bằng tổng a+ c theo nghĩa thông thường.

3) iii) - iv). Theo tiên đề iii), tích các số thực a và b được xét như những

cặp (a; 0) và (c; 0) là bằng cặp

(ac− 0 · 0; a · 0 + 0 · c) = (ac; 0)

và theo tiên đề iv) ta có (ac; 0) ≡ ac. Như vậy

(a; 0)(c; 0) = (ac; 0) ≡ ac,

tức là đồng nhất bằng tích a với c theo nghĩa thông thường.

Như vậy tiên đề iv) tương thích với các tiên đề i), ii) và iii).

Ta cũng lưu ý các công thức sau đây được suy trực tiếp từ iii) và iv):

λ(a; b) = (λa;λb), λ ∈ R.

Thật vậy, từ iv) và iii) ta có:

λ(a; b) = (λ; 0)(a; b) = (λa− 0 · b;λb+ 0 · a) = (λa;λb).

Nếu λ = m ∈ N thì theo ii) ta có

(a; b) + (a; b) = (2a; 2b);
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(2a; 2b) + (a; b) = (3a; 3b), . . .

tức là (ma;mb) là kết quả phép cộng liên tiếp m số hạng bằng (a; b).

Điều đó phù hợp với biểu tượng thông thường là phép nhân với số tự nhiên

tương ứng với phép cộng m số hạng bằng nhau. Dễ dàng thấy rằng các tiên đề

ii) và iii) là tương thích với nhau và các quy luật thông thường của các phép

tính thực hiện trên các số vẫn được bảo toàn khi chuyển sang số phức (đương

nhiên phải cắt bỏ các quy luật có quan hệ tới tính chất sắp được tuyến tính).

Từ định nghĩa suy ra trong tập hợp C phép cộng và phép nhân có tính chất

kết hợp và giao hoán ; phép nhân liên hệ với phép cộng theo luật phân bố ;

phép cộng có phép tính ngược là phép trừ và do đó tồn tại phần tử 0 là cặp

(0 ; 0) vì (a; b) + (0; 0) = (a; b), ∀a, b ∈ R.

Vai trò đơn vị trong tập hợp số phức C là cặp (1; 0) vì theo tiên đề iii)

(a; b)(1; 0) = (a; b).

Hai số phức z = (a; b) và z̄ = (a;−b) được gọi là liên hợp với nhau. Ta có

zz̄ = (a; b)(a;−b) = a2 + b2 ≥ 0.

Từ tính chất này suy ra rằng với mọi (a; b) 6= (0; 0) tồn tại cặp nghịch đảo

(a; b)−1, cụ thể là cặp

1

a2 + b2
(a;−b) =

( a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)
.

Như vậy ta đã chứng minh rằng tập hợp các số phức C lập thành một trường.

Trường đó có tính chất :

(a) R ⊂ C.

(b) Phương trình x2 + 1 = 0 có nghiệm trong C. Đó là cặp (0 ; 1) và (0 ;

-1).

Dưới dạng cặp các phép toán trên C được thực hiện theo các quy tắc
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(i). (a1; b1)+(a2; b2) = (a1+a2; b1+b2) ; (a1; b1)−(a2; b2) = (a1−a2; b1−b2)

;

(ii). (a1; b1)(a2; b2) = (a1a2 − b1b2; a1b2 + a2b1);

(iii).
(a1; b1)

(a2; b2)
=
(a1a2 + b1b2

a2
2 + b22

;
a1b2 − aq2b1
a2

2 + b22

)
, trong đó (a2; b2) 6= (0; 0).

1.2.2 Biểu diễn số phức dưới dạng đại số

Như vậy, ta đã định nghĩa và diễn đạt mọi quy tắc tính thực hiện trên các số

phức bằng ngôn ngữ các thành phần tức là bằng ngôn ngữ các số thực. Điều

này rất quan trọng vì với cách đó người ta không bị ám ảnh bởi "cái ảo"của

kí hiệu i mang lại (mặc dù nó rất thực vì i là cặp (0 ; 1).)

Bây giờ ta trở về với cách viết thông thường (hay dưới dạng Descartes) đối

với số phức. Rõ ràng là mọi số phức (a; b) ∈ C đều biểu diễn được dưới dạng

(a; b) = (a; 0) + (0; b) = (a; 0) + (b; 0)(0; 1) = a+ bi,

trong đó cặp (0; 1) được kí hiệu bởi chữ i.

Từ tiên đề iii), suy rằng

i2 = (0; 1)(0; 1) = (0 · 0− 1 · 1; 0 · 1 + 1 · 0) = (−1; 0) = −1.

Như vậy ta đã trở về với cách viết thông thường đối với số phức (a; b) dưới

dạng a+ bi nhưng giờ đây đơn vị ảo i có ý nghĩa hoàn toàn hiện thực vì nó là

một trong các cặp số thực mà các phép tính trên chúng được định nghĩa bởi

các tiên đề i), ii), iii) và iv), đó chính là cặp (0; 1). Thậm chí, có thể xem nhân

tử i bên cạnh số thực b như một dấu hiệu chỉ rõ số thực b là thành phần thứ

hai của số phức (a; b).

Thành phần thứ nhất của số phức z = a + bi được gọi là phần thực của số

đó và được kí hiệu Re z, thành phần thứ hai được gọi là phần ảo và được kí

hiệu là Im z. Cần nhấn mạnh rằng phần ảo cũng như phần thực của số phức

là những số thực.
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Biểu thức (a; b) = a + bi được gọi là dạng đại số hay dạng Descartes của số

phức.

Hệ thức (a; b) = a+ bi chứng tỏ rằng giữa các cặp số thực có thứ tự (a; b) và

các biểu thức dạng a+ bi tồn tại phép tương ứng đơn trị một - một và phép

tương ứng đó được mô tả bởi hệ thức vừa nêu. Nhờ phép tương ứng đó, thay

vì xét các cặp ta có thể xét các biểu thức a+ bi biểu diễn chúng.

Các phép toán (i)-(iii) đối với các số phức viết dưới dạng đại số z1 := a1 + b1i ;

z2 := a2 + b2i được định nghĩa như sau

(i*) z1 + z2 = (a1 + b1i) + (a2 + b2i) = (a1 + a2) + (b1 + b2)i,

z1 − z2 = (a1 + b1i)− (a2 + b2i) = (a1 − a2) + (b1 − b2)i,

(ii*) z1z2 = (a1 + b1i)(a2 + b2i) = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1)i,

(iii*)
z1

z2
=
a1 + b1i

a2 + b2i
=
a1a2 + b1b2
a2

1 + b22
+
a1b2 − a2b1
a2

1 + b22
i, trong đó a2

2 + b22 6= 0.

Nếu z = a+ bi thì số phức liên hợp z̄ = a− bi. Do đó

z + z̄ =2 Re z,

z − z̄ =2 Im z,

z · z̄ =|z|2, trong đó |z| = r =
√
z · z̄ =

√
a2 + b2.

Số |z| = r =
√
z · z̄ =

√
a2 + b2 được gọi là môđun của số phức z. Đối với số

phức z1, z2 ∈ C, ta luôn có

||z1| − |z2|| ≤ |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.

1.2.3 Biểu diễn hình học của số phức

Ta biết rằng giữa tập hợp mọi cặp số thực có thứ tự và tập hợp mọi điểm của

mặt phẳng Euclide với các tọa độ Descartes vuông góc R2 có thể xác lập phép

tương ứng đơn trị một-một. Để có điều đó mỗi cặp số thực có thứ tự (a; b) cần

được đặt tương ứng với điểm M(a; b) có hoành độ x = a và tung độ y = b.
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Vì mỗi số phức được định nghĩa như là một cặp số thực có thứ tự nên mỗi số

phức (a; b) = a + bi có thể đặt tương ứng với điểm M(a; b) và ngược lại, mỗi

điểm M(a; b) của mặt phẳng sẽ tương ứng với số phức (a; b) = a + bi. Đó là

phép tương ứng đơn trị một-một.

Nhờ phép tương ứng

(a; b) 7→ a+ bi

ta xem các số phức như là một điểm của mặt phẳng tọa độ hay vectơ với điểm

đầu tại gốc tọa độ O(0; 0) và điểm mút tại M(a; b).

Định nghĩa 1.2. Mặt phẳng tọa độ với phép tương ứng đơn trị một-một

(a; b) 7→ a+ bi

được gọi là mặt phẳng phức hay mặt phẳng Gauss và cũng được kí hiệu là C

và z = a+ bi là một điểm của mặt phẳng đó.

Một cách ngắn gọn, mặt phẳng R2 mà các điểm của nó được đồng nhất với

các phần tử của trường C được gọi là mặt phẳng phức.

Trục hoành của mặt phẳng tọa độ được gọi là trục thực (do các điểm của nó

tương ứng với các số (a; 0) ≡ a ∈ R) còn trục tung được gọi là trục ảo (do các

điểm của nó tương ứng với các số thuần ảo (0; b) = bi).

Số phức z = a+ bi cũng có thể biểu diễn được bởi một vectơ đi từ gốc tọa độ

với các hình chiếu a và b trên các trục tọa độ. Như vậy, vectơ z = a+ bi bằng

bán kính vectơ của điểm z.

Với cách biểu diễn số phức dưới dạng vectơ đi từ gốc tọa độ, các phép cộng và

trừ các số phức được thực hiện theo các quy tắc cộng và trừ các vectơ. Tuy

nhiên phép nhân và phép chia cần thực hiện theo quy tắc (ii*) và (iii*) do

trong đại số vectơ không có các quy tắc tương tự trực tiếp như vậy.

Thông thường, các thuật ngữ "số phức" ; "vectơ " ; "điểm" được xem là

đồng nghĩa.
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1.2.4 Biểu diễn số phức nhờ ma trận

Trong mục 1.1 và mục 1.2 , ta đã xây dựng trường số phức nhờ các cặp số

thực có thứ tự z = (a; b), a, b ∈ R. Ưu điểm lớn nhất của phương pháp này

là nó "hóa giải" được cái phần thần bí do kí hiệu "nghi vấn" i mang lại.

Bên cạnh cách xây dựng đó, còn tồn tại nhiều cách xây dựng khác nữa. Sau

đây ta sẽ trình bày cách xây dựng dựa trên phép cộng và nhân ma trận trên

trường số thực.

Ta xét tập hợp các ma trận cấp hai dạng đặc biệt trên trường số thực

M :=

{(
a b
−b a

)∣∣∣∣∣ a, b ∈ R

}

mà trên đó các phép toán cộng và nhân được thực hiện theo các quy tắc thông

thường của đại số ma trận. Có thể chứng minh rằng tập hợp M lập thành

một trường.

Tiếp đó, mỗi số phức z = a+ bi ta đặt tương ứng với ma trận
(
a b
−b a

)
(1.1)

Đó là ánh xạ tương ứng đơn trị một-một. Qua ánh xạ này toàn bộ trường số

phức được ánh xạ lên tập hợp M các ma trận dạng (1.1). Ta có
(
a b
−b a

)
+

(
c d
−d c

)
=

(
a+ c b+ d
−(b+ d) a+ c

)
(1.2)

(
a b
−b a

)
×
(
c d
−d c

)
=

(
ac− bd ad+ bc
−(ad+ bc) ac− bd

)
(1.3)

Từ (1.2) và (1.3) suy ra rằng ánh xạ đã xây dựng là đẳng cấu giữa C vàM vì

ma trận ở vế phải của (1.2) là tương ứng với các số phức

(a+ c) + (b+ d)i = (a+ bi) + (c+ di)

và ma trận ở vế phải của (1.3) là tương ứng với các số phức

(ac− bd) + (ad+ bc)i = (a+ bi)(c+ di).
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Từ đó suy rằng tổng và tích hai số phức trong C tương ứng với tổng và tích

các ảnh của chúng trong M.

Đồng thời ta cũng thu được tập hợp M0 các ma trận cấp 2 dạng

M0 :=

{(
a 0
0 a

)∣∣∣∣∣ a ∈ R

}

là đẳng cấu với tập hợp các số thực trong R. Trong phép đẳng cấu này mỗi số

thực a tương ứng với ma trận (
a 0
0 a

)
.

Từ đó có thể đồng nhất ma trận ;

(
a 0
0 a

)
với số thực a.

Nếu ta xét một ma trận tùy ý củaM thì

z =

(
a b
−b a

)
=

(
a 0
0 a

)
+ b

(
0 1
−1 0

)
= a+ bj,

trong đó

j =

(
0 1
−1 0

)
.

Dễ thấy rằng j2 = −1. Thật vậy, ta có

j2 =

(
0 1
−1 0

)(
0 1
−1 0

)
=

(
−1 0
0 −1

)
= −1.

Từ đó, ma trận j có vai trò như đơn vị ảo.

1.2.5 Dạng lượng giác và dạng mũ của số phức

Bằng cách sử dụng tọa độ cực trên mặt phẳng phức C:

(a) độ dài bán kính vectơ r := |z| =
√
zz̄ =

√
a2 + b2;

(b) góc cực ϕ = Arg được gọi là acgumen của z,

ta thu được hệ thức

z = a+ bi = r(cosϕ + i sinϕ), (1.4)
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Re z = a = r cosϕ, Im z = b = r sinϕ.

Biểu thức (1.4) được gọi là dạng lượng giác hay dạng cực của số phức z = a+bi.

Argumen ϕ = Arg z là hàm thực đa trị của biến phức z 6= 0 và đối với z đã

cho, các giá trị của hàm sai khác nhau một bội nguyên của 2π. Hàm acgumen

không xác định tại z = 0. Thông thường người ta sử dụng giá trị chính của

acgumen

ϕ = arg z

xác định với điều kiện bổ sung

−π < arg z ≤ π

hoặc

0 ≤ arg z < 2π.

Để đơn giản cách viết các số phức ta đặt

cosϕ± i sinϕ = e±iϕ.

dạng lượng giác (1.4) được biến đổi thành dạng mũ

z = reiϕ. (1.5)

đó là dạng số mũ của số phức z 6= 0.

Các công thức (1.4) và (1.5) đặc biệt tiện lợi khi thực hiện phép nhân và chia

các số phức.

Dễ dàng chứng minh rằng nếu z1 = r1e
iϕ1 và z2 = r2e

iϕ2 thì

1. z1z2 = r1r2e
i(ϕ1+ϕ2) ; ;

2.
z1

z2

=
r1
r2
eiϕ1−ϕ2), r2 6= 0.

Phép nâng số phức z = a+ bi = r(cosϕ + i sinϕ) lên lũy thừa bậc n đối với

số phức được thực hiện theo công thức Moivre.
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zn = rneinϕ. (1.6)

wk = n
√
z = n
√
rei ϕ+2kπ

n , k = 0; 1; . . . ;n− 1. (1.7)

Công thức

[r(cosϕ+ i sinϕ)]n = rn(cosnϕ + i sinnϕ). (1.8)

được gọi là công thức Moivre. Nếu r = 1 thì công thức Moivre có dạng đặc

biệt

(cosϕ+ i sinϕ)n = cos nϕ+ i sinnϕ. (1.9)

Từ công thức (1.6) suy rằng căn bậc n của số phức có đúng n giá trị. Ta cũng

cần lưu ý rằng khái niệm "giá trị số học" trong phép khai căn số phức không

được đưa vào và không thể đưa khái niệm đó vào theo cách tự nhiên nào đó.

Đến đây, quay lại tìm hiểu "trò chơi ngụy biện" trong nghịch lí đã nêu ở trên,

ta thấy sai lầm chủ yếu đã phạm phải ở đó là việc chọn các giá trị của căn bậc

hai của số phức.

Từ (1.6) và (1.8) và bằng cách thay ϕ bởi −ϕ ta có

cosϕ =
1

2
(eiϕ + ie−iϕ),

sinϕ =
1

2i
(eiϕ − e−iϕ).





(1.10)

Các công thức (1.10) được gọi là công thức Euler.

1.2.6 Biểu diễn các số phức trên mặt cầu Riemann

Cùng với cách biểu diễn số phức như là vectơ hay điểm trên mặt phẳng còn có

cách biểu diễn hình học khác nữa. Đó là biểu diễn số phức bởi điểm của mặt

cầu gọi là mặt cầu Riemann.



28 Chương 1. Số phức, biến phức lịch sử và các dạng biểu diễn

Trong không gian Euclide ba chiều với hệ tọa độ Descartes vuông góc (ξ; η; ζ)

ta xét mặt cầu với tâm tại điểm
(
0; 0;

1

2

)
với bán kính bằng

1

2

S =

{
(ξ; η; ζ) : ξ2 + η2 +

(
ζ − 1

2

)2

=
1

4

}

sao cho nó tiếp xúc với mặt phẳng z tại gốc tọa độ và trục thực của mặt phẳng

z trùng với trục {η = 0; ζ = 0}, còn trục ảo thì trùng với trục {ξ = 0; ζ = 0}.

Ta xét phép chiếu π với cực bắc tại điểm P (0; 0; 1). Giả sử z ∈ C là điểm tùy

ý. Nối điểm z ∈ C với cực bắc P bằng đoạn thẳng. đoạn thẳng này cắt mặt

cầu S tại điểm A(z). Và ngược lại, giả sử A ∈ S là một điểm tùy ý của mặt

cầu. Khi đó tia PA sẽ cắt mặt phẳng phức tại điểm z. Hiển nhiên rằng đó là

một phép tương ứng đơn trị một-một.

Định nghĩa 1.3. Phép tương ứng

π : C 3 z 7→ A(z) ∈ S

như đã mô tả ở trên được gọi là phép chiếu nổi với cực tại điểm P . điểm

A(z) ∈ S được gọi là ảnh nổi hay là ảnh cầu của điểm z.

Định lý 1.1. Trong phép chiếu nổi

π : C 3 z 7→ A(z) ∈ S

điểm x = x+ iy ∈ C sẽ tương ứng với điểm A(z) ∈ S có tọa độ là

ξ =
x

1 + |z|2 , η =
y

1 + |z|2 , ζ =
|z|2

1 + |z|2 · (1.11)

Công thức (1.11) được gọi là công thức của phép chiếu nổi.

Chứng minh. Thật vậy, vì ba điểm P (0; 0; 1), A(z) = (ξ; η; ζ) và z = (x; y; 0)

cùng nằm trên một đường thẳng nên các tọa độ của chúng phải thỏa mãn hệ

thức

ξ − 0

x− 0
=
η − 0

y − 0
=
ζ − 1

0 − 1
,
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hay là

x =
ξ

1− ζ
, y =

η

1 − ζ
, z =

ξ + iη

1− ζ
· (1.12)

Để ý rằng

|z|2 =
ξ2 + η2

(1− ζ)2
và ξ2 + η2 +

(
ζ − 1

2

)2

=
1

4

ta thu được

|z|2 =
ζ

1 − ζ ,

và do đó ζ =
|z|2

1 + |z|2 . Thế giá trị ζ vào (1.12) ta tìm được

ξ =
x

1 + |z|2 , η =
y

1 + |z|2 ·

Hiển nhiên trong phép biến đổi π, điểm P (0; 0; 1) không tương ứng với điểm z

nào của mặt phẳng C. Bây giờ ta xét số phức ”lí tưởng" z =∞ và “bổ sung"

cho mặt phẳng phức C bằng cách thêm cho nó điểm xa vô cùng duy nhất (gọi

tắt là điểm vô cùng) tương ứng với số phức z =∞.

Định nghĩa 1.4. Tập hợp lập nên từ mặt phẳng phức C và điểm vô cùng (kí

hiệu là ∞) được gọi là mặt phẳng phức mở rộng và kí hiệu là C.

Như vậy C = C∪{∞} và C không phải là một trường. Từ định lí 1.1 suy rằng

phép chiếu nổi π xác lập sự tương ứng đơn trị một-một giữa các điểm của C

và các điểm của S \ {P}.

Hiển nhiên khi |z| → ∞ thì điểm A(z) sẽ dần đến điểm P (0; 0; 1). Thật vậy,

từ tính đồng dạng của hai tam giác zOP và APO suy rằng

AP =
1√

1 + |z|2
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và do đó AP → 0 khi |z| → ∞.

Từ sự lí luận đó ta rút ra kết luận rằng phép chiếu nổi π : C 7→ S \ {P} có

thể thác triển vào C thành

π∗ : C→ S

bằng cách đặt

π∗∣∣
C = π, z ∈ C

và

π(∞) = P (0; 0; 1).

Do đó, một cách tự nhiên ta có thể cho rằng điểm z =∞ tương ứng với “cực

bắc" P của mặt cầu S và mọi điểm trên mặt cầu S có thể xem như là mô

tả điểm tương ứng của mặt phẳng C. Phương pháp biểu diễn hình học các số

phức như trên được gọi là phương pháp biểu diễn cầu của các số phức. Mặt

cầu S, vì lí do đó, được gọi là mặt cầu số phức Riemann6. Tính ưu việt của

mặt cầu Riemann là ở chỗ trên mặt cầu Riemann điểm vô cùng duy nhất của

mặt phẳng phức được mô tả một cách khá trực quan. Sau này khi nghiên cứu

một vấn đề nào đó nếu muốn xét cả điểm z = ∞ thì ta sẽ tiến hành các lập

luận trên mặt cầu Riemann.

1.2.7 Khoảng cách trên C

Tương ứng với hai phương pháp biểu diễn hình học số phức đã được mô tả,

ta sẽ đưa vào trong C hai mêtric. Trong mêtric thứ nhất khoảng cách giữa hai

điểm z1, z2 ∈ C được giả thiết bằng

dC = dC(z1; z2) := |z1 − z2| =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2.

6B.Riemann (1826-1866) là nhà toán học Đức.
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Mêtric này là mêtric Euclide thông thường trong mặt phẳng R2. Trong mêtric

thứ hai (gọi là mêtric cầu) khoảng cách giữa hai điểm z1 và z2 ∈ C được hiểu

là khoảng cách (trong không gian ξ; η; ζ) giữa các ảnh cầu của chúng. Khoảng

cách này được gọi là khoảng cách cầu hay khoảng cách Jordan7 giữa hai điểm

z1 và z2 ∈ C:

dC
def
= dC(z1; z2).

Định lý 1.2. Giả sử dC = dC(z1; z2) là khoảng cách cầu giữa các điểm

z1 = x1 + iy1 và z2 = x2 + iy2. Khi đó

dC(z1; z2) =
|z1 − z2|

(1 + |z1|2)1/2 · (1 + |z2|2)1/2
, (1.13)

nếu z2 =∞ thì

dC(z1;∞) =
1√

1 + |z1|2
(1.14)

và khoảng cách cầu thỏa mãn các tiên đề thông thường của một mêtric.

Chứng minh. 1. Thật vậy, từ công thức (1.11) ta có

dC(z1; z2) = [(ξ1 − ξ2)2 + (η1 − η2)
2 + (ζ1 − ζ2)2]1/2

= [ζ1 + ζ2 − 2(ξ1ξ2 + η1η2 + ζ1ζ2)]
1/2

=

{
|z1|2

1 + |z1|2|
+
|z2|2

1 + |z2|2
− 2
[ x1x2

(1 + |z1|2)(1 + |z2|2)

+
y1y2

(1 + |z1|2)(1 + |z2|2)
+

|z1|2|z2|2

(1 + |z1|2)(1 + |z2|2)

]}1/2

=
{|z1|2(1 + |z2)

2) + |z2|2(1 + |z1|2) − 2(x1x2 + y1y2)− 2|z1|2|z2|2}1/2

√
1 + |z1|2

√
1 + |z2|2

=

[
|z1|2 + |z2|2 − 2x1x2 − 2y1y2

]1/2

√
1 + |z1|2

√
1 + |z2|2

=

[
(x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2
]1/2

√
1 + |z1|2

√
1 + |z2|2

7C.Jordan (1838-1922) là nhà toán học Pháp.
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=
|z1 − z2|√

1 + |z1|2
√

1 + |z2|2
·

Công thức (1.13) được chứng minh.

Trong trường hợp khi z2 =∞, ta có

dC(z1;∞) =
√
ξ2
1 + η2

1 + (1− ζ1)2 =
√

1 − ζ1 =
1

(1 + |z + 1|2)1/2
·

vì z2 =∞ nên ζ2 = 1.

Hiển nhiên rằng dC(z1; z2) > 0 và dC(z1; z2) = 0 ⇔ z2 = z2. Cũng dễ thấy

dC(z1; z2) = dC(z2; z1). Ta còn phải chứng minh rằng

dC(z1; z3) 6 dC(z1; z2) + dC(z2; z3).

Đối với z1, z2 và z3, ta có đồng nhất sau

(z1 − z2)(1 + z3z3) = (z1 − z3)(1 + z2z3) + (z3 − z2)(1 + z1z3).

Từ đó

|z1 − z2|(1 + |z3|2) 6 |z1 − z3|(|1 + z2z3|) + |z3 − z2|(|1 + z1z3|). (1.15)

Nhưng để ý rằng

(1 + uv)(1 + u v) 6 (1 + |u|2)(1 + |v|2)

cho nên

|1 + z2z3|2 = (1 + z2z3)(1 + z2z3) 6 (1 + |z2|2)(1 + |z3|2) (1.16)

và

|1 + z1z3|2 6 (1 + |z1|2)(1 + |z3|2). (1.17)

Từ các hệ thức (1.13) và (1.15) - (1.17) ta thu được điều phải chứng minh.
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Ta nhận xét rằng trên các tập hợp bị chặn M ⊂ C (tức là những tập hợp được

chứa trong hình tròn cố định nào đó {|z| 6 R,R <∞}) hai mêtric Euclide và

mêtric - cầu là tương đương với nhau.

Thật vậy, nếu M ⊂ {|z| 6 R} thì từ (1.13) ta có

|z1 − z1|
1 +R2

6 dC(z1; z2) 6 |z1 − z2|, ∀ z1, z2 ∈M.

Do đó mêtric cầu thường được áp dụng khi xét các tập hợp không bị chặn.

Và nói chung, khi tiến hành các lập luận trên C ta sử dụng mêtric Euclide dC,

còn trên C thì sử dụng mêtric - cầu dC.

Từ điều vừa chứng minh trên đây cũng suy ra rằng việc đưa vào mỗi mêtric

trên đây đều biến C thành không gian mêtric.

1.3 Bài tập

Bài 1.1. Cho a, b ∈ C, chứng minh các bất đẳng thức sau

1. |ab| = |a||b|;
∣∣∣a
b

∣∣∣ =
|a|
|b| ;

2. |a± b| ≤ |a|+ |b|; |a± b| ≥ ||a| − |b||;

3. Nếu Re a ≥ 0 thì |1 + a| ≥ 1 + |a|√
2

;

4. |a+ b| ≥ 1

2
(|a|+ |b|)

∣∣∣ a|a| +
b

|b|

∣∣∣.

Bài 1.2. Giả sử a, b ∈ C, chứng minh các đồng nhất thức sau

1. |a+ b|2 + |a− b|2 = 2(|a|2 + |b|2).

2. |1− āb|2 − |a− b|2 = (1 + |ab|)2 − (|a|+ |b|)2.

3. |a+ b|2 = (|a|+ |b|)2 − 2[|ab̄| −Re (ab̄)].

4. |1 + ab̄|2 + |a− b|2 = (|a|2 + 1)(|b|+ 1).
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5. (1 + ab)(1 + āb̄) ≤ (1 + |a|2)(1 + |b|2).

Bài 1.3. Giả sử z = a+ bi, z 6= ±1. Chứng minh rằng w =
z − 1

z + 1
là số thuần

ảo khi và chỉ khi a2 + b2 = 1.

Bài 1.4. Giả sử số phức z 6= −1 và |z| = 1. Khi đó ta có thể biểu diễn z dưới

dạng z =
1 + it

1− it, t ∈ R.

Bài 1.5. Chứng minh rằng nếu giá trị chính arg z= arg (a + ib) thỏa mãn

điều kiện −π < arg z ≤ π thì nó được tính theo công thức

arg (a+ ib) =





arctan b
a

nếu a > 0,
arctan b

a
+ π nếu a < 0, b ≥ 0,

arctan b
a
− π nếu a < 0, b < 0.

Bài 1.6. Chứng minh rằng nếu giá trị chính arg z= arg (a + ib) thỏa mãn

điều kiện 0 ≤ arg z < 2π thì nó được tính theo công thức

arg (a+ ib) =





arctan b
a

nếu a > 0, b > 0
arctan b

a
+ 2π nếu a > 0, b < 0,

arctan b
a

+ π nếu a < 0.

Bài 1.7. Chứng minh các bất đẳng thức sau

(i)
∣∣∣ z|z| − 1

∣∣∣ ≤ |arg z|.
(ii) |z − 1| ≤ ||z| − 1| + |z|arg z|.

(iii) |z| ≤ |Re z + |Im z| ≤
√

2|z|.

Bài 1.8. Giả sử a ∈ C, |a| < 1. Chứng minh rằng các bất đẳng thức |z| < 1

và
∣∣∣ z − a
1 − āz

∣∣∣ < 1 là tương đương.

Bài 1.9. Giả sử |z1 + z2| = |z1 − z2|, arg z1 = ϕ, z1 6= 0, z2 6= 0. Tìm arg z2.

Bài 1.10. Giả sử |z1| = a, |z2| = b, |z1 + z2| = c. Tính |z1 − z2|.

Bài 1.11. Giả sử |z − |z|| = |z|. Tìm arg z.

Bài 1.12. Giả sử |z + z̄| = |z|. Tìm arg z.
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Bài 1.13. Giả sử |z + |z|| = |z|. Tìm arg z.

Bài 1.14. Giả sử |z| = |z − |z|i|. Tìm arg z.

Bài 1.15. Giả sử z − z̄ = |z|i. Tìm arg z.



Chương 2

Số phức và biến phức trong
lượng giác

2.1 Tính toán và biểu diễn một số biểu thức

Trong phần này, ta xét một số tính toán trên các số phức cụ thể.

Ví dụ 2.1. Tách phần thực và phần ảo của số

z =
3 + i

(1 + i)(1− 2i)
·

Lời giải. Ta có

z =
3 + i

1 − 2i+ i+ 2
=

3 + i

3 − i ×
3 + i

3 + i
=

9 + 6i− 1

9 + 1
=

4

5
+ i

3

5
,

vì zz = a2 + b2.

Từ đó Re z =
4

5
, Im z =

3

5
·

Ví dụ 2.2. Tách phần thực và phần ảo của

w =
1

z
, z = x+ iy.

Lời giải. Ta có

u+ iv =
1

x+ iy
=

1

x+ iy

x− iy
x− iy =

x− iy
x2 + y2

·

36
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Từ đó suy ra

u =
x

x2 + y2
, v =

−y
x2 + y2

·

Ví dụ 2.3. Tìm argumen của số phức

z = −1−
√

3i.

Lời giải. Trong trường hợp này ta có a = −1, b = −
√

3. Ta nhận được hệ

dạng 



cosϕ = −1

2

sinϕ = −
√

3

2

Từ đó suy ra ϕk =
4π

3
+ 2kπ, k ∈ Z. Do đó

arg z =
4π

3
+ 2kπ, k ∈ Z.

Ví dụ 2.4. Tìm Arg (−
√

3 + i).

Lời giải. Mỗi giá trị argumen của số −
√

3 + i đều thỏa mãn phương trình

tanϕ = − 1√
3
·

Từ đó suy ra

ϕk = −π
6

+ kπ, k ∈ Z.

Vì z = −
√

3 + i thuộc góc phần tư thứ hai nên ϕk là argumen nếu k = 2n+ 1

(số lẻ). Do đó

Arg (−
√

3 + i) = −π
6

+ π(2n+ 1) =
5π

6
+ 2nπ, n ∈ Z.

Ví dụ 2.5. Biểu diễn số phức sau đây dưới dạng lượng giác

z =

(
cos

π

3
− i sin π

3

)
(
√

3 + i)

i− 1
·
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Lời giải. Ta có

z1 = cos
π

3
− i sin π

3
= cos(−π

3
) + i sin

(
−π

3

)
,

z2 =
√

3 + i = 2
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
,

z3 = i− 1 =
√

2

(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
.

Từ đó suy ra rằng |z| =
√

2, ϕ = −π
3

+
π

6
− 3π

4
= −11π

12
. Do đó

z =
√

2

[
cos

(
−11π

12

)
+ i sin

(
−11π

12

)]
.

Ví dụ 2.6. Hãy biểu diễn tan 5ϕ qua tanϕ.

Lời giải. Ta có hệ thức cos 5ϕ+ i sin 5ϕ = (cosϕ+ i sinϕ)5.

Sử dụng khai triển nhị thức Newton cho vế phải và tách phần thực và phần

ảo, ta có

cos 5ϕ = cos5 ϕ− 10 cos3 ϕ sin2 ϕ+ 5 cosϕ sin4 ϕ

sin 5ϕ = 5 cos4 ϕ sinϕ− 10 cos2 ϕ sin3 ϕ+ sin5 ϕ.

Từ đó suy ra

tan 5ϕ =
5 tanϕ− 10 tan3 ϕ+ tan5 ϕ

1 − 10 tan2 ϕ+ 5 tan4 ϕ
·

Ví dụ 2.7. Biểu diễn tuyến tính sin5 ϕ qua các hàm lượng giác của góc bội.

Lời giải. Đặt z = cosϕ+ i sinϕ. Khi đó z−1 = cosϕ− i sinϕ.

zk = cos kϕ+ i sin kϕ,

z−k = cos kϕ− i sin kϕ.

Từ đó suy ra

cosϕ =
z + z−1

2
, sinϕ =

z − z−1

2i
.
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zk + z−k = 2 cos kϕ,

zk − z−k = 2i sin kϕ.

sử dụng các hệ thức này ta thu được

sin5 ϕ =

(
z − z−1

2i

)5

=
z5 − 5z3 + 10z − 10z−1 + 5z−3 − z−5

32i

=
(z5 − z−5)− 5(z3 − z−3) + 10(z − z−1)

32i

=
2i · sin 5ϕ− 5 · 2i · sin 3ϕ + 10 · 2i · sinϕ

32i

=
sin 5ϕ− 5 sin 3ϕ+ 10 sinϕ

16
·

Ví dụ 2.8. Tìm 3
√

2 + 2i.

Lời giải. Ta có 2 + 2i =
√

8(cos 45◦ + i sin 45◦).

Từ đó ta thu được

3
√

2 + 2i =
(√

8
) 1

3

(
cos

45◦ + k360◦

3
+ i sin

45◦ + k360◦

3

)

=
√

2 (cos(15◦ + k120◦) + i sin(15◦ + k120◦)) .

Do vậy, gọi các giá trị căn bậc ba của số phức 2 + 2i là w0, w1, w2 ta được

w0 =
√

2 (cos 15◦ + i sin 15◦) ;

w1 =
√

2 (cos 135◦ + i sin 135◦) =
√

2(− cos 45◦ + i sin 45◦) ;

w2 =
√

2 (cos 255◦ + i sin 255◦) =
√

2(− sin 15◦ − i cos 15◦).

Để ý rằng

cos 45◦ = sin 45◦ =
1√
2
,

ta có

w1 = −1 + i.
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Để tính w0 và w2, ta lưu ý 15◦ = 45◦ − 30◦. Do đó

cos 15◦ = cos 45◦ cos 30◦ + sin 45◦ sin 30◦ =
1√
2

(√
3

2
+

1

2

)

sin 15◦ =
1√
2

(√
3

2
− 1

2

)
.

Từ đó thu được

w0 =

√
3 + 1

2
+ i

√
3− 1

2
,

w2 = −
√

3 − 1

2
− i
√

3 + 1

2
.

Ví dụ 2.9. Tính A = in + in+1 + in+2 + in+3 và B = i · i2 · · · i99 · i100.

Lời giải. Ta viết n theo mod 4 và có ngay

in =





1 nếu n = 4k,
i nếu n = 4k + 1,
−1 nếu n = 4k + 2,
−i nếu n = 4k + 3,

Từ đây suy ra

A = in + in+1 + in+2 + in+3 = 0

và

B = i · i2 · · · i99 · i100 = −1.

Sử dụng công thức biến đổi lượng giác quen thuộc hoặc sử dụng dạng lượng

giác của số phức, ta dễ dàng thu được các tính chất sau.

Tính chất 2.1. Đối với mọi đa thức lượng giác

An(x) = a0 + a1 cos x+ b1 sinx+ · · ·+ an cosnx+ bn sinnx

luôn tìm được các đa thức đại số Pn(t) và Qn−1(t) lần lượt có bậc không quá n

và n− 1 đối với t sao cho

An(x) = Pn(cos x) + sinxQn−1(cosx).
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Tính chất 2.2. Đối với mọi đa thức lượng giác theo sin bậc n (n > 1) dạng

Sn(x) = b0 + b1 sinx+ b2 sin 2x+ · · ·+ bn sinnx

luôn tìm được đa thức đại số Qn−1(t) sao cho

Sn(x) = b0 + sinxQn−1(cos x).

Tính chất 2.3. Với mọi đa thức lượng giác theo cosin dạng

Cn(x) = a0 + a1 cos x+ a2 cos 2x+ · · ·+ an cosnx

luôn tìm được đa thức đại số Pn(t) với hệ số bậc cao nhất là 2n−1an sao cho

Cn(x) = Pn(cos x).

Ngược lại, với mọi đa thức đại số Pn(t) với hệ số bậc cao nhất bằng 1, qua

phép đặt ẩn phụ t = cos x đều biến đổi được về dạng Cn(x) với an = 21−n.

Ví dụ 2.10. Viết công thức biểu diễn của cosnx và sinnx theo các luỹ thừa

của cos x và sin x.

Lời giải. Theo công thức Moivre thì cos nx + i sinnx = (cosx + i sin x)n.

Theo công thức khai triển nhị thức Newton, ta có

(cos x+ i sinx)n =
n∑

k=0

Ck
n cosn−k x(i sinx)k

=cosn x+ iC1
n cosn−1 x sin x− C2

n cosn−2 x sin2 x+ · · · := A+ iB,

trong đó

A =

{
(−1)

n
2 sinn x nếu n chẵn

(−1)
n
2Cn−1

n cosx sinn−1 x nếu n lẻ ;

B =

{
(−1)

n−2
2 C2

n cos x sinn−1 x nếu n chẵn

(−1)
n−1

2 sinn x nếu n lẻ.

Vậy

cos nx = cosn x− C2
n cosn−2 x sin2 x+ C4

n cosn−4 x sin4 x− · · · +A,

sinnx = C1
n cosn−1 x sin x− C3

n cosn−3 x sin3 x+ · · ·+B.
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Ví dụ 2.11. Biểu diễn các hàm số sinn x và cosn x dưới dạng các đa thức

lượng giác.

Lời giải. Giả sử z = cos t+ i sin t. Khi đó

z−1 = (cos t+ i sin t)−1 = cos t− i sin t.

Do đó cos t =
z + z−1

2
và sin t =

z + z−1

2i
.

Ta có

(z + z−1)n = zn + C1
nz

n−1z−1 + C2
nz

n−2z−2 + · · ·+ Cn−1
n zz−n+1 + z−n

=

{
(zn + z−n) + C1

n(zn−2 + z−(n−2)) + · · ·+ C
n
2
n nếu n chẵn,

(zn + z−n) + C1
n(zn−2 + z−(n−2)) + · · ·+ C

n−1
2

n (z + z−1) nếu n lẻ

và (z − z−1)n = zn − C1
nz

n−1z−1 + C2
nz

n−2z−2 + · · ·+ (−1)nz−n

=

{
(zn + z−n)− C1

n(z
n−2 + z−(n−2)) + · · ·+ (−1)

n
2C

n
2
n nếu n chẵn,

(zn − z−n)− C1
n(z

n−2 − z−(n−2)) + · · ·+ (−1)
n−1

2 C
n−1

2
n (z − z−1) nếu n lẻ.

Vậy

cosn x =





1

2n−1

[
cosnx+ C1

n cos(n− 2)x+ · · ·+ 1

2
C

n
2
n

]
nếu n chẵn

1

2n−1

[
cosnx+ C1

n cos(n− 2)x+ · · · + C
n−1

2
n cosx

]
nếu n lẻ,

sinn x =





(−1)
n
2

2n

[
2 cos nx− 2C1

n cos(n− 2)x+ · · ·+ (−1)
n
2C

n
2
n

]
nếu n chẵn

(−1)
n−1

2

2n

[
2 sinnx− 2iC1

n sin(n− 2)x+ · · ·+ (−1)
n−1

2 C
n−1

2
n 2 sin x

]

nếu n lẻ.

Ví dụ 2.12. Chứng minh đẳng thức

sin
π

2m
sin

2π

2m
· · · sin (m− 1)π

2m
=

√
m

2m−1
với m ∈ N∗.

Lời giải. Gọi P là vế trái của đẳng thức.
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Xét phương trình x2m−1 = 0. Ta thấy phương trình này có hai nghiệm thực

là x = ±1 và (2m− 2) nghiệm phức. Kí hiệu εk là nghiệm phức của phương

trình với k = 0, 1, . . . , 2m− 1, ta có εk = cos
2kπ

2m
+ i sin

2kπ

2m
(xem [4]).

Khi đó

ε2m−k = cos
2(2m− k)π

2m
+ i sin

2(2m− k)π
2m

= cos

(
2π − 2kπ

2m

)
+ i sin

(
2π − 2kπ

2m

)

= cos
2kπ

2m
− i sin 2kπ

2m
= εk.

Vậy

x2m − 1 = (x2 − 1)(x− ε1)(x− ε1) · · · (x− εm−1)(x− εm−1)

= (x2 − 1)[x2 − (ε1 + ε1)x+ 1] · · · [x2 − (εm−1 + εm−1)x+ 1]

= (x2 − 1)
m−1∏

k=1

(
x2 − 2x cos

2kπ

2m
+ 1

)
.

Do đó với x 6= ±1, ta có

x2m − 1

x2 − 1
=

m−1∏

k=1

(
x2 − 2x cos

kπ

m
+ 1

)
.

Chuyển qua giới hạn khi x→ 1, ta được

m = 22(m−1)
m−1∏

k=1

sin2 kπ

2m
= 22(m−1)p2.

Vậy nên P =

√
m

2m−1
.

2.2 Tính giá trị của một số biểu thức lượng giác

Trước hết ta tính giá trị của một số biểu thức lượng giác tại các điểm cho

trước có các đặc thù đặc biệt bằng các công thức biến đổi lượng giác cơ bản.
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Ví dụ 2.13. Chứng minh các công thức

sin 18o =

√
5− 1

4
; cos 36o =

√
5 + 1

4
.

Lời giải. Ta có

cos 54o = sin 36o ⇔ cos (3 · 18o) = sin (2 · 18o)

⇔ 4 cos3 18o − 3 cos 18o = 2 sin 18o cos 18o

⇔ 4 sin2 18o + 2 sin 18o − 1 = 0.

Suy ra sin 18o là nghiệm dương của phương trình 4t2 + 2t− 1 = 0. Do đó

sin 18o =

√
5 − 1

4
và suy ra cos 36o = 1 − sin2 18o =

√
5 + 1

4
.

Ví dụ 2.14. Chứng minh công thức

sin a sin(60o − a) sin(60o + a) =
1

4
sin 3a.

Lời giải. Thật vậy, ta có

sin a sin(60o − a) sin(60o + a) =

= sin a(sin 60o cos a− sin a cos 60o)(sin 60o cos a+ sin a cos 60o)

= sin a

(√
3

2
cos a− 1

2
sin a

)(√
3

2
cos a+

1

2
sin a

)

= sin a

(
3

4
cos2 a− 1

4
sin2 a

)
=

1

4
sin a[3(1− sin2 a)− sin2 a] =

1

4
sin 3a.

Ví dụ 2.15. Chứng minh công thức

sin 2o sin 18o sin 22o sin 38o sin 42o sin 58o sin 62o sin 78o sin 82o =

√
5 − 1

1024
.

Lời giải. Sử dụng công thức sin a sin(60o − a) sin(60o + a) =
1

4
sin 3a, ta có

sin 2o sin 18o sin 22o sin 38o sin 42o sin 58o sin 62o sin 78o sin 82o

= (sin 2o sin 58o sin 62o)(sin 18o sin 42o sin 78o)(sin 22o sin 38o sin 82o)

=
1

64
(sin 6o sin 54o sin 66o) =

1

256
sin 18o.
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Từ đẳng thức sin 18o =

√
5− 1

4
, ta suy ra

sin 2o sin 18o sin 22o sin 38o sin 42o sin 58o sin 62o sin 78o sin 82o =

√
5− 1

1024
.

Ví dụ 2.16. Chứng minh sin 1o là một số vô tỉ.

Lời giải. Ta chứng minh bằng phương pháp phản chứng. Giả sử rằng sin 1o

là một số hữu tỉ. Sử dụng công thức

sin 3a = 3 sin a− 4 sin3 a,

ta thu được sin 3o cũng là một số hữu tỉ.

Tương tự, ta suy ra sin 9o, sin 27o, sin 81o là các số hữu tỉ.

Mà sin 81o = cos 9o và sin 18o = 2 sin 9o cos 9o nên sin 18o cũng là một số hữu

tỉ.

Giả sử sin 18o =
p

q
, (p, q ∈ N∗, (p; q) = 1). Mặt khác ta có sin 18o =

√
5− 1

4

nên

√
5 − 1

4
=
p

q
. Suy ra

√
5 =

4p + q

q
là một số hữu tỉ (mâu thuẫn).

Vậy sin 1o là số vô tỉ.

Ví dụ 2.17. Chứng minh đẳng thức

cos
π

7
− cos

2π

7
+ cos

3π

7
=

1

2
·

Lời giải. Ta có

2 sin
π

7

(
cos

π

7
− cos

2π

7
+ cos

3π

7

)

= 2 sin
π

7
cos

π

7
− 2 sin

π

7
cos

2π

7
+ 2 sin

π

7
cos

3π

7

= sin
2π

7
−
(

sin
3π

7
− sin

π

7

)
+

(
sin

4π

7
− sin

2π

7

)

= sin
π

7
.
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Vậy nên

cos
π

7
− cos

2π

7
+ cos

3π

7
=

sin
π

7

2 sin
π

7

=
1

2
.

Ví dụ 2.18. Tính giá trị của biểu thức

S = (sinx+ sin 2x+ sin 4x)5 − (− sinx+ sin 2x+ sin 4x)5

− (sinx− sin 2x+ sin 4x)5 − (sinx+ sin 2x− sin 4x)5,

ứng với x = 20o.

Lời giải. Với x = 20o thì

sinx+ sin 2x = 2 sin
3x

2
cos

x

2
= cos

x

2
= sin 4x,

sinx sin 2x =
1

2

(
cos x− 1

2

)
,

cosx cos
x

2
=

1

2

(
cos

x

2
+

√
3

2

)
.

Do đó

S = 25[(sinx+ sin 2x)5 − sin5 2x − sin5 x]

= 25.5[sinx sin 2x(sin3 2x+ sin3 x) + 2 sin2 x sin2 2x(sin x+ sin 2x)]

= 25.5 sin x sin 2x(sin 2x+ sinx)(sin2 x+ sin 2x sin x+ sin2 2x)

= 25.5 sin x sin 2x cos
x

2

(
cos2 x

2
− sin 2x sinx

)

= 24.5

(
cos x− 1

2

)
cos

x

2

(
cos2 x

2
− cos

x

2
+

1

4

)

= 24.5

(
cos x− 1

2

)
cos

x

2
· 3
4

= 22 · 3 · 5

(
1

2
cos

x

2
+

√
3

4
− 1

2
cos

x

2

)
= 15
√

3.

Ví dụ 2.19. Cho biểu thức

S = 32x(x2 − 1)(2x2 − 1)2 +
1

x
·
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Tính S

(
cos

2π

9

)
.

Lời giải. Xét x = cosα với α =
2π

9
, ta có

S = 32 cos α(cos2 α− 1)(2 cos2 α− 1)2 +
1

cosα

=
1 − 32 cos2 α sin2 α(2 cos2 α− 1)2

cosα

=
1 − 8 cos2 2α sin2 2α

cosα

=
1 − 2 sin2 4α

cosα
=

cos 8α

cosα
=
− cosα

cosα
= −1.

Vậy S

(
cos

2π

9

)
= −1.

Ví dụ 2.20. Tính các tổng sau :

S1 = cos
π

10
+ cos

3π

10
+ cos

5π

10
+ cos

7π

10
+ cos

9π

10
,

S2 = cos
π

10
cos

3π

10
+ cos

3π

10
cos

5π

10
+ cos

5π

10
cos

7π

10
+ cos

7π

10
cos

9π

10
.

Lời giải. Nhận xét rằng

cos 5α = 16 cos5 α− 20 cos3 α + 5 cosα.

Thật vậy

cos 5α = cos(2α + 3α)

= cos 2α cos 3α − sin 2α sin 3α

= (2 cos2 α− 1)(4 cos3 α − 3 cos α)− 2 sinα cosα(3 sinα − 4 sin3 α)

= 8 cos5 α− 4 cos3 α− 6 cos3 α + 3 cosα− 6(1 − cos2 α) cosα − 8(1− cos2 α)2 cosα

= 16 cos5 α − 20 cos3 α+ 5 cosα.

Với các giá trị

α =
π

10
, α =

3π

10
, α =

5π

10
, α =

7π

10
, α =

9π

10
,
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thì cos 5α = 0. Do vậy

cos
π

10
, cos

3π

10
, cos

5π

10
, cos

7π

10
, cos

9π

10

là các nghiệm của đa thức f(x) = 16x5 − 20x3 + 5x.

Theo định lí Viète, ta thu được

S1 = 0 , S2 = −5

4
.

Ví dụ 2.21. Tính tổng

S = cos 5o + cos 77o + cos 149o + cos 221o + cos 293o.

Lời giải.

Ta có cos 5α = 16 cos5 α − 20 cos3 α+ 5 cos α.

Với các giá trị

α = 5o, α = 77o, α = 149o, α = 221o, α = 293o,

thì cos 5α đều bằng cos 25o . Do đó

cos 5o, cos 77o, cos 149o, cos 221o, cos 293o,

là các nghiệm của đa thức P (x) = 16x5 − 20x3 + 5x− cos 25o.

Theo Định lí Viète, ta có S = 0.

Ví dụ 2.22. Chứng minh rằng

3

√
cos

2π

7
+

3

√
cos

4π

7
+

3

√
cos

8π

7
=

3

√
1

2
(5 − 3

3
√

7).

Lời giải. Nhận xét rằng

xk = cos
2kπ

7
+ i sin

2kπ

7
(k = 0, 1, . . . , 6)

là các nghiệm của phương trình x7 = 1. Từ đó suy ra

xk = cos
2kπ

7
+ i sin

2kπ

7
(k = 0, 1, . . . , 6)
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là các nghiệm của phương trình

x6 + x5 + · · ·+ x+ 1 = 0

và đồng thời cũng là nghiệm của phương trình

(
x+

1

x

)3

+

(
x+

1

x

)2

− 2

(
x+

1

x

)
− 1 = 0.

Từ đó suy ra

yk = xk +
1

xk

= xk + xk = 2 cos
2kπ

7
(k = 1, 2, 3)

là các nghiệm của phương trình y3 + y2 − 2y − 1 = 0. Nhưng vì

cos
8π

7
= cos

6π

7

nên ta có thể thay cos
6π

7
bởi cos

8π

7
.

Lập phương trình bậc ba có các nghiệm là

3

√
2 cos

2π

7
,

3

√
2 cos

4π

7
,

3

√
2 cos

8π

7

rồi dựa theo các hệ thức giữa các nghiệm và các hệ số của phương trình mà

tính được tổng cần thiết.

Một cách tổng quát, nếu α, β, γ là các nghiệm của phương trình

x3 + ax2 + bx+ c = 0 còn 3
√
α, 3
√
β, 3
√
γ là các nghiệm của phương trình

x3 +Ax2 +Bx+ C = 0 thì

(−A)3 =
(

3
√
α+ 3

√
β + 3
√
γ
)3

= α + β + γ + 3
(

3
√
α + 3

√
β + 3
√
γ
)(

3
√
αβ + 3

√
βγ + 3

√
γα
)
− 3
√
αβγ

= −a− 3AB − 3
3
√
−C,

hay

A3 = a+ 3AB − 3
3
√
C.
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Tương tự ta cũng tìm được B3 = b+ 3ABC − 3C2.

Trong trường hợp của bài toán đã cho thì

a = 1, b = −2, c = −1, C = −1.

Do đó, ta có {
A3 = 3AB + 4
B3 = −3AB − 5.

Đặt AB = z và nhân vế với vế của hai đẳng thức này, ta được

z3 + 9z2 + 27z + 20 = 0.

Suy ra z = 3
√

7 − 3. Do đó A =
3
√

3 3
√

7− 5.

Vậy

3

√
2 cos

2π

7
+

3

√
4 cos

2π

7
+

3

√
8 cos

2π

7
=

3

√
1

2

(
5 − 3

3
√

7
)
.

Nhận xét. Bằng phương pháp tương tự, ta có

i)
3

√
cos

2π

9
+

3

√
cos

4π

9
+

3

√
cos

8π

9
=

3

√
1

2

(
3

3
√

9− 6
)
,

ii)
cosnϕ

cosϕ
= 1− C2

n · tan2 ϕ+ C4
n · tan4 ϕ− · · ·+A,

trong đó

A =

{
(−1)

n
2 tann ϕ với n chẵn,

(−1)
n−1

2 Cn−1
n · tann−1 ϕ với n lẻ.

iii)
sinnϕ

cosϕ
= C1

n · tanϕ− C3
n · tan3 ϕ+ C5

n · tan5 ϕ+ · · · +A,

trong đó

A =

{
(−1)

n
2
+1Cn−1

n tann−1 ϕ, với n chẵn

(−1)
n+1

2 tann ϕ, với n lẻ.
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2.3 Dạng phức của bất đẳng thức Cauchy

Ta có nhận xét rằng từ một đẳng thức đã cho đối với bộ số thực ta đều có

thể mở rộng (theo nhiều cách thức khác nhau) thành một đẳng thức mới cho

bộ số phức tương ứng. Chẳng hạn, ta có thể coi mọi số thực a đã cho như là

phần thực của một số phức z = a+ ib với b ∈ R.

Ta nêu một số đồng nhất thức về sau cần sử dụng.

Ví dụ 2.23. Với mọi bộ số (aj; bj;uj; vj), ta luôn có đẳng thức sau:

n∑

j=1

ajuj

n∑

j=1

bjvj −
n∑

j=1

ajbj

n∑

j=1

ujvj

=
∑

16j<k6n

(ajbk − bjak)(ujvk − ukvj). (2.1)

Nhận xét rằng, từ đồng nhất thức này ta thu được đồng nhất thức Lagrange

sau đây đối với bộ số phức.

Ví dụ 2.24. Với mọi bộ số phức (aj; bj), ta luôn có đẳng thức sau

n∑

j=1

|aj|2
n∑

j=1

|bj|2 −
∣∣∣

n∑

j=1

ajbj

∣∣∣ =
∑

16j<k6n

|ajbk − akbj|. (2.2)

Chứng minh. Từ đẳng thức (2.1), bằng cách thay aj bởi aj, vj bởi bj và uj

bởi aj, ta sẽ thu được (2.2).

Hệ thức (2.2) cho ta bất đẳng thức Cauchy sau đây đối với bộ số phức.

Hệ quả 2.1. Với mọi bộ số phức (aj; bj), ta luôn có bất đẳng thức sau

n∑

j=1

|aj|2
n∑

j=1

|bj|2 >
∣∣∣

n∑

j=1

ajbj

∣∣∣. (2.3)

Giả sử ta có bộ n cặp số dương (ak; bk) sao cho

ak

bk
∈ [α;β], α > 0, k = 1, 2, . . . , n.
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Khi đó, theo Định lí đảo về dấu của tam thức bậc hai thì

(
β − ak

bk

)(
ak

bk
− α

)
> 0,

hay

a2
k + αβb2k 6 (α + β)akbk, k = 1, 2, . . . , n.

Từ đây suy ra
n∑

k=1

a2
k + αβ

n∑

k=1

b2k 6 (α + β)
n∑

k=1

akbk.

Theo bất đẳng thức Cauchy, thì

(
n∑

k=1

a2
k

) 1
2
(
αβ

n∑

k=1

b2k

) 1
2

6
1

2

(
n∑

k=1

a2
k + αβ

n∑

k=1

b2k

)
.

Vậy nên (
n∑

k=1

a2
k

) 1
2
(
αβ

n∑

k=1

b2k

) 1
2

6
1

2
(α+ β)

n∑

k=1

akbk.

Từ đây, ta thu được bất đẳng thức đảo Cauchy.

Định lý 2.1. Giả sử ta có bộ n cặp số dương (ak; bk) sao cho

ak

bk
∈ [α;β], α > 0, k = 1, 2, . . . , n.

Khi đó (
n∑

k=1

a2
k

) 1
2
(

n∑

k=1

b2k

) 1
2

6
A

G

n∑

k=1

akbk,

trong đó

A =
α+ β

2
, G =

√
αβ.

Nhìn chung, có rất nhiều bất đẳng thức nhận được từ các đồng nhất thức. Vì

vậy, việc thiết lập được các đồng nhất thức được coi như một phương pháp

hữu hiệu để sáng tác và chứng minh bất đẳng thức.
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Ví dụ 2.25. Chứng minh rằng với mọi bộ ba số (x; y; z), ta luôn có đẳng thức

sau

(2x+ 2y − z)2 + (2y + 2z − x)2 + (2z + 2x− y)2 = 9(x2 + y2 + z2).

Hãy tổng quát hoá?

Ví dụ 2.26. Chứng minh rằng với mọi bộ bốn số (x; y; z; t), ta luôn có đẳng

thức sau

(x+y+z−t)2+(y+z+t−x)2+(z+t+x−y)2+(t+x+y−z)2 = 4(x2+y2+z2+t2).

Hãy tổng quát hoá?

Ví dụ 2.27. Chứng minh rằng với mọi bộ số (uk; vk; pk), ta luôn có đẳng thức

sau
n∑

j,k=1

(ukvj + ujvk)pjpk = 2

(
n∑

k=1

ukpk

)(
n∑

k=1

vkpk

)
.

Ví dụ 2.28. Chứng minh rằng với mọi bộ số (uk; vk; pk), ta luôn có đẳng thức

sau
n∑

j,k=1

(ujvj + ukvk)pjpk = 2

(
n∑

k=1

ukvkpk

)
.

Tiếp theo, ta xét một số mở rộng khác (dạng phức) của bất đẳng thức Cauchy.

Định lý 2.2 (N.G.de Bruijn). Với bộ số thực a1, . . . , an và bộ số phức (hoặc

thực) z1, . . . , zn, ta đều có

∣∣∣
n∑

k=1

akzk

∣∣∣
2

6
1

2

(
n∑

k=1

|zk|2 +
∣∣∣

n∑

k=1

z2
k

∣∣∣
)(

n∑

k=1

a2
k

)
.

Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ak = Re (λzk) (k = 1, . . . , n), trong đó λ là số

phức và
n∑

k=1

λ2z2
k là số thực không âm.
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Chứng minh. Bằng cách thực hiện đồng thời phép quay quanh gốc toạ độ

đối với các zk cùng một góc, ta thu được

n∑

k=1

akzk > 0.

Rõ ràng phép quay này không ảnh hưởng đến giá trị của modul các số.
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

akzk

∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

z2
k

∣∣∣∣∣ , |zk| (k = 1, . . . , n).

Vậy chỉ cần chứng minh cho trường hợp

n∑

k=1

akzk > 0.

Nếu ta đặt zk = xk + iyk (k = 1, . . . , n), thì
∣∣∣∣∣

n∑

k=1

akzk

∣∣∣∣∣

2

=

(
n∑

k=1

akxk

)2

6

(
n∑

k=1

a2
k

)(
n∑

k=1

x2
k

)
.

Vì

2x2
k = |zk|2 + Re z2

k,

ta nhận được

∣∣∣
n∑

k=1

akzk

∣∣∣
2

6 1

2

(
n∑

k=1

a2
k

)(
n∑

k=1

|zk|2 +
n∑

k=1

Re z2
k

)
.

Từ bất đẳng thức này và

n∑

k=1

Re z2
k = Re

n∑

k=1

z2
k 6

∣∣∣
n∑

k=1

z2
k

∣∣∣

ta thu được điều cần chứng minh.

2.4 Tổng và tích sinh bởi các đa thức lượng giác

Ví dụ 2.29. Tính tổng
n∑

k=0

cos(kx).
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Lời giải. Xét các tổng

A = cos x+ cos 2x + · · ·+ cosnx, B = sinx+ sin 2x+ · · ·+ sinnx.

Ta có

1 +A+ iB = 1 + (cosx+ i sinx) + (cos 2x+ i sin 2x) + · · ·+ (cos nx+ i sinnx)

= 1 + (cosx+ i sinx) + (cosx+ i sinx)2 + · · ·+ (cos x+ i sin x)n

1− (cos x+ i sin x)n+1

1− (cos x+ i sinx)
=

1 − cos(n+ 1)x+ i sin(n+ 1)x

1 − cos x− i sinx

=
2 sin2 n+1

2
x− 2i sin n+1

2
x cos n+1

2
x

2 sin2 x
2
− 2i sin x

2
cos x

2

=
sin n+1

2
x

sin x
2

sin n+1
2
x− i cos n+1

2
x

sin x
2
− i cos x

2

=
sin n+1

2
x

sin x
2

(
sin

n+ 1

2
x− i cos n+ 1

2
x

)(
sin

x

2
+ i cos

x

2

)

=
sin n+1

2
x

sin x
2

(
cos

n

2
x+ i sin

n

2
x
)

=
sin n+1

2
x cos n

2
x

sin x
2

+ i
sin n+1

2
x sin n

2
x

sin x
2

·

Vậy

A =
sin n+1

2
x cos n

2
x

sin x
2

− 1.

Ví dụ 2.30. Rút gọn

A = sin
π

2m
sin

2π

2m
· · · sin (m− 1)π

2m

với m ∈ N∗.

Lời giải. Xét phương trình x2m − 1 = 0. Phương trình này có nghiệm thực

x = ±1 và (2m − 2) nghiệm phức. Gọi xk là nghiệm phức của phương trình

với

k = 1, 2, . . . , 2m− 2, tức xk = cos
2kπ

2m
+ i sin

2kπ

2m
.

Nhận xét rằng x2m−k = cos
2kπ

2m
− i sin 2kπ

2m
= xk, k = 1, 2, . . . ,m− 1.

Vậy nên

x2m − 1 = (x2 − 1)
m−1∏

k=1

(x2 − 2x cos
2kπ

2m
+ 1).



56 Chương 2. Số phức và biến phức trong lượng giác

Do đó
x2m − 1

x2 − 1
=

m−1∏

k=1

(x2 − 2x cos
2kπ

2m
+ 1).

Cho x→ 0, ta thu được

m = 2m−1
m−1∏

k=1

sin2 kπ

2m
= 22(m−1)A2.

Vậy A =

√
m

2m−1
·

2.4.1 Chứng minh công thức lượng giác

Ví dụ 2.31. Cho tam giác ABC có A =
π

7
, B =

2π

7
, C =

4π

7
. Chứng minh

rằng

(i) OH = OIa = R
√

2;

(ii) R = 2ra ;

(iii) a2 + b2 + c2 = 7R2.

Lời giải. Ta có a = 2R sin
π

7
, b = 2R sin

2π

7
, c = 2R sin

4π

7
.

Tiếp theo ta tính OH.

OH2 = 9R2 − (a2 + b2 + c2) = 9R2 − 4R2

(
sin2 π

7
+ sin2 2π

7
+ sin2 4π

7

)

= 9R2 − 4R2

[
3

2
− 1

2

(
cos

2π

7
+ cos

4π

7
+ cos

8π

7

)]

= 9R2 − 4R2

[
3

2
+

1

2

(
cos

π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7

)]
.

Xét z = cos
π

7
+ i sin

π

7
, ta thu được

z + z3 + z5 =
z7 − z
z2 − 1

=
−1 − z
z2 − 1

=
1

1− z ·

Tách phần thực hai vế, ta được

cos
π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7
=

1

2
·
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Vậy nên OH2 = 9R2 − 7R2 = 2R2 hay OH = OIa = R
√

2.

Tiếp theo, tính OIa. Ta có

OI2
a = R2 +

abc

b+ c− a = R2 + 4R2
sin

π

7
sin

2π

7
sin

4π

7

sin
4π

7
+ sin

2π

7
− sin

π

7

·

Do

sin
4π

7
+ sin

2π

7
− sin

π

7
= sin

3π

7
+ sin

5π

7
−
(

sin
π

7
+ sin

7π

7

)

2 sin
4π

7
cos

π

7
− 2 sin

4π

7
cos

3π

7
= 4 sin

π

7
sin

2π

7
sin

4π

7
,

nên OI2
a = R2 +R2 = 2R2 hay OIa = R

√
2.

Ta sử dụng các công thức R =
abc

4S
, ra =

S

p − a, suy ra

Rra =
abc

4(p − a) =
abc

2(b+ c− a) =
R2

2

hay R = 2ra.

Tiếp theo, theo câu (i) ta có

a2 + b2 + c2 = 4R2

(
sin2 π

7
+ sin2 2π

7
+ sin2 4π

7

)
= 4R2 7

4
= 7R2.

Ví dụ 2.32. Chứng minh rằng

22m cos2m x =
m∑

k=0

Ck
2m cos 2(m− k)x.

Lời giải. Ta có cosx =
eix + e−ix

2
· Do đó

22m cos2m x = (eix + e−ix)2m

=
2m∑

k=0

Ck
2m(eix)k(e−ix)2m−k =

2m∑

k=0

Ck
2me

2(k−m)ix

=

m−1∑

k=0

Ck
2me

2(k−m)ix +

2m∑

k=m+1

Ck
2me

2(k−m)ix + Cm
2m

=
m−1∑

k=0

Ck
2m cos 2(m− k)x+ Cm

2m cos 2(m−m)x =
m∑

k=0

Ck
2m cos 2(m− k)x.
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Ví dụ 2.33. Cho cấp số cộng {an} với công sai d. Tính các tổng

Sn =
n∑

k=1

sin ak, Tn =
n∑

k=1

cos ak.

Lời giải. - Nếu d = 2kπ (k ∈ Z) thì Sn = n sin a1 ;

- Nếu d 6= 2kπ (k ∈ Z) thì sin
d

2
6= 0. ta có

2 sin an sin
d

2
= 2 sin[a1 + (n− 1)d] sin

d

2

= cos

[
a1 +

(
n− 3

2

)
d

]
− cos

[
a1 +

(
n− 1

2

)
d

]
.

Xét g(n) = cos

[
a1 +

(
n− 3

2

)
d

]
, ta có

2 sin an. sin
d

2
= g(n)− g(n+ 1).

Vậy 



2 sin a1. sin
d

2
= g(1) − g(2),

2 sin a2. sin
d

2
= g(2) − g(3),

. . . . . . . . .

2 sin an. sin
d

2
= g(n)− g(n+ 1).

Cộng các đồng nhất thức theo vế, ta được

2Sn sin
d

2
= g(1) − g(n + 1) = cos

(
a1 −

d

2

)
− cos

[
a1 +

(
n− 1

2

)
d

]

= −2 sin

[
a1 +

n− 1

2
d

]
sin
(
−n

2
d
)
.

Do đó

Sn =

sin

(
a1 +

n− 1

2
d

)
sin
(n

2
d
)

sin
d

2

.

Theo cách giải như trên, ta thu được

• Nếu d = 2kπ (k ∈ Z) thì Tn = n cos a1 ;
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• Nếu d 6= 2kπ (k ∈ Z) thì

Tn =

cos

(
a1 +

n− 1

2
d

)
sin

n

2
d

sin
d

2

.

Chú ý 2.1. Như vậy, với mỗi một cấp số cộng, ta tìm được một công thức

tính tổng tương ứng. Chẳng hạn, với x 6= lπ (l ∈ Z) ta có

Tn =
n∑

k=1

cos(2k − 1)x

=

cos

(
x+

n− 1

2
.2x

)
. sin

(n
2
.2x
)

sin
2x

2

=
cosnx. sinnx

sinx
=

sin 2nx

2 sin x
.

Nhận xét rằng, với những giá trị của x sao cho sin 2nx = sinx (sinx 6= 0) thì

ta luôn có Tn =
1

2
. Từ đó, ta thu được một số kết quả sau :

Với n = 2, chọn x =
π

5
, ta có

cos
π

5
+ cos

3π

5
=

1

2
.

Với n = 3, chọn x =
π

7
, ta có

cos
π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7
=

1

2
.

Với n = 4, chọn x =
π

9
, ta có

cos
π

9
+ cos

3π

9
+ cos

5π

9
+ cos

7π

9
=

1

2
.

Ví dụ 2.34. Tính tổng

Sn =
n∑

k=1

k sin kx, Tn =
n∑

k=1

k cos kx với x 6= 2kπ (l ∈ Z).
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Lời giải. Trước hết, ta nhắc lại rằng (Bài toán 2.40)

n∑

k=1

sin kx =

sin

(
n + 1

2
x

)
sin
(n

2
x
)

sin
x

2

;

n∑

k=1

cos kx =

cos

(
n+ 1

2
x

)
sin
(n

2
x
)

sin
x

2

.

Ta có

Sn =
n∑

k=1

k. sin kx =
n∑

k=1

[−(cos kx)′] = −
(

n∑

k=1

cos kx

)′

Tn =
n∑

k=1

k cos kx =
n∑

k=1

[(sin kx)′] =

(
n∑

k=1

sin kx

)′

.

Từ đó suy ra các công thức cần tìm.

Ví dụ 2.35. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n đều tồn tại đa thức P (x)

bậc n thoả mãn hệ thức

sin(n+ 1)t = sin t · P (cos t) ∀t ∈ R. (2.4)

Tính tổng các hệ số của đa thức này.

Lời giải. Ta chứng minh bằng quy nạp theo n dựa vào hệ thức truy toán

sin(n + 1)x− sin(n − 1)x = 2 cos nx sin x.

Để ý rằng, tổng các hệ số của P (x) bằng P (1). Lấy đạo hàm hai vế của (2.4)

ta được

(n+ 1) cos(n+ 1)t = cos t · P (cos t) + sin t · P ′(cos t)(− sin t).

Vì khi cosx = 1 thì sinx = 0 và cosmx = 1 với mọi m ∈ N nên P (1) = n+ 1.
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Ví dụ 2.36. Tính tổng

Sn =
n∑

k=1

3k−1. sin3 x

3k
.

Lời giải. Xuất phát từ hệ thức

sin3 a =
1

4
(3 sin a− sin 3a),

ta tính được

Sn =
1

4

(
3n. sin

x

3n
− sinx

)
.

Ví dụ 2.37. Tính tổng

Sn =
n∑

k=1

arctan
2k

2 + k2 + k4
.

Lời giải. Đặt

1 + n2 + n4 = −xy, 2n = x+ y.

Khi đó x = n2 + n+ 1, y = −(n2 − n+ 1).

Ta có

arctan
2n

2 + n2 + n4
= arctan

x+ y

1 − xy = arctan x+ arctan y

= arctan(n2 + n+ 1)− arctan(n2 − n + 1), vì xy < 1.

Vậy

Sn = arctan 3 − arctan 1 + arctan 7− arctan 3 + · · · + arctan(n2 + n+ 1)

− arctan(n2 − n+ 1)

= arctan(n2 + n+ 1) − π

4
.

Ví dụ 2.38. Cho cấp số cộng {an} với công sai d. Tính tổng

Sn =
n∑

k=1

k sin ak.
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Lời giải. Xét Bn =
n∑

k=1

sin ak. Ta có

Sn =
n−1∑
k=1

[k − (k + 1)]Bk + n.Bn = −
n−1∑
k=1

Bk + n.Bn

Ta có

• Nếu d = 2kπ (k ∈ Z), thì

Sn =
n(n− 1)

2
sin a1.

• Nếu d 6= 2kπ (k ∈ Z) thì

Sn = −
n−1∑
k=1

cos(a1− d
2 )−cos[a1+(k− 1

2)d]
2 sin d

2

+
n sin(a1+

n−1
2

d) sin(n
2
d)

sin d
2

= − 1
2 sin d

2

{
n−1∑
k=1

cos
(
a1 − d

2

)
−

n−1∑
k=1

cos
[
a1 +

(
k − 1

2

)
d
]

−2n sin

(
a1 +

n− 1

2
d

)
. sin

(n
2
d
)}

= − 1

sin
d

2

{
(n− 1) cos

(
a1 −

d

2

)
−

n−1∑

k=1

cos

[
a1 +

(
k − 1

2

)
d

]

−2n sin

(
a1 +

n− 1

2
d

)
sin
(n

2
d
)}

,

trong đó

n−1∑

k=1

cos

(
a1 −

d

2
+ kd

)
=

cos

(
a1 −

d

2
+
n − 2

2
d

)
sin

(
n− 1

2
d

)

sin
d

2

.

Nhận xét 2.1. Tương tự ta cũng tính được các tổng

Tn =

n∑

k=1

k cos ak, Un =

n∑

k=1

ak sin bk, Vn =

n∑

k=1

ak cos bk.

trong đó {an} và {bn} là hai cấp số cộng.

Ví dụ 2.39. Tính tổng

Sn =
n∑

k=1

qk sin(α + kβ), Tn =
n∑

k=1

qk cos(α + kβ),
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trong đó q, α, β là các số thực cho trước.

Lời giải. Ta có

Tn + iSn = (cosα + i sinα) + q[cos(α + β) + i sin(α+ β)] + · · ·

+ qn[cos(α + nβ) + i sin(α+ nβ)]

= (cosα + i sinα)[1 + q(cosβ + i. sinβ) + · · ·+ qn(cosnβ + i. sinnβ)]

= (cosα + i sinα)[1 + qε+ · · · + (qε)n],

với ε = cosβ + i sinβ.

Từ đó suy ra

Tn + iSn = (cosα + i sinα)
(qε)n+1 − 1

qε− 1

= (cosα + i sinα)
((qε)n+1 − 1)(qε− 1)

(qε− 1)(qε− 1)

=
qn+2[cos(nβ + α) + i. sin(nβ + α)]− q[cos(nβ − α) + i. sin(nβ − α)]

1− 2q cos β + q2

+
−qn+1{cos[(n+ 1)β + α] + i. sin[(n+ 1)β + α]}+ cosα + i. sinα

1− 2q cos β + q2

=
cosα − q cos(nβ − α)− qn+1 cos[(n+ 1)β + α] + qn+2 cos(nβ + α)

1 − 2q cosβ + q2

+ i
sinα− q sin(nβ − α)− qn+1 sin[(n+ 1)β + α] + qn+2 sin(nβ + α)

1 − 2q cosβ + q2
.

Vậy

Sn =
sinα − q sin(nβ − α) − qn+1 sin[(n+ 1)β + α] + qn+2 sin(nβ + α)

1− 2q cos β + q2

và

Tn =
cosα − q cos(nβ − α)− qn+1 cos[(n+ 1)β + α] + qn+2 cos(nβ + α)

1 − 2q cosβ + q2
.

Nhận xét 2.2. Bằng phương pháp tương tự, ta tính được các tổng sau :

i) Vn =
n∑

k=1

ak sin(α+ kβ),
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ii) Un =
n∑

k=1

ak cos(α + kβ),

iii) wn =
n∑

k=1

ak sin bk, Rn =
n∑

k=1

ak cos bk,

trong đó {an} là cấp số nhân với công bội q 6= 1 và {bn} là cấp số cộng với

công sai d.

2.4.2 Tổng và tích các phân thức của biểu thức lượng giác

Chú ý rằng, trong một số trường hợp, để tính tổng hữu hạn các phân thức

lượng giác, người ta thường sử dụng một số tính chất của đa thức, đặc biệt là

công thức nội suy Lagrange.

Dưới đây là một số định lí và áp dụng.

Định lý 2.3 (Công thức nội suy Lagrange). Nếu x1, x2, . . . , xm là m giá trị

tuỳ ý đôi một khác nhau và f(x) là đa thức bậc nhỏ hơn m thì ta có đồng nhất

thức

f(x) = f(x1)
(x− x2)(x− x3) . . . (x− xm)

(x1 − x2)(x1 − x3) . . . (x1 − xm)

+ f(x2)
(x− x1)(x− x3) . . . (x− xm)

(x2 − x1)(x2 − x3) . . . (x2 − xm)
+ · · ·

+ f(xm)
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xm−1)

(xm − x1)(xm − x2) . . . (xm − xm−1)
.

Chứng minh. Ta cần chứng minh

f(x)− f(x1)
(x− x2)(x− x3) . . . (x− xm)

(x1 − x2)(x1 − x3) . . . (x1 − xm)

− f(x2)
(x− x1)(x− x3) . . . (x− xm)

(x2 − x1)(x2 − x3) . . . (x2 − xm)
− · · ·

− f(xm)
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xm−1)

(xm − x1)(xm − x2) . . . (xm − xm−1)
≡ 0.

Vế trái của đẳng thức là một đa thức bậc không vượt quá m − 1 và có m

nghiệm x1, x2, . . . , xm. Vậy đa thức đó đồng nhất bằng 0. Từ đó suy ra điều

phải chứng minh.
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Hệ quả 2.2. Ta có các đồng nhất thức sau đây :

i)
(x−

√
3)(x−

√
5)(x−

√
7)

(
√

2−
√

3)(
√

2 −
√

5)(
√

2−
√

7)
+

(x−
√

2)(x−
√

5)(x−
√

7)

(
√

3 −
√

2)(
√

3−
√

5)(
√

3 −
√

7)

+
(x−

√
2)(x−

√
3)(x−

√
7)

(
√

5−
√

2)(
√

5−
√

3)(
√

5 −
√

7)
+

(x−
√

2)(x−
√

3)(x−
√

5)

(
√

7−
√

2)(
√

7 −
√

3)(
√

7−
√

5)
≡ 1,

ii) a2 · (x− b)(x− c)
(a− b)(a− c)

+ b2 · (x− c)(x− a)
(b− c)(b− a)

+ c2 · (x− a)(x− b)
(c− a)(c− b)

= x2.

Định lý 2.4. Nếu f(x) là đa thức bậc không vượt quá m−2 và x1, x2, . . . , xm

là m giá trị đôi một khác nhau tuỳ ý, thì ta có đồng nhất thức

f(x1)

(x1 − x2)(x1 − x3) . . . (x1 − xm)
+

f(x2)

(x2 − x1)(x2 − x3) . . . (x2 − xm)

+ · · · + f(xm)

(xm − x1)(xm − x2) . . . (xm − xm−1)
= 0.

Chứng minh. Vế trái của đẳng thức chính là hệ số của hạng tử bậc m− 1

trong đa thức f(x) đã cho. Đồng nhất các hệ số của các lũy thừa cùng bậc ta

có ngay điều phải chứng minh.

Ví dụ 2.40. Tính tổng

S =
cos 1o

(cos 1o − cos 2o)(cos 1o − cos 3o)
+

cos 2o

(cos 2o − cos 1o)(cos 2o − cos 3o)

+
cos 3o

(cos 3o − cos 1o)(cos 3o − cos 2o)
.

Lời giải. Sử dụng Định lí 1, với

f(x) = x, x1 = cos 1o, x2 = cos 2o, x3 = cos 3o

thì S = 0.

Ví dụ 2.41. Cho cấp số cộng {an} với công sai d, với d, a1, a2, . . . , an khác

bội của π. Tính tổng

Sn =
n∑

k=1

1

sin ak sin ak+1

.
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Lời giải. Ta có

cot an − cot an+1 =
sin(an+1 − an)

sin an sin an+1

=
sin d

sin an sin an+1

.

Suy ra
1

sin an sin an+1
=

1

sin d
(cot an − cot an+1).

Vậy

Sn =
1

sin d
(cot a1 − cot a2 + cot a2 − cot a3 + . . .+ cot an − cot an+1)

=
1

sin d
(cot a1 − cot an+1) =

1

sin d
· sin(an+1 − a1)

sin a1 sin an+1

=
1

sin d
· sinnd

sin a1 sin(a1 + nd)
.

Vậy

Sn =
sinnd

sin d sin a1 sin(a1 + nd)
.

Ví dụ 2.42. Cho cấp số cộng {an} với công sai d, trong đó d 6= lπ ; a1, a2, . . . , an 6=
π

2
+ lπ (l ∈ Z). Tính tổng

Tn =

n∑

k=1

1

cos ak cos ak+1
·

Lời giải. Ta có

tan an+1 − tan an =
sin(an+1 − an)

cos an cos an+1
=

sin d

cos an cos an+1
.

Suy ra
1

cos ak cos ak+1
= − 1

sin d
(tan an − tan an+1).

Vậy

Tn =
1

sin d
(− tan a1 + tan a2 − tan a2 + tan a3 − . . .− tan an + tan an+1)

=
1

sin d
(− tan a1 + tan an+1).
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Ví dụ 2.43. Tính tổng

Sn =

n∑

k=1

2k−1 tan2 x

2k
tan

x

2k−1
·

Lời giải. Ta có

tan 2a =
2 tan a

1 − tan2 a
.

Suy ra

tan2 a tan 2a = tan 2a− 2 tan a.

Vậy

Sn = 20 tan2 x

21
tan

x

20
+ 21 tan2 x

22
tan

x

21
+ · · ·+ 2n−1 tan2 x

2n
tan

x

2n−1

= 20
(
tan

x

20
− 2 tan

x

21

)
+ 21

(
tan

x

21
− 2 tan

x

22

)
+ · · ·+ 2n−1

(
tan

x

2n−1
− 2 tan

x

2n

)

= tan x− 2n tan
( x

2n

)
.

Ví dụ 2.44. Tính tổng

Tn =

n∑

k=1

1

2k−1
tan

x

2k − 1
.

Lời giải. Ta có

tan a = cot a− 2 cot 2a.

Suy ra

tan2 a. tan 2a = tan 2a− 2 tan a.

Vậy

Tn = 20 tan2 x

21
tan

x

20
+ 21 tan2 x

22
tan

x

21
+ · · ·+ 2n−1 tan2 x

2n
tan

x

2n−1

= 20
(
tan

x

20
− 2 tan

x

21

)
+ 21

(
tan

x

21
− 2 tan

x

22

)
+ · · ·+ 2n−1

(
tan

x

2n−1
− 2 tan

x

2n

)

= tan x− 2n tan
x

2n
.
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2.5 Bất đẳng thức lượng giác

Trong phần này, ta xét một số bất đẳng thức liên quan đến biểu thức (hàm

số) lượng giác.

Ví dụ 2.45. Chứng minh rằng tập giá trị của mọi đa thức lượng giác bậc n

(n > 1), không chứa số hạng tự do (tức a0 = 0)

An(x) = a1 cosx+ b1 sinx+ · · ·+ an cosnx+ bn sinnx với a2
n + b2n > 0

chứa cả giá trị dương và giá trị âm.

Lời giải. Vì a2
n + b2n > 0 nên tồn tại một giá trị x0 sao cho An(x0) 6= 0.

Mặt khác với x = x0 ta được (xem mục 1.1 Chương 1)

An(x0) +An

(
x0 +

2π

n + 1

)
+ · · ·+An

(
x0 +

2nπ

n + 1

)
= 0.

Do An(x0) 6= 0 nên tổng trên phải chứa ít nhất một số hạng dương và một số

hạng âm.

Hệ quả 2.3. Tập giá trị của mọi đa thức lượng giác bậc n (n > 1) dạng

An(x) = a0 + a1 cos x+ b1 sinx+ · · ·+ an cosnx+ bn sinnx (a2
n + b2n > 0)

chứa cả giá trị lớn hơn a0 và giá trị nhỏ hơn a0.

Hệ quả 2.4. Mọi đa thức lượng giác bậc n (n > 1), không chứa số hạng tự

do

An(x) = a1 cos x+ b1 sinx+ · · · + an cos nx+ bn sinnx

luôn có ít nhất một nghiệm thực.

Chứng minh. Ta thấy An(x) luôn nhận cả giá trị dương và giá trị âm. Hơn

nữa, An(x) là một hàm số liên tục trên R. Từ đó suy ra tồn tại ít nhất một

giá trị x0 để An(x0) = 0.
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Ví dụ 2.46. Với n là một số tự nhiên và x ∈
(

0;
π

2(n+ 1)

)
.

Chứng minh rằng

(1 − cosn x)(1 + cosn x) < tan nx tan x. (2.5)

Lời giải. Từ 0 < x(n+ 1) <
π

2
, suy ra

0 < nx <
π

2
, 0 < x <

π

2
và cosnx > 0, cos x > 0.

Ta có (1− cosn x)(1 + cosn x) < tannx tan x

(2.5)⇔ 1− cos2n x <
sinnx sinx

cos nx cos x
,

hay

cos(n+ 1)x < cos2n+1 x cosnx. (2.6)

Dễ dàng chứng minh được (2.6) bằng phương pháp quy nạp theo n.

Vậy

(1 − cosn x)(1 + cosn x) < tan nx tan x với x ∈
(
0;

π

2(n+ 1)

)
, n ∈ N.

Ví dụ 2.47. Với n là một số tự nhiên và x ∈
(

0;
π

2(n+ 1)

)
.

Chứng minh rằng

(1 − cosn x)(1 + cosn x) < tan nx sinx. (2.7)

Lời giải. Ta có

(2.7)⇔ 1 − cos2n x < tan nx sinx

⇔ tan nx sin x+ cos2n x > 1.

Kí hiệu f(n) = tan nx sinx+ cos2n x.

Ta chứng minh f(k + 1) > f(k), với k = 0; . . . ;n− 1.
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Thật vậy, ta có

tan kx sinx+ cos2k x < tan(k + 1)x sin x+ cos2n+2 x

⇔ cos2k x− cos2n+2 x < sinx[tan(k + 1)x− tan kx]

⇔ cos2k x sin2 x < sinx · sinx

cos(k + 1)x cos kx
.

Do x ∈
(

0;
π

2(n + 1

)
, nên cos(k + 1)x.coskx > 0.

Vì vậy cos2k x cos(k + 1)x cos kx < 1, điều này luôn đúng.

Vậy

f(n) > f(n − 1) > · · · > f(1) > f(0) = 1.

Do đó

tan nx sinx+ cos2n x > 1.

Vậy

(1− cosn x)(1 + cosn x) < tan nx sinx với x ∈
(

0;
π

2(n + 1)

)
, n ∈ N.

Ví dụ 2.48. Chứng minh rằng

(n+ 1) cos
π

n+ 1
− n cos

π

n
> 1, với mọi n > 2.

Lời giải. Với mọi n > 2, ta có

(n+ 1) cos
π

n + 1
− n cos

π

n
> 1

⇔ n

(
cos

π

n+ 1
− cos

π

n

)
> 1 − cos

π

n+ 1

⇔ n sin
π

2n(n+ 1)
sin

π(2n+ 1)

2n(n + 1)
> sin2 π

2(n+ 1)

và

sin
π(2n+ 1)

2n(n + 1)
> sin

2nπ

2n(n + 1)
> sin

π

2(n + 1)
. (2.8)
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Mặt khác, bằng phương pháp quy nạp theo n, ta dễ dàng chứng minh được

sin
π

2n(n+ 1)
> sin

π

2(n + 1)
. (2.9)

Từ (2.8) và (2.9), ta suy ra

n sin
π

2n(n+ 1)
sin

(2n + 1)π

2n(n + 1)
> sin2 π

2(n + 1)
.

Vậy

(n + 1) cos
π

n+ 1
− n cos

π

n
> 1, với ∀n > 2.

Ví dụ 2.49. Chứng minh rằng

2| sinx| + 2| cosx| > 3, ∀x ∈ R.

Lời giải. Không mất tính tổng quát, có thể coi x ∈
[
0;
π

4

]
. Khi đó bất đẳng

thức đã cho có dạng

2sin x + 2cosx > 3, ∀x ∈
[
0;
π

4

]
.

Theo bất đẳng thức giữa trung bình cộng và trung bình nhân, ta có

2sinx + 2cos x = 2sin x +
1

2
· 2cos x +

1

2
· 2cos x > 3

3
√

2sin x+2 cosx−2.

Do x ∈
[
0;
π

4

]
nên

sinx+ 2 cos x− 2 > 0,

và vì vậy

2sin x + 2cosx > 3, ∀x ∈
[
0;
π

4

]
.

Đẳng thức xảy ra, chẳng hạn, khi x =
kπ

2
, k ∈ Z.

Ví dụ 2.50. Xác định số dương a sao cho

acos2x > 2 cos2 x, ∀x ∈ R. (2.10)
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Lời giải. Đặt cos 2x = t thì t ∈ [−1; 1] và (2.10) có dạng

at > 1 + t, ∀t ∈ [−1; 1]. (2.11)

Với 0 < t 6 1 thì (2.11) có dạng

a > (1 + t)
1
t , ∀t ∈ (0; 1]. (2.12)

Trong (2.12) cho t→ 0, ta thu được a > e.

Tương tự, với −1 6 t < 0 thì (2.11) có dạng

a 6 (1 + t)
1
t , ∀t ∈ [−1; 0). (2.13)

Trong (2.13) cho t→ 0, ta thu được a 6 e.

Kết hợp, ta thu được a = e.

Với a = e thì ta luôn có

et > 1 + t, ∀t ∈ R,

nên

ecos2x > 2 cos2 x, ∀x ∈ R.

Ví dụ 2.51. Cho đa thức lượng giác

f(x) = b1 sinx+ b2 sin 2x+ · · ·+ bn sinnx

thoả mãn điều kiện

|f(x)| 6 | sin x|, với mọi x ∈ R, bi ∈ R, i = 1, 2, ..., n.

Chứng minh rằng

|b1 + 2b2 + 3b3 + · · ·+ nbn| 6 1.

Lời giải. Ta có

f ′(x) = b1 cosx+ 2b2 cos 2x+ 3b3 cos 3x+ · · ·+ nbn cosnx.
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Vậy nên

f(0) = b1 + 2b2 + 3b3 + · · ·+ nbn.

Theo định nghĩa của đạo hàm tại điểm x = 0 thì

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x→0

f(x)

x
.

Suy ra

|f ′(0)| =
∣∣∣ lim

x→0

f(x)

x

∣∣∣ 6 lim
x→0

∣∣∣f(x)

x

∣∣∣ 6 lim
x→0

∣∣∣sin x
x

∣∣∣ = 1.

Vậy

|b1 + 2b2 + 3b3 + · · ·+ nbn| 6 1.

Ví dụ 2.52. Cho các số thực a, b, c, d. Chứng minh rằng nếu với mọi x ∈ R,

ta đều có

a cosx+ b sinx+ c cos 2x+ d sin 2x 6
√
c2 + d2

thì a = b = 0.

Lời giải. Nếu c2 + d2 = 0 thì kết quả là hiển nhiên. Vì vậy ta giả thiết rằng

r =
√
c2 + d2 > 0.

Lấy góc ϕ (0 6 ϕ < π) sao cho cos 2ϕ =
c

r
, sin 2ϕ =

d

r
. Khi đó ta được

a cos x+ b sinx+ c cos 2x + d sin 2x

= a cos x+ b sinx+ r cos 2(x− ϕ) 6 r , ∀x ∈ R.

Thay x bởi x+ ϕ vào bất đẳng thức trên, ta thu được

r cos 2x+A cosx+B sinx 6 r , ∀x ∈ R, (2.14)

với A = a cosϕ+ b sinϕ và B = b cosϕ− a sinϕ.

Trong (2.14) cho x = 0 và x = π, ta được A = 0.
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Từ đó suy ra

r cos 2x+B sinx 6 r, ∀x ∈ R

⇔ r(1− 2 sin2 x) +B sinx 6 r, ∀x ∈ R

⇔ sinx(2r sinx−B) > 0, ∀x ∈ R.

Nếu B 6= 0, ta chọn x0 sao cho 0 < sinx0 <
B

2r
. Khi đó

sinx0(2r sinx0 −B) < 0 (mâu thuẫn).

Vậy B = 0, nên

{
a cosϕ+ b sinϕ = 0
b cosϕ− a sinϕ = 0

⇒
{
a = 0
b = 0.

Ví dụ 2.53. Cho các số thực a, b,A,B. Xét đa thức lượng giác

f(x) = 1− a cos x− b sin x−A cos 2x−B sin 2x.

Chứng minh rằng nếu f(x) > 0, ∀x ∈ R thì a2 + b2 6 2 và A2 +B2 6 1.

Lời giải. Đặt r = a2 + b2, R = A2 +B2. Chọn α, β sao cho

a =
√
r cosα ; b =

√
r sinα ; a cosx+ b sinx =

√
r cos(x− α);

A =
√
R cos 2β ; B =

√
R sin 2β ; A cos 2x+B sin 2x =

√
R cos 2(x− β).

Suy ra

f(x) = 1 −
√
r cos(x− α)−

√
R cos 2(x− β) > 0, ∀x ∈ R.

Ta có

f
(
α+

π

4

)
= 1−

√
r ·
√

2

2
−
√
R cos 2

(
α− β +

π

4

)

f
(
α− π

4

)
= 1−

√
r ·
√

2

2
−
√
R cos 2

(
α− β − π

4

)
.
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• Nếu r > 2 thì 1−
√
r ·
√

2

2
< 0. Mặt khác, thì

cos 2
(
α − β +

π

4

)
= − cos

[
π − 2

(
α− β +

π

4

)]
= − cos 2

(
α − β − π

4

)
,

nên một trong hai số f
(
α +

π

4

)
hoặc f

(
α− π

4

)
phải có một số âm (mâu

thuẫn). Vậy r 6 2.

Ta lại có

f(β) = 1 −
√
r cos(β − α) −

√
R,

f(β + π) = 1 −
√
r cos(β − α + π)−

√
R.

• Nếu R > 1 thì 1−
√
R < 0. Mà

cos(β − α) = − cos(β − α+ π),

nên một trong hai số f(β) hoặc f(β + π) phải có một số âm (mâu thuẫn).

Vậy R 6 1.

Ví dụ 2.54. Cho đa thức lượng giác

f(x) = 1 + a cos x+ b cos 2x+ cos 3x.

Chứng minh rằng nếu f(x) > 0, ∀x ∈ R thì a = b = 0.

Lời giải. Cho x = π ta có f(π) = 1 − a+ b− 1 = −a+ b > 0.

Cho x =
π

3
ta có f

(π
3

)
= 1 +

a

2
− b

2
− 1 =

1

2
(a− b) > 0 ⇒ a = b.

Ta có

f(x) = 1 + cos 3x+ a(cos 2x+ cosx)

= 1 + 4 cos3 x− 3 cos x+ a(2 cos2 x− 1 + cos x)

= (cos x+ 1)(4 cos2 x− 4 cos x+ 1) + a(cosx+ 1)(2 cos x− 1)

= (cos x+ 1)(2 cos x− 1)(2 cos x− 1 + a) > 0 , ∀x ∈ R.
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Nếu a = 0 thì

f(x) = (cos x+ 1)(2 cos x− 1)2 > 0 , ∀x ∈ R, điều này đúng.

Nếu a < 0, chọn x sao cho
1

2
< cos x <

1 − a
2

thì f(x) < 0 (mâu thuẫn).

Nếu a > 0, chọn x sao cho
1

2
> cos x >

1 − a
2

thì f(x) < 0 (mâu thuẫn).

Vậy a = b = 0.

2.6 Đặc trưng hàm của hàm số lượng giác

Ví dụ 2.55. Tìm hàm f : Z → R thoả mãn các điều kiện f(1) = a với

a ∈ [−1; 1] cho trước và

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x)f(y), ∀ x, y ∈ Z.

Lời giải.

• Cho x = y = 0 ta được 2f(0) = 2f2(0) nên f(0) = 0 hoặc f(0) = 1.

Nếu f(0) = 0 thì cho y = 0, ∀ x ∈ Z ta được 2f(x) = 0 nên f(x) ≡ 0.

Nếu f(0) = 1 thì cho x = y = 1, ta được f(2) + 1 = 2f2(1)

nên f(2) = 2f2(1) − 1 = 2a2 − 1 = cos(2 arccos a) (xem mục 5.1).

• Cho x = 2, y = 1 ta được

f(3) + f(1) = 2f(2)f(1)

⇒ f(3) = 2(2a2 − 1)a − a = 4a3 − 3a = cos(3 arccos a).

Chứng minh quy nạp theo n ta được f(n) = cos(n arccos a), ∀n ∈ N.

• Cho x = 0, ∀ y ∈ Z ta được f(y) + f(−y) = 2f(y) nên f(y) = f(−y).

Do đó f(x) = cos(x arccos a), ∀ x ∈ Z.

Thử lại ta thấy f(x) = cos(x arccos a) thoả mãn điều kiện bài toán.

Vậy f(x) = cos(x arccos a), ∀ x ∈ Z.

Ví dụ 2.56. Cho a, a1, a2, . . . , an là các số thực. Tồn tại hay không tồn tại

một đa thức

Pn(x) = xn + a1x
n−1 + · · ·+ an−1x+ an
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thoả mãn điều kiện

|Pn(x)| 6 a, ∀x ∈ [−a; a]?

Lời giải. Xét đa thức Pn(x) = a cos
(
n arccos

x

a

)
, ∀x ∈ [−a; a].

Chứng minh quy nạp theo n ta thấy Pn(x) thoả mãn yêu cầu bài toán.

Ví dụ 2.57. Tìm đa thức P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · · + an với a0 6= 0 thoả

mãn điều kiện

(1− x2)[P ′(x)]2 = n2[1− P 2(x)] ∀x ∈ R. (2.15)

trong đó P ′(x) là đạo hàm của P (x).

Lời giải. Dễ thấy hai đa thức dạng P (x) = cos(n arccos x) và Q(x) =

− cos(n arccos x) thoả mãn điều kiện bài toán. Ta chứng minh không còn đa

thức nào khác thoả mãn bài ra.

Thật vậy

(2.15)⇒
{
P 2(1) = 1,
[(1− x2)(P ′(x))2]

′
= n2[1− P 2(x)]

′
, ∀x ∈ R

⇒
{
P 2(1) = 1,
P ′(x)[n2P (x)− xP ′(x) + (1 − x2)P ′′(x)] = 0, ∀x ∈ R.

Nhưng P ′(x) chỉ có hữu hạn nghiệm nên

n2P (x)− xP ′(x) + (1− x2)P ′′(x) ≡ 0, ∀x ∈ R. (2.16)

So sánh các hệ số trong (2.16) ta được an−1 = 0 và

k(k − 2n)an−k = (n− k + 2)(n− k + 1)an−k+2 (với 2 6 k 6 n).

Suy ra an−3 = an−5 = · · · = 0, còn an−2, an−4, ... được xác định duy nhất theo

an.

Mặt khác, ta có (
n∑

j = 0

aj

)2

= 1
(

= P 2(1)
)
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nên an chỉ nhận hai giá trị đối nhau.

Vậy chỉ có không quá hai đa thức P (x) và Q(x) thoả mãn yêu cầu bài toán.

Ví dụ 2.58. Cho cj ∈ C, j = 0, 1, . . . , n ; c0 6= 0, cn 6= 0 ; z = eit, t ∈ R.

Chứng minh rằng nếu

h(z) = c0 + c1z + c2z
2 + · · · + cnz

n

thì |h(z)|2 là một đa thức lượng giác bậc n theo t.

Lời giải. Ta có eit = cos t+ i sin t nên eikt = cos kt+ i sin kt, ∀ t ∈ R.

Đặt ck = ak + ibk với ak, bk ∈ R ; k = 0, 1, . . . , n . Khi đó

h(z) =
n∑

k=0

(ak + ibk)(cos kt+ i sin kt)

=

n∑

k=0

[(ak cos kt− bk sin kt) + i(bk cos kt+ ak sin kt)],

|h(z)|2 =

[
n∑

k=0

(ak cos kt− bk sin kt)

]2

+

[
n∑

k=0

(bk cos kt+ ak sin kt)

]2

= λ0 +
n∑

j=1

(λj cos jt+ µj sin jt),

với

λ0 =
n∑

k=0

|ck|2; λk + iµk = 2
n∑

j=0

cjck−j , (k = 1, . . . , n− 1).

λn + iµn = 2c0cn 6= 0 (do c0 và cn cùng khác 0).

Vậy |h(z)|2 là một đa thức lượng giác bậc n theo t.

Ví dụ 2.59. Chứng minh rằng hàm số

f(x) = sin2p x (p là một số tự nhiên)

là một đa thức lượng giác theo hàm số cosin.
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Lời giải. Từ công thức eix = cos x+ i sinx dễ dàng suy ra

sin x =
eix − e−ix

2i
, cosx =

eix + e−ix

2
.

Vậy nên

sin2p x =

(
eix − e−ix

2i

)2p

.

Suy ra

f(x) =
(−1)p

22p
·

2p∑

k=0

(−1)kCk
2p · eikx · e−i(2p−k)x

=
(−1)p

22p

(
p−1∑

k=0

(−1)kCk
2p · e2ikx−2ipx

+

2p∑

k=p+1

(−1)kCk
2p · e2i(k−p)x

)
+
Cp

2p

22p

=
(−1)p

22p
·

p−1∑

k=0

(−1)kCk
2p(e

2i(k−p)x + e−2i(k−p)x) +
Cp

2p

22p

=
(−1)p

22p−1
·

p−1∑

k=0

(−1)kCk
2p · cos 2(k − p)x +

Cp
2p

22p
.

Vậy f(x) là một đa thức lượng giác theo côsin bậc 2p.

Ví dụ 2.60. Tìm các hàm f(x) xác định với mọi x ∈ R và thoả mãn điều kiện
{
f(0) = 2003, f

(π
2

)
= 2004,

f(x+ y) + f(x − y) = 2f(x) · cos y, ∀x, y ∈ R.

Lời giải. Trong điều kiện f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x) · cos y, ∀x, y ∈ R

thay x = t− π

2
, y =

π

2
, ∀t ∈ R, ta thu được

f(t) + f(t− π) = 2f
(
t− π

2

)
· cos π

2
= 0. (2.17)

Tiếp tục thay x =
π

2
, y = t− π

2
, ∀t ∈ R, ta được

f(t) + f(π − t) = 2f
(π

2

)
· cos

(
t− π

2

)
= 2 · 2004 · sin t. (2.18)
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Thay tiếp x = 0, y = t− π, ∀t ∈ R, ta được

f(t− π) + f(π − t) = 2f(0) · cos(t− π) = −2 · 2003 · cos t. (2.19)

Từ (2.17) và (2.18) ta suy ra

2f(t) + f(t− π) + f(π − t) = 2 · 2004 · sin t. (2.20)

Từ (2.19) và (2.20) ta suy ra

2f(t)− 2 · 2003 · cos t = 2 · 2004 · sin t nên f(t) = 2003 cos t+ 2004 sin t.

Thử lại ta thấy

f(0) = 2003 · cos 0 + 2004 · sin 0 = 2003,

f
(π

2

)
= 2003 · cos π

2
+ 2004 · sin π

2
= 2004,

f(x+ y) + f(x− y) =

= 2003 cos(x+ y) + 2004 sin(x+ y) + 2003 cos(x− y) + 2004 sin(x− y)

= 2003 · 2 cos x cos y + 2004 · 2 sin x cos y

= 2 · (2003 cos x+ 2004 · sin x) cos y = 2 · f(x) · cos y.

Vậy f(x) = 2003 cos x+ 2004 sin x.

Ví dụ 2.61. Tìm các hàm số liên tục f : R→ [−1; 1] thoả mãn điều kiện

{
f(0) = 1,
f(x + y) + f(x− y) = 2f(x)f(y) với mọi x, y ∈ R. (2.21)

Lời giải. Vì f(x) liên tục trên R và f(0) = 1 > 0 nên ∃δ > 0 sao cho

f(x) > 0, ∀x ∈ (−δ; δ).

Trong phương trình đã cho đổi chỗ x và y, ta được

f(y + x) + f(y − x) = 2f(y)f(x) với mọi x, y ∈ R.

Từ đó suy ra f(x− y) = f(y − x) với mọi x, y ∈ R. Cho y = 0 ta thu được

f(−x) = f(x), ∀x ∈ R. Nói cách khác, f(x) là hàm số chẵn.
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Ta xét các trường hợp sau :

Trường hợp 1. | f(x) |= 1,∀x ∈ R.

Khi đó, do f(x) liên tục trên R và f(0) = 1 nên f(x) = 1, ∀x ∈ R. Hàm số

này thoả mãn điều kiện bài toán.

Trường hợp 2. ∃x0 ∈ R, | f(x0) |< 1.

Nhận xét rằng với n0 đủ lớn và δ như trên, thì

x0

2n0
∈ (−δ ; δ) ⇒ f

( x0

2n0

)
> 0.

Nếu ∃n ∈ N∗ : f
(x0

2n

)
= 1 thì trong phương trình đã cho ta đặt y = x được

f(2x) = 2[f(x)]2 − 1, ∀x ∈ R. (2.22)

Từ đây có

f
( x0

2n−1

)
= 2

[
f
(x0

2n

)]2
− 1 = 1,

f
( x0

2n−2

)
= 2

[
f
( x0

2n−1

)]2
− 1 = 1,

f
( x0

2n−3

)
= 2

[
f
( x0

2n−2

)]2
− 1 = 1,

· · · · · · · · ·

f(x0) = 2
[
f
(x0

2

)]2
− 1 = 1, trái với giả thiết.

Vậy nên f
(x0

2n

)
< 1, ∀n ∈ N∗. Chọn x1 =

x0

2n0
thì x1 6= 0 và

0 < f(x1) < 1 và f(x) > 0, ∀x ∈ (−|x1|; |x1|).

Đặt f(x1) = cosα, 0 < α <
π

2
. Từ (7) ta có

f(2x1) = 2[f(x1)]
2 − 1 = 2 cos2 α− 1 = cos 2α.

Giả sử f(kx1) = cos kα, ∀k 6 n, n ∈ N∗. Khi đó, ta có

f((n+ 1)x1) = f(nx1 + x1) = 2f(nx1)f(x1) − f((n − 1)x1)

= 2 cos nα cosα − cos(n− 1)α

= cos(n+ 1)α.
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Vậy theo nguyên lí quy nạp, ta có

f(mx1) = cosmα, ∀m ∈ N∗. (2.23)

Do f(x) là hàm số chẵn nên từ kết quả trên, kết hợp với giả thiết

f(0) = 1 = cos 0α. Ta có

f(mx1) = cosmα, ∀m ∈ Z. (2.24)

Trong (2.22) thay x bởi
x1

2
ta có

f(x1) = 2
[
f
(x1

2

)]2
− 1.

Từ đó suy ra

f
(x1

2

)
=

√
1 + f(x1)

2
=

√
1 + cosα

2
= cos

α

2
.

Giả sử f
(x1

2k

)
= cos

α

2k
, ∀k 6 n, n ∈ N∗, ta có

f
( x1

2n+1

)
=

√√√√1 + f
(x1

2n

)

2
=

√√√√1 + cos
α

2n

2
= cos

α

2n+1
.

Vậy theo nguyên lí quy nạp thì

f
(x1

2n

)
= cos

α

2n
, ∀n ∈ N∗. (2.25)

Từ (2.24) và (2.25), ta có

f
(mx1

2n

)
= cos

mα

2n
, ∀n ∈ N∗, ∀m ∈ Z. (2.26)

Từ (2.26) và do hàm số f(x) liên tục trên R, ta có f(x1t) = cosαt, ∀t ∈ R,

hay bằng cách đặt x1t = x ;
α

x1
= a , ta thu được

f(x) = cos ax, ∀x ∈ R.

Thử lại, ta thấy hàm số này thoả mãn điều kiện bài toán.
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2.7 Bài tập

Bài 2.1. Tìm số nguyên n nếu (1 + i)n = (1− i)n.

Bài 2.2. Biểu diễn các số phức sau dưới dạng lượng giác

1. a = −1 + i
√

3l ; 2. b =2 +
√

3 + i ;

3. c = 1 + cosϕ+ i sinϕ ; 4. d =
1 + cosϕ+ i sinϕ

1 + cosϕ− i sinϕ ·

Bài 2.3. Tìm điều kiện để Re (z1z2) = (Re z1)(Re z2).

Bài 2.4. Áp dụng công thức Moivre hãy:

1. Biểu diễn tan 5ϕ qua tanϕ.

2. Biểu diễn tuyến tính sin5 ϕ qua các hàm sin của góc bội của ϕ.

3. Biểu diễn cos4 ϕ và sin4 ϕ cos3 ϕ qua hàm cosin của các góc bội.

Bài 2.5. Chứng minh rằng

1. sinϕ+sin(ϕ+α)+sin(ϕ+2α)+· · ·+sin(ϕ+nα) =
sin (n+1)α

2
sin
(
ϕ+ (n)α

2

)

sin α
2

.

2. cosϕ+cos(ϕ+α)+cos(ϕ+2α)+· · ·+cos(ϕ+nα) =
sin (n+1)α

2
cos
(
ϕ+ (n)α

2

)

sin α
2

·

3. 1 + a cosϕ+ a2 cos 2ϕ + · · ·+ an cos nϕ

=
an+2 cosnϕ − an+1 cos(n+ 1)ϕ − a cosϕ+ 1

a2 − 2a cosϕ+ 1
·

4. a sinϕ+ a2 sin 2ϕ+ · · · + an sinnϕ

=
an+2 sinnϕ− an+1 sin(n+ 1)ϕ + a sinϕ+ 1

a2 − 2a cosϕ+ 1
·

Bài 2.6. Chứng minh rằng

1. cos2 α+ cos2 2α+ · · · + cos2 nα =
sin(n+ 1)α cos nα

2 sinα
+
n− 1

2
·

2. sin2 α+ sin2 2α + · · ·+ sin2 nα =
n+ 1

2
− sin(n+ 1)α cos nα

2 sinα
·
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Bài 2.7. Chứng minh rằng

1. cos
2π

2n + 1
+ cos

4π

2n + 1
+ cos

6π

2n+ 1
+ · · ·+ cos

2nπ

2n + 1
= −1

2
·

2. cos
π

16
=

√√
2 +
√

2 + 2

2
·

3. sin
2π

5
=

√
10 + 2

√
5

2
·

Bài 2.8. Chứng minh rằng với mọi n chẵn (n = 2m), ta đều có

cos nϕ = cosn ϕ−C2
n cosn−2 ϕ sin2 ϕ+C4

n cosn−4 ϕ sin4 ϕ−· · ·+(−1)mCn
n sinn ϕ.

Bài 2.9. Chứng minh rằng với mọi n lẻ (n = 2m+ 1), ta đều có

sinnϕ = C1
n cosn−1 ϕ sinϕ−C3

n cosn−3 ϕ sin3 ϕ+· · ·+(−1)m−1Cn−1
n sinn−1 ϕ cosϕ.

Bài 2.10. Chứng minh rằng với mọi n ∈ Z, ta đều có

1. cosϕ+C1
n cos 2ϕ+· · ·+Cn−1

n cos nϕ+cos n+ 1ϕ = 2n cosn ϕ

2
cos

n + 2

2
ϕ,

2. sinϕ+C1
n sin 2ϕ+ · · ·+Cn−1

n sinnϕ+sinn+ 1ϕ = 2n cosn ϕ

2
sin

n + 2

2
ϕ.

Bài 2.11. Lập phương trình mà nghiệm của nó là các số

1. sin2 π

2n+ 1
, sin2 2π

2n+ 1
, sin2 3π

2n+ 1
, · · · , sin2 nπ

2n + 1
;

2. cot2 π

2n+ 1
, cot2 2π

2n + 1
, cot2 3π

2n + 1
, · · · , cot2 nπ

2n+ 1
;

Bài 2.12. Chứng minh các đẳng thức sau

1. sin
π

2n + 1
sin

2π

2n + 1
· · · sin nπ

2n + 1
=

√
2n + 1

2n
,

2. cos
π

2n + 1
cos

2π

2n + 1
· · · cos nπ

2n+ 1
=

1

2n
.

Bài 2.13. Chứng minh các đẳng thức sau

1. sin
π

2n
sin

2π

2n
· · · sin (n− 1)π

2n
=

√
n

2n−1
,

2. cos
π

2n
cos

2π

2n
· · · cos (n− 1)π

2n
=

√
n

2n−1
,
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Bài 2.14. Tìm tất cả các giá trị của

1. căn bậc hai
√

4− 3i ;

2. căn bậc n của đơn vị ;

3. căn bậc 5 của z =

√
3 − i

8 + 8i
.

Bài 2.15. Chứng minh rằng nếu α là một giá trị của căn bậc n của số phức

z ∈ C thì mọi giá trị khác của căn đó thu được bằng phép nhân α với từng

giá trị εk, k = 0, 1, . . . , n− 1 là căn bậc n của đơn vị, tức là

α,αε1, αε2, . . . , αεn−1.

Bài 2.16. 1. Tính tổng S mọi căn bậc n của 1.

2. Tính tổng các lũy thừa bậc k của mọi căn bậc n của số phức α.

Bài 2.17. Tính tổng

S = 1 + 2ε+ 3ε2 + · · ·+ nεn−1.

Bài 2.18. Cho 1 < n ∈ N, 0 6= c ∈ R, giải các phương trình sau:

1. (x+ c)n − (x− c)n = 0;

2. (x+ ci)n − (x− ci)n = 0;

3. (x+ ci)n + i(x− ci)n = 0;

4. (x+ ci)n − (cosα+ i sinα)(x − ci)n = 0, α 6= 2kπ.

Bài 2.19. Chứng minh rằng nếu n là bội của 3 thì

(
−1 + i

√
3

2

)n

+

(
−1− i

√
3

2

)n

= 2

và nếu n không chia hết cho 3 thì

(
−1 + i

√
3

2

)n

+

(
−1 − i

√
3

2

)n

= −1.
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Bài 2.20. Tính các biểu thức

1. σ1 =
(
1 + 1+i√

2

)n
[
1 +

(
1+i√

2

)2
] [

1 +
(

1+i√
2

)22
]
· · ·
[
1 +

(
1+i√

2

)2n
]
.

2. σ2 =
(
1 + 1−i√

2

)n
[
1 +

(
1−i√

2

)2
] [

1 +
(

1−i√
2

)22
]
· · ·
[
1 +

(
1−i√

2

)2n
]
.

Bài 2.21. Chứng minh rằng

1. cos x+ cos 2x+ · · ·+ cos nx =
cos

(n+ 1)x

2
sin

nx

2

sin
x

2

với x 6= kπ

2
(k ∈ Z)

;

2. sinx+sin 2x+ · · ·+sinnx =
sin

(n+ 1)x

2
· sin nx

2

sin
x

2

với x 6= kπ

2
(k ∈ Z)

;

3. cos x+ cos 3x+ · · · + cos(2n− 1) x =
sin 2nx

2 sin x
với x 6= kπ (k ∈ Z) ;

4. sinx+ sin 3x+ · · · + sin(2n− 1) x =
sin2 nx

sinx
với x 6= kπ (k ∈ Z) ;

5. 1 + cos 2x+ cos 4x+ · · ·+ cos 2nx =
sin(2n+ 1)x

2 sin x
với x 6= kπ (k ∈ Z)

;

6. sin 2x+ sin 4x+ · · ·+ sin 2nx =
sinnx sin(n+ 1)x

sinx
với x 6= kπ (k ∈ Z).

Bài 2.22. Chứng minh rằng

1. sinx+ 3 sin 3x+ · · ·+ (2n − 1) sin(2n − 1)x

=
sin 2nx cos x− 2n cos 2nx sin x

2 sin2 x
với x 6= kπ (k ∈ Z) ;

2. cos x+ 22 cos 2x+ 32 cos 3x+ · · ·+ n2 cos nx

= −
2n sin

x

2
cos nx+ 2n2 sin2 x

2
sin

(2n + 1)x

2
x+ cos

x

2
sin nx

4 sin3 x

2

với x 6= kπ

2
(k ∈ Z) ;

3. cos x+ 32 cos 3x+ 52 cos 5x+ · · ·+ (2n − 1)2 cos(2n − 1)x

=
(4n2 + 1) sin 2nx sin2 x− 2 sin 2nx+ 2n sin 2x cos 2nx

2 sin3 x
với x 6= kπ (k ∈ Z).
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Bài 2.23. Tồn tại hay không tồn tại đa thức dạng

Pn(x) = xn + a1x
n−1 + · · · + an−1x+ an

và thoả mãn |Pn(x)| 6 2, ∀x ∈ [−2; 2] ?

Bài 2.24. Chứng minh hàm số f(x) = cos2p x (với p là một số tự nhiên) là

một đa thức lượng giác.

Bài 2.25. Tìm tất cả các hàm số liên tục trên R và thoả mãn

f(x)f(y)− f(x+ y) = sinx sin y ∀x, y ∈ R.

Bài 2.26. Chứng minh rằng nếu với mọi x ∈ R thoả mãn

a cosx+ b sinx+ c cos 2x+ d sin 2x > −
√
c2 + d2.

thì a = b = 0.

Bài 2.27. Cho đa thức lượng giác f(x) = 1 + a1 cos x+ a2 cos 2x+ a3 cos 3x.

Chứng minh rằng nếu f(x) > 0 ∀x ∈ R thì a1 + a2 + a3 6 3.

Bài 2.28. Tìm giá trị lớn nhất của hàm số

y = 4 sin 3x− 4 cos 2x − 5 sin x+ 5.

‘



Chương 3

Một số ứng dụng của số phức
trong đại số

3.1 Phương trình và hệ phương trình đại số

3.1.1 Phương trình bậc hai

Ta nhắc lại tính chất nghiệm của tam thức bậc hai với hệ số thực

f(x) := ax2 + bx+ c = 0, a 6= 0, ∆ = b2 − 4ac.

• Nếu ∆ < 0, phương trình không có nghiệm thực.

• Nếu ∆ ≥ 0 thì phương trình có hai nghiệm thực : x1,2 =
−b±

√
∆

2a
.

Nhận xét rằng trong trường hợp ∆ < 0, phương trình tuy không có nghiệm

thực nhưng vẫn có hai nghiệm phức là các số phức liên hợp x1,2 =
−b± i

√
−∆

2a
.

Khi các hệ số của phương trình bậc hai f(x) = 0 là các số phức thì ta vẫn sử

dụng các phép biến đổi đồng nhất thức như trong trường hợp số thực.

Ta viết

af(x) = a2x2 + 2

(
b

2

)
(ax) +

(
b

2

)2

− b2 − 4ac

4
= 0,

hay (
ax+

b

2

)2

=
b2 − 4ac

4
,

88



3.1. Phương trình và hệ phương trình đại số 89

Ví dụ 3.1. Cho cặp số dương a, b với a ≥ b và a + b = 1. Gọi un, vn là các

nghiệm của tam thức bậc hai

fn(x) = x2 − bnx− an, n ∈ N∗.

Chứng minh rằng

un, vn ∈ (−1; 1), ∀n ∈ N∗.

Lời giải. Ta có ∆ = b2n + 4a2n > 0 nên các phương trình tương ứng đều có

nghiệm phân biệt. Theo giả thiết thì

fn(−1) = 1 + bn − an > 0, ∀n ∈ N∗

và

fn(1) = 1− bn − an > 0, ∀n ∈ N∗.

Vậy −1 và 1 nằm ngoài khoảng nghiệm. Mặt khác

−1 <
bn

2
=
un + vn

2
< 1,

nên

un, vn ∈ (−1; 1), ∀n ∈ N∗.

Ví dụ 3.2. Cho 0 < p < q. Giả thiết các số

t1, t2, . . . , tn

thoả mãn bất phương trình bậc hai

f(t) := t2 − (p+ q)t+ pq ≤ 0.

Kí hiệu

A =
1

n
(t1 + t2 + · · ·+ tn),

B =
1

n
(t21 + t22 + · · ·+ t2n).
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Chứng minh rằng

A2

B
≥ 4pq

(p+ q)2
.

Lời giải. Từ giả thiết ta thu được

n∑

k=1

(tk − p)(tk − q) ≤ 0

hay
n∑

k=1

t2k − (p + q)
n∑

k=1

tk + npq ≤ 0.

Sử dụng kí hiệu của bài toán, ta có

B − (p+ q)A+ pq ≤ 0.

Vậy nên

B

A2
≤ −pq

A2
+
p + q

A2
= −pq

(
1

A
− p+ q

2pq

)2

+
(p + q)2

4pq
≤ (p + q)2

4pq
,

điều phải chứng minh. Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

(tk − p)(tk − q) = 0, A =
2pq

p + q
, k = 1, . . . , n.

Ví dụ 3.3. Cho a, b, c ∈ R, q > 0 và cho tam thức bậc hai

g(x) = a(q2 + q−2)x2 + b(q
√

2 + q−
√

2)x+ c(q0 + q−0)

không có nghiệm đều thực. Chứng minh rằng tam thức bậc hai

f(x) = ax2 + bx+ c

không có nghiệm thực.
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Lời giải. Với q = 1, điều cần chứng minh là hiển nhiên.

Không mất tính tổng quát ta có thể coi q > 1 vì vai trò của q và p =
1

q
là bình

đẳng.

Giả sử ∆f = b2 − 4ac ≥ 0. Khi đó

∆g = b2(q
√

2 + q−
√

2)2 − 8ac(q2 + q−2)

≥ b2(q
√

2 + q−
√

2)2 − 2b2(q2 + q−2).

Ta sẽ chứng minh

(q
√

2 + q−
√

2)2 ≥ 2(q2 + q−2)

hay

q
√

2 − q−
√

2 ≥
√

2(q1 − q−1) (3.1)

và từ đó ta suy ra điều phải chứng minh.

Viết (3.1) dưới dạng

h(q) := q
√

2 − q−
√

2 −
√

2(q1 − q−1) ≥ 0.

Khi đó ta có

h′(q) =

√
2

q
(q

√
2 − q)

(
1− 1

qq
√

2

)
≥ 0 ∀q > 1.

Vậy nên h(q) là hàm đồng biến trong [1;+∞) và vì vậy

h(q) ≥ h(1) = 0 ∀q ≥ 1.

Từ đó ta có (3.1) đúng, suy ra điều phải chứng minh.

Ví dụ 3.4. Cho biết tanx, tan y là hai nghiệm của phương trình bậc hai

at2 + vd+ c = 0.

Tính giá trị của biểu thức

M = a sin2(x+ y) + b sin(x+ y) cos(x+ y) + c cos2(x+ y).
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Lời giải. Theo Định lí Viète thì

tan x+ tan y = − b
a
, tan x tan y =

c

a
.

Khi cos(x+ y) = 0 thì tanx tan y = 1 và khi đó a = c nên M = c.

Khi cos(x+ y) 6= 0 thì tanx tan y 6= 1 và khi đó a 6= c và

tan(x+ y) =
tanx+ tan y

1− tan x tan y
=

b

c− a
.

Vậy nên

M = [a tan2(x+ y) + b tan(x+ y) + c]cos2(x+ y)

=
a tan2(x+ y) + b tan(x+ y) + c

1 + tan2(x+ y)
= c.

3.1.2 Phương trình bậc ba

Xét phương trình bậc ba với hệ số thực hoặc phức.

ax3 + bx2 + cx+ d = 0 (a 6= 0).

Trong trường hợp khi các hệ số là các số thực, thì ta quan tâm nhiều hơn đến

các nghiệm thực của phương trình.

Ví dụ 3.5. Giải phương trình

ax3 + bx2 + cx+ d = 0 (a 6= 0) (3.2)

biết x = x0 là một nghiệm của phương trình.

Lời giải. Vì x0 là một nghiệm của phương trình (3.2) nên

ax3
0 + bx2

0 + cx0 + d = 0.
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Do đó có thể viết (1) dưới dạng

ax3 + bx2 + cx+ d = ax3
0 + bx2

0 + cx0 + d = 0.

Từ đó ta nhận được

(x− x0)[ax
2 + (ax0 + b)x+ ax2

0 + bx0 + c] = 0.

Xét phương trình

ax2 + (ax0 + b)x+ ax2
0 + bx0 + c = 0. (3.3)

Ta có

∆ = (ax0 + b)2 − 4a(ax2
0 + bx0 + c).

Nếu ∆ < 0 thì phương trình (3.3) vô nghiệm và như vậy thì phương trình (3.2)

có nghiệm duy nhất x = x0.

Nếu ∆ ≥ 0 thì phương trình (3.3) có hai nghiệm

x1,2 =
−(ax0 + b)±

√
∆

2a
.

Vậy phương trình (1) có 3 nghiệm là

x0;x1,2 =
−(ax0 + b)±

√
∆

2a
.

Ví dụ 3.6. Giải phương trình

4x3 − 3x = m, |m| ≤ 1. (3.4)

Lời giải. Đặt m = cosα (= cos(α± 2π)). Vì cosα = 4 cos3 α

3
− 3 cos

α

3
, nên

phương trình (3.4) có 3 nghiệm là

x1 = cos
α

3
; x2,3 = cos

α± 2π

3
.
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Ví dụ 3.7. Giải phương trình

4x3 − 3x = m, |m| > 1. (3.5)

Lời giải. Nhận xét rằng khi |x| ≤ 1 thì trị tuyệt đối của biểu thức ở vế trái

của phương trình không vượt quá 1 nên 6= m. Vì vậy, ta có thể đặt

x =
1

2

(
a+

1

a

)
, a 6= 0.

Ta dễ dàng chứng minh được rằng

4x3 − 3x =
1

2

(
a3 +

1

a3

)
.

Từ đó ta có cách giải đối với phương trình (3.5) như sau

Đặt

m =
1

2

(
a3 +

1

a3

)
.

Khi đó

a =
3

√
m±

√
m2 − 1

và phương trình (3.5) có dạng

4x3 − 3x =
1

2

(
a3 +

1

a3

)
.

Phương trình này có nghiệm

x =
1

2

(
a+

1

a

)
.

Ta chứng minh rằng phương trình (3.5) có nghiệm duy nhất.

Giả sử phương trình (3.5) có nghiệm x0 thì x0 6∈ [−1; 1]. Do đó |x0| > 1. Khi

đó (3.5) có dạng

4x3 − 3x = 4x3
0 − 3x0

hay

(x− x0)[4x
2 + 4xx0 + 4x2

0 − 3] = 0.
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Xét phương trình

4x2 + 4x0x+ 4x2
0 − 3 = 0. (3.6)

Ta có ∆′ = 12 − 12x2
0 < 0 và vì vậy phương trình (3.6) vô nghiệm.

Vậy phương trình (3.5) có một nghiệm duy nhất là

x =
1

2

(
3

√
m+

√
m2 − 1 +

3

√
m−

√
m2 − 1

)
.

Ví dụ 3.8. Giải và biện luận phương trình

4x3 + 3x = m, m ∈ R. (3.7)

Lời giải. Nếu phương trình (3.7) có nghiệm x = x0 thì đó cũng chính là

nghiệm duy nhất của phương trình.

Thật vậy, với x > x0 thì 4x3 + 3x > 4x3
0 + 3x0 = m và với x < x0 thì ta có

4x3+3x < 4x3
0+3x0 = m. Do đó phương trình (3.7) có không quá một nghiệm.

Đặt

x =
1

2

(
a− 1

a

)
(a 6= 0).

Ta dễ dàng chứng minh đẳng thức

4x3 + 3x =
1

2

(
a3 − 1

a3

)
,

Do đó, nếu đặt

m =
1

2

(
a3 − 1

a3

)

thì

a3 = m±
√
m2 + 1

và khi đó nghiệm duy nhất của phương trình (3.7) là

x =
1

2

(
a− 1

a

)
=

1

2

(
3

√
m+

√
m2 + 1 +

3

√
m−

√
m2 + 1

)
.
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Ví dụ 3.9. Giải và biện luận phương trình

t3 + at2 + vd+ c = 0. (3.8)

Lời giải. Đặt t = y − a

3
. Khi đó phương trình (3.8) có thể viết được dưới

dạng (
y − a

3

)3

+ a
(
y − a

3

)2

+ b
(
y − a

3

)
+ c = 0.

⇔ y3 − py = q, p =
a2

3
− b; q = −a

3

27
+
ab

3
+ c. (3.9)

Nếu p = 0 thì phương trình (3.8) có nghiệm duy nhất y = 3
√
q.

Nếu p > 0 thì ta đưa phương trình đã cho về dạng các bài toán đã xét bằng

cách đặt y = 2

√
p

3
x ta thu được phương trình dạng

4x3 − 3x = m, m =
3
√

3q

2p
√
p
. (3.10)

Nếu |m| ≤ 1 thì ta đặt m = cosα và phương trình (3.10) có 3 nghiệm

x1 = cos
α

3
; x2,3 = cos

α ± 2π

3
.

Nếu |m| ≥ 1 thì đặt

m =
1

2

(
d3 +

1

d3

)

ta thu được nghiệm duy nhất của phương trình đã cho là

x =
1

2

(
d+

1

d

)
=

1

2

(
3

√
m+

√
m2 + 1 +

3

√
m−

√
m2 + 1

)
.

Nếu p < 0 thì đặt y = 2

√
−p
3
x ta sẽ được phương trình 4x3 + 3x = m.

Đặt

m =
1

2

(
d3 − 1

d3

)
,

với

d3 = m±
√
m2 + 1.
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Khi đó phương trình có nghiệm duy nhất

x =
1

2

(
3

√
m+

√
m2 − 1 +

3

√
m−

√
m2 − 1

)
.

Từ nghiệm x ta tính được nghiệm y và từ đó suy ra nghiệm t

t = 2

√
p

3

1

2

(
3

√
m+

√
m2 − 1 +

3

√
m−

√
m2 − 1

)
− a

3
.

Ví dụ 3.10. Giải phương trình

8x3 + 24x2 + 6x − 10 − 3
√

6 = 0.

Lời giải. Phương trình đã cho tương đương với phương trình sau

x3 + 3x2 +
3

4
x− 10 + 3

√
6

8
= 0.

Đặt x = y − 1. Ta thu được phương trình

y3 − 9

4
y − 3

√
6

8
= 0.

Lại đặt y = t
√

3 ta thu được phương trình

4t3 − 3t =

√
2

2
.

Phương trình này có các nghiệm là

t1 = cos
π

12
, t2 = cos

3π

4
, t3 = cos

7π

12
.

Trở lại với ẩn x ta có các nghiệm

x1 = cos
π

12
− 1, x2 = cos

3π

4
− 1, x3 = cos

7π

12
− 1.
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3.1.3 Phương trình bậc bốn

Xét phương trình bậc bốn với hệ số thực hoặc phức

ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e = 0 (a 6= 0).

Ví dụ 3.11. Giải phương trình trùng phương

ax4 + bx2 + c = 0 (a, b, c ∈ R, a 6= 0, c 6= 0) (3.11)

Lời giải. Đặt x2 = y, y ≥ 0. Khi đó phương trình (3.11) trở thành

ay2 + by + c = 0, y ≥ 0.

Giải phương trình bậc hai này ta tìm được y, từ đó (với y ≥ 0) tính được x.

Nếu ac < 0 thì

x = ±

√
−b+

√
b2 − 4ac

2a
.

Nếu ac ≥ 0 và b2 − 4ac ≥ 0 thì

x = ±

√
−b±

√
b2 − 4ac

2a
.

Nếu ac ≥ 0 và b2 − 4ac < 0 thì phương trình (3.11) vô nghiệm.

Ví dụ 3.12. Giải phương trình

(x+ a)(x+ b)(x+ c)(x+ d) = m

với giả thiết rằng a+ b = c+ d.

Lời giải. Đặt x2 + (a+ b)x = x2 + (c+ d)x = t, ta thu được phương trình

(t+ ab)(t+ cd) = m.

Giải và biện luận phương trình này ta thu được t và từ đó tính được x.



3.1. Phương trình và hệ phương trình đại số 99

Ví dụ 3.13. Giải phương trình

(x+ a)4 + (x+ b)4 = m. (3.12)

Lời giải. Đặt x = t − a+ b

2
. Phương trình (3.12) trở thành phương trình

trùng phương dạng (9)

2t4 + 12t2 + 2−m = 0.

Giải phương trình này tìm được t, từ đó tính được x.

Ví dụ 3.14. Giải phương trình

ax4 + bx3 + cx2 + dx+ e = 0 (3.13)

với điều kiện

ad2 = eb2 (a, e 6= 0). (3.14)

Phương trình (3.13) với điều kiện (3.14) được gọi là phương trình hồi quy.

Lời giải. Viết điều kiện (3.14) dưới dạng

e

a
=

(
d

b

)2

,
d

b
= α.

Ta có d = bα, e = aα2 và sau khi thế vào phương trình (3.13), ta thu được

ax4 + bx3 + cx2 + bαx+ aα2 = 0. (3.15)

Nhận xét rằng x = 0 không phải là nghiệm của phương trình (3.15). Chia hai

vế của phương trình cho x2 ta thu được

at2 + vd+ c− 2aα = 0, t = x+
α

x
. (3.16)

Giải và biện luận phương trình (3.16), từ đó tìm được t, sau đó tính x.
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Ví dụ 3.15. Giải phương trình

x4 = ax2 + bx+ c, (3.17)

biết rằng

b2 = 4(a+ 2)(c+ 1), b 6= 0. (3.18)

Lời giải. Xét tam thức bậc hai ứng với biệt thức

∆ = b2 − 4(a+ 2)(c+ 1) = 0

dạng

f(x) = (a+ 2)x2 + bx+ c+ 1.

Viết phương trình (3.18) dưới dạng tương đương sau

(x2 + 1)2 = (a+ 2)x2 + bx+ c+ 1. (3.19)

Nếu a+ 2 < 0 tức a < −2 thì

(x2 + 1)2 > 0, (a+ 2)x2 + bx+ c+ 1 ≤ 0

nên phương trình đã cho vô nghiệm.

Nếu a+ 2 > 0 tức a > −2 thì ta có thể viết (3.19) dưới dạng

(x2 + 1)2 =
(√

a+ 2x±
√
c+ 1

)2

( dấu (+) ứng với trường hợp b > 0, dấu (−) ứng với trường hợp b < 0).

Ta thu được các phương trình bậc hai

x2 + 1 = ±
(√

a+ 2x±
√
c+ 1

)
.

Ví dụ 3.16. Giải phương trình

x4 = ax2 + bx+ c (b 6= 0). (3.20)
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Lời giải. Gọi α là số thực thoả mãn hệ thức

b2 = 4(a+ 2α)(c + α2). (3.21)

Nhận xét rằng luôn luôn tồn tại số α như trên vì phương trình (3.21) là một

phương trình bậc 3 đối với α. Khi đó tam thức bậc hai

f(x) := (a+ 2α)x2 + bx+ (c+ α2)

có nghiệm kép và

f(x) =





(a+ 2α)

[
x+

b

2(a+ 2α)

]2

nếu a+ 2α 6= 0,

c + α2 nếu a+ 2α = 0.

Viết phương trình đã cho dưới dạng

x4 + 2αx2 + α2 = f(x)

hay

(x2 + α)2 = f(x). (3.22)

Nếu a+ 2α = 0 thì (3.22) có dạng (x2 + α)2 = c+ α2.

Nếu a+ 2α < 0 thì phương trình (3.22) vô nghiệm.

Nếu a+ 2α > 0 thì phương trình (3.22) trở thành cặp phương trình bậc hai

x2 + α = ±
√
a+ 2α

(
x− b

2(a+ 2α)

)
.

Ví dụ 3.17. Giải phương trình

t4 + αt3 + βt2 + γt+ δ = 0. (3.23)

Lời giải. Đặt t = x− a

4
. Khi đó phương trình (3.23) có dạng

x4 = ax2 + bx+ c, (3.24)
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trong đó

a =
6α2

16
− β,

b =
2α3

16
+

1

2
αβ − γ,

c =
1

16
(3α4 − 16βα2 + 64αβ − 256δ).

Tiếp theo ta giải (3.24) theo cách giải của bài toán trước.

Ví dụ 3.18. Cho a > 0. Khai triển biểu thức

(
1 − a

√
x
)8

+
(
1 + a

√
x
)8

ta thu được đa thức (bậc 4) P (x). Giải phương trình P (x) = 0.

Lời giải. Đặt a2x = t ta thu được phương trình

t4 + 28t3 + 70t2 + 28t + 1 = 0.

Đây là phương trình hồi quy nên dễ dàng đưa về dạng phương trình bậc hai

y2 + 28y + 68 = 0

với y = t+ 1
t
.

Phương trình bậc hai này có hai nghiệm y1,2 = −14±
√

128. Từ đó ta tìm

được t và tính được phương trình có 4 nghiệm thực âm.

Ví dụ 3.19. Giải phương trình

t4 + 4t3 + 3t2 − 12t− 16 = 0.

Lời giải. Đặt t = x− 1. Ta được phương trình

x4 = 3x2 + 10x + 4.
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Ta xác định a sao cho 102 = 4(3 + 2a)(4 + a2) hay

2a3 + 3a2 + 8a− 13 = 0.

Ta thấy a = 1 thoả mãn phương trình. Vậy có thể viết phương trình đã cho

dưới dạng

(x2 + 1)2 = 5x2 + 10x+ 5,

hay

(x2 + 1)2 = 5(x+ 1)2.

Giải phương trình này ta thu được các nghiệm là

x1,2 =

√
5±

√
1 + 4

√
5

2
·

3.1.4 Phương trình bậc cao

Ta xét một số trường hợp đặc biệt của phương trình bậc cao giải được bằng

cách sử dụng các đồng nhất thức đại số và lượng giác.

Ví dụ 3.20. Cho bộ số m,n, p ∈ R. Giải phương trình

x3 +m3

(x+m)3
+

x3 + n3

(x+ n)3 +
x3 + p3

(x+ p)3

− 3

2
+

3

2
· x−m
x+m

· x− n
x+ n

· x− p
x+ p

= 0.

Lời giải. Nhận xét rằng

x3 +m3

(x+m)3
=

1

4
+

3

4

(x−m)2

(x+m)2
.

Vì vậy phương trình đã cho tương đương với phương trình sau

1

4
+

3

4

(x−m)2

(x+m)2
+

1

4
+

3

4

(x− n)2

(x+ n)2
+

1

4
+

3

4

(x− p)2

(x+ p)2
−

−3

2
+

3

2
· x−m
x+m

· x− n
x+ n

· x− p
x + p

= 0. (3.25)
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Đặt
x−m
x +m

= a,
x− n
x+ n

= b,
x− p
x + p

= c

và để ý rằng

1

4
+

3

4
a2 +

1

4
+

3

4
b2 +

1

4
+

3

4
c2 − 3

4
+

3

2
abc = 0

có thể biến đổi được về dạng

(ab+ c)2 = (1 − a2)(1− b2). (3.26)

Thay các giá trị a, b, c theo biến x,m, n, p ta được

(ab+ c)2 =
4[x3 + (mn−mp− np)x]2

(x+m)2(x+ n)2(x+ p)2
,

1− a2 =
4mx

(x+m)2
, 1 − b2 =

4nx

(x+ n)2
.

Vậy (3.26) có dạng

x2[x2 +2(x+p)
√
mn+mn−mp−np][x2−2(x+p)

√
mn+mn−mp−np] = 0.

Giải ra ta được các nghiệm của phương trình là

x1 = x2 = 0,

x3,4 = ±(
√
mp−√np)−

√
mn,

x5,6 =
√
mn± (

√
mp +

√
np.

Ví dụ 3.21. Cho 0 < α <
π

n+ 2
.

Chứng minh rằng với mọi đa thức Q(x) ∈ R[x] bậc n thì đa thức

P (x) = (x2 − 2x cosα+ 1)Q(x)

không thể có tất cả các hệ số đều không âm.
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Lời giải. Giả sử

Q(x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an

và

P (x) = b0x
n+2 + b1x

n+1 + · · ·+ bn+1x+ bn+2.

Khi đó 



b0 = a0,
b1 = a1 − 2a0 cosα,
b2 = a2 + a0 − 2a1 cosα,
. . . . . . . . .
bn+1 = an−1 − 2an cosα,
bn+2 = an.

Suy ra

bk = ak + ak−2 − 2ak−1 cosα, an+2 = an+1 = 0, a−1 = a−2 = 0

và
n+2∑

k=0

bk sin kα = 0.

Mà sin kα > 0 vì α ∈
(

0;
π

n+ 2

)
nên tồn tại hệ số bj < 0.

Ví dụ 3.22. Cho a0, a1, . . . , an là n+1 số đôi một khác nhau. Giải hệ phương

trình sau 



x0 + x1a0 + x2a
2
0 + · · ·+ xna

n
0 = 0

x0 + x1a1 + x2a
2
1 + · · ·+ xna

n
1 = 0

. . . . . . . . .
x0 + x1an + x2a

2
n + · · ·+ xna

n
n = 0.

(1)

Lời giải. Xét đa thức

f(y) = xny
n + xn−1y

n−1 + · · ·+ x1y + x0.

Ta có deg f ≤ n. Từ hệ (1) ta có

f(a0) = f(a1) = · · · = f(an) = 0,
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nên f(y) có n+ 1 nghiệm phân biệt, do đó f(y) ≡ 0. Từ đó suy ra

x0 = x1 = · · · = xn = 0.

Thử lại ta thấy x0 = x1 = · · · = xn = 0 thoả mãn hệ đã cho. Vậy hệ có nghiệm

duy nhất

(x0;x1; · · · ;xn) = (0; 0; · · · ; 0).

Ví dụ 3.23. Cho a1, a2, . . . , an là n số thực đôi một khác nhau. Giải hệ phương

trình 



an−1
1 x1 + an−2

1 x2 + · · ·+ xn + an
1 = 0

an−1
2 x1 + an−2

2 x2 + · · ·+ xn + an
2 = 0

. . . . . . . . .
an−1

n x1 + an−2
n x2 + · · ·+ xn + an

n = 0.

Lời giải. Xét đa thức

f(u) = un + x1u
n−1 + · · ·+ xn−1u+ xn.

Từ hệ trên ta có

f(a1) = f(a2) = · · · = f(an) = 0.

Xét

g(u) = (u− a1)(u− a2) · · · (u− an)

= un +A1u
n−1 + · · ·+An−1u+An,

trong đó do g(u) có n nghiệm a1, a2, . . . , an và deg g = n có hệ số bậc cao nhất

bằng 1 nên theo Định lí Viète thì




A1 = (−1)1(a1 + a2 + · · · + an)
A2 = (−1)2(a1a2 + a1a3 + · · ·+ an−1an)
. . . . . . . . . . . .
An = a1a2 · · · an

(2)

Xét đa thức

h(u) = f(u) − g(u) = (x1 −A1)u
n−1 + (x2 −A2)u

n−2 + · · ·+ (xn −An).
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Ta có deg h ≤ n− 1 và h(u) cũng có n nghiệm là a1, a2, . . . , an phân biệt nên

h(u) ≡ 0. Do đó ta có

x1 = A1, x2 = A2, . . . , xn = An, (3.27)

trong đó các số Ai được xác định từ (2). Vậy hệ có nghiệm được xác định như

ở (3) và (2).

Ví dụ 3.24. Tồn tại hay không tồn tại các số a1, a2, . . . , an ∈ R là các nghiệm

của đa thức

P (x) = xn +
n∑

k=1

(−1)kCk
na

k
kx

n−k.

Lời giải. Giả sử tồn tại các số như vậy. Khi đó theo Định lí Viète thì

Ck
na

k
k =

∑

i1<i2<···<ik

ai1ai2 · · · aik (k = 1, . . . , n)

(tổng này có Ck
n số hạng).

Giả sử

|ak| = max{|a1|, |a2|, . . . , |an|}.

Khi đó ta có

Ck
n|ak|k =

∑

i1<i2<···<ik

|ai1||ai2| · · · |aik | ≤ Ck
n|ak|k.

Vậy

|a1| = |a2| = · · · = |an|.

Mặt khác

|a1 + a2 + · · · + an| = n|a1|

nên a1, a2, . . . , an cùng dấu và do đó chúng bằng nhau và đặt bằng a. Ta

được P (x) = (x− a)n là đa thức thoả mãn điều kiện bài ra.
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Ví dụ 3.25. Chứng minh rằng không tồn tại một tập hữu hạn các số thực

dương M sao cho ứng với mỗi n nguyên dương đều tồn tại đa thức bậc n thuộc

M [x] có đúng n nghiệm đều thuộc M .

Lời giải. Giả sử tồn tại tập

M = {a1, a2, . . . , an} (a = a1 < · · · < an = b)

thoả mãn yêu cầu của bài toán. Khi đó theo giả thiết thì tồn tại đa thức

P (x) = b0 + b1x+ · · ·+ bnx
n ∈M [x]

sao cho P (x) có n nghiệm x1, x2, . . . , xn thuộc M . Theo Định lí Viète thì

n∑

j=1

x2
j =

(
−bn−1

bn

)2

− 2
bn−2

bn
<

(
−bn−1

bn

)2

+ 2
|bn−2|
|bn|

.

Suy ra

na2 ≤
n∑

j=1

x2
j ≤

(
b

a

)2

+ 2
b

a
∀n ∈ N∗,

điều này là không thể xảy ra. Vậy không tồn tại một tập hữu hạn các số thực

dương M sao cho ứng với mỗi n nguyên dương đều tồn tại đa thức bậc n thuộc

M [x] có đúng n nghiệm đều thuộc M .

Ví dụ 3.26. Cho đa thức f(x) ∈ R[x] có ít nhất 2 nghiệm thực. Chứng minh

rằng đa thức P (x) = f(x)− f ′(x) cũng có ít nhất 2 nghiệm thực.

Lời giải. Giả sử x1, x2 (x1 ≤ x2) là nghiệm của f(x). Xét hàm số

g(x) = e−xf(x).

Ta có

g′(x) = e−x[f ′(x)− f(x)].
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Theo Định lí Rolle thì g′(x) có ít nhất một nghiệm thực trong (x1, x2) nếu

x1 < x2 và có nghiệm bằng x1 nếu x2 = x1. Suy ra đa thức P (x) có ít nhất

một nghiệm thực. Vì deg f(x) = degP (x) = n nên nếu n lẻ thì hiển nhiên

f(x) có ít nhất 3 nghiệm thực và vì vậy theo lập luận trên thì P (x) sẽ có ít

nhất 2 nghiệm thực. Nếu n chẵn thì do P (x) có nghiệm thực nên nó phải có

ít nhất 2 nghiệm thực.

3.1.5 Các bài toán về phương trình, hệ phương trình đại số

Một phương trình với ẩn phức f(z) = 0 và với nghiệm z = x+ iy, có thể giải

bằng cách tách phần thực và phần ảo, ta luôn có thể đưa về dạng hệ phương

trình {
h(x, y) = 0
g(x, y) = 0.

Chẳng hạn, để tìm căn bậc ba của số phức 1 + i, ta tìm số phức z = x + iy

sao cho z3 = 1 + i. Bằng cách tách phần thực và phần ảo trong đẳng thức

(x+ iy)3 = 1 + i,

ta thu được hệ phương trình
{
x3 − 3xy2 = 1
3x2y − y3 = 1.

(3.28)

Giải hệ này, tìm được (x, y), từ đó, ta sẽ tìm được z. Tuy nhiên, rõ ràng z có

thể tìm được bằng cách khai căn 1 + i, cụ thể là

z = 3
√

1 + i = 3

√√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)

=
6
√

2

[
cos

(
π

12
+

2kπ

3

)
+ i sin

(
π

12
+

2kπ

3

)]
, k = 0, 1, 2.

Từ đó, ngược lại ta đã tìm được nghiệm của hệ phương trình (3.28) là

(x, y) =

(
6
√

2 cos

(
π

12
+

2kπ

3

)
,

6
√

2 sin

(
π

12
+

2kπ

3

))
, k = 0, 1, 2.
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Như thế, một số hệ phương trình có thể có "xuất xứ" từ các phương trình

nghiệm phức. Bằng cách đi ngược lại quá trình từ phương trình nghiệm phức

về hệ phương trình, từ hệ phương trình đã cho ta thu được phương trình

nghiệm phức gốc. Giải phương trình nghiệm phức này, so sánh phần thực và

phần ảo, ta được nghiệm của hệ phương trình.

Tiếp theo, ta xét ví dụ sau đây.

Ví dụ 3.27. (Việt Nam 1996) Giải hệ phương trình




√
3x

(
1 +

1

x+ y

)
= 2

√
7y

(
1− 1

x+ y

)
= 4
√

2.

Lời giải. Trước hết, ta nhận thấy x, y > 0. Đặt
√
x = u,

√
y = v. Hệ phương

trình đã cho trở thành




u

(
1 +

1

u2 + v2

)
=

2√
3

v

(
1 − 1

u2 + v2

)
=

4
√

2√
7
.

Vì u2 + v2 là bình phương của mô-đun số phức z = u + iv, bằng cách cộng

phương trình thứ nhất với phương trình thứ hai (sau khi nhân với i), ta được

u+ iv +
u− iv
u2 + v2

=
2√
3

+ i
4
√

2√
7
·

Vì
u− iv
u2 + v2

=
z̄

|z|2 =
1

z
, nên phương trình trên đuợc viết lại dưới dạng

z +
1

z
=

2√
3

+ i
4
√

2√
7

⇔ z2 −
(

2√
3

+ i
4
√

2√
7

)
z + 1 = 0

⇔ z =
1√
3
± 2√

21
+ i

(
2
√

2√
7
±
√

2

)
·
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Từ đó suy ra

(u, v) =

(
1√
3
± 2√

21
,
2
√

2√
7
±
√

2

)
·

Do đó hệ phương trình đã cho có hai nghiệm

(x, y) =



(

1√
3
± 2√

21

)2

,

(
2
√

2√
7
±
√

2

)2

 =

(
11

21
± 4

3
√

7
,
22

7
± 8√

7

)
·

3.2 Các bài toán về đa thức

3.2.1 Phương trình hàm trong đa thức

Nghiệm của đa thức đóng vai trò quan trọng trong việc xác định một đa thức.

Cụ thể nếu đa thức P (x) bậc n có n nghiệm x1, x2, . . . , xn thì P (x) có dạng

P (x) = c(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn).

Tuy nhiên, nếu chỉ xét các nghiệm thực của đa thức thì trong nhiều trường

hợp sẽ không có đủ số nghiệm. Hơn nữa, trong các bài toán phương trình hàm

đa thức, nếu chỉ xét các nghiệm thực thì lời giải sẽ là không hoàn chỉnh. Định

lí cơ bản của đại số vì vậy đóng một vai trò hết sức quan trọng trong dạng

toán này. Ta sử dụng cách phát biểu đơn giản nhất của nó: một đa thức với

hệ số phức (bao gồm cả số thực) luôn có ít nhất một nghiệm phức (bao gồm

cả nghiệm thực).

Dưới đây ta xem xét một số áp dụng.

Ví dụ 3.28. Cho 0 < α < 1. Tìm tất cả các đa thức f(x) bậc n (n ≥ 2) sao

cho tồn tại dãy số r1, r2, . . . , rn (r1 < r2 < . . . < rn) thoả mãn các điều kiện

sau {
f(ri) = 0,
f ′(αri + (1− α)ri+1) = 0

(i = 1, 2, . . . , n).
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Lời giải. Nhận xét rằng với a < b và x = αa+(1−α)b thì x ∈ (a, b). Khi đó

p =
1

x− a +
1

x− b =
2α − 1

α(1 − α)(b− a).

Do vậy p > 0 khi và chỉ khi α >
1

2
, p < 0 khi và chỉ khi α <

1

2
và p = 0 khi

và chỉ khi α =
1

2
. Theo giả thiết thì

f(x) = c
n∏

i=1

(x− ri)

nên
f ′(x)

f(x)
=

n∑

i=1

1

x− ri

.

Với n ≥ 3 và 0 < α ≤ 1

2
ta đặt x = αr1 + (1− α)r2. Khi đó theo giả thiết thì

f ′(x) = 0 và đồng thời ta lại có

f ′(x)

f(x)
=

1

x− r1
+

1

x− r2
+

n∑

i=3

1

x− ri

< 0,

mâu thuẫn. Tương tự với n ≥ 3 và
1

2
< α < 1 ta cũng nhận được điều vô lí.

Nếu n = 2 và α 6= 1

2
thì tương tự như trên cũng dẫn đến điều mâu thuẫn. Do

vậy chỉ còn trường hợp n = 2 và α =
1

2
để xét. Khi đó mọi tam thức bậc hai

có 2 nghiệm phân biệt đều thoả mãn đề bài.

Ví dụ 3.29. Tìm tất cả các đa thức P (x) khác hằng sao cho

P (x)P (x+ 1) = P (x2 + x+ 1), ∀x ∈ R. (3.29)

Lời giải. Giả sử x0 là nghiệm của P (x) = 0. Khi đó x2
0 + x0 + 1 cũng là

nghiệm. Thay x bởi x− 1 trong (3.29), ta thấy rằng

P (x− 1)P (x) = P (x2 − x+ 1).

Vì P (x0) = 0 nên x2
0 + x0 + 1 cũng là nghiệm của P (x) = 0.

Chọn α là nghiệm có mô-đun lớn nhất (nếu tồn tại vài nghiệm với mô-đun lớn



3.2. Các bài toán về đa thức 113

nhất, ta chọn một trong số các nghiệm đó). Từ cách chọn α như vậy ta suy ra

|α2 + α + 1| ≤ |α| và |α2 − α+ 1| ≤ |α| vì cả α2 + α + 1 và α2 − α+ 1 đều là

nghiệm của P (x) = 0.

Ta nhận xét rằng α 6= 0. Tiếp theo, ta có

2|α| = |(α2+α+1)−(α2−α+1)| ≤ |α2+α+1|+|α2−α+1| ≤ |α|+|α| ≤ 2|α|.

Vậy phải xảy ra dấu đẳng thức nên từ đây suy ra α2 +α+1 = −β(α2−α+1)

với một hằng số dương β nào đó. Hơn nữa từ tính lớn nhất của |α| ta còn suy

ra

|α2 + α+ 1| = |α2 − α+ 1| = |α|.

Như vậy β = 1 và ta có

α2 + α + 1 = −(α2 − α + 1),

suy ra α2 + 1 = 0. Từ đó α = ±i và x2 +1 là thừa số của P (x). Như vậy ta có

thể viết P (x) dưới dạng

P (x) = (x2 + 1)mQ(x),

trong đó Q(x) là đa thức không chia hết cho x2 + 1. Thế ngược trở lại vào

phương trình (3.29), ta thấy Q(x) cũng thoả mãn điều kiện

Q(x)Q(x+ 1) = Q(x2 + x+ 1), ∀x ∈ R. (3.30)

Nếu phương trình Q(x) = 0 lại có nghiệm thì lí luận trên đây suy ra nghiệm

có mô-đun lớn nhất của nó phải là ±i. Điều này không thể xảy ra vì x2 + 1

không chia hết Q(x). Ta suy ra rằng Q(x) là một hằng số, giả sử là c. Thay

vào phương trình (3.30) của Q(x), ta được c = 1. Như vậy lớp các đa thức

thoả mãn phương trình (3.29) là P (x) = (x2 + 1)m với m là một số nguyên

dương nào đó.
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Ví dụ 3.30. Tìm tất cả các đa thức P (x) thoả mãn điều kiện

P (x)P (x+ 1) = P (x2), ∀x ∈ R. (3.31)

Lời giải. Giả sử α là nghiệm của phương trình P (x) = 0. Khi đó từ phương

trình suy ra α2, α4, α8, . . . cũng là nghiệm của P (x) = 0. Từ đây suy ra

rằng |α| = 0 hoặc |α| = 1, vì nếu ngược lại ta sẽ thu được dãy vô hạn các

nghiệm phân biệt của P (x). Tương tự α − 1 là nghiệm của P (x) và lí luận

tương tự, ta cũng được |α − 1| = 0 hoặc |α − 1| = 1. Giả sử rằng |α| = 1

và |α − 1| = 1. Ta viết α = cosβ + isinβ, ta thấy rằng 2cosβ = 1. Từ đây

suy ra cos β =
1

2
hay β =

π

3
hoặc β = 5

π

3
. Giả sử β =

π

3
. Xét α2 cũng

là nghiệm của P (x) = 0. Như vậy α2 − 1 cũng là nghiệm của P (x) = 0 và

|α2− 1| =
(

cos

(
2π

3

)
− 1

)2

+sin2

(
2π

3

)
= 3. Mâu thuẫn vì mọi nghiệm của

P (x) = 0 có mô-đun bằng 0 hoặc 1. Tương tự với trường hợp β = 5
π

3
.

Như vậy ta có thể kết luận rằng α = 1, hoặc α− 1 = 0. Từ đây P (x) có dạng

P (x) = cxm(1 − x)n, với c là một hằng số nào đó và m,n là các số nguyên

không âm. Thay vào phương trình đã cho, ta dễ dàng kiểm tra được rằng c = 1

và m = n. Như vậy lớp các đa thức thoả mãn điều kiện đã cho là

P (x) = xm(1 − x)m,

trong đó m là một số tự nhiên.

Ví dụ 3.31. Tìm tất cả các đa thức P (x) thỏa mãn phương trình

P 2(x)− P (x2) = 2x4, ∀x ∈ R. (3.32)

Lời giải. Nếu đặt P (x) = axk +R(x) với degR(x) = r < k thì ta có

P 2(x)− P (x2) = (a2 − a)x2k + 2axkR(x) +R2(x)−R(x2).

Từ đó suy ra deg(P 2(x) − P (x2)) hoặc bằng 2k nếu a 6= 1, hoặc bằng k + r

nếu a = 1 và r ≥ 0, hoặc bằng −∞ khi a = 1 và r = −∞ (tức là đồng nhất
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bằng 0). Từ đó, suy ra k ≤ 4. Đến đây ta dễ dàng tìm được các nghiệm của

(3.32) là x4 + 1, x3 + x, 2x2 và −x2.

Ví dụ 3.32. Tìm tất cả các đa thức P (x) thỏa mãn phương trình

P (x2 − 2) = P 2(x)− 2, ∀x ∈ R. (3.33)

Lời giải. Có hai đa thức hằng thỏa mãn phương trình là đa thức đồng nhất

−1 và đa thức đồng nhất 2. Với các đa thức bậc lớn hơn hay bằng 1, áp dụng

hệ quả của định lí ta suy ra với mỗi số nguyên dương n, tồn tại không quá một

đa thức P (x) thỏa mãn (3.33). Điểm khó ở đây là ta không có cơ chế đơn giản

để xây dựng các nghiệm. Dùng phương pháp đồng nhất hệ số, ta tìm được các

nghiệm bậc 1, 2, 3, 4 lần lượt là:

x, x2 − 2, x3 − 3x, x4 − 4x2 + 2.

Từ đây, có thể dự đoán được quy luật của dãy nghiệm như sau:

Po = 2, P1 = x, Pn+1 = xPn − Pn−1, n = 1, 2, 3, . . . (3.34)

Cuối cùng, để hoàn tất lời giải bài toán, ta chỉ cần chứng minh các đa thức

được xác định bởi (3.34) thỏa mãn phương trình (3.33). Ta có thể thực hiện

điều này bằng cách sử dụng quy nạp toán học hoặc bằng cách sau:

Xét x bất kỳ thuộc [−2; 2], đặt x = 2 cos t thì từ công thức (3.34), ta suy ra

P2(x) = 4 cos 2t− 2 = 2 cos 2t, P3(x) = 2 cos t.2 cos 2t− 2 cos t = 2 cos 3t,

và nói chung Pn(x) = 2 cos(nt). Từ đó, ta có

Pn(x2−2) = Pn(4 cos2 t−2) = Pn(2 cos 2t) = 2 cos(2nt) = 4 cos2(nt)−2 = P 2(x)−2.

Đẳng thức này đúng với mọi x ∈ [−2; 2] do đó đúng với mọi x. Bài toán được

giải quyết hoàn toàn.
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Ví dụ 3.33. Tìm tất cả các bộ (a;P ;Q) trong đó a là hằng số thực, P,Q là

các đa thức sao cho:
P 2(x)

Q2(x)
=
P (x2)

Q(x2)
+ a. (3.35)

Lời giải. Nếu (a;P ;Q) là nghiệm thì (a;P ·R;Q ·R) cũng là nghiệm. Không

mất tính tổng quát, ta giả sử (P ;Q) = 1.

Phương trình có thể viết lại thành

P 2(x)Q(x2) = Q2(x)(P (x2) + aQ(x2)). (3.36)

Do (P 2(x);Q2(x)) = 1 nên từ đây ta suy ra Q2(x) = cQ(x2). Từ đó giải ra

được Q(x) = cxn, với n là số tự nhiên nào đó. Thay vào phương trình (3.36),

ta được

P 2(x) = cP (x2) + ac2x2n.

Đặt R(x) =
P (x)

c
, ta được phương trình

R2(x) = R(x2) + ax2n. (3.37)

Thay x = 0 vào phương trình (3.37), ta được R2(0) = R(0). Do (P ;Q) = 1

nên a 6= 0 và R(0) 6= 0. Từ đó R(0) = 1. Đặt R(x) = 1 + xkS(x) với S(0) 6= 0.

Thay vào (3.37), ta được:

1 + 2xkS(x) + x2kS2(x) = 1 + x2kS(x2) + a2n

⇔ 2xkS(x) + x2k(S2(x)− S(x2)) = ax2n.

Nếu k > 2n thì chia cả hai vế cho x2n, ta được

2xk−2nS(x) + x2k−2n(S2(x)− S(x2)) = a.

Thay x = 0 vào suy ra 0 = a, mâu thuẫn.

Nếu k < 2n thì chia hai vế cho k, ta được

2S(x) + xk(S2(x)− S(x2)) = ax2n−k.
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Thay x = 0 vào, suy ra S(0) = 0, mâu thuẫn.

Vậy chỉ còn một khả năng có thể xảy ra là k = 2n. Lúc đó ta được phương

trình

2S(x) + x2n(S2(x)− S(x2)) = a.

lí luận tương tự như trong lời giải của ví dụ 3.31, ta suy ra S2(x)−S(x2) hoặc

đồng nhất bằng 0, hoặc có bậc ≥ bậc của S(x). Như vậy, nếu S2(x) − S(x2)

không đồng nhất 0 thì vế trái sẽ có bậc là 2n+ s, mâu thuẫn.

Vậy S2(x)− S(x2) = 0, suy ra S(x) =
a

2
, và thay lại vào đẳng thức

S2(x)− S(x2) = 0 ta suy ra a = 2. Ta được kết quả

a = 2, Q(x) = cxn, P (x) = c(1 + x2n).

Ví dụ 3.34 (Việt Nam 2006). Hãy xác định tất cả các đa thức P (x) với hệ

số thực, thỏa mãn hệ thức sau:

P (x2) + x(3P (x) + P (−x)) = (P (x))2 + 2x2, ∀x ∈ R. (3.38)

Lời giải. Thay x = −x vào (3.38), ta được

P (x2)− x(3P (−x) + P (x)) = (P (−x))2 + 2x2. (3.39)

Trừ (3.38) cho (3.39), ta được

4x(P (x) + P (−x)) = P 2(x)− P 2(−x)

⇔ (P (x) + P (−x))(P (x)− P (−x)− 4x) = 0. (3.40)

(3.40) đúng với mọi x thuộc R, do đó ta phải có hoặc là P (x) + P (−x) = 0

đúng với vô số các giá trị x hoặc P (x) − P (−x) − 4x = 0 đúng với vô số các

giá trị x.

Do P (x) là đa thức nên từ đây ta suy ra hoặc P (x)+P (−x) = 0 đúng với mọi

x hoặc P (x)− P (−x)− 4x = 0 đúng với mọi x.
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Ta xét các trường hợp sau:

Trường hợp 1. P (x) + P (−x) = 0. Khi đó ta có phương trình

P (x2) + 2xP (x) = (P (x))2 + 2x2 ⇔ P (x2)− x2 = (P (x)− x)2.

Đặt Q(x) = P (x) − x thì Q(x2) = Q2(x), ta được Q ≡ 0, Q ≡ 1, Q(x) = xn.

Từ đó P (x) = x, P (x) = x + 1, P (x) = xn + x. So sánh với điều kiện

P (x) + P (−x) = 0, ta chỉ nhận được các nghiệm:

P (x) = x và P (x) = x2k+1 + x, k = 0, 1, 2, . . .

Trường hợp 2. P (x)− P (−x)− 4x = 0. Khi đó ta có phương trình

P (x2) + x(4P (x)− 4x) = P 2(x) + 2x2 ⇔ P (x2)− 2x2 = (P (x)− 2x)2.

Đặt Q(x) = P (x)− 2x thì Q(x2) = Q2(x), ta được Q ≡ 0, Q ≡ 1, Q(x) = xn.

Từ đó P (x) = 2x, P (x) = 2x + 1, P (x) = xn + 2x. So sánh với điều kiện

P (x)− P (−x)− 4x = 0, ta chỉ nhận được các nghiệm:

P (x) = 2x, P (x) = 2x+ 1 và P (x) = x2k + 2x, k = 1, 2, 3, . . .

Tổng hợp hai trường hợp, ta có tất cả nghiệm của (3.38) là các đa thức

P (x) = x, P (x) = 2x, P (x) = 2x+ 1,

P (x) = x2k+1 + x, P (x) = x2k + 2x với k = 2, 3, . . .

Ví dụ 3.35. Tìm tất cả các đa thức với hệ số thực P (x) thỏa mãn đẳng thức

sau với mọi số thực x

P (x)(2x2) = P (2x3 + x). (3.41)

Lời giải. Ta sẽ đi tìm nghiệm không đồng nhất hằng số bậc nhỏ nhất của

(3.41). Xét trường hợp P (x) có bậc nhất, P (x) = ax+ b. Thay vào (3.41), ta

có

(ax+ b)(2ax2 + b) = a(2x3 + x) + b
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So sánh hệ số của các đơn thức ở hai vế, ta được hệ

a3 = 2a, 2ba2 = 0, ab = a, b2 = b

Hệ này vô nghiệm (do a 6= 0) nên ta có thể kết luận: không tồn tại đa thức

bậc nhất thỏa mãn (3.41).

Xét trường hợp P (x) có bậc 2, P (x) = ax2 + bx+ c. Thay vào (3.41), ta có

(ax2 + bx+ c)(4ax4 + 2bx2 + c) = a(2x3 + x)2 + b(2x3 + x) + c

⇔ 4a2x6 + 4abx5 + (4ac+ 2ab)x4 + 2b2x3 + (ac+ 2bc)x2 + bcx+ c2

= 4ax6 + 4ax4 + 2bx3 + ax2 + bx+ c

So sánh hệ số các đơn thức ở hai vế, ta được hệ

4a2 = 4a, 4ab = 0, 4ac+ 2ab = 4a, 2b2 = 2b, ac+ 2bc = a, bc = b, c2 = c

Hệ này có nghiệm a = c = 1, b = 0. Như vậy, P (x) = x2 + 1 là đa thức bậc

hai thỏa mãn (3.41). Ta suy ra (x2 +1)k là tất cả các đa thức bậc chẵn (không

đồng nhất hằng số) thỏa mãn (3.41).

Vậy còn các nghiệm của (3.41) có bậc lẻ thì sao? Rõ ràng đa thức x2 +1 không

"sinh" ra được các nghiệm bậc lẻ. Rất may mắn, ta có thể chứng minh đa

thức bậc lẻ không thể là nghiệm của (3.41). Để chứng minh điều này, dựa vào

tính chất mọi đa thức bậc lẻ đều có ít nhất một nghiệm thực, ta chỉ cần chứng

minh nếu P (x) là một đa thức khác hằng số thỏa mãn (3.41) thì P (x) không

có nghiệm thực (đây chính là nội dung bài thi HSG Việt Nam 1990).

Thật vậy, giả sử α là nghiệm thực của P (x), khi đó 2α3 + α cũng là nghiệm

của P (x). Nếu α > 0 thì ta có α,α+ 2α3, α+ 2α3 + 2(α+ 2α3)3, . . . dãy tăng

và tất cả đều là nghiệm của P (x), mâu thuẫn. Tương tự, nếu α < 0 thì dãy

nói trên là dãy giảm và ta cũng có P (x) có vô số nghiệm. Nếu α = 0, đặt
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P (x) = xkQ(x) với Q(0) 6= 0, thay vào phương trình ta có:

xkQ(x)(2x2)kQ(2x2) = (2x3 + x)kQ(2x3 + x)

⇔ Q(x)(2x2)kQ(2x2) = (2x2 + 1)kQ(2x3 + x).

Thay x = 0 vào ta được 0 = Q(0), mâu thuẫn.

Vậy P (x) không có nghiệm thực, có nghĩa là P (x) không thể có bậc lẻ. Nói

cách khác, bài toán đã được giải quyết hoàn toàn.

3.2.2 Các bài toán về đa thức bất khả quy

Nghiệm phức của đa thức với hệ số nguyên, trong nhiều trường hợp là chìa

khoá để chứng minh tính bất khả quy (trên Z và Q) của đa thức đó. Chúng

ta tìm hiểu các lí luận mẫu trong vấn đề này thông qua các tính chất và ví dụ

sau đây.

Trước hết xét một số tiêu chuẩn xét tính bất khả quy của đa thức với hệ số

nguyên.

Định lý 3.1. (Tiêu chuẩn Eisenstein1)

Cho P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0 là một đa thức hệ số nguyên.

Giả sử tồn tại số nguyên tố p thỏa mãn những điều kiện sau:

1) an không chia hết cho p.

2) Tất cả những hệ số còn lại đều chia hết cho p.

3) a0 không chia hết cho p2.

Khi đó đa thức P (x) bất khả quy trên Q[x].

Chứng minh. Giả sử đa thức P (x) khả quy trên Z[x] và P (x) = g(x)h(x),

trong đó

g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ brx
r, bi ∈ Z, 0 < r < n

h(x) = c0 + c1x+ · · ·+ csx
s, ci ∈ Z, 0 < s < n.

1M.Eisenstein (1823-1852) là nhà toán học Đức.
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Đồng nhất hệ số trong đẳng thức P (x) = g(x)h(x) ta được




a0 = b0c0
a1 = b1c0 + b0c1
. . . . . .
ak = bkc0 + bk−1c1 + · · ·+ b0ck
. . . . . . . . .
an = brcs.

Theo giả thiết p chia hết a0 = b0c0, mà p là số nguyên tố nên hoặc p chia hết

b0 hoặc p chia hết c0. Giả sử p chia hết b0, thế thì p không chia hết c0,vì nếu

không thì p2 chia hết a0 = b0c0, trái giả thiết. p không thể chia hết mọi hệ số

của g(x), vì nếu thế thì p sẽ chia hết an = brcs, trái giả thiết.

Giả sử bt (0 < t < n) là hệ số đầu tiên trong dãy hệ số b0, b1, . . . , br của g(x)

không chia hết cho p.

Xét at = btc0 + bt−1c1 + · · ·+ b0ct, trong đó at, bt−1, . . . , b0 đều chia hết cho p.

Vậy btc0 phải chia hết cho p, mà p nguyên tố, ta suy ra hoặc c0 chia hết cho

p, hoặc bt chia hết cho p, mâu thuẫn giả thiết về bt và c0.

Ví dụ 3.36. Chứng minh rằng nếu p là một số nguyên tố, thì đa thức

P (x) = xp−1 + xp−2 + · · ·+ x+ 1

bất khả quy trên Q[x].

Lời giải. Ta biến đổi đa thức P (x)

P (x) =
xp − 1

x− 1
, với x 6= 1.

Đặt x− 1 = y, ta nhận được:

P (x) =
(y + 1)p − 1

y
= yp−1 + C1

py
p−2 + · · ·+ Cp−2

p y + Cp−1
p .

Đặt Q(y) = yp−1 +C1
py

p−2 + · · ·+Cp−2
p y+Cp−1

p . Do Q(y) là đa thức Eisenstein,

Q(y) bất khả quy, suy ra cả P (x) cũng bất khả quy, vô lí.

Qua ví dụ trên ta thấy rằng bằng cách đổi biến ta có thể chứng minh sự bất khả

quy của đa thức chưa thỏa mãn tiêu chuẩn Eisenstein thành đa thức thỏa mãn
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tiêu chuẩn Eisenstein. Điều này phát huy tác dụng của tiêu chuẩn Eisenstein.

Có rất nhiều ví dụ để thực hiện phương pháp này như P (x) = x4 − 2x + 3

bất khả quy vì ta thay thế x = y+ 1 vào đa thức P (x) thì nhận được đa thức

thỏa mãn tiêu chuẩn Eisenstein y4 +4y3 +6y2 +2y+2. Nhưng không phải lúc

nào cũng thay biến để đưa một đa thức chưa thỏa mãn tiêu chuẩn Eisenstein

thành đa thức thỏa mãn tiêu chuẩn Eisenstein. Ta xét tiếp ví dụ sau

Ví dụ 3.37. Tồn tại đa thức bất khả quy, mà nó không có một cách biến

đổi tuyến tính của ẩn nào có thể chuyển nó thành đa thức Eisenstein (với số

nguyên tố p nào đó).

Lời giải. Xét đa thức P (x) = 2x2 + 1, đa thức này bất khả quy trên Q[x].

Đổi biến x = ay + b (a, b là những số nguyên bất kì). Khi đó ta có

Q(y) = 2a2y2 + 4aby + 2b2 + 1.

Giả sử Q(y) là đa thức thỏa mãn tiêu chuẩn Eisenstein, nghĩa là tồn tại số

nguyên tố p sao cho 2a2 không chia hết cho p, và 4ab ; (2b2 + 1) cùng chia hết

cho p.

Suy ra, b không chia hết cho p, nhưng khi đó 4a chia hết cho p, từ đây có hoặc

a chia hết cho p hoặc 4 chia hết cho p.

Từ trường hợp thứ nhất ta nhận được hệ số cao nhất của đa thức Q(y) chia

hết cho p, điều này vô lí.

Từ trường hợp thứ hai 4 chia hết cho p, suy ra p = 2. Nhưng khi đó 2b2 + 1

không chia hết cho p ta cũng thu được điều vô lí.

Định lý 3.2. (Tiêu chuẩn Eisenstein mở rộng)

Cho P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 là một đa thức hệ số nguyên có

bậc n. Giả sử tồn tại số nguyên tố p thỏa mãn những điều kiện sau:

1) an không chia hết cho p.

2) Tồn tại k, 0 6 k < n sao cho a0, a1, . . . , ak chia hết cho p.
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3) a0 không chia hết cho p2.

Khi đó đa thức P (x) có đa thức ước bất khả quy trên Z[x] mà bậc của nó không

nhỏ thua k + 1.

Với k = n− 1 ta được tiêu chuẩn Eisenstein quen thuộc.

Chứng minh

Nếu đa thức P (x) bất khả quy trên Z[x] thì định lí được chứng minh.

Nếu đa thức P (x) không bất khả quy trên Z[x] và được biểu diễn thành tích

của những đa thức với hệ số nguyên bất khả quy

P (x) = g(x)f(x) . . .

Do a0
... p, nên hệ số tự do của một đa thức nào đó cũng chia hết cho p.

Không mất tính chất tổng quát ta coi đó là hệ số tự do của đa thức g(x).

Khi đó ta có thể viết P (x) dưới dạng sau

P (x) = g(x)h(x),

trong đó

g(x) = b0 + b1x+ · · ·+ brx
r, bi ∈ Z, 0 < r < n

h(x) = c0 + c1x+ · · ·+ csx
s, ci ∈ Z, 0 < s < n.

Vì đa thức g(x) được chọn sao cho b0
... p, mà a0 = b0c0 6

... p2 nên c0 6
... p.

Cũng theo giả thiết thì an = brcs 6
... p⇒ br 6

... p.

Giả sử bt (0 < t 6 r) là hệ số đầu tiên của g(x) trong dãy b0, b1, . . . , br không

chia hết cho p. Ta xét

at = btc0 + bt−1c1 + · · · + ctb0.

Ở vế phải của đẳng thức này có số hạng đầu tiên của tổng không chia hết cho

p, còn lại các chia hết cho p. Nên at không chia hết cho p, và theo giả thiết

thứ 2 của định lí thì t > k + 1, suy ra k + 1− t 6 0.

Ta có r > r + k + 1 − t = (k + 1) + r − t > k + 1.
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Ví dụ 3.38. Chứng minh đa thức sau bất khả quy

P (x) = x4 + x3 − 3x2 − 3x− 3.

Lời giải. Giả sử P (x) không bất khả quy trên Z[x]. Áp dụng định lí trên với

k = 2, p = 3, suy ra đa thức ước thực sự của P (x) là G(x) có bậc > 2+1 = 3

bất khả quy. Từ đó degG(x) = 3, suy ra P (x) có nghiệm hữu tỉ, nhưng nghiệm

hữu tỉ của P (x) nếu có là ước của 3, kiểm tra thấy các ước này đều không là

nghiệm của P (x). Vậy P (x) bất khả quy trên Z[x] nên bất khả quy trên Q[x].

Bổ đề 3.1. Cho ξ là một số phức sao cho Re ξ < b− 1

2
. Khi đó

∣∣b− ξ
∣∣ >

∣∣b− 1 − ξ
∣∣.

Chứng minh. Đặt ξ = η+ iζ với η, ζ là các số thực, và kí hiệu Re ξ là phần

thực của số phức ξ.

Theo giả thiết thì Re ξ = η và η < b− 1

2
. Ta có

∣∣b− ξ
∣∣ >

∣∣b− 1 − ξ
∣∣⇔

∣∣b− ξ
∣∣2 >

∣∣b− 1 − ξ
∣∣2

⇔ b2 − 2bη + η2 + ζ2 = b2 + 1 + η2 − 2b− 2bη + 2η + ξ2

⇔ η < b− 1

2
.

Bổ đề được chứng minh.

Định lý 3.3 (Tiêu chuẩn Perron). Cho P (x) là đa thức với hệ số nguyên. Giả

thiết tồn tại số nguyên b và số nguyên tố p, sao cho chúng thỏa mãn những

điều kiện sau:

1. P (b) = p,

2. P (b− 1) 6= 0,

3. Tất cả các nghiệm ξi (i = 1, 2, . . . , n) của đa thức P (x) thỏa mãn bất

đẳng thức Re ξi < b− 1

2
.

Khi đó đa thức P (x) bất khả quy trên Z[x].
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Chứng minh. Giả sử P (x) = G(x)H(x), ở đây G(x),H(x) là đa thức nguyên

không phải là hằng số.

Từ đẳng thức P (b) = p (do p là số nguyên tố) suy ra G(b) = ±1 và H(b) = ±p

hoặc là G(b) = ±p và H(b) = ±1.

Xét G(b) = 1 và giả sử nghiệm của G(x) là ξ1, ξ2, . . . , ξk (1 6 k < n). Khi đó

G(x) = c(x− ξ1)(x− ξ2) . . . (x− ξn),

ở đây c là hệ số cao nhất của G(x).

Vì G(b) = 1 và G(b− 1) ∈ Z∗, ta có bất đẳng thức
∣∣∣ G(b)

G(b− 1)

∣∣∣ 6 1 hay là

∣∣∣ b− ξ1
b− 1− ξ1

∣∣∣
∣∣∣ b− ξ2
b− 1− ξ2

∣∣∣ · · ·
∣∣∣ b− ξk
b− 1− ξk

∣∣∣ 6 1, (∗)

điều này vô lí, vì theo với bổ đề 3.2 thì có
∣∣∣ b− ξi
b− 1 − ξi

∣∣∣ > 1 với mọi i. Như vậy,

đa thức P (x) bất khả quy trên Z[x].

Ví dụ 3.39. Cho b > 3 là số nguyên và p là một số nguyên tố.

Ta viết p trong hệ số cơ số b, nghĩa là p có dạng

p = a0b
n + a1b

n−1 + · · ·+ an,

ở đây n là số tự nhiên, a0 6= 0 và 0 6 ai < b (i = 0, 1, . . . , n). Xét đa thức

P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an.

Chứng minh rằng P (x) bất khả quy trên Z[x] (giả thiết p > b vì với p < b thì

đa thức là hằng số).

Lời giải. Ta dùng tiêu chuẩn Perron. Hiển nhiên P (b) = p và P (b− 1) 6= 0,

vì b − 1 > 1, và tất cả hệ số ai không âm và ít nhất một trong chúng là số

dương.

Ta chỉ cần chứng minh mọi nghiệm ξ của P (x) thỏa mãn bất đẳng thức

Re ξ < b− 1

2
.
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Nếu Re ξ 6 0 bất đẳng thức Re ξ < b− 1

2
là hiển nhiên.

Nếu Re ξ > 0. Ta kí hiệu r là mô đun của ξ, nghĩa là
∣∣ξ
∣∣ = r.

• Nếu r 6 1, từ bất đẳng thức hiển nhiên Re ξ 6
∣∣Re ξ

∣∣ 6 r 6 1 < b− 1

2
suy

ra Re ξ < b− 1

2
là hiển nhiên vì b > 2.

• Nếu r > 1, với các điều ở trên thì ξ 6= 0, khi đó chia cả hai vế của đẳng

thức P (ξ) = 0 cho ξn ta nhận được

a0 +
a1

ξ
+
a2

ξ2
+ · · · + an

ξn
= 0.

Từ đây ta có ∣∣∣a0 +
a1

ξ

∣∣∣ =
∣∣∣a2

ξ2
+ · · ·+ an

ξn

∣∣∣.

Theo bất đẳng thức về môđun cho vế phải, ta có

∣∣∣a2

ξ2
+ · · ·+ an

ξn

∣∣∣ 6
a2∣∣ξ
∣∣2 + · · ·+ an∣∣ξ

∣∣n =
a2

r2
+ · · ·+ an

rn
,

mà
∣∣∣Re

(
a0 +

a1

ξ

)∣∣∣ 6
∣∣∣
(
a0 +

a1

ξ

)∣∣∣ nên

∣∣∣Re
(
a0 +

a1

ξ

)∣∣∣ 6
a2

r2
+ · · ·+ an

rn
.

Ta biết rằng ai 6 b− 1, ta có thể đánh giá vế phải của bất đẳng thức trên

a2

r2
+ · · ·+ an

rn
6 (b− 1)

( 1

r2
+ · · · + 1

rn

)
=
b− 1

r2
.
1− 1

rn−1

1− 1

r

.

Bởi vì r > 1, từ bất đẳng thức cuối cùng ta nhận được

a2

r2
+ · · ·+ an

rn
< (b− 1)

1

r2
.

1

1− 1

r

= (b− 1)
1

r(r − 1)
,

từ đó suy ra ∣∣∣Re
(
a0 +

a1

ξ

)∣∣∣ < (b− 1)
1

r(r − 1)
.
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Nhưng ta giả thiết Re ξ > 0 suy ra Re
a1

ξ
> 0 (vì a1 là số không âm) và vì a0

là một số nguyên dương, nên Re
(
a0 +

a1

ξ

)
> 1. Suy ra

Re
(
a0 +

a1

ξ

)
=
∣∣∣Re

(
a0 +

a1

ξ

)∣∣∣ > 1

và cuối cùng ta nhận được bất đẳng thức

1 < (b− 1)
1

r(r − 1)
.

Vì r > 1 nên từ bất đẳng thức cuối cùng ta suy ra r(r − 1) < b− 1.

Giả sử Re ξ > b− 1

2
, hay là r > b− 1

2
⇒ r − 1 > b− 3

2
.

Nhân hai vế bất đẳng thức trên ta có r(r − 1) > b2 − 2b+
3

4
, từ đó có

b2 − 2b+
3

4
< b− 1 hoặc b2 − 3b < −7

4
.

Vì b > 3 nên bất đẳng thức cuối không xảy ra. Ta có điều cần chứng minh.

Sau đây ta tiếp tục xét thêm một số lớp đa thức bất khả quy khác nữa

Ví dụ 3.40. Cho P (x) là đa thức có bậc lẻ n = 2m+ 1 và P (ai) = ±1 với n

số nguyên khác nhau a1, a2, . . . , an. Khi đó P (x) bất khả quy.

Lời giải. Giả sử đa thức P (x) phân tích được thành tích P (x) = G(x)H(x)

với G(x), H(x) là những đa thức hệ số nguyên khác hằng số. Không mất tính

tổng quát ta có thể giả sử degG(x) 6 m.

Từ đẳng thức P (ai) = ±1, suy ra G(ai)H(ai) = ±1. Do những số G(ai),H(ai)

là những số nguyên, ta nhận được G(ai) = ±1 với mọi i = 1, n.

Nhưng n = 2m + 1 > m, suy ra ít nhất trong các đẳng thức G(ai) = 1 hoặc

G(ai) = −1 thỏa mãn với hơn m giá trị của i.

Mặt khác, degG(x) = m nên G(x) là đa thức hằng số 1 hoặc −1, điều này

trái với giả sử.

Ví dụ 3.41. Cho P (x) là đa thức với hệ số nguyên bậc n > 8. Giả sử tồn tại k

những số nguyên khác nhau a1, a2, . . . , ak, ở đây k >
n

2
, sao cho P (ak) = ±1.

Khi đó đa thức P (x) bất khả quy.
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Giải. Giả sử P (x) = G(x)H(x), khi đó ít nhất một trong những đa thức G(x)

và H(x), cho đó là G(x), có bậc m 6
n

2
sao cho phương trình

∣∣G(x)
∣∣ = 1 sẽ có

k nghiệm ak. Do k >
n

2
,m 6

n

2
, nên k > m. Nhưng theo giả thiết thì n > 8,

khi đó k > 5. Ta có hoặc là G(ai) = 1, hoặc là G(ai) = −1. Mà bậc của G(x)

nhỏ hơn k nên trong cả hai trường hợp ta nhận được G(x) là hằng số +1 hoặc

−1, là điều vô lí.

Ví dụ 3.42. Chứng minh rằng nếu đa thức f(x) ∈ Z[x] bậc n mà nhận giá trị

bằng ±1 tại nhiều hơn 2
[n
2

]
điểm nguyên phân biệt thì f(x) là đa thức bất

khả quy.

Lời giải. Đặt
[n
2

]
= m. Giả sử f(x) = g(x)h(x), trong đó g(x), f(x) ∈ Z[x]

và

0 < deg g(x) < deg h(x) < n.

Vì n = 2m hoặc n = 2m+ 1 nên deg g(x) 6 m. Mặt khác, theo giả thiết tồn

tại l số x1, x2, . . . , xl (l > 2m) sao cho

f(xi) = g(xi)h(xi) = ±1, i = 1, 2, . . . , l (l > 2m).

Suy ra g(xi) = ±1 với mọi i = 1, 2, . . . , l. Vậy trong l số xi phải có ít nhất

m + 1 số để g(xi) = 1 hoặc g(xi) = −1 mà g(x) chỉ là đa thức bậc nhỏ thua

hoặc bằng m nên g(x) ≡ 1 hoặc g(x) ≡ −1, trái với giả sử. Vậy f(x) là đa

thức bất khả quy.

Ví dụ 3.43. Cho a1, a2, . . . , an là n số nguyên phân biệt. Chứng minh rằng

P (x) = (x− a1)
2(x− a2)

2 . . . (x− an)
2 + 1

là bất khả quy.

Lời giải. Giả sử P (x) là khả quy. Khi đó P (x) = f(x)g(x), trong đó f(x), g(x)

là các đa thức có hệ số nguyên và có bậc lớn hơn 0. Có thể coi hệ số cao nhất
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của f(x) dương. Do P (x) vô nghiệm nên f(x), g(x) cũng vô nghiệm, nên

f(x), g(x) là đa thức dương trên R và f(ak)g(ak) = 1 với mọi k = 1, 2, . . . , n.

Giả sử

f(x) = xr + · · · , g(x) = xs + · · · , với s+ r = 2n

Nếu xảy ra r < s thì r < n nên g(x) ≡ 1, vô lí.

Nếu xảy ra r = s = n thì f(x)− g(x) có bậc 6 n− 1 và triệt tiêu tại n điểm

ak nên

f(x)− g(x) = 0 hay f(x) = g(x), ∀ x ∈ R.

Do đó ta có

P (x) = (x− a1)
2(x− a2)

2 . . . (x− an)
2 + 1 =

[
g(x)

]2

với g(x)− 1 = (x− a1)(x− a2) . . . (x− an) và vì vậy

(x− a1)
2(x− a2)

2 . . . (x− an)
2 + 1 =

(
(x− a1)(x− a2) . . . (x− an) + 1

)2
,

với mọi x ∈ R. Điều này không thể xảy ra. Vậy P (x) bất khả quy.

Ví dụ 3.44. Cho a1, a2, . . . , an là n những số nguyên khác nhau, p là số

nguyên bất kì và

P (x) = p(x − a1)(x− a2) . . . (x− an) + 1.

Đa thức này bất khả quy, loại trừ các trường hợp sau đây:

1 . p = 4, n = 2 và a1, a2 là hai số liên tiếp, nghĩa là a1 = a2 ± 1. Cụ thể

P (x) = 4(x− a1)(x− a1 − 1) + 1 =
(
2(x− a1)− 1

)2
.

2 . p = 1, n = 4 và a1, a2, a3, a4 (sắp xếp thích hợp) là bốn số liên tiếp. Khi đó

P (x) = (x− a1)(x− a1 − 1)(x− a1 − 2)(x− a1 − 3) + 1

=
(
(x− a1 − 1)(x− a1 − 2)− 1

)2
.

3 . p = 1, n = 2 và a1, a2 khác nhau 2 đơn vị, nghĩa là a1 = a2 ± 2.

Khi đó P (x) = (x− a1)(x− a1 − 2) + 1 = (x− a1 − 1)2.
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Lời giải. Giả sử P (x) phân tích được dưới dạng P (x) = G(x).H(x) với

G(x),H(x) là những đa thức có hệ số nguyên và có bậc nhỏ hơn n.

Vì P (ai) = 1, với i = 1, 2, . . . , n, nên ta có G(ai)H(ai) = 1. Mặt khác,

G(ai), H(ai) là những số nguyên, suy ra với mọi i thì

G(ai) = H(ai) = 1 ∨ G(ai) = H(ai) = −1.

Khi đó G(ai)−H(ai) = 0, suy ra G(x)−H(x) có n nghiệm.

Mà deg (G(x) −H(x)) < n nên ta được

G(x)−H(x) = 0⇔ G(x) = H(x), ∀ x ∈ R.

Ta có P (x) = G(x)2, n là số chẵn, và hệ số cao nhất của P (x) là p phải là số

chính phương

Nghĩa là P (x) bất khả quy khi ta chỉ ra n là một số lẻ, hoặc n là chẵn nhưng

p không là số chính phương, trong trường hợp riêng p là một số âm.

Ta đặt p = q2 và n = 2m, ở đây q là hệ số cao nhất của G(x) còn m là bậc

của nó. Không mất tính tổng quát giả sử q > 0 (trường hợp ngược lại có thể

thay toàn bộ dấu của G(x)).

Ta xét đa thức G(x), với mỗi i ta có G(ai) = 1 hoặc là G(ai) = −1. Ta sẽ

chứng minh mỗi đẳng thức này thỏa mãn với đúng m giá trị của i.

Thật vậy, nếu G(ai) = 1 đúng với nhiều hơn m giá trị của i, mà bậc của G(x)

là m nên G(x) trùng với hằng số 1, vô lí.

Suy ra số lượng k của chỉ số i sao cho G(ai) = 1 không lớn hơn m.

Nếu k < m, Ta sẽ nhận được G(ai) = −1 với n − k > m chỉ số của i, từ đây

ta lại suy ra G(x) trùng với hằng số −1, vô lí.

Như vậy, đẳng thức G(ai) = 1 chỉ thỏa mãn với đúng m giá trị của i.

Không mất tính tổng quát ta có thể cho G(a1) = G(a2) = · · · = G(am) = 1 và

khi đó G(am+1) = G(am+2) = · · · = G(an) = −1
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Ta xét đa thức G(x)− 1. Đa thức này có bậc m, hệ số cao nhất là q và đã biết

m nghiệm khác nhau a1, a2, . . . , am.

Suy ra G(x)− 1 = q(x− a1)(x− a2) . . . (x− am). Đặt

ϕ1(x) = (x− a1)(x− a2) . . . (x− am),

ϕ2(x) = (x− am+1)(x− am+2) . . . (x− an),

ϕ(x) = ϕ1(x)ϕ2(x).

Từ P (x) = G(x)2 ta có:

pϕ(x) + 1 = (qϕ1(x) + 1)2, suy ra pϕ(x) = q2ϕ2
1(x) + 2qϕ1(x).

Ta biết rằng p = q2 và ϕ(x) = ϕ1(x)ϕ2(x), n = 2m, chia cả hai vế đẳng thức

trên cho qϕ1(x), ta nhận được

q
(
ϕ2(x)− ϕ1(x)

)
= 2. (∗)

Ta so sánh hệ số tự do hai vế trái đẳng thức, đó là

(−1)mq
(
am+1am+2 . . . an − a1a2 . . . am

)
= 2.

Suy ra q = 1 hoặc q = 2, và tương ứng p = 1 hoặc p = 4.

Như vậy ta đã chứng minh được đa thức P (x) bất khả quy khi p 6= 1 và p 6= 4.

Ta xét hai trường hợp cụ thể này

Trường hợp p = 4 (q = 2) : Trong trường hợp này (∗) có dạng

(x− am+1)(x− am+2) . . . (x− an)− (x− a1)(x− a2) . . . (x− am) = 1. (α)

Ta chứng minh (α) chỉ đúng với m = 1. Thật vậy, cho x = a1 ta nhận được

(a1 − am+1)(a1 − am+2) . . . (a1 − an) = 1. (∗∗)

Vì các thừa số ở vế trái là những số nguyên, nên các thừa số thuộc {+1;−1}.

Nếu m > 3, ít nhất hai trong những thừa số này trùng nhau, vô lí.
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Nếu m = 2 ta chỉ có hai thừa số và vì tích của chúng dương nên chúng cùng

dấu, suy ra chúng trùng nhau, vô lí.

Nếu m = 1 thì (∗∗) có dạng (x− a2)− (x− a1) = 1. Suy ra a1 = a2 + 1. Như

vậy phần 1 được chứng minh.

Trường hợp p = 1 (q = 1) : Trong trường hợp này (∗) có dạng

(x− am+1)(x− am+2) . . . (x− an)− (x− a1)(x− a2) . . . (x− am) = 2. (∗ ∗ ∗)

Ta chứng minh m 6 3. Thật vậy, thay x = a1 vào (∗ ∗ ∗) nhận được

(a1 − am+1)(a1 − am+2) . . . (a1 − an) = 2.

Nếu m > 4 thì chứng minh tương tự phần trên có ít nhất hai thừa số bằng

nhau. Suy ra m 6 3.

Nếu m = 3, thì (∗ ∗ ∗) có dạng

(a1 − a4)(a1 − a5)(a1 − a6) = 2.

Từ đẳng thức này suy ra hai trong những thừa số ở vế trái bằng ±1, như vậy

chúng phải có dấu trái nhau, vì ngược lại thì chúng trùng nhau.

Ta cho đó là a1− a5 = 1, a1− a6 = −1, khi đó a1− a4 = −2 hay a1 = a4− 2.

Ta lặp lại cùng lí luận như đối với a2 thay vào chỗ a1. Ta nhận được a2 = ai−2,

ở đây i là số nào đấy trong các số 4, 5, 6. Đẳng thức a2 = a4− 2 không xảy ra

vì khi ấy thì a1 = a2. Suy ra a2 = a5 − 2 hoặc là a2 = a6 − 2. Không mất tính

chất tổng quát ta cho a2 = a5 − 2.

Cuối cùng bằng cách thay x = a3 vào (∗∗∗) và lí luận tương tự có a3 = a6−2.

So sánh hệ số của x2 ở (∗ ∗ ∗) có −a4− a5− a6 + a1 + a2 + a3 = −6 6= 0, vô lí.

Như vậy m 6= 3 và m chỉ còn lại hai khả năng m = 1 và m = 2.

Nếu m = 2 : lần lượt thay vào (∗ ∗ ∗) x = a1 và x = a2 ta nhận được

(a1 − a3)(a1 − a4) = 2, (a2 − a3)(a2 − a4) = 2.
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Từ đẳng thức thứ nhất suy ra bốn khả năng sau:

a1 − a3 = 1, a1 − a4 = 2; a1 − a3 = −1, a1 − a4 = −2;

a1 − a3 = 2, a1 − a4 = 1; a1 − a3 = −2, a1 − a4 = −1.

Vì vai trò của a3 và a4 là đối xứng, nên ta chỉ xét hai trường hợp đầu là đủ.

Trường hợp a3 = a1 + 1 và a4 = a1 + 2.

Thay vào đẳng thức (a2 − a3)(a2 − a4) = 2, ta nhận được

(a2− a1− 1)(a2 − a1− 2) = 2⇔
{
a2 − a1 − 2 = −2
a2 − a1 − 1 = −1

∨
{
a2 − a1 − 2 = 1
a2 − a1 − 1 = 2.

Trong trường hợp thứ nhất nhận được a1 = a2, trái giả thiết.

Từ trường hợp thứ hai suy ra a2 = a1 + 3.

Như vậy a1; a3 = a1 + 1, a4 = a1 + 2, a2 = a1 + 3 là bốn số nguyên liên tiếp,

điều này đã chứng tỏ phần 2 được chứng minh.

Nếum = 1, thì (∗∗∗) có dạng (x−a2)−(x−a1) = 2, từ đây suy ra a1 = a2+2,

tức là phần 3 được chứng minh.

Ví dụ 3.45 (IMO 1993). Chứng minh rằng với mọi n ∈ N, n > 1, đa thức

P (x) = xn + 5xn−1 + 3 không thể phân tích thành tích của hai đa thức có bậc

không nhỏ hơn 1 với hệ số nguyên.

Lời giải. Giả sử x1, x2, . . . , xn là tất cả các nghiệm của đa thức P (x).

Khi đó ta có

P (x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xn).

Suy ra 3 = (−1)nx1x2 · · · xn. Ta có với mỗi i thì

xn
i + 5xn−1

i + 3 = 0⇒ 3 = |xn−1
i ||xi + 5|, i = 1, 2, . . . , n. (3.42)

Giả sử ngược lại rằng đa thức P (x) khả quy, tức là P (x) = Q(x).S(x) với

Q(x), S(x) là các đa thức khác hằng với hệ số nguyên. Thế thì rõ ràng Q(x)

sẽ là tích của một số thừa số x − xi và S(x) là tích của các thừa số còn lại.
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Không mất tính tổng quát, giả sử

Q(x) = (x− x1)(x− x2) · · · (x− xk), S(x) = (x− xk+1) . . . (x− xn).

Suy ra |x1x2 · · · xk| và |xk+1 · · · xn| là các số nguyên có tích là 3. Như vậy một

số bằng 1 và một số bằng 3. Không mất tính tổng quát, giả sử |x1x2 · · · xk| = 3

và |xk+1 · · ·xn| = 1.

Trong (3.42) cho i chạy từ 1 đến k rồi nhân vế theo vế, ta được

3k = |x1 · · ·xk|n−1|(x1 + 5) · · · (xk + 5)| = 3n−1.|Q(−5)|.

Suy ra k ≥ n − 1. Như vậy S(x) là nhị thức bậc nhất và P (x) có nghiệm

nguyên. Nhưng nghiệm nguyên của P (x) chỉ có thể là -1, 1, -3, 3. Kiểm tra lại

thì chúng đều không là nghiệm. Mâu thuẫn này chứng tỏ điều giả sử trên là

sai, tức đa thức P (x) là bất khả quy.

Ví dụ 3.46 (Nhật Bản 1999). Chứng minh rằng không thể phân tích đa thức

f(x) = (x2 + 12)(x2 + 22) · · · (x2 + n2) + 1

thành tích của hai đa thức hệ số nguyên bậc lớn hơn hay bằng 1.

Lời giải. Giả sử ngược lại, ta có f(x) = g(x).h(x) với g(x), h(x) là các đa

thức với hệ số nguyên có bậc lớn hơn hay bằng 1. Khi đó, để ý rằng f(±ki) = 1

với k = 1, 2, . . . , n, ta có

1 = g(ki)h(ki), k = ±1,±2, ,±n.

Vì số 1 chỉ có 4 cách phân tích thành tích của các số nguyên trong Z[i] là

1.1, (−1).(−1), i.(−i) và (−i).i nên ta có với mọi k ∈ {±1,±2, . . . ,±n} thì

(g(ki);h(ki)) ∈ {(1; 1); (−1;−1); (i;−i); (−i; i)}.

Như vậy trong mọi trường hợp ta đều có g(ki) = h(ki) = h(−ki). Như thế đa

thức g(x)−h(−x) có 2n nghiệm phân biệt, trong khi bậc của nó nhỏ thua 2n.
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Vậy ta phải có g(x) − h(−x) là đa thức hằng 0, tức là g(x) = h(−x). Từ đó

deg g(x) = deg h(x) = n.

Vì f(x) là đa thức đơn khởi (hệ số bậc cao nhất bằng 1) nên ta có thể giả sử

g(x), h(x) đơn khởi. Khi đó đa thức g2(x)−h2(x) có bậc nhỏ hơn 2n. Đa thức

này có ít nhất 2n nghiệm ki với k ∈ {±1;±2; . . . ;±n}. Suy ra g2(x)−h2(x) = 0.

Ta không thể có g(x) = −h(x) vì g và h đơn khởi. Vậy ta phải có g(x) = h(x).

Như thế f(x) = g2(x). Từ đây suy ra (g(0))2 = f(0) = (n!)2 + 1. Điều này là

không thể vì g(0) là số nguyên và n ≥ 1.

3.2.3 Bài toán về sự chia hết của đa thức

Nhận xét rằng nếu đa thức P (x) chia hết cho đa thức Q(x) thì mọi nghiệm

của Q(x) đều là nghiệm của P (x). Tính chất đơn giản này là chìa khoá để giải

nhiều bài toán về sự chia hết của đa thức. Chúng ta xem xét một số ví dụ.

Ví dụ 3.47. Với giá trị nào của n thì x2n + xn + 1 chia hết cho đa thức

x2 + x+ 1.

Lời giải. Nhận xét rằng ε = −1

2
+ i

√
3

2
= cos

π

3
+ i sin

π

3
là nghiệm của

phương trình Q(x) = x2 + x + 1 = 0. Đa thức P (x) = x2n + xn + 1 chia hết

cho Q(x) khi và chỉ khi P (ε) = 0. Điều này tương đương với

cos
4nπ

3
+ i sin

4nπ

3
+ cos

2nπ

3
+ i sin

2nπ

3
+ 1 = 0

⇔ 2 cos
2nπ

3
+ 1 = 0⇔ n = 3k + 1 hoặc n = 3k + 2.

Vậy với n = 3k + 1 hoặc n = 3k + 2 (k ∈ Z) thì P (x) chia hết cho Q(x).

Trong ví dụ dưới đây, một lần nữa, căn của đơn vị lại đóng vai trò then chốt.

Ví dụ 3.48 (USA MO 1976). Cho P (x), Q(x), R(x), S(x) là các đa thức sao

cho

P (x5) + xQ(x5) + x2R(x5) = (x4 + x3 + x2 + x+ 1)S(x).

Chứng minh rằng P (x) chia hết cho x− 1.
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Lời giải. Đặt ε = e
2πi
5 thì ε5 = 1. Thay x lần lượt bởi ε, ε2, ε3, ε4, ta được

các phương trình

P (1) + εQ(1) + ε2R(1) = 0

P (1) + ε2Q(1) + ε4R(1) = 0

P (1) + ε3Q(1) + ε6R(1) = 0

P (1) + ε4Q(1) + ε8R(1) = 0

Nhân các phương trình từ thứ nhất đến thứ tư lần lượt với −ε,−ε2,−ε3,−ε4,

ta được

−εP (1)− ε2Q(1)− ε3R(1) = 0

−ε2P (1)− ε4Q(1) − εR(1) = 0

−ε3P (1) − εQ(1)− ε4R(1) = 0

−ε4P (1) − ε3Q(1)− ε2R(1) = 0

Sử dụng đẳng thức 1 + ε + ε2 + ε3 + ε4 = 0, ta được 5P (1) = 0, tức là P (x)

chia hết cho x− 1.

3.2.4 Quy tắc dấu Descartes trong ứng dụng

Tiếp theo, ta xét một số bài toán khảo sát số nghiệm thực, số nghiệm phức

của đa thức thông qua số lần đổi dấu hoặc số lần giữ nguyên dấu của dãy hệ

số tương ứng bằng cách sử dụng quy tắc dấu Descartes. Trên cơ sở đó mở rộng

phạm vi ứng dụng của quy tắc này trong đại số.

Bổ đề 3.2. Kí hiệu số vị trí đổi dấu của dãy các hệ số của các đa thức bậc n

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

f(−x) = a0 − a1x+ a2x
2 + · · ·+ (−1)nanx

n
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lần lượt là W+ và W−. Giả sử aν là số hạng đầu tiên khác 0 trong dãy các hệ

số a0, a1, a2, . . . , aν−1, aν, . . . , an của đa thức f(x). Khi đó

n− ν − (W+ +W−) > 0.

Chứng minh. Kí hiệu akx
k và alx

l là hai số hạng thoả mãn điều kiện

ak 6= 0, ak+1 = ak+2 = · · · = al−1 = 0, al 6= 0.

Khi đó

f(x) = aνx
ν + · · ·+ akx

k + alx
l + · · ·+ anx

n, an 6= 0.

Suy ra ν là một giá trị riêng của k.

Nếu (n− k) lẻ thì với mỗi cặp akx
k + alx

l sẽ đóng góp một đơn vị vào cho W+

hoặc cho W−.

Nếu (n− k) chẵn thì từ cặp akx
k + alx

l hai đại lượng W+ và W− nhận thêm

một đơn vị cho mỗi đại lượng hoặc không nhận gì cả.

Mặt khác ta có

(n− ν) =

L∑
(l− k) +

C∑
(l − k),

trong đó tổng
L∑

được lấy theo các hiệu (l − k) lẻ,
C∑

được lấy theo các hiệu

(l− k) chẵn. Từ đó suy ra

(n− ν)− (W+ +W−) =
L∑

(l − k − 1) +
C∑
{l − k − [1− sign (akal)]}.

Nhận xét rằng, các số hạng trong
L∑

và
C∑

đều không âm. Do đó

(n− ν)− (W+ +W−) > 0.

Định lý 3.4. Giả sử đa thức f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n (an 6= 0) có

các nghiệm đều thực, gọi W là số vị trí đổi dấu của dãy hệ số a0, a1, . . . , an và

N là số không điểm dương của đa thức f(x) thì W = N.
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Chứng minh. Giả sử N+ là số không điểm dương, N− là số không điểm âm

của f(x). Khi đó N− là số không điểm dương của f(−x). Do đa thức f(x) chỉ

có các nghiệm thực nên với các kí hiệu như bổ đề 3.2, ta có

n = N+ + ν +N− hay n− ν = N+ +N−

và

0 6 (n−ν)−(W++W−) = (N++N−)−(W++W−) = (N+−W+)+(N−−W−).

Theo quy tắc dấu Descartes, ta có

(N+ −W+) 6 0 và (N− −W−) 6 0.

Do đó

(N+ −W+) = 0 và (N− −W−) = 0.

Suy ra N+ = W+ tức là N = W.

Ví dụ 3.49. Cho đa thức

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

thoả mãn các điều kiện

a0 6= 0, an 6= 0 và 2m hệ số liên tiếp đều bằng 0, với m ∈ Z+,m <
n

2
.

Chứng minh rằng đa thức f(x) có ít nhất 2m nghiệm phức.

Lời giải. Với các kí hiệu như bổ đề 3.2 và kí hiệu N+, N− lần lượt là số

nghiệm dương và âm của f(x).

Theo quy tắc dấu Descartes, ta có W+ > N+, W− > N−. Suy ra

W+ + ν +W− > N+ + ν +N−
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Do N+ + ν +N− là số nghiệm thực của f(x) nên số nghiệm phức của f(x) là

n− (N+ + ν +N−) > n − (W+ + ν +W−).

Theo lời giải bổ đề 3.2 ta có

n − (W+ + ν +W−) =
L∑

(l − k − 1) +
C∑
{l− k − [1− sign (akal)]}.

Do đó nếu ak 6= 0, ak+1 = ak+2 = · · · = ak+2m = 0 thì

� Hoặc l− k lẻ và l − k > 2m + 1 ;

� Hoặc l− k chẵn và l − k > 2m+ 2.

Vậy số nghiệm phức của đa thức f(x) là n− (N+ + ν +N−) > 2m.

Ví dụ 3.50. Kí hiệu H2 là tập hợp tất cả các đa thức hệ số thực P2(x) bậc

hai với hệ số tự do bằng 1 (tức P2(0) = 1) và có nghiệm thực. Giả sử

1

P2(x)
= 1 + p1x+ p2x

2 + · · ·+ pmx
m + · · ·

Chứng minh rằng với mọi P2(x) ∈ H2, các đa thức

P̂2m(x) := 1 + p1x+ p2x
2 + · · ·+ p2mx

2m, m ∈ N

đều không có nghiệm thực.

Lời giải. Không mất tính tổng quát, xét đa thức

P2(x) = (1 − α1x)(1 − α2x), trong đó α1α2 6= 0.

Khi đó

1

P2(x)
=

1

(1 − α1x)(1− α2x)

=
α1α2

α1 − α2

[ 1

α2(1− α1x)
− 1

α1(1 − α2x)

]

=
α1α2

α1 − α2

[ 1

α2

∞∑

k=0

αk
1x

k − 1

α1

∞∑

k=0

αk
2x

k
]
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=
α1α2

α1 − α2

[α1 − α2

α1α2
+
α2

1 − α2
2

α1α2
x+

α3
1 − α3

2

α1α2
x2 + · · ·+ αk

1 − αk
2

α1α2
xk + · · ·

]

=1 + (α1 + α2)x+ (α2
1 + α1α2 + α2

2)x
2 + · · ·+

∑

i+j=k

αi
1α

j
2x

k + · · ·

Suy ra

P̂2(x) =1 + (α1 + α2)x+ (α2
1 + α1α2 + α2

2)x
2 + · · ·+

∑

i+j=k

αi
1α

j
2x

k

+ · · ·+
∑

i+j=2m−1

αi
1α

j
2x

2m−1 +
∑

i+j=2m

αi
1α

j
2x

2m (i ∈ N, j ∈ N).

Xét tích

P (x)P̂2(x) =

=
[
1− (α1 + α2)x+ α1α2x

2
][

1 + (α1 + α2)x+ (α2
1 + α1α2 + α2

2)x
2

+ · · ·+
∑

i+j=k

αi
1α

j
2x

k + · · ·+
∑

i+j=2m−1

αi
1α

j
2x

2m−1 +
∑

i+j=2m

αi
1α

j
2x

2m
]
.

Ta thực hiện phép nhân đa thức, rồi thu gọn các đơn thức đồng dạng. Sau đây

ta tiến hành thu gọn các đơn thức bậc k (k 6 2m) sinh ra từ tích hai đa thức

trên.

∑

i+j=k

αi
1α

j
2x

k − (α1 + α2)
∑

i+j=k−1

αi
1α

j
2x

k + α1α2

∑

i+j=k−2

αi
1α

j
2x

k

=
[ ∑

i+j=k

αi
1α

j
2 −

∑

i+j=k−1

αi+1
1 αj

2 −
∑

i+j=k−1

αi
1α

j+1
2 +

∑

i+j=k−2

αi+1
1 αj+1

2

]
xk = 0.

Tiếp theo, ta thu gọn các đơn thức bậc 2m+ 1

− (α1 + α2)
∑

i+j=2m

αi
1α

j
2x

2m+1 + α1α2

∑

i+j=2m−1

αi
1α

j
2x

2m+1

=
[
−
∑

i+j=2m

αi+1
1 αj

2 −
∑

i+j=2m

αi
1α

j+1
2 +

∑

i+j=2m−1

αi+1
1 αj+1

2

]
x2m+1

= −
∑

i+j=2m+1

αi
1α

j
2x

2m+1.
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Mặt khác, khi nhân hai đa thức trên ta thấy chỉ xuất hiện một hạng tử bậc

2m+ 2 là

α1α2x
2
∑

i+j=2m

αi
1α

j
2x

2m =
∑

i+j=2m

αi+1
1 αj+1

2 x2m+2.

Ta thu được

P (x)P̂2(x) = 1 −
∑

i+j=2m+1

αi
1α

j
2x

2m+1 +
∑

i+j=2m

αi+1
1 αj+1

2 x2m+2.

Như vậy trong số các hệ số của đa thức H(x) = P (x)P̂2(x) có 2m hệ số liên

tiếp bằng 0. Theo bài toán 3.49 thì H(x) có ít nhất 2m nghiệm phức nhưng

degH(x) = 2m+ 2 nên H(x) có không quá hai nghiệm thực. Theo đề bài, đa

thức P (x) có hai nghiệm thực nên P̂2(x) không có nghiệm thực.

Tiếp theo, ta chứng minh định lí quan trọng sau đây mô tả một số lớp đa thức

không có nghiệm thực.

Định lý 3.5 (Laguerre). 2 Kí hiệu Hn là tập hợp đa thức hệ số thực Pn(x)

bậc n, (n > 0) với hệ số tự do bằng 1 và có tất cả các nghiệm đều thực. Giả sử

1

Pn(x)
= 1 + p1x+ p2x

2 + · · ·+ pkx
k + · · · .

Khi đó, ứng với mỗi Pn(x) ∈ Hn, các đa thức dạng

P̂2m(x) := 1 + p1x+ p2x
2 + · · ·+ p2mx

2m, m ∈ N

đều không có nghiệm thực.

Chứng minh. Giả sử

Pn(x) = 1 + a1x+ · · ·+ anx
n, với an 6= 0

là đa thức thuộc Hn.

2N.Laguerre (1834-1886) là nhà toán học Pháp.
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Từ giả thiết, ta có

1 = Pn(x)(1 + p1x+ p2x
2 + · · ·+ p2mx

2m + p2m+1x
2m+1 + · · · )

hay

1 = Pn(x)[P̂2m(x) + p2m+1x
2m+1 + · · · ].

Từ hệ thức cuối này, ta thu được

Pn(x)P̂2m(x) = 1− p2m+1x
2m+1 + · · ·

So sánh (đồng nhất thức theo luỹ thừa) hai vế, ta có đẳng thức

Pn(x)P̂2m(x) = 1 + q2m+1x
2m+1 + q2m+2x

2m+2 + · · ·+ q2m+nx
2m+n,

trong đó q2m+1 = −p2m+1, q2m+n = p2man.

Theo bài toán 3.49, thì đa thức

H(x) := Pn(x)P̂2m(x)

có ít nhất 2m nghiệm phức, tức là H(x) có không quá n nghiệm thực

(do degH(x) = 2m+ n). Nhưng theo giả thiết thì đa thức Pn(x) có n nghiệm

thực nên đa thức P̂2m(x) không có nghiệm thực.

Tiếp theo, ta phát biểu kết quả quan trọng sau đây như là một hệ quả trực

tiếp suy ra từ định lí Laguerre.

Hệ quả 3.1. Giả sử Pn(x) là đa thức thực bậc n (n > 0) với hệ số tự do bằng

1 (Pn(0) = 1) và có các nghiệm đều thực. Khi đó, ứng với mỗi m (m ∈ N∗)

cho trước, luôn tồn tại đa thức P̂2m(x) bậc 2m không có nghiệm thực sao cho

Pn(x)P̂2m(x) = 1 + q1x+ q2x
2 + · · ·+ q2m+nx

2m+n,

trong đó q1 = q2 = · · · = q2m = 0.
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Chứng minh. Do Pn(x) là đa thức bậc n (n > 0) với hệ số tự do bằng 1,

có các nghiệm đều thực nên

1

Pn(x)
= 1 + p1x+ p2x

2 + · · ·+ p2mx
2m + p2m+1x

2m+1 · · · .

Theo định lí 3.5 với mỗi m ∈ N luôn tồn tại đa thức

P̂2m(x) = 1 + p1x+ p2x
2 + · · ·+ p2mx

2m

không có nghiệm thực. Khi đó,

1

Pn(x)
= P̂2m(x) + p2m+1x

2m+1 · · · .

Suy ra

Pn(x)P̂2m(x) = 1− p2m+1x
2m+1 + · · · .

Đồng nhất hệ số theo từng bậc luỹ thừa ở hai vế, ta thu được

q2m+1 = −p2m+1, · · · , q2m+n = p2man.

Vậy

Pn(x)P̂2m(x) = 1 + q1x+ q2x
2 + · · ·+ q2m+nx

2m+n,

trong đó q1 = q2 = · · · = q2m = 0.

Sau đây ta mô tả một lớp đa thức bậc lẻ có duy nhất một nghiệm thực (đơn).

Ví dụ 3.51. Kí hiệu Hn là tập hợp đa thức thực Pn(x) bậc n, (n > 0) với hệ

số tự do bằng 1 (tức Pn(0) = 1) và có các nghiệm đều thực. Giả sử

1

Pn(x)
= 1 + p1x+ p2x

2 + · · ·+ pkx
k + · · ·

Chứng minh rằng ứng với mỗi Pn(x) ∈ Hn, các đa thức

P̂2m+1(x) := 1 + p1x+ p2x
2 + · · ·+ p2m+1x

2m+1, m ∈ N

đều có duy nhất một nghiệm thực (đơn).
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Lời giải. Tương tự như cách chứng minh định lí trên, ta giả sử

Pn(x) = 1 + a1x+ · · · + anx
n

là đa thức thuộc Hn và

1 = Pn(x)(1 + p1x+ p2x
2 + · · ·+ p2m+1x

2m+1 + p2m+2x
2m+2 + · · · ).

Do đó

1 = Pn(x)[P̂2m+1(x) + p2m+2x
2m+2 + · · · ].

Từ hệ thức này, ta suy ra

Pn(x)P̂2m+1(x) = 1− p2m+2x
2m+2 + · · · .

So sánh đồng nhất thức theo luỹ thừa ở hai vế, ta thu được đẳng thức

Pn(x)P̂2m+1(x) = 1 + q2m+2x
2m+2 + q2m+3x

2m+3 + · · ·+ q2m+n+1x
2m+n+1,

trong đó q2m+2 = −p2m+2, q2m+n+1 = p2m+1an.

Theo bài toán 3.49 thì đa thức

H(x) := Pn(x)P̂2m+1(x)

có ít nhất 2m nghiệm phức, tức là H(x) có không quá n + 1 nghiệm thực.

Vì đa thức Pn(x) có n nghiệm thực, nên đa thức P̂2m+1(x) sẽ có không quá

một nghiệm thực. Mặt khác, P̂2m+1(x) là đa thức bậc lẻ nên nó có ít nhất một

nghiệm thực. Do đó đa thức P̂2m+1(x) có duy nhất một nghiệm thực.

3.3 Phương trình hàm với biến đổi phân tuyến tính

Ta khảo sát lớp các phương trình hàm với acgumen biến đổi sinh bởi hàm

phân tuyến tính thực dạng

f(ω(x)) = af(x) + b,
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trong đó

ω(x) =
αx+ β

x+ γ
, αγ − β 6= 0.

3.3.1 Một số tính chất của hàm phân tuyến tính

Trước hết, ta khảo sát phương trình đại số với hệ số thực dạng

m

x+ γ
= x, m 6= 0. (3.43)

Phương trình (3.43) tương đương với phương trình bậc 2

x2 + γx−m = 0. m 6= 0. (3.44)

Phương trình (3.44) có nghiệm thực khi và chỉ khi ∆ := γ2 + 4m ≥ 0.

(i) Nếu ∆ = 0 thì phương trình (3.44) có nghiệm kép x0 = −γ
2
·

(ii) Nếu ∆ > 0 thì phương trình (3.44) có 2 nghiệm thực phân biệt

x1,2 = −γ
2
∓
√

∆

2
·

Trong trường hợp khi ∆ < 0 thì phương trình (3.44) có 2 nghiệm phức liên

hợp

z1,2 = −γ
2
∓ i
√
−∆

2
·

Tiếp theo, ta chỉ ra cách đặt ẩn số phụ để đưa phương trình đại số tổng quát

sinh bởi hàm phân tuyến tính ω(x) dạng

αx+ β

x+ γ
= x, αγ − β 6= 0 (3.45)

về phương trình dạng (3.43).

Ta sử dụng các đồng nhất thức sau

αx+ β

x+ γ
= α+

β − αγ
x+ γ
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và viết phương trình dạng (3.45) dưới dạng

α+
β − αγ
x+ γ

= x⇔ α+
β − αγ

(x− α) + (γ + α)
= (x− α) + α,

hay
β − αγ

t+ (γ + α)
= t, (3.46)

trong đó t = x− α. Rõ ràng phương trình (3.46) có dạng (3.43).

Trường hợp đặc biệt khi γ + α = 0 thì phương trình (3.46) có dạng đơn giản

β + α2

t
= t (3.47)

và hàm phân tuyến tính tương ứng

ω(x) =
αx+ β

x+ γ

có tính chất đặc biệt

ω(ω(x)) ≡ x,

tức hàm ω(x) là phép biến đổi đối hợp.

3.3.2 Đẳng cấu phân tuyến tính.

Ánh xạ phân tuyến tính đã được đề cập ở phần trên, ở đây ta sẽ trình bày các

tính chất cơ bản nhất của ánh xạ đó.

Ánh xạ phân tuyến tính được xác định bởi hệ thức

w =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0, (3.48)

trong đó a, b, c, d là các số phức.

Với điều kiện ad − bc 6= 0 ta có w 6≡ const. Trong công thức (3.48) nếu c = 0

còn d 6= 0 thì

w =
a

d
z +

b

d
= ãz + b̃.

Đó là một hàm nguyên.
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Định lý 3.6. Ánh xạ phân tuyến tính (3.48) là một phép đồng phôi từ C lên

C.

Chứng minh

1. Trường hợp c = 0 là hiển nhiên.

2. Ta xét trường hợp c 6= 0. Giải phương trình (3.48) đối với z ta có

z =
dw − b
−cw + a

, ad− bc 6= 0. (3.49)

Đó là hàm ngược của (3.48). Ánh xạ (3.49) đơn trị trong mặt phẳng C và là

ánh xạ phân tuyến tính. Do đó (3.48) đơn trị một - một trên C.

Tính liên tục của (3.48) tại các điểm z 6= −d
c
,∞ là hiển nhiên. Bằng cách đặt

w(∞) =
a

c
, w

(
−d
c

)
=∞

ta thấy rằng (3.48) liên tục trên C. Định lí được chứng minh.

Định lý 3.7. Ánh xạ phân tuyến tính bảo giác khắp nơi trên C.

Chứng minh. Đối với trường hợp z 6= −d
c
, ∞ tính bảo giác suy ra từ nhận

xét rằng tại các điểm đó

dw

dz
=

ad− bc
(cz + d)2

6= 0.

Bây giờ giả sử hai đường cong γ1 và γ2 đi qua điểm z = −d
c

và α là góc

giữa γ1 và γ2 tại điểm ấy. Suy ra rằng góc giữa các ảnh γ∗1 và γ∗2 của γ1 và γ2

tương ứng qua ánh xạ (3.48) tại điểm w =∞ (tương ứng với z = −d
c
) là bằng

α vì

lim

z→−
d

c

1

az + b

cz + d

(
z +

d

c

) = lim

z→−
d

c

c

az + b
6= 0.

Trường hợp z =∞ cũng được chứng minh tương tự.
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Định nghĩa 3.1. Ánh xạ phân tuyến tính biến miền D lên miền D∗ được gọi

là đẳng cấu phân tuyến tính, còn các miền D và D∗ được gọi là những miền

đẳng cấu phân tuyến tính với nhau.

Định lý 3.8. Tập hợp mọi đẳng cấu phân tuyến tính lập thành một nhóm với

phép toán lập hàm hợp, nghĩa là

1) Hợp (tích) các đẳng cấu phân tuyến tính là đẳng cấu phân tuyến tính.

2) Ánh xạ ngược của đẳng cấu phân tuyến tính là đẳng cấu phân tuyến

tính.

Chứng minh. Khẳng định 2) là hiển nhiên. Ta chứng minh 1). Giả sử

ζ =
a1z + b1
c1z + d1

, a1d1 − b1c1 6= 0,

w =
a2ζ + b2
c2ζ + d2

, a2d2 − b2c2 6= 0.

Khi đó

w =
a2
a1z + b1
c1z + d1

+ b2

c2
a1z + b1
c1z + d1

+ d2

=
(a1a2 + c1b2)z + (b1a2 + d1b2)

(a1c2 + c1d2)z + (b1c2 + d1d2)
=
az + b

cz + d
,

trong đó ad− bc = (a1d1 − b1c1)(a2d2 − b2c2) 6= 0.

Nhận xét 3.1. Hiển nhiên rằng nhóm các đẳng cấu phân tuyến tính là nhóm

không giao hoán. Thật vậy, giả sử w(z) =
1

z
, ϕ(z) = z + 1.

Khi đó

w(ϕ(z)) =
1

z + 1
, ϕ(w(z)) =

1

z
+ 1.

Do đó

w(ϕ(z)) 6= ϕ(w(z)).
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Vì qua phép chiếu nổi cả đường thẳng lẫn đường tròn trên C đều tương ứng

với đường tròn trên mặt cầu Riemann nên ta có thể quy ước gọi đường thẳng

hay đường tròn trên mặt phẳng phức đều là "đường tròn" trên C (ta xem

đường thẳng trên C là đường tròn trên C đi qua điểm ∞), và gọi hình tròn,

phần ngoài hình tròn và nửa mặt phẳng (hình tròn với bán kính vô cùng) đều

là "hình tròn" trên C.

S(a,R) = {|z − a| < R} – hình tròn,

S∗(a,R) = {|z − a| > R} – phần ngoài hình tròn,

P (R,ϕ) =
{
z ∈ C : Re(e−iϕz) > R

}
là nửa mặt phẳng.

Thật vậy, đặt e+iϕ = cosϕ+ i sinϕ, z = x+ iy, ta có

P (R,ϕ) = {(x, y) ∈ R2 : x cosϕ+ y sinϕ > R}.

Đó là nửa mặt phẳng.

Định lý 3.9. Đẳng cấu phân tuyến tính bất kỳ biến "hình tròn" ("đường tròn")

thành "hình tròn" (tương ứng thành "đường tròn").

Nói cách khác: "hình tròn" và "đường tròn" đều là bất biến của nhóm các

đẳng cấu phân tuyến tính.

Chứng minh. Ánh xạ phân tuyến tính có thể biểu diễn dưới dạng hợp của

các ánh xạ:

w =
a

c
+
bc− ad
c2

ξ; ξ =
1

ζ
; ζ = z +

d

c
,

trong đó có hai ánh xạ tuyến tính và ánh xạ ξ =
1

ζ
. Đối với các ánh xạ tuyến

tính định lí 3.9 là hiển nhiên. Ta chỉ cần xét phép nghịch đảo w =
1

z
.

1. Ta xét trường hợp hình tròn S(a,R). Ảnh của nó sẽ là

∣∣∣ 1
w
− a
∣∣∣ < R, |1− aw| < R|w|, |1− aw|2 < R2|w|2
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⇒ 1− 2Re(aw) + |a2||w|2 < R2|w|2.

Tiếp theo ta xét ba trường hợp sau

a) |a| > R. Ta có

(|a|2 −R2)|w|2 − 2Re(aw) + 1 < 0

⇒|w|2 − 2Re
aw

|a|2 −R2
+

|a|2

(|a|2 −R2)2
<

|a|2

(|a|2 −R2)2
− 1

|a|2 −R2

⇒
∣∣∣w − a

|a|2 −R2

∣∣∣
2

<
R2

(|a|2 −R2)2

⇒
∣∣∣w − a

|a|2 −R2

∣∣∣ < R

|a|2 −R2
·

Đó là hình tròn.

b) Giả sử |a| < R. Tương tự như trên ta có
∣∣∣w − a

|a|2 −R2

∣∣∣ > R

R2 − |a|2 ·

c) Giả sử |a| = R. Đặt a = |a|eiϕ, ϕ = arg a, ta có:

Re(aw) >
1

2
⇒ Re(eiϕw) >

1

2|a| ·

đó là nửa mặt phẳng.

2. Đối với phần ngoài hình tròn A∗(a,R) định lí được xét tương tự.

3. Bây giờ ta xét phép ánh xạ nửa mặt phẳng Re(e−iϕz) > −R, R > 0. ảnh

của nó sẽ là

Re

(
e−iϕ 1

w

)
> −R⇒ Re

(
e−iϕ w

|w|2

)
> −R⇒ Re(eiϕw) > −R|w|2,

và do đó

2R|w|2 + 2Re(eiϕw) > 0⇒|w|2 + 2Re

(
eiϕ

2R
w

)
+

1

4R2
>

1

4R2

⇒
∣∣∣w +

e−iϕ

2R

∣∣∣
2

>
1

4R2
,
∣∣∣w +

e−iϕ

2R

∣∣∣ > 1

2R
·

Đó là phần ngoài hình tròn. Phép ánh xạ nửa mặt phẳng Re(e−iϕz) > R > 0

được xét tương tự.
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Nhận xét 3.2. Trong mọi trường hợp, điểm a được ánh xạ thành điểm
1

a
.

điểm này thuộc ảnh hình tròn S(a,R) cùng với một lân cận nào đó của nó.

Định lý 3.10. Ánh xạ phân tuyến tính biến miền thành miền.

Chứng minh. Giả sử B là miền, w = ϕ(z) là ánh xạ phân tuyến tính,

D = ϕ(B).

1. Chứng minh D là tập hợp mở. Với mọi w0 ∈ D, tồn tại duy nhất điểm

z0 ∈ B sao cho ϕ(z0) = w0. Giả sử U(z0) ⊂ B là lân cận của điểm z0 (hình

tròn với tâm z0 nếu z0 6=∞ hoặc phần ngoài hình tròn nếu z0 =∞). Khi đó

theo định lí 3.9 ta có ϕ(U(z0)) là “hình tròn" chứa điểm w0 cùng với một lân

cận nào đó của nó. Như vậy w0 là điểm trong của D và do đó D là tập hợp

mở.

2. Chứng minh D là tập hợp liên thông. Vì B là tập liên thông nên từ định

lí 3.6 suy ra rằng D là tập hợp liên thông.

Như vậy D là tập hợp mở liên thông, nghĩa là: D là một miền.

Định lí 3.6, 3.7 và 3.9 là những tính chất đặc trưng của ánh xạ phân tuyến

tính.

Ngoài tính bảo giác và bảo toàn đường tròn, nhóm các đẳng cấu phân tuyến

tính còn có những bất biến khác nữa.

Đẳng cấu phân tuyến tính (3.48) chứa ba tham số phức làtỉ số của ba trong

bốn hệ số a, b, c, d với hệ số thứ tư ( 6= 0). Các tham số này được xác định đơn

trị bởi điều kiện: ba điểm cho trước z1, z2, z3 của mặt phẳng phức (z) biến

thành ba điểm w1, w2, w3 của mặt phẳng phức (w). điều đó được suy ra từ

định lí sau đây.

Định lý 3.11. Tồn tại đẳng cấu phân tuyến tính duy nhất biến ba điểm khác

nhau z1, z2, z3 ∈ C thành ba điểm khác nhau w1, w2, w3 ∈ C tương ứng. Đẳng
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cấu đó được xác định theo công thức

w −w1

w −w2
· w3 − w2

w3 − w1
=
z − z1

z − z2
· z3 − z2

z3 − z1
· (3.50)

Chứng minh

1.Tính duy nhất. Giả sử ta có hai đẳng cấu w1(z) và w2(z) thỏa mãn các

điều kiện của định lí. Giả sử ζ2(w) là ánh xạ ngược của w2(z).

Ta xét ánh xạ ζ2[w1(z)]. đó là một đẳng cấu phân tuyến tính. đẳng cấu này

có ba điểm bất động z1, z2 và z3 vì

w1(zk) = wk, k = 1, 2, 3,

ζ2(wk) = zk, k = 1, 2, 3.

Do đó nếu đặt ζ2[w1(z)] =
az + b

cz + d
thì

azk + b

czk + d
= zk, k = 1, 2, 3,

hay là

cz2
k + (d− a)zk − b = 0, k = 1, 2, 3.

Đa thức bậc hai ở vế trái chỉ có thể có ba nghiệm khác nhau (z1 6= x2 6= z3)

khi mọi hệ số của nó đều bằng 0, tức là a = d, b = c = 0 và ζ2[w1(z)] ≡ z hay

là w1(z) ≡ w2(z).

2. Sự tồn tại. Đẳng cấu phân tuyến tính thỏa mãn điều kiện của định lí

được xác định theo công thức (3.50). Thật vậy, giải phương trình (3.50) đối với

w ta thu được hàm phân tuyến tính. Ngoài ra khi thế cặp z = z1 và w = w1

vào eq3.50 thì cả hai vế của (3.50) đều bằng 0. Thế cặp z = z3 và w = w3

vào (3.50) ta thu được cả hai vế đều bằng 1 và cuối cùng, thế cặp z = z2 và

w = w2 ta thu được cả hai vế đều bằng ∞.

Trong hình học, biểu thức

λ =
z − z1

z − z2

:
z3 − z1

z3 − z2
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được gọi là tỉ số phi điều hòa của bốn điểm z, z1, z2 và z3.

Nếu bốn điểm z1, z2, z, z3 nằm trên một đường tròn (hoặc đường thẳng) thìtỉ

số phi điều hòa là một số thực. Thật vậy

a) Nếu các điểm z1, z2, z, z3 nằm trên đường thẳng

ζ = ζ0 + teiα, −∞ < t <∞

ta có: z1 = ζ0 + t1e
iα, z2 = ζ0 + t2e

iα, z = ζ0 + t0e
iα, z3 = ζ0 + t3e

iα và từ đó

(z1, z2, z, z3) =
z − z1

z − z2
:
z3 − z1

z3 − z2
=
t0 − t1
t0 − t2

:
t3 − t1
t3 − t2

∈ R.

b) Nếu các điểm z, z1, z2, z3 nằm trên đường tròn ζ = ζ0 + reit, r > 0,

0 6 t 6 2π, ta có z1 = ζ0 + reiϕ1 , z2 = ζ0 + reiϕ2, z3 = ζ0 + reiϕ3 và từ đó ta có

(z1, z2, z, z3) =
eiϕ0 − eiϕ1

eiϕ0 − eiϕ2
:
eiϕ3 − eiϕ1

eiϕ3 − eiϕ2

=
ei

ϕ0+ϕ1
2

[
ei

ϕ0−ϕ1
2 − e−i

ϕ0−ϕ1
2

]

ei
ϕ0+ϕ2

2

[
ei

ϕ0−ϕ1
2 − e−i

ϕ0−ϕ1
2

] :
ei

ϕ2+ϕ1
2

[
ei

ϕ3−ϕ1
2 − e−i

ϕ3−ϕ1
2

]

ei
ϕ1+ϕ3

2

[
ei

ϕ3−ϕ2
2 − e−i

ϕ3−ϕ2
2

]

=
sin

ϕ0 − ϕ1

2

sin
ϕ0 − ϕ2

2

:
sin

ϕ0 − ϕ1

2

sin
ϕ3 − ϕ2

2

∈ R.

Từ định lí 3.11 ta rút ra một tính chất quan trọng nữa của đẳng cấu phân

tuyến tính.

Hệ quả 3.2. Tỉ số phi điều hòa là một bất biến của nhóm các đẳng cấu phân

tuyến tính.

Định nghĩa 3.2.

1. Hai điểm z và z∗ được gọi là đối xứng với nhau qua đường tròn

Γ = {|z − z0| = R} ⊂ C nếu chúng có các tính chất sau:

a) z và z∗ cùng nằm trên một tia đi từ z0;

b) |z − z0| · |z∗ − z0| = R2.
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2. Mọi điểm trên đường tròn Γ được xem là đối xứng với chính nó qua Γ.

Từ định nghĩa 3.2 suy ra rằng các điểm đối xứng qua đường tròn Γ liên hệ với

nhau bởi hệ thức

w = z0 +
R2

z − z0
·

Thật vậy, từ biểu thức vừa viết suy ra

|w − z0| |z − z0| = R2

và

arg(w − z0) = arg(z − z0).

Trong hình học sơ cấp ta biết rằng hai điểm z và z∗ đối xứng với nhau qua

đường tròn Γ khi và chỉ khi mọi đường tròn γ ⊂ C đi qua z và z∗ đều trực

giao với Γ. Ta có định lí sau.

Định lý 3.12. Tính đối xứng tương hỗ giữa các điểm là một bất biến của

nhóm các đẳng cấu phân tuyến tính.

Chứng minh. Kết luận của định lí được suy từ định lí 3.7 và 3.9.

Từ sự bất biến của tính đối xứng giữa các điểm suy ra rằng trong trường hợp

khi đường tròn biến thành đường thẳng, tính đối xứng trùng với khái niệm đối

xứng thông thường.

Ta minh họa việc áp dụng tính bất biến của các điểm đối xứng qua đẳng cấu

phân tuyến tính bằng các định lí sau đây.

Định lý 3.13. Đẳng cấu phân tuyến tính bất kỳ biến nửa mặt phẳng trên lên

hình tròn đơn vị đều có dạng

w = eiλz − α
z − α , Imα > 0, (3.51)

trong đó λ ∈ R là số thực tùy ý.



3.3. Phương trình hàm với biến đổi phân tuyến tính 155

Chứng minh. Giả sử đẳng cấu phân tuyến tính w = w(z) ánh xạ nửa mặt

phẳng trên Im z > 0 lên hình tròn {|w| < 1} sao cho w(α) = 0 (Imα > 0).

Ta nhận xét rằng điểm w = 0 và w =∞ sẽ tương ứng với các giá trị liên hợp

của z, do đó c 6= 0 (vì nếu c = 0 thì điểm∞ sẽ tương ứng với điểm∞).

Các điểm w = 0, w =∞ sẽ tương ứng với các điểm − b
a

và −d
c
. Do đó có thể

viết − b
a

= α, −d
c

= α và w =
a

c

z − α
z − α ·

Vì các điểm của trục thực có ảnh nằm trên đường tròn đơn vị, tức là |w| = 1

khi z = x ∈ R, cho nên

∣∣∣a
c

x− α
x− α

∣∣∣ =
∣∣∣a
c

∣∣∣ = 1

và a = ceiλ. Như vậy w = eiλz − α
z − α ·

Ta chứng minh rằng đó là đẳng cấu phải tìm. Thật vậy, nếu z = x ∈ R thì hiển

nhiên |w| = 1. Nếu Im z > 0 thì z gần α hơn so với α (tức là |z−α| < |z−α|)

và do đó |w| < 1.

Nhận xét 3.3. Trong ánh xạ (3.51) góc quay của các đường cong tại điểm α

là bằng λ − π

2
vì từ (3.51) ta có

argw′(α) = λ − π

2
·

Định lý 3.14. Mọi đẳng cấu phân tuyến tính biến hình tròn {|z| < 1} lên

hình tròn {|w| < 1} đều có dạng

w = eiλ z − α
1 − αz , (3.52)

trong đó |α| < 1, λ ∈ R là số thực tùy ý.

Chứng minh. Giả sử đẳng cấu phân tuyến tính w = w(z) biến hình tròn

{|z| < 1} lên hình tròn {|w| < 1} sao cho w(α) = 0 (|α| < 1). Theo tính chất

bảo toàn điểm đối xứng, các điểm w = 0, w =∞ tương ứng với các điểm liên
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hợp z = α và z =
1

α
, |α| < 1. Do đó

− b
a

= α, −d
c

=
1

α
, |α| < 1,

và

w =
a

c

z − α

z − 1

α

=
aα

c
· z − α
αz − 1

= −aα
c

z − α
1− αz ·

Vì các điểm của đường tròn đơn vị phải biến thành các điểm của đường tròn

đơn vị nên |w| = 1 khi |z| = 1. Vì z · z = |z|2 nên zz = 1 khi |z| = 1. Vì số

1− αz và 1 − αz liên hợp với nhau và |1 − αz| = |1− αz| nên nếu |z| = 1 thì

|1− αz| = |1 − αz| · |z| = |z − αzz| = |z − α|.

Do đó khi |z| = 1 thì ta có:

∣∣∣ z − α
1 − αz

∣∣∣ = 1.

Nhưng khi đó |w| = 1 cho nên
∣∣∣aα
c

∣∣∣ = 1 và
aα

c
= eiλ, λ ∈ R. Như vậy ta thu

được (3.52).

Ta cần chứng minh rằng đó là đẳng cấu muốn tìm. Thật vậy nếu z = eiθ và

α = r1e
iβ thì

|w| =
∣∣∣ eiθ − r1eiβ

1− r1e−iβ · eiθ

∣∣∣ =
∣∣∣1 − r1e

iβe−iθ

1 − r1e−iβeiθ

∣∣∣ = 1.

Nếu z = reiθ (r < 1) thì

|z − a|2 − |1 − αz|2 = r2 − 2rr1 cos(θ − β) + r2
1 − (r2

1r
2 − 2r1r cos(θ − β) + 1)

= (r2 − 1)(1 − r2
1) < 0

và do đó |z − α|2 − |1 − αz|2 < 0 và |w| < 1.
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Nhận xét 3.4. Vì
(
dw

dz

)

z=α

= eiλ 1

1− |α|2 , |α| < 1,

cho nên về mặt hình học λ bằng góc quay của ánh xạ (3.52) tại điểm α:

λ =

[
arg

dw

dz

]

z=α

.

Từ công thức (3.52) ta còn rút ra hệ thức
(∣∣∣dw

dz

∣∣∣
)

z=α

=
1

1 − |α|2

và do đó độ giãn dần đến ∞ khi điểm α dần đến biên của hình tròn đơn vị.

Nhận xét 3.5. Phép đẳng cấu biến hình tròn {|z| < R} lên hình tròn

{|w| < R′} có dạng

w = RR′eiλ z − α
αz −R2

, |α| < R,λ ∈ R.

Ví dụ 3.52. Giả sử U1 = {|z| < 1}, U2 = {|z − 1| < 1} và D = U1 ∩ U2. Tìm

đẳng cấu biến miền D lên nửa mặt phẳng trên.

Lời giải. Giao điểm của các cung tròn giới hạn miền D là các điểm sau:

a =
1

2
+ i

√
3

2
, a∗ =

1

2
− i
√

3

2
·

Giả sử cung tròn đi qua điểm z = 1 được kí hiệu là δ1 và cung tròn đi qua

điểm z = 0 là δ2. Ta áp dụng các ánh xạ trung gian sau

1. Ánh xạ

z1 =

z −

(
1

2
− i
√

3

2

)

z −
(

1

2
+ i

√
3

2

) ,
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biến miền đã cho D thành một góc trong mặt phẳng z1 với đỉnh là z1 = 0. Vì

góc giữa hai cung tròn δ1 và δ2 tại các điểm a cũng như a∗ đều bằng
2π

3
nên

độ mở của góc vừa thu được bằng
2π

3
. Dễ dàng thấy rằng

z1(1) =

1 −
(

1

2
− i
√

3

2

)

1 −
(

1

2
+ i

√
3

2

) = −1

2
+ i

√
3

2

z1(0) = −1

2
− i
√

3

2

và do đó góc - ảnh thu được có cạnh đi qua điểm z1(1) và z1(0). Ta kí hiệu

góc đó là D(z1).

2. Ánh xạ quay z2 = e
−2πi

3 z1 biến góc D(z1) thành góc có một cạnh trùng

với phần dương của trục thực, còn cạnh kia đi qua điểm −1

2
+ i

√
3

2
·

3. Ánh xạ cần tìm có dạng w = z
3
2
2

(
góc có độ mở

2π

3
· 3
2

= π !

)
.

Hợp nhất 1) - 3) ta thu được

w = −
(

2z − 1 + i
√

3

2z − 1− i
√

3

) 3
2

và hiển nhiên đó chỉ là một trong các hàm thực hiện ánh xạ phải tìm.

Ví dụ 3.53. Ánh xạ miền D là góc {0 < arg z < πβ, 0 < β < 2} với nhát

cắt theo một cung của đường tròn đơn vị từ điểm z = 1 đến điểm z = eiαπ,

0 < α < β (hãy vẽ hình).

Lời giải. Ta sử dụng các ánh xạ trung gian sau đây

1. Ánh xạ z1 = z
1
β biến góc đã cho thành góc D(z1) có độ mở bằng π với

nhát cắt thuộc đường tròn đơn vị đi từ điểm z = 1 đến điểm z = ei α
β

π.

2. Ánh xạ phân tuyến tính

z2 =
z1 − 1

z1 + 1
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biến miền D(z1) thành nửa mặt phẳng trên với nhát cắt theo trục ảo từ gốc

tọa độ đến điểm i tan
α

2β
π. Ta kí hiệu miền ảnh đó là D(z2).

3. Ánh xạ z3 = z2
2 biến miền D(z2) thành mặt phẳng với nhát cắt theo(

− tan2 α

2β
π;∞

)
⊂ R. Ta kí hiệu miền thu được là D(z3).

Hiển nhiên hàm cần tìm có dạng

w =

√
z3 + tan2 α

2β
π =

√√√√
(
z

1
β − 1

z
1
β + 1

)2

+ tan2 α

2β
π .

Để kết thúc phần này, ta chứng minh rằng ánh xạ phân tuyến tính (3.48)

w =
az + b

cz + d
, ad − bc 6= 0 biến nửa mặt phẳng trên lên chính nó khi và chỉ

khi mọi hệ số a, b, c, d đều là những số thực thỏa mãn điều kiện ad − bc > 0.

Giả sử ánh xạ (3.48) biến nửa mặt phẳng trên lên chính nó. Ta xét ba điểm

khác nhau z1, z2 và z3 của trục thực trong mặt phẳng z. ảnh của ba điểm này

là những điểm biên của nửa mặt phẳng Imw > 0, tức là các số wk = w(zk),

k = 1, 2, 3 là những số thực. Từ đó, ta thu được hệ phương trình với các hệ số

thực để xác định a, b, c, d. Do đó với sự chính xác đến một thừa số nào đó từ

hệ phương trình tuyến tính vừa thu được dễ dàng suy ra rằng các hệ số của

(3.48) đều là thực. Vì w = u+ iv, z = x+ iy nên khi y > 0 ta có v > 0. Thay

w = u+ iv, z = x+ iy vào (3.48) ta có

v =
y(ad− bc)

(cx+ d)2 + (cy2)
·

Từ đó suy ra ad− bc > 0.

Ngược lại, nếu các hệ số a, b, c và d đều thực thì trục thực của mặt phẳng (z)

được ánh xạ lên trục thực của mặt phẳng (w) và vì ad − bc > 0 nên nửa mặt

phẳng trên được ánh xạ lên nửa mặt phẳng trên.



160 Chương 3. Một số ứng dụng của số phức trong đại số

3.3.3 Phương trình hàm sinh bởi hàm phân tuyến tính

Bài toán tổng quát 3.1. Xác định các hàm số f(x) thỏa mãn điều kiện sau

f

(
αx+ β

x+ γ

)
= af(x) + b, ∀x ∈ R \ {−γ}, (3.53)

trong đó α, β, γ; a, b là các hằng số thực, a 6= 0, αγ − β 6= 0.

Ta khảo sát bài toán tổng quát (3.53) trong ba trường hợp đặc trưng điển hình

sau đây:

(i) Phương trình ω(x) = x có hai nghiệm thực phân biệt.

(ii) Phương trình ω(x) = x có 1 nghiệm kép (thực).

(iii) Phương trình ω(x) = x không có nghiệm thực.

Nhận xét rằng, phương trình trong trường hợp (iii) tương đương với phương

trình ω(x) = x có hai nghiệm (phức) là các số liên hợp phức của nhau.

Ta chuyển bài toán tổng quát 3.1 về bài toán tổng quát sinh bởi hàm bậc nhất

quen biết mà cách giải đã biết

Bài toán tổng quát 3.2. Xác định các hàm số f(x) thỏa mãn điều kiện sau

f(αx + β)) = af(x) + b, ∀x ∈ R, (3.54)

trong đó α, β, a, b là các hằng số thực, a 6= 0, α 6= 0.

hoặc về dạng bài toán tổng quát sinh bởi phép đối hợp bậc n dạng sau đây.

Bài toán tổng quát 3.3. Xác định các hàm số f(x) thỏa mãn điều kiện sau

f

(
αx+ β

x+ γ

)
= af(x) + b, ∀x ∈ R \ {−γ}, (3.55)

trong đó α, β, γ, a, b là các hằng số thực, a 6= 0, αγ − β 6= 0, và

ωn(x) ≡ x, ωk+1 := ω(ωk(x)), ω0(x) := x.
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Tiếp theo, ta minh họa cách giải ứng với các trường hợp thông qua các bài

toán cụ thể sau đây.

Từ kết quả khảo sát của phần trước, ta chỉ cần xét các phương trình hàm sinh

bởi ω(x) có dạng

ω(x) =
m

x+ γ
, m 6= 0·

Ví dụ 3.54. Xác định các hàm số f(x) thỏa mãn điều kiện sau

f

(
1

2 − x

)
= 2f(x) − 1, ∀x ∈ R \ {2}. (3.56)

Lời giải. Nhận xét rằng phương trình

1

2 − x = x

có hai nghiệm thực x = 1 và x = 2. Sử dụng phép đổi biến

x− 1

x− 2
= t,

ta thu được

x = 2 +
3

t− 1
,

1

2 − x = 2 +
3

1
2
t− 1

·

Vậy (3.56) có dạng

f

(
2 +

3
1
2
t− 1

)
= 2f

(
2 +

3

t− 1

)
− 1, ∀t ∈ R \ {2 ; 1},

hay

g

(
1

2
t

)
= 2g(t)− 1, ∀t ∈ R \ {2 ; 1}, (3.57)

trong đó

g(t) = f

(
2 +

3

t− 1

)
.

Ví dụ 3.55. Xác định các hàm số f thỏa mãn điều kiện sau

f

(
2

3 − x

)
= 3f(x) + 2, ∀x ∈ R \ {3}. (3.58)
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Lời giải. Phương trình
2

3− x = x

có một nghiệm (thực) kép x = 1. Sử dụng phép đổi biến

1

x− 1
= t,

ta thu được

x = 1 +
1

t
,

2

3 − x
= 1 +

1

t− 1
·

Vậy (3.58) có dạng

f

(
1 +

1

t− 1

)
= 3f

(
1 +

1

t

)
+ 2, ∀t ∈ R \ {0 ; 1},

hay

g(t− 1) = 3g(t) + 2, ∀t ∈ R \ {2 ; 1},

trong đó

g(t) = f

(
1 +

1

t

)
.

Ví dụ 3.56. Xác định các hàm số f thỏa mãn điều kiện sau

f

(
2

2− x

)
= 2f(x) + 5, ∀x ∈ R \ {2}. (3.59)

Lời giải. Đây là trường hợp phương trình hàm với nghiệm đặc trưng của

phương trình sinh ω(x) = x không có nghiệm thực. Phương trình sinh
2

2− x =

x, có nghiệm z1,2 = 1± i. Sử dụng phép đổi biến x− 1 = t, ta thu được

x = 1 + t,
2

2− x = 1 +
1 + t

1− t

và viết phương trình (3.59) dưới dạng

f

(
1 +

1 + t

1− t

)
= 2f(1 + t) + 5, ∀t ∈ R \ {1}.

hay

g

(
1 + t

1− t

)
= 2g(t) + 5, ∀x ∈ R \ {1}, (3.60)
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trong đó

g(t) = f(1 + t). (3.61)

Xét phương trình hàm (3.60) ứng với trường hợp ω(t) =
1 + t

1 − t và phương trình

sinh tương ứng ω(t) = t có hai nghiệm thuần ảo ±i. Ta viết

ω(t) =
1 + t

1− t =
1 + t tan2 π

4

1 − t tan2 π
4

,

do đó ω(t) có tính tuần hoàn (đối hợp) bậc bốn, nghĩa là

ω(ω(ω(ω(t)))) ≡ t.

Vì vậy, phương trình hàm (3.60)-(3.61) đưa về hệ phương trình tuyến tính và

có nghiệm duy nhất g(t) ≡ −5⇒ f(x) = −5, ∀x ∈ R \ {2}.

3.4 Bài tập

Bài 3.1. Xác định c (c ∈ C) sao cho phương trình

(
1 + ix

1 − ix

)2002

= c

có các nghiệm đều thực.

Bài 3.2. Cho đa thức P (x) 6≡ const. Chứng minh rằng hệ phương trình sau

chỉ có không quá hữu hạn số nghiệm thực




x∫
0

P (t) sin tdt = 0

x∫
0

P (t) cos tdt = 0.

Bài 3.3. Cho số nguyên dương n và các số ak, bk ∈ R. Chứng minh rằng

phương trình

x+
n∑

k=1

(ak sin kx+ bk cos kx) = 0

có nghiệm trong khoảng (−π ; π).
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Bài 3.4. Cho M > 0 và cho tam thức bậc hai

f(x) = x2 + bx+ c

có các hệ số nằm trong [−M ;M ]. Gọi x1, x2 là hai nghiệm thực hoặc phức

của f(x). Chứng minh rằng

(1 + |x1|)(1 + |x2|) ≤ 4
√

3M.

Bài 3.5. Cho tam thức bậc hai

f(x) = ax2 + bx+ c

có các nghiệm đều thực và đa thức

P (x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ R[x]

có 3 nghiệm thực. Chứng minh rằng khi đó đa thức

Q(x) = aP (x) + bP ′(x) + cP ′′(x)

cũng có ít nhất ba nghiệm thực.

Bài 3.6. Cho các số thực a, b, c, d, e, r thoả mãn điều kiện

abcder 6= 0, ar + be+ cd = 0.

Giải hệ phương trình (ẩn x, y, z, u, v):

xz − y2

a
=
xu− yz

b
=
xv − yu

c
=
yu− z2

d
=
xu− yv

e
=
zv − u2

r
.

Bài 3.7. Cho số tự nhiên

p = a0a1 . . . an

là một số nguyên tố. Chứng minh rằng đa thức tương ứng

P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an

sẽ không có nghiệm hữutỉ.
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Bài 3.8. Chứng minh rằng mọi nghiệm của phương trình
(

1 + ix

1− ix

)n

=
1 + ia

1 − ia, 1 ≤ n ∈ N, a ∈ R.

Bài 3.9. Giải phương trình
(
i− x
i+ x

)n

=
cotα + i

cotα− i , 1 ≤ n ∈ N, α ∈ R.

Bài 3.10. Giải các phương trình sau :

1. xn − naxn−1 − C2
na

2xn−2 − · · · − an = 0.

2. x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1 = 0.

3. x5 + αx4 + α2x3 + α3x2 + α4x+ α5 = 0, 0 6= α ∈ C.

Bài 3.11. Giải các hệ phương trình sau trong C :

1.

{
z3 + w7 = 0
z5w11 = 1 ;

2.

{
z5w7 = 1
z2 − w3 = 0 ;

3.

{
z3 + w5 = 0
z2w̄4 = 1 ;

4.




z13w19 = 1
z5w7 = 1
z2 + w2 = −2.

Bài 3.12. Giải hệ phương trình sau




x+
3x− y
x2 + y2

= 3

y − x+ 3y

x2 + y2
= 0.

Bài 3.13. Giải hệ phương trình sau




√
x

(
1− 12

3x+ y

)
= 2

√
y

(
1 +

12

3x+ y

)
= 6.

Bài 3.14. Giải hệ phương trình sau
{
x3 − 3xy2 = 1

3x2y − y3 = −
√

3.



Chương 4

Số phức trong các bài toán số
học và tổ hợp

4.1 Giải phương trình Diophant

Vành các số phức nguyên Z[i] và nói chung là các vành số nguyên đại số có

những ứng dụng khá hiệu quả trong việc giải các bài toán về phương trình

Diophant. Ở đây ta thường dùng đến tính chất quen thuộc sau đây: nếu a, b

là các số nguyên (nguyên đại số) nguyên tố cùng nhau và tích a.b là luỹ thừa

đúng bậc n thì a, b kết hợp với một luỹ thừa đúng bậc n.

Ví dụ 4.1. Tìm tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình x2+1 = y3.

Lời giải. Ta có (x + i)(x− i) = y3. Ta sẽ chứng minh hai số x+ i và x− i

là nguyên tố cùng nhau.

Giả sử trái lại có số nguyên tố Gauss π sao cho π | x+ i và π | x− i. Suy ra

π | 2i do đó π | 2. Vậy N(π)|N(2) = 4, suy ra N(π) chẵn.

Vì N(π)|N(x+ i) = x2 + 1 = y3 nên y chẵn do đó x lẻ và x2 + 1 = y3 chia hết

cho 8.

Nhưng x2 + 1 = 2(mod 4). Ta có mâu thuẫn. Vậy (x+ i, x− i) = 1. Như thế

x+ i kết hợp với một lập phương nào đó. Vì −1 = (−1)3, i = (−i)3, (−i) = i3

166
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nên chính x+ i là một lập phương. Ta có

x+ i = (a+ ib)3 = (a3 − 3ab2) + i(3a2b− b3),

suy ra x = a(a2− 3b); 1 = b(3a2− b2) hay |b| = 1; |3a2− b2| = 1. Ta thu được

|3a2 − 1| = 1 hay a = 0, b = −1. Do đó x = 0, y = 1 là nghiệm duy nhất của

phương trình đã cho.

Ví dụ 4.2. Chứng minh rằng với mọi số tự nhiên n, tồn tại các số nguyên

(a, b, c) với (a ; b) = 1 sao cho a2 + b2 = cn.

Lời giải. Lấy x, y là hai số nguyên dương nguyên tố cùng nhau và giả sử

(x+ iy)n = a+ ib. Khi đó

a2 + b2 = N(a+ ib) = N((x+ iy)n) = (N(x+ iy))n = (x2 + y2)n.

Đặt x2 + y2 = c, ta có ngay hệ thức a2 + b2 = cn.

4.2 Rút gọn một số tổng tổ hợp

Căn nguyên thuỷ bậc n của đơn vị với tính chất cơ bản là

1 + εk + · · ·+ εk(n−1) = 0

với (k, n) = 1 có ứng dụng khá hiệu quả trong việc rút gọn các tổng tổ hợp.

Ngoài ra công thức Euler eiα = cosα + i sinα có thể đưa các tổng lượng giác

thành các cấp số nhân hoặc công thức khai triển nhị thức.

Dưới đây chúng ta xem xét hai ví dụ tiêu biểu

Ví dụ 4.3. Tính tổng
[n/3]∑

k=0

C3k
n .
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Lời giải. Xét đa thức

P (x) = (1 + x)n =
n∑

k=0

Ck
nx

k.

Xét ε là căn nguyên thuỷ bậc ba của đơn vị, tức là ε2 + ε + 1 = 0 thì ta có

ε2k + εk + 1 = 0 khi k không chia hết cho ba và bằng ba nếu k chia hết cho

ba. Vì thế

P (1) + P (ε) + P (ε2) =
n∑

k=0

Ck
n(1 + εk + ε2k) = 3

[n
3
]∑

k=0

C3k
n .

Cuối cùng, do P (1) = (1 + 1)n = 2n,

P (ε) =

[
1 +

(
−1

2
+ i

√
3

2

)]n

=

(
1

2
+ i

√
3

2

)n

= cos
nπ

3
+ i sin

nπ

3
,

P (ε2) =

[
1 +

(
−1

2
− i
√

3

2

)]n

=

(
1

2
− i
√

3

2

)n

= cos
nπ

3
− i sin nπ

3
,

nên ta được tổng cần tìm bằng
1

3

(
2n + cos

nπ

3

)
.

Ví dụ 4.4. Tính tổng
n∑

k=0

Ck
n cos kx.

Lời giải. Xét các tổng

C =
n∑

k=0

Ck
n cos kx, S =

n∑

k=0

Ck
n sin kx.

Ta có

C + iS =
n∑

k=0

Ck
n(cos kx+ i sin kx) =

n∑

k=0

Ck
ne

ikx = (1 + eix)n

= (1 + cos x+ i sin x)n =
(
2 cos

x

2

)n (
cos

x

2
+ i sin

x

2

)n

=
(
2 cos

x

2

)n (
cos

nx

2
+ i sin

nx

2

)
.
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Từ đó

C =
(
2 cos

x

2

)n

cos
nx

2
,

hay
n∑

k=0

Ck
n cos kx =

(
2 cos

x

2

)n

cos
nx

2
·

Ví dụ 4.5. Chứng minh rằng

22m cos2m x =
m∑

k=0

Ck
2m cos 2(m− k)x.

Lời giải. Ta có eix = cosx+ i sinx và cosx =
eix + e−ix

2
· Do đó

22m cos2m x = (eix + e−ix)2m =
2m∑

k=0

Ck
2m(eix)k(e−ix)2m−k =

2m∑

k=0

Ck
2me

2(k−m)ix

=
m−1∑

k=0

Ck
2me

2(k−m)ix +
m−1∑

k=m+1

Ck
2me

2(k−m)ix + Cm
2m

=
m−1∑

k=0

Ck
2m cos 2(m− k)x+ Cm

2m cos 2(m−m)x

=

m∑

k=0

Ck
2m cos 2(m− k)x.

4.3 Các bài toán đếm

Số phức có những ứng dụng rất hiệu quả trong các bài toán đếm. Và vai trò

trung tâm trong kỹ thuật ứng dụng số phức vào các bài toán đếm tiếp tục lại

là căn nguyên thuỷ của đơn vị. Chú ý là nếu ε là căn nguyên thuỷ bậc n của

đơn vị thì ta có

i) 1 + ε+ · · ·+ εn−1 = 0,

ii) 1 + εk + · · · + εk(n−1) = 0 với (k ; n) = 1.

Đây chính là tính chất quan trọng của căn nguyên thuỷ thường được sử dụng.
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Ví dụ 4.6 (PTNK 2009). Tìm số tất cả các số có n chữ số lập từ các chữ số

3, 4, 5, 6 và chia hết cho 3.

Lời giải. Gọi cn là số các số có n chữ số thỏa mãn yêu cầu đề bài. Gọi α là

một nghiệm của phương trình x2+x+1 = 0. Khi đó α3 = 1 và α2k +αk +1 = 0

nếu k không chia hết cho 3, α2k + αk + 1 = 3 nếu k chia hết cho 3.

Xét đa thức

P (x) = (x3 + x4 + x5 + x6)n.

Dễ thấy cn chính là bằng tổng các hệ số của các số mũ chia hết cho 3 trong

khai triển của P (x). Nói cách khác, nếu

P (x) =
6n∑

k=0

akx
k

thì cn =
2n∑

k=0

a3k. Mặt khác ta có

P (1) + P (α) + P (α2) =

6n∑

k=0

ak(1 + αk + α2k) =

2n∑

k=0

3a3k.

Cuối cùng, do P (1) = 4n, P (α) = P (α2) = 1 nên ta có

cn =

2n∑

k=0

a3k =
4n + 2

3
·

Ví dụ 4.7 (IMO 1995). Cho p là một số nguyên tố lẻ. Tìm số các tập con A

của tập hợp {1, 2, . . . , 2p}, biết rằng

(i) A chứa đúng p phần tử ;

(ii) Tổng các phần tử của A chia hết cho p.

Lời giải. Xét đa thức P (x) = xp−1 +xp−2 + · · ·+x+1. Đa thức này có p− 1

nghiệm phức phân biệt. Gọi α là một nghiệm bất kì của P (x). Chú ý rằng

α,α2, . . . , αp−1 là p − 1 nghiệm phân biệt của P (x) và αp = 1.

Do đó, theo định lí Viète, xp−1 − 1 = (x− α)(x− α2) · · · (x− αp−1).
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Xét đa thức

Q(x) = (x− α)(x− α2) · · · (x− α2p)

và gọi

H = {A ⊂ {1, 2, . . . , 2p} : |A| = p}.

Giả sử

Q(x) =

2p∑

k=0

akx
k.

Khi đó

ap = −
∑

A∈H

αS(A), S(A) =
∑

x∈A

x.

Vì nếu S(A) = j(mod p) thì αS(A) = αj nên

ap =

p−1∑

j=0

njα
j ,

trong đó nj là số các A ∈ H sao cho S(A) = j(mod p).

Mặt khác Q(x) = (xp − 1)2, suy ra ap = −2. Thành thử

p−1∑

j=0

njα
j = 2. (4.1)

Xét đa thức

R(x) =

p−1∑

j=0

njx
j + n0 − 2.

Từ đẳng thức (4.1), suy ra α là một nghiệm của R(x). Vì degP = degR và α

là một nghiệm bất kì của P (x) nên P (x) và R(x) chỉ sai khác nhau hằng số

nhân. Từ đó

np−1 = np−2 = · · · = n1 = n0 − 2,

suy ra

n0 − 2 =
np−1 + np−2 + · · ·+ n1 + n0 − 2

p
=
Cp

2p − 2

p
.
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Vậy đáp số của bài toán là

n0 = 2 +
Cp

2p − 2

p
·

Ví dụ 4.8 (Rookie Contest 1999). Cho n là số nguyên tố và a1, a2, . . . , am

là các số nguyên dương. Gọi f(k) là số các bộ m số (c1, c2, . . . , cm) thoả mãn

điều kiện 0 ≤ ci ≤ ai và c1 + c2 + · · · + cm = k(mod n). Chứng minh rằng

f(0) = f(1) = · · · = f(n − 1) khi và chỉ khi n | aj với j nào đó thuộc

{1, 2, . . . ,m}.

Lời giải. Xét α = cos
2π

n
+ i sin

2π

n
. Chú ý rằng hệ thức sau đúng

m∏

k=1

(X +X2 + · · ·+Xak) =
∏

1≤ck≤ak

Xc1+···+cn

và

f(0) + f(1)α + f(n − 1)αn−1 =
∏

1≤ck≤ak

Xc1+···+cn =

m∏

k=1

(α + α2 + · · ·+ αak).

Từ đây suy ra f(0) = f(1) = · · · = f(n− 1) khi và chỉ khi

f(0) + f(1)α + · · ·+ f(n− 1)αn−1 = 0.

Điều này tương đương với
m∏

k=1

(α+α2+· · ·+αak) = 0, tức là α+α2+· · ·+αak = 0

với j nào đó thuộc {1, 2, . . . ,m}. Từ đây suy ra αaj − 1 = 0, tức là n | aj.

4.4 Số phức nguyên và ứng dụng trong lí thuyết số

Ta xét bài toán tìm tất cả các cặp số nguyên (x ; y) thoả mãn phương trình

x2 − y3 = 1.

Sử dụng số phức ta có thể giải nó bằng cách trước hết nhận xét phương trình

trên tương đương với x2 + 1 = y3 hay (x+ i)(x− i) = y3.
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Tích hai số là một lập phương thì bản thân mỗi số cũng là một lập phương.

Thành thử x+ i = (a+ bi)3, trong đó a, b ∈ Z, hay

x+ i = (a3 − 3ab2) + i(3a2b− b3).

Tách phần thực và phần ảo ở hai vế, ta thu được

x = a(a2 − 3b) ; 1 = b(3a2 − b2).

Từ phương trình 1 = b(3a2 − b2) suy ra |b| = 1, |3a2 − b2| = 1⇒ |3a2 − 1| = 1

hay a = 0. Suy ra x = 0 và y = 1. Vậy (0 ; 1) là nghiệm nguyên duy nhất của

phương trình đã cho.

Lời giải trên cho đáp số đúng và số phức được dùng để trả lời câu hỏi về số tự

nhiên! Tuy nhiên, về phương diện logic chặt chẽ thì các lập luận trên không

thể chấp nhận được vì ta đã mặc nhiên dùng các tính chất của tập số nguyên

Z cho một tập hợp khác, cụ thể là tập các số dạng a+ bi với a, b là số nguyên.

Sau đây chúng ta chứng tỏ rằng tập các số phức dạng a+ bi có rất nhiều tính

chất như tập Z do đó chúng ta có thể làm số học trên các số phức này. Và

điều quan trọng hơn là nhờ nó chúng ta có thể giải được các bài toán về tập

Z mà nếu chỉ đứng trong Z ta sẽ không thể tìm được lời giải.

Định nghĩa 4.1. Số phức có dạng a + bi ở đó a, b ∈ Z được gọi là số phức

nguyên (hay số nguyên Gauss).

Tập tất cả các số phức nguyên (được Gauss khảo sát đầu tiên (1832) được kí

hiệu là Z[i] và thường được kí hiệu bằng các chữ cái Hylạp α, β, γ, . . . .

Rõ ràng Z ⊂ Z[i]. Như vậy, một số nguyên thông thường là số phức nguyên

có phần ảo bằng 0. Trên mặt phẳng phức, tập Z[i] là tập các điểm (a ; b) có

tọa độ nguyên.

Dễ kiểm tra rằng tổng, hiệu, tích của hai số phức nguyên lại là một số phức

nguyên. Từ đó suy ra tập Z[i] đóng đối với phép cộng, trừ, nhân.
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Ngay từ năm 300 trước công nguyên Euclide đã nhận thấy rằng khái niệm

chia hết và khái niệm số nguyên tố là hai khái niệm quan trọng nhất của số

nguyên. Nhiều tính chất có vẻ rất hiển nhiên của các số nguyên lại liên quan

đến những suy luận khá tinh vi. Chẳng hạn, để chứng minh rằng nếu tích của

hai số nguyên ab chia hết cho số nguyên tố p thì hoặc a hoặc b phải chia hết

cho p, ta phải đưa ra khái niệm uớc chung lớn nhất của hai số và dùng thuật

toán Euclide để mô tả ước chung lớn nhất. Cũng từ đó người ta thiết lập nên

định lí cơ bản của số học: Nếu n là một số nguyên thì n có thể phân tích một

cách duy nhất thành tích các số nguyên tố. Như vậy, muốn làm số học trên các

số nguyên phức Z[i], ta cũng phải xây dựng được khái niệm chia hết và khái

niệm số nguyên tố trong Z[i].

4.4.1 Tính chất chia hết trong tập các số phức nguyên

Định nghĩa 4.2. Cho α, β ∈ Z[i] trong đó α 6= 0. Ta nói β chia hết α hay

α chia hết cho β nếu tồn tại γ ∈ Z[i] sao cho α = γβ. Nếu β chia hết α, ta

nói β là một uớc của α và viết β | α hay α là một bội của β và viết α
... β. Số

phức nguyên ε được gọi là đơn vị nếu ε là uớc của mọi số phức nguyên α.

Chuẩn của số phức nguyên α = a + bi, kí hiệu bởi N(α), được xác định bởi

công thức sau

N(α) = |α|2 = α · ᾱ = a2 + b2.

Tính chất 4.1. Nếu α, β, γ ∈ Z[i] sao cho α|β, β|γ thì α | γ

Tính chất 4.2. Nếu α, β, z1, z2 ∈ Z[i] sao cho γ|α, γ | β thì γ | (z1α+ z2β).

Tính chất 4.3. Chuẩn N(α) là một số tự nhiên.

N(α) = 0 khi và chỉ khi α = 0.

Tính chất 4.4. Nếu α = γβ thì N(α) = N(γ)N(β). Nói riêng, nếu α chia

hết cho β thì N(α) chia hết cho N(β).
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Tính chất 4.5. Tập U tất cả các đơn vị của Z[i] là U = {±1,±i}. Tập U lập

thành một nhóm nhân, đóng đối với phép lấy liên hợp và số phức nguyên α là

một đơn vị khi và chỉ khi N(α) = 1.

Định lý 4.1 (Thuật chia Euclide). Cho α, β là hai số phức nguyên bất kì với

β 6= 0. Khi đó tồn tại các số phức nguyên γ, δ sao cho

α = γβ + δ, 0 ≤ N(δ) < N(β). (4.2)

Chứng minh. Giả sử
α

β
= u+ iv với u, v ∈ Q. Ta có thể chọn x, y ∈ Z sao

cho x gần u nhất và y gần v nhất tức là

|u− x| ≤ 1

2
, |v − y| ≤ 1

2
.

Đặt γ = x+ iy ∈ Z[i], δ = α− γβ. Khi đó ta có α = γβ+ δ. Ta chứng tỏ rằng

N(δ) < N(β). Thật vậy

N(δ) = |α − γβ|2 = |β(
α

β
− γ)|2 = N(β)|α

β
− γ)|2.

Mặt khác

|α
β
− γ)|2 = |(u− x) + (v − y)i|2 = |u− x|2 + |v − y|2 < 1

4
+

1

4
< 1.

Do đó N(δ) < N(β).

Ta có thể minh hoạ hình học thuật chia Euclidean như sau:

Các bội của số phức nguyên β được biểu diễn bởi các đỉnh của một lưới các ô

vuông với ô vuông cơ bản là ô vuông với bốn đỉnh là 0, β, iβ, (1 + i)β.

Số nguyên α sẽ nằm trong một ô vuông nào đó. Phần dư δ chính là hiệu giũa

α với đỉnh gần nhất với α của ô vuông. N(δ) < N(β) vì dễ chứng minh được

rằng trong một hình vuông khoảng cách từ một điểm bất kì của hình vuông

tới đỉnh gần nhất với nó thì phải bé hơn cạnh của hình vuông.
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Chú ý. Biểu diễn (4.2) là không duy nhất. Nói cách khác, trong thuật chia

nói trên thì phần dư và thương số là không duy nhất. Chẳng hạn

5 + 4i = (3 + 2i) + (2 + 2i) = 2(3 + 2i) + (−1),

N(3 + 2i) = 13 > N(2 + 2i) = 8, N(3 + 2i) = 13 > 1 = N(−1).

Định nghĩa 4.3. Cho α, β ∈ Z[i] là hai số phức nguyên khác không. Chúng

được gọi là nguyên tố cùng nhau nếu tất cả các ước chung của α và β chỉ là

{±1 ; ±i}. Nói cách khác, nếu γ | α và γ | β thì γ ∈ {±1 ; ±i}.

Định lý 4.2. Giả sử α và β nguyên tố cùng nhau. Khi đó tồn tại các số phức

nguyên µ0, ν0 sao cho αµ0 + βν0 = 1.

Chứng minh. Đặt A = {αµ + βν}, trong đó µ, ν chạy trên tập Z[i] và lấy

γ ∈ A là phần tử mà chuẩn N(γ) có giá trị nhỏ nhất trong các chuẩn của các

phần tử khác không trong A. Theo thuật chia Euclide ta tìm được θ, δ ∈ Z[i]

sao cho

α = θγ + δ, 0 ≤ N(δ) < N(γ).

Ta chứng tỏ rằng δ ∈ A. Thật vậy, vì γ ∈ A nên γ = αµ1 + βν1. Do đó

δ = α− θγ = α− θ(αµ1 + βν1) = α(1 − θµ1) + β(−θν1) = αµ2 + βν2.

Vì rằng N(δ) < N(γ), δ ∈ A và N(γ) có giá trị nhỏ nhất trong các chuẩn của

các phần tử khác không trong A nên ta phải có δ = 0. Do đó α = θγ. Vậy γ là

một ước của α. Tương tự, γ cũng là một uớc của β tức là γ là một ước chung

của α và β. Vì rằng α và β là nguyên tố cùng nhau nên γ phải là một đơn vị.

Vậy

1 = γγ̄ = α(µ1γ̄) + β(ν1γ̄) = αµ0 + βν0.

Định nghĩa 4.4. Cho α, β ∈ Z[i] là hai số phức nguyên khác không. Ta nói

rằng γ ∈ Z[i] là uớc chung lớn nhất (UCLN) của α và β và viết (α ; β) = γ
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nếu γ là ước chung của hai số α, β và chuẩn N(γ) có giá trị lớn nhất trong

tập hợp chuẩn của tất cả các ước chung của α và β.

UCLN luôn tồn tại vì chuẩn của ước của α không vượt quá chuẩn của α.

Định lý 4.3. Giả sử rằng (α ; β) = γ. Khi đó, tồn tại các số phức nguyên

µ, ν sao cho αµ + βν = γ.

Nếu π là một ước chung bất kì của α và β thì π | γ.

Chứng minh. Theo giả thiết ta có α = π1γ, β = π2γ. Ta chứng minh π1 và

π2 nguyên tố cùng nhau. Thật vậy giả sử ε = (π1 ; π2) ⇒ π1 = ω1ε, π2 = ω2ε.

Vậy α = ω1εγ, β = ω2εγ. Suy ra εγ | α, εγ | β tức là εγ là ước chung của α và

β. Theo định nghĩa ta phải có N(ε)N(γ) = N(εγ) ≤ N(γ) ⇒ N(ε) = 1. Suy

ra ε là đơn vị. Vậy π1, π2 nguyên tố cùng nhau. Theo định lí 4.2 có tồn tại các

số phức nguyên µ, ν sao cho

π1µ + π2ν = 1

Thành thử

π1µγ + π2νγ = γ ⇒ αµ + βν = γ.

Tiếp theo, ta có π|α, π|β⇒ π | (αµ+ βν) = γ.

Hệ quả 4.1. Nếu γ|αβ và γ, α nguyên tố cùng nhau, thì γ | β.

Chứng minh. Thật vậy, tồn tại các số phức nguyên µ, ν sao cho αµ+γν = 1.

Do đó β = αβµ+ γνβ. Vì γ | αβ, γ|γν nên γ | (αβµ+ γνβ)⇒ γ | β.

4.4.2 Số nguyên tố Gauss

Định nghĩa 4.5. Một số phức nguyên khác đơn vị π được gọi là một số nguyên

tố Gauss nếu π không thể biểu diễn được dưới dạng tích của hai số phức nguyên

khác đơn vị. Nói cách khác, π được gọi là một số nguyên tố Gauss nếu từ đẳng

thức π = αβ ta phải có α hoặc β là đơn vị. Nếu π không là số nguyên tố Gauss
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ta nói π là một hợp số Gauss. Nói cách khác, π được gọi là hợp số Gauss nếu

nó có thể viết dưới dạng π = αβ, với α, β là hai số phức nguyên khác đơn vị.

Định nghĩa 4.6. Số β gọi là một số kết hợp với α nếu α = εβ ở đó ε là một

đơn vị. Nhân hai vế với ε̄ ta được β = ε̄α, do đó α cũng là kết hợp với β. Như

vậy ta có thể nói α và β là hai số kết hợp với nhau. Quan hệ "kết hợp" là một

quan hệ tương đương (có tính phản xạ, đối xứng và bắc cầu).

Tính chất 4.6. Nếu một số nguyên thông thường là số nguyên tố Gauss thì

chính bản thân nó phải là số nguyên tố. Tuy nhiên, điều ngược lại không đúng.

Một số nguyên tố thông thường chưa chắc là một số nguyên tố Gauss. Chẳng

hạn 5 là số nguyên tố thông thường nhưng vì 5 = (2 + i)(2− i) do đó 5 là hợp

số Gauss.

Tính chất 4.7. Số Gauss π là số nguyên tố Gauss khi và chỉ khi số kết hợp

với nó là số nguyên tố Gauss.

Tính chất 4.8. Số Gauss π là số nguyên tố Gauss nếu và chỉ nếu nó chỉ chia

hết cho các đơn vị và các số kết hợp với nó.

Định lý 4.4. Giả sử π là một số nguyên tố Gauss. Khi đó, nếu π|(αβ) thì

π | α hoặc π|β.

Một cách tổng quát, nếu π|α1α2 . . . αn, (n ≥ 2) thì π chia hết một thừa số αi

nào đó của tích.

Chứng minh. Giả sử π không phải là ước của α. Ta chứng minh rằng

khi đó α, π là nguyên tố cùng nhau. Thật vậy giả sử không phải như vậy.

Gọi γ là ước chung khác đơn vị của π và α. Ta có π = γπ1, α = γα1. Vì γ

không phải là đơn vị và π là số nguyên tố Gauss nên π1 là đơn vị. Do đó

π = γε ⇒ γ = πε̄⇒ π|γ ⇒ π|α. Điều này trái với giả thiết. Thành thử α, π

là nguyên tố cùng nhau. Do hệ quả 6.4, ta suy ra π|β.
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Kết luận tổng quát được chứng minh bằng phương pháp quy nạp. Với n = 2 thì

khẳng định đúng. Giả sử khẳng định đúng với n và π|α1α2 . . . αnαn+1 = βαn+1

trong đó ta đặt β = α1α2 . . . αn. Theo trên ta có π|β hoặc π|αn+1. Nếu π|β ta

áp dụng giả thiết quy nạp để kết luận rằng tồn tại i với 1 ≤ i ≤ n để π | αi.

Bây giờ ta có thể chứng minh định lí phân tích một số phức nguyên thành các

thừa số nguyên tố Gauss.

Định lý 4.5 (Định lí cơ bản về các số phức nguyên). Cho α là số phức nguyên

khác không và đơn vị. Khi đó α có thể biểu diễn dưới dạng

α = π1π2 . . . πm,

trong đó πi là các số nguyên tố Gauss. Nếu có hai biểu diễn

α = π1π2 . . . πm = ω1ω2 . . . ωn

thì ta phải có m = n và tồn tại một hoán vị (i1, . . . , in) của (1, 2, . . . , n) sao

cho πj và ωij là hai số kết hợp với nhau (j = 1, 2, . . . , n). Nghĩa là, mỗi số

phức nguyên α khác không và đơn vị có thể biểu diễn (phân tích) thành tích

của các số nguyên tố Gauss. Thêm vào đó, biểu diễn này là duy nhất, chỉ sai

khác thứ tụ và các thừa số đơn vị.

Chứng minh. Nếu α là số nguyên tố Gauss thì chính α là thành phần duy

nhất trong biểu diễn. Nếu trái lại, α được phân tích thành tích của hai số phức

nguyên khác không và khác đơn vị α = β1β2. Nếu β1 là số nguyên tố Gauss

thì ta giữ nguyên nó. Nếu trái lại nó được phân tích thành tích của hai số

phức nguyên khác không và khác đơn vị β1 = β3β4. Ta cũng làm điều tương

tụ như vậy cho β2. Ta tiếp tục quá trình này chừng nào còn có hợp số Gauss

xuất hiện (nếu xuất hiện hợp số ta lại phân tích nó thành tích của hai số phức

nguyên khác không và khác đơn vị). Sau một số hữu hạn bước quá trình phải

kết thúc (tức là không còn hợp số nữa). Thật vậy giả sử α = β1β2 . . . βn thì
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N(α) = N(β1) . . .N(βn) ≥ 2n do đó n ≤ log2N(α) do đó n không thể tăng vô

hạn được.

Tiếp theo ta chứng tỏ tính duy nhất của sự phân tích (sai khác thứ tự và các

thừa số đơn vị). Giả sử ta có

α = π1π2 . . . πm = ω1ω2 . . . ωn (m ≤ n),

trong đó các nhân tử πi và ωj là các số nguyên tố Gauss, không nhất thiết

phân biệt. Vì π1|ω1ω2 . . . ωm do đó theo định lí 4.4, π1 là ước của một nhân

tử, kí hiệu nhân tử đó là ωi1 , π1|ωi1 . Vì ωi1 là số nguyên tố Gauss nên π1, ωi1

là hai số kết hợp, ωi1 = ε1π1. Giản ước hai vế cho π1 ta thu được

π2 . . . πn = ε1ω2 . . . ωm.

Tiếp tục quá trình này ta thu được ωi2 = ε2π2, . . . , ωim = εmπm. Nếu n > m

thì ta có

1 = ε1 . . . εmΠωj

trong đó j /∈ {i1 ; . . . ; im}. Vậy ωj | 1 do đó ωj là đơn vị. Ta có mâu thuẫn.

Thành thử, m = n và

α = π1π2 . . . πm = (ε1π1)(ε2π2) . . . (εmπm)

εi là các đơn vị với Πεi = 1.

Định lí sau đây có nhiều áp dụng trong việc giải các bài toán khác nhau.

Định lý 4.6. Cho α và β là hai số phức nguyên nguyên tố cùng nhau. Giả sử

αβ = γk

trong đó k ≥ 2 là một số nguyên dương. Khi đó tồn tại các số phức nguyên

α1, β1 và các đơn vị ε, δ sao cho

α = εαk
1 ; β = δβk

1 .
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Chứng minh. Giả sử rằng α = πs1
1 . . . πsm

m , β = ωt1
1 . . . ωtn

n ở đó πi, ωj là các

số nguyên tố Gauss đôi một phân biệt, si, tj là các số nguyên dương. Từ định

lí 4.4, dễ thấy {πi, ωj} là tập tất cả các ước nguyên tố của γ. Giả sử γ =

πr1
1 . . . πrm

m ωl1
1 . . . ω

ln
n . Đặt α1 = πr1

1 . . . πrm, β1 = ωl1
1 . . . ω

ln
n ta có αβ = αk

1β
k
1 .

Vì αk
1 | αβ và αk

1, β là hai số nguyên tố cùng nhau nên theo hệ quả 6.4 ta kết

luận rằng αk
1|α. Vì α|αk

1β
k
1 và α, βk

1 là hai số nguyên tố cùng nhau nên theo hệ

quả 6.4 ta kết luận rằng α|αk
1. Thành thử hai số α và αk

1 là kết hợp với nhau.

Tương tự, hai số β và βk
1 là kết hợp với nhau. Vậy định lí được chứng minh.

Ví dụ 4.9. Cho p là số nguyên tố. Khi đó phương trình p = x2 +y2 có nghiệm

nguyên khi và chỉ khi p không có dạng 4k + 3.

Chứng minh. Giả sử ngược lại, phương trình p = x2 + y2 có nghiệm nguyên

(a ; b) và p = 4k + 3. Dễ thấy a, b đều không chia hết cho p. Ta có

a2 ≡ −b2 (mod p)⇒ ap−1 ≡ (−1)
p−1
2 bp−1 (mod p)⇒ 1 ≡ −1 (mod p).

Ta có mâu thuẫn. Đảo lại giả sử p không có dạng 4k + 3. Khi đó p = 2 hoặc

p = 4k+ 1. Nếu p = 2 thì phương trình 2 = x2 + y2 rõ ràng có nghiệm (1 ; 1).

Giả sử p = 4k+1. Dễ thấy tập

{
±1;±2; . . . ;±p − 1

2

}
là hệ thặng dư thu gọn

(mod p) thành thử

(±1)(±2) . . .

(
±p− 1

2

)
≡ (p − 1)! ≡ −1 (mod p).

Vì
p − 1

2
là số chẵn nên

[(
p − 1

2

)
!

]2

+ 1 ≡ 0 (mod p).

Đặt m =

[(
p − 1

2

)
!

]
và q = b√pc. Xét tập {x + my, x, y = 0, 1, 2, . . . , q}.

Vì (q + 1)2 > p nên tồn tại (x1 ; y1) 6= (x2 ; y2) sao cho x1 +my1 ≡ x2 +my2

(mod p) suy ra (x1 − x2) ≡ m(y2 − y1), hay là (x1 − y1)
2 ≡ m2(y2 − y1)

2.
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Đặt a = |x1 − x2|, b = |y1 − y2|. Vì m2 ≡ −1 (mod p) nên suy ra a2 + b2 ≡ 0

(mod p). Lại có a2 ≤ q2 < p, b2 ≤ q2 < p, a2 + b2 6= 0 nên suy ra a2 + b2 = p.

Định lí sau đây sẽ xác định tất cả các số nguyên tố Gauss.

Định lý 4.7. Cho π = a+ bi là số phức nguyên khác đơn vị. Khi đó:

1) Nếu b = 0, a 6= 0 thì π là số nguyên tố Gauss nếu và chỉ nếu a là số nguyên

tố thông thường có dạng 4k + 3.

2) Nếu a = 0, b 6= 0 thì π là số nguyên tố Gauss nếu và chỉ nếu b là số nguyên

tố thông thường có dạng 4k + 3.

3) Nếu a 6= 0, b 6= 0 thì π là số nguyên tố Gauss nếu và chỉ nếu N(π) = a2+b2

là số nguyên tố thông thường.

Vậy tập hợp tất cả các số nguyên tố Gauss gồm

• Tất cả các số nguyên tố thông thường p có dạng 4k + 3 và các số phức

nguyên kết hợp với chúng.

• Tất cả các số phức nguyên a+ bi, trong đó (a ; b) là nghiệm nguyên của

phương trình p = a2 + b2 với p = 2 hoặc p là số nguyên tố có dạng 4k+1.

(Nghiệm (a ; b) luôn tồn tại theo bài toán 4.9).

Chứng minh. Ta có π = a. Nếu π là số nguyên tố Gauss thì a phải là số

nguyên tố thông thường. Ta chứng minh a có dạng 4k + 3. Giả sử a không có

dạng 4k + 3. Theo bài toán 4.9, tồn tại số nguyên x, y sao cho

a = x2 + y2, x, y ∈ N∗ ⇒ a = (x+ iy)(x− iy).

Do đó π = a là hợp số Gauss. Mâu thuẫn. Đảo lại giả sử π = a là số nguyên

tố thông thường có dạng 4k + 3 và π là hợp số Gauss. Khi đó

π = αβ ⇒ N(π) = a2 = N(α)N(β)⇒ N(α) = N(β) = a.
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Giả sử α = x+ iy. Khi đó N(α) = x2 + y2 = a. Điều này trái với bài toán 4.9

vì a là số nguyên tố dạng 4k + 3.

Ta có π = ib. Do đó π và b hai số phức nguyên kết hợp. Do đó π là số nguyên

tố Gauss nếu và chỉ nếu b là số nguyên tố Gauss. Do 1) ta có điều cần chứng

minh.

Giả sử rằng N(π) là số nguyên tố thông thường. Nếu π là hợp số Gauss

thì ta có π = αβ trong đó α, β là các số phức nguyên khác đơn vị. Do đó

N(π) = N(α)N(β). Suy ra N(α) = 1 hoặc N(β) = 1. Ta có mâu thuẫn.

Ngược lại giả sử π là số nguyên tố Gauss. Ta phải chứng minh N(π) là số

nguyên tố thông thường. Trước hết ta chỉ ra rằng có tồn tại số nguyên tố

thông thường p sao cho π|p. Thật vậy vì ππ̄ = N(π) do đó π là uớc của số

nguyên dương thông thường N(π). Gọi n là số nguyên dương thông thường

bé nhất nhận π là ước. Khi đó n là số nguyên tố thông thường. Thật vậy, nếu

trái lại giả sử n = n1n2, 1 < n1 < n, 1 < n2 < n. Vì π|n1n2 = n nên theo

định lí 4.4 ta có π|n1 hoặc π|n2. Điều này mâu thuẫn với cách chọn n. Vậy n

phải là một số nguyên tố thông thường, ta kí hiệu nó là p. Ta có p = πβ (do

π | p). Số β không phải là đơn vị vì a 6= 0, b 6= 0. Vậy N(π) < N(p) = p2. Mà

N(π)|N(p) = p2 nên suy ra N(π) = p. Định lí được chứng minh xong

Tiếp theo, ta xét một số vấn đề liên quan đến đồng dư.

Định nghĩa 4.7. Cho α, βγ là các số phức nguyên. Ta nói rằng α đồng dư

với β modulo γ nếu γ|(α − β). Khi đó ta viết α ≡ β (mod γ). Dễ thấy quan

hệ đồng dư modulo γ xác định một quan hệ tương đương trên Z[i].

Định lý 4.8 (Tính chất của quan hệ modulo γ). 1. Nếu γ = m là một số

nguyên thông thường, α = a + bi, β = x + iy thì α ≡ β (mod γ) nếu và chỉ

nếu a ≡ x (mod m), b ≡ y (mod m).



184 Chương 4. Số phức trong các bài toán số học và tổ hợp

2. Nếu α1 ≡ β1 (mod γ) và α2 ≡ β2 (mod γ) thì

α1 ± α2 ≡ β1 ± β2 (mod γ) và α1α2 ≡ β1β2 (mod γ).

Định lý 4.9. Cho p > 2 là một số nguyên tố thông thường và α là một số

phức nguyên. Khi đó

1) αp ≡
{
ᾱ(mod p) nếu p = 4k + 3
αmod p nếu p = 4k + 1.

2) Với mọi số nguyên tố p thông thường ta luôn có αp2 ≡ αmod p.

3) αp2−1 ≡ 1(mod p) nếu p = 4k + 3, α 6= 0mod p

αp−1 ≡ 1(mod p) nếu p = 4k + 1, N(α) 6= 0(mod p).

Chứng minh. Giả sử α = a + bi. Vì Ck
p ≡ 0 (mod p), (1 ≤ k ≤ p − 1) và

theo định lí Fermat, ta có

αp = (a+ bi)p ≡ ap + (ib)p ≡ a+ ipb (mod p).

Mặt khác, nếu p = 4k+3 thì ip = −i và nếu p = 4k+1 thì ip = i. Thành thử,

αp ≡ α (mod p) với p = 4k + 1 và αp ≡ ᾱ (mod p) for p = 4k + 3.

Nếu p = 4k + 1 ta có αp2 ≡ αp ≡ α (mod p).

Nếu p = 4k + 3 ta có αp2 ≡ ᾱp ≡ α (mod p).

Giả sử α = a + bi 6= 0 (mod p), p = 4k + 3. Khi đó a2 + b2 6= 0 (mod p) (vì

nếu trái lại thì a ≡ b ≡ 0 (mod p)⇒ α = a+ bi ≡ 0 (mod p).

Do đó tồn tại c ∈ N sao cho c(a2 + b2) ≡ 1 (mod p).

Đặt β = c(a− bi)⇒ αβ = c(a2 + b2) ≡ 1 (mod p). Do 2) ta có

α(αp2−1−1) ≡ 0 (mod p)⇒ βα(αp2−1−1) ≡ 0 (mod p)⇒ αp2−1−1 ≡ 0 (mod p).

Giả sử α = a+ bi 6= 0 (mod p), p = 4k + 3, N(α) = a2 + b2 6= 0 (mod p).

Tương tự như trên có tồn tại β sao cho βα ≡ 1 (mod p).

Bằng lập luận như 2) từ αp ≡ α (mod p) ta dẫn đến αp−1 ≡ αp ≡ α (mod p).
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4.4.3 Một số áp dụng số phức nguyên

Ví dụ 4.10. Tìm tất cả các bộ ba Pitago (x ; y ; z) tức là tìm tất cả các

nghiệm nguyên dương (x ; y ; z) của phương trình x2 + y2 = z2.

Lời giải. Vì rằng bộ (x ; y ; z) là bộ ba Pitago khi và chỉ khi (kx ; ky ; kz) là

bộ ba Pitago với k ∈ N∗ nên không giảm tổng quát ta giả sử rằng (x ; y ; z) = 1,

tức là (x ; y ; z) là bộ ba Pitago nguyên thuỷ. Từ đó suy ra

(x ; y) = (y ; z) = (z ; x) = 1,

do đó x, y không cùng chẵn. Tuy nhiên x, y không thể cùng lẻ vì nếu thế thì

z2 ≡ 1+1 = 2 (mod 4) là vô lí. Giả sử x chẵn, y lẻ. Khi đó (x+iy)(x−iy) = z2.

Bây giờ ta chứng minh hai số phức nguyên x + iy và x − iy là nguyên tố

cùng nhau. Thật vậy, giả sử trái lại tồn tại số nguyên tố Gauss π sao cho

π|x+ iy, π|x− iy Suy ra π|2x, π|2iy. Ta chỉ ra rằng π không là ước của 2. Thật

vậy nếu π|2 thì N(π)|N(2) = 4. Do đó N(π) chẵn. Vì N(π)|N(x+iy) = x2+y2

do đó x2 + y2 là số chẵn. Mâu thuẫn. Từ đó π|x, π|y. Suy ra

N(π)|N(x) = x2, N(π)|N(y) = y2.

Theo định lí 4.7 ta có N(π) = p là một số nguyên tố thông thường, vậy p|x, p|y.

Điều này trái với giả thiết (x ; y) = 1. Theo định lí 4.6 ta có

x+ iy = ±(m+ in)2 = ±(m2 − n2) +±(2mn)i

hoặc

x+ iy = ±i(m+ in)2 = ±2mn± (m2 − n2)i.

Vì x chẵn, y lẻ x, y ∈ N∗, ta thu được x = 2mn, y = ±(m2 − n2). Từ đó

z = (m2 +n2). Vì (y ; z) = 1 nên (m ; n) = 1 và m,n không có cùng tính chẵn

lẻ. Ngược lại, ta dễ kiểm tra công thức



x = 2mn
y = |m2 − n2|
z = m2 + n2

hoặc




x = |m2 − n2|
y = 2mn
z = m2 + n2,
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trong đó m,n ∈ N∗, (m ; n) = 1,m 6= n (mod 2), xác định cho ta một bộ ba

Pitago nguyên thuỷ (x ; y ; z)

Ví dụ 4.11. Tìm tất cả các số nguyên dương a, b, c phân biệt sao cho a2, b2, c2

lập thành một cấp số cộng.

Lời giải. Bài toán quy về việc tìm nghiệm nguyên x 6= y của phương trình

x2 + y2 = 2z2 (4.3)

Vì rằng bộ (x ; y ; z) là nghiệm của (4.3) khi và chỉ khi (kx ; ky ; kz) là nghiệm

của (4.3) với k ∈ N∗ nên không giảm tổng quát ta giả sử rằng (x ; y ; z) = 1.

Nếu x, y chẵn thì suy ra z chẵn, vô lí. Giả sử x lẻ do đó y lẻ. Vậy vế trái chia

4 dư 2 do đó z lẻ. Nếu p|x, p|y thì p|z (do p lẻ). Vậy (x ; y) = 1. Ta có

(x+ iy)(x− iy) = 2z2 = (1 + i)(1− i)z2. (4.4)

Suy ra (1 + i)|x+ iy hoặc (1 + i)|x− iy.

Vậy x+ iy = (1 + i)(u+ iv) hoặc x− iy = (1 + i)(u+ iv).

Cân bằng phần thực và ảo ta được x = u− v, y = ±(u+ v).

Thay vào (4.3) ta được u2 + v2 = z2. Vì x 6= y nên u, v 6= 0.

Do (x ; y) = 1 nên (u ; v) = 1. Thành thử




u = 2mn
v = ±(m2 − n2)
z = ±(m2 + n2)

hoặc




u = ±(m2 − n2)
v = 2mn
z = ±(m2 + n2),

trong đó m,n ∈ Z, (m ; n) = 1,m 6= n (mod 2). Ta có

|x| = |u− v|, |y| = u+ v, |z| = m2 + n2.

Từ đó ta nhận được công thức nghiệm nguyên dương là

a = |2mn+ n2 −m2|, c = |2mn+m2 − n2|, b = m2 + n2
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hay dưới dạng đối xứng hơn

a = |(m+ n)2 − 2n2|, c = |(m+ n)2 − 2m2|, b = m2 + n2

trong đó m,n là các số nguyên dương phân biệt nguyên tố cùng nhau, khác

tính chẵn lẻ.

Ví dụ 4.12. Tìm tất cả các cặp số nguyên (x ; y) thoả mãn x2 + 1 = y3.

Lời giải. Ta có (x+ i)(x− i) = y3. Ta sẽ chỉ ra hai số x+ i, x− i là nguyên

tố cùng nhau. Giả sử trái lại có số nguyên tố Gauss π sao cho π|x+ i, π|x− i.

Suy ra π|2i do đó π|2. Vậy N(π)|N(2) = 4, suy ra N(π) chẵn.

Vì N(π)|N(x+ i) = x2 + 1 = y3 nên y chẵn do đó x lẻ và x2 + 1 = y3 chia hết

cho 8. Nhưng x2 + 1 ≡ 2 (mod 4). Ta có mâu thuẫn.

Ta thấy x+ i là kết hợp với một lập phuơng nào đó. Mà ta có −1 = (−1)3,

i = (−i)3, (−i) = i3 nên chính x+ i là một lập phương. Vậy

x+ i = (a+ ib)3 = (a3 − 3ab2) + i(3a2b− b3)

⇒x = a(a2 − 3b); 1 = b(3a2 − b2)⇒ |b| = 1 ; |3a2 − b2| = 1

⇒|3a2 − 1| = 1⇒ a = 0, b = −1.

Do đó x = 0, y = 1 là nghiệm duy nhất của phương trình đã cho.

Ví dụ 4.13. Chứng minh rằng một số nguyên dương n > 1 được biểu diễn

thành tổng của hai số chính phương khi và chỉ khi trong phân tích tiêu chuẩn

của n các ước nguyên tố dạng 4k + 3 có luỹ thừa chẵn.

Lời giải. Giả sử rằng n = x2 +y2 ở đó x, y ∈ N . Khi đó n = (x+ iy)(x− iy).

Vì n > 1 nên x+ iy không là đơn vị. Phân tích x+ iy thành tích các số nguyên

tố Gauss ta được

x+ iy = Π(εiqi)
siΠ(δjπj)

tj
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trong đó εi, δj là các đơn vị, qi là các số nguyên tố thông thường dạng 4k + 3

(đó cũng là các số nguyên tố Gauss) và πj = aj + ibj là các số nguyên tố Gauss

với aj 6= 0, bj 6= 0. Ta có

x− iy = x+ iy = Π(ε̄iqi)
siΠ(δ̄jπ̄j)

tj .

Vậy

n = Πq2si
i Π(N(πj))

tj .

Đặt N(πj) = pj . Theo định lí 4.7, pj là các số nguyên tố thông thường không

có dạng 4k + 3. Vậy phân tích tiêu chuẩn của n là

n = Πq2si
i Πp

tj
j .

Ngược lại, giả sử

n = Πq2si
i Πp

tj
j .

Theo bài toán 4.9, pj có thể viết dưới dạng tổng của hai số chính phương khác

0, pj = a2
j + b2j . Đặt πj = aj + ibj ta có N(πj) = πjπ̄j = a2

j + b2j = pj . Ta xét

số phức nguyên sau đây

α = Πqsi
i Ππ

tj
j .

Khi đó αᾱ = Πq2si
i Πp

tj
j = n. Giả sử α = x+ iy. Khi đó n = x2 + y2.

Ta có thể xét số phức nguyên khác sau đây

γ = Πqsi
i Ππ

lj
j Ππ̄j

rj

trong đó lj, rj ∈ N sao cho lj + rj = tj. Khi đó

γγ̄ = Πq2si
i Πp

lj+rj

j = Πq2si
i Πp

tj
j = n.

Giả sử γ = u + iv thì n = u2 + v2 và ta có một cách biểu diễn khác của n

thành tổng của hai số chính phương. Có thể chứng minh rằng nếu phân tích

tiêu chuẩn của n là

n = Πq2si
i Πp

tj
j
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thì số nghiệm nguyên không âm (x ; y) của phương trình n = x2 + y2 là

Π(1 + tj).

Ví dụ 4.14. Cho p là số nguyên tố dạng 4k + 3 và x, y, z là các số nguyên

dương thoả mãn

x2 + y2 = z
p+1
2

Giả sử rằng x, y nguyên tố cùng nhau. Chứng minh rằng xy chia hết cho p.

Lời giải. Trước hết ta chứng minh hai số phức nguyên x + iy, x − iy là

nguyên tố cùng nhau. Nếu giả sử trái lại có số nguyên tố Gauss π sao cho

π|x+ iy, π|x−iy. Khi đó π|2x, π|2iy. Ta chỉ ra rằng π không phải là ước của 2.

Thật vậy, nếu π|2 thì N(π)|N(2) = 4. Do đó N(π) chẵn. Vì N(π)|N(x+ iy) =

x2+y2 = z
p+1
2 nên z

p+1
2 chẵn. Do đó z chẵn, điều này kéo theo 4|z p+1

2 = x2+y2.

Lại có (x ; y) = 1 nên x, y không cùng chẵn. Vậy x2 + y2 ≡ 1, 2 (mod 4). Ta

có mâu thuẫn. Vậy π|x, π|y. Suy ra N(π)|N(x) = x2, N(π)|N(y) = y2. Do

định lí 4.7, N(π) = p là số nguyên tố, nên p|x, p|y. Điều này trái với giả thiết

(x ; y) = 1. Vì x+ iy = ε(a+ bi)
p+1
2 nên

(x+ iy)2 = ±(a+ bi)p+1 = ±(a+ bi)(a+ bi)p.

Do vậy (a+ bi)p ≡ (a− bi) (mod p) nên

(x+ iy)2 = (x2 − y2) + i2xy ≡ ±(a2 + b2) (mod p).

Từ đó 2xy ≡ 0 (mod p). Vì p là số nguyên tố lẻ nên ta kết luận được p|xy.

4.5 Bài tập

Bài 4.1. Chứng minh rằng một số nguyên dương n > 1 biểu diễn thành tổng

của hai số chính phương khi và chỉ khi trong phân tích tiêu chuẩn của n các

ước nguyên tố dạng 4k + 3 có luỹ thừa chẵn.
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Bài 4.2 (IMO 1974). Chứng minh rằng số

n∑

k=1

C2k+1
2n+12

3k

không chia hết cho 5 với mọi số nguyên n ≥ 0.

Bài 4.3. Tính tổng
n∑

k=1

(
Ck

n

)2
cos kx với x ∈ [0 ; π].

Bài 4.4 (Cuộc thi Traian Lalescu - Romania, 2003). Có bao nhiêu số có n

chữ số chọn từ tập hợp {2 ; 3 ; 7 ; 9} và chia hết cho 3?

Bài 4.5. Cho ba số nguyên dương m,n, p, trong đó m > 1 và n + 2 ≡

0 (mod m). Tìm số bộ (x1 ; x2; . . . ; xp) gồm p số nguyên dương sao cho tổng

(x1 + x2 + · · ·xp) chia hết cho m, trong đó mỗi số x1, x2, . . . , xp đều không lớn

hơn m.

Bài 4.6 (IMO 2007 Shorlist). Với số nguyên dương n > 1, xét tập

S = {1 ; 2 ; 3; . . . ; n}.

Tô các số của S bằng 2 màu, u số được tô màu đỏ và v số được tô màu xanh.

Hãy tìm số các bộ (x ; y ; z) thuộc S3 sao cho

a) x, y, z được tô cùng màu ;

b) x+ y + z chia hết cho n.

Bài 4.7 (Việt Nam TST 2008, Bài 6). Kí hiệu M là tập hợp gồm 2008 số

nguyên dương đầu tiên. Tô tất cả các số thuộc M bởi ba màu xanh, vàng, đỏ

sao cho mỗi số được tô bởi một màu và mỗi màu đều được dùng để tô ít nhất

một số. Xét các tập hợp

S1 = {(x ; y ; z) ∈M3 | x, y, z cùng màu và x+ y + z ≡ 0 (mod 2008)};

S2 = {(x ; y ; z) ∈M3 | x, y, z đôi một khác màu và x+ y + z ≡ 0 (mod 2008)}.

Chứng minh rằng 2|S1| > |S2|.

(Ta kí hiệu M3 := M ×M ×M và |X| là số phần tử của tập hữu hạn X).
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Bài 4.8. Tìm công thức tổng quát của dãy số {xn} xác định bởi

x0 = 1, x1 = 0, x2 = 0, xn+3 = 2xn+2 − 3xn+2 + 2xn+1 − xn.

Bài 4.9. Xét khai triển

1

1 + ax+ bx2
= 1 + a1x+ a2x

2 + · · ·

Chứng minh rằng nếu aj > 0 với mọi j = 1, 2, 3, . . . thì phương trình

1 + ax+ bx2 = 0

có các nghiệm đều thực.

Bài 4.10. Chứng minh rằng nếu x+
1

x
= 2 cosα thì xn +

1

xn
= 2 cos(nα).



Chương 5

Một số ứng dụng của số phức
trong hình học

Chương trình Toán học ở bậc Trung học phổ thông của hầu hết các nước

đều có phần kiến thức số phức. Ở nước ta, sau nhiều lần cải cách, nội dung

số phức cuối cùng cũng đã được đưa vào chương trình Giải tích 12, tuy nhiên

còn rất đơn giản. Vì nhiều lý do khác nhau, rất nhiều học sinh, thậm chí là

học sinh khá, giỏi sau khi học xong phần số phức cũng chỉ hiểu một cách rất

đơn sơ: sử dụng số phức, có thể giải được mọi phương trình bậc hai, tính một

vài tổng đặc biệt, ...

Việc sử dụng số phức trong nghiên cứu, khảo sát hình học phẳng tỏ ra có

nhiều thuận lợi, nhất là trong việc xem xét các vấn đề liên quan đến các phép

biến hình của mặt phẳng cùng với hình học của chúng.

Trong chương này sẽ mô tả một số kết quả, khái niệm cơ bản của Hình học

Euclid phẳng dưới dạng ngôn ngữ số phức như góc, khoảng cách, sự đồng quy,

thẳng hàng, đường thẳng, đường tròn cùng với một số phép dời hình, đồng

dạng ở dạng cơ bản nhất.

192
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5.1 Mô tả một số kết quả của hình học phẳng bằng ngôn

ngữ số phức

Cho trước hai điểm M(m), N(n). Khi đó, độ dài đoạn MN bằng MN =

|n−m| = d(m;n)

Trong mặt phẳng cho trước đoạn thẳng AB. Khi đó, điểm M chia đoạn

thẳng AB theo tỷ số k ∈ R \ {1} khi và chỉ khi
−−→
MA = k · −−→MB,

a−m = k · (b−m)

trong đó a, b và m là tọa vị của các điểm A,B và M theo thứ tự đó.

Từ đó, nếu ký hiệu [AB] là chỉ đoạn thẳng AB, ký hiệu (AB) là chỉ đường

thẳng AB, ký hiệu [AB) là chỉ tia AB, ta có các kết quả sau

Cho trước hai điểm A(a), B(b) phân biệt và điểm M(m). Khi đó

M ∈ [AB]⇔ ∃t ≥ 0 : z−m = t ·(b−m)⇔ ∃t ∈ [0; 1] : m = (1−t)a+t ·b (1)

M ∈ (AB)⇔ ∃t ∈ R : m− a = t(b− a)⇔ ∃t ∈ R : m = (1− t)a+ tb (2)

Định lý 5.1. Cho trước hai điểm A(a), B(b) phân biệt và điểm M(m). Khi

đó, các mệnh đề sau tương đương

• M ∈ [AB)

• ∃t > 0 : m = (1− t)a+ tb

• arg (m− a) = arg (b− a)

• m− a
b− a = t ∈ R+

Từ đó, để ý rằng t = t ∀t ∈ R, ta thu được phương trình của đường thẳng

đi qua hai điểm W1(w1),W2(w2) là

(z − w1) · (w2 − w1)− (z − w1) · (w2 − w1) = 0 (3)
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5.1.1 Góc giữa hai đường thẳng

Trong mặt phẳng phức, cho hai điểm
M1(z1),M2(z2) và αk = arg zk, k = 1, 2. Khi
đó, do

(
−→
Ox,
−−−→
OM1)+(

−−−→
OM1;

−−−→
OM2) ≡ (

−→
Ox;
−−−→
OM2) (mod 2π)

nên

M1(z1)

M2(z2)

(
−−−→
OM1;

−−−→
OM2) ≡ (

−→
Ox;
−−−→
OM2)− (

−→
Ox;
−−−→
OM1) (mod 2π)

hay góc định hướng tạo bởi tia OM1 với tia OM2 bằng arg
z2

z1
Từ đó, nếu cho

bốn điểm phân biệt Mk(zk), k = 1, 2, 3, 4 thì góc (định hướng) tạo bởi đường

thẳng M1M3 với đường thẳng M2M4 bằng arg
z4 − z2

z3 − z1

Định lý 5.2. Hai tam giác ABC,A′B′C ′ đồng dạng cùng hướng khi và chỉ

khi
c− a
b− a =

c′ − a′

b′ − a′

Và hai tam giác ABC,A′B′C ′ đồng dạng ngược hướng khi và chỉ khi

c− a
b− a =

c′ − a′

b′ − a′

5.1.2 Tích vô hướng của hai số phức

Trong mặt phẳng phức cho hai điểm M1(z1),M2(z2). Khi đó

−−−→
OM1 ·

−−−→
OM2 = OM1 ·OM2 · cos∠M1OM2
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Nếu zk có modul bằng rk, và có argument bằng αk thì

−−−→
OM1 ·

−−−→
OM2 = r1 · r2 · cos(α2 − α1) = r1r2(cosα1 cosα2 + sinα1 sinα2)

Do đó

< z1; z2 >=
1

2
· (z1 · z2 + z1 · z2)

Từ đó suy ra < z1; z2 > =< z1; z2 > và do đó < z1; z2 >∈ R Tích vô hướng

của hai số phức cũng có các tính chất như tích vô hướng của hai véc-tơ. Ngoài

ra < z1; zz2 >= z· < z1; z2 > và < zz1; z2 >= z· < z1; z2 >.

Nhận xét 5.1. 1. Trong mặt phẳng phức cho hai điểm M1(z1),M2(z2). Khi

đó < z1; z2 > bằng phương tích của O với đường tròn đường kính M1M2

2. Nếu A(a), B(b), C(c) và D(d) là bốn điểm phân biệt của mặt phẳng phức,

thì

AB ⊥ CD⇐⇒< b− a; d− c >= 0⇐⇒ Re

(
b− a
d − c

)
= 0

5.1.3 Tích ngoài của hai số phức. Diện tích tam giác

Trong mặt phẳng phức cho hai điểm M1(z1),M2(z2). Khi đó

−−−→
OM1 ×

−−−→
OM2 = |−−−→OM1| · |

−−−→
OM2| · sin∠M1OM2

Nếu zk có modul bằng rk, và có argument bằng αk thì

−−−→
OM1 ×

−−−→
OM2 = r1r2 sin(α2 − α1) = r1r2(sinα2 cosα1 − cosα2 sinα1)

Do đó

z1 × z2 =
i

2
(z1 · z2 − z1 · z2)

Từ đó, do z1 × z2 = z1 × z2 nên suy ra Im z1 × z2 = 0

Tích ngoài của hai số phức cũng có các tính chất như tích ngoài của hai véc-

tơ trong mặt phẳng, ngoài ra (zz1)×z2 = z ·(z1×z2) và z1×(zz2) = z ·(z1×z2)
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Nhận xét 5.2. 1. Ba điểm A(a), B(b), C(c) thẳng hàng khi và chỉ khi (b−

a)× (c− a) = 0

2. Nếu A(a), B(b) là hai điểm phân biệt, không thẳng hàng với O thì a×b =

2 · [OAB], trong đó, ký hiệu [A1A2 . . .An] là để chỉ diện tích đại số của

đa giác định hướng A1A2 . . .An

3. Từ nhận xét 2, với ba điểm A(a), B(b) và C(c) phân biệt, không thẳng

hàng, thì

[ABC] =
1

2
(a× b+ b× c+ c× a)

5.1.4 Đường tròn

Đường tròn tâm M0(z0) bán kính R là tập hợp những điểm M(z) sao cho

M0M = R hay |z − z0| = R tức là

zz − z0z − z0z + z0z0 −R2 = 0

Từ đó, mọi đường tròn đều có phương trình dạng

zz + αz + αz + β = 0

trong đó α ∈ C và β ∈ R.

Đường tròn nay có tâm với tọa vị −α, bán kính R =
√
αα − β

5.1.5 Mô tả các phép biến hình phẳng bằng ngôn ngữ số phức

Phép dời hình.

Phép tịnh tiến. Phép tịnh tiến theo véc-tơ −→v = (v) là phép biến hình

biến điểm M(z) thành điểm M ′(z′) sao cho
−−−→
MM ′ = −→v . Do đó, biểu thức của

phép tịnh tiến là z′ = f(z) = z + v

Phép quay. Phép quay tâm M0(z0) góc quay α là phép biến hình biến

M(z) thành điểm M ′(z′)mà M0M = M0M
′ và (

−−−→
M0M ;

−−−→
M0M

′) ≡ α (mod 2π).

Từ đó, biểu thức của phép quay là z′ − z0 = ei·α(z − z0)



5.1. Mô tả một số kết quả của hình học phẳng bằng ngôn ngữ số phức 197

Phép đối xứng-trục. Phép đối xứng qua đường thẳng ` là phép biến hình

biến mỗi điểm M(z) thành điểm M ′(z′) sao cho ` là trung trực của MM ′. Từ

đó

• Phép đối xứng qua trục thực: z′ = f(z) = z

• Phép đối xứng qua trục ảo: z′ = f(z) = −z

• Do 2(
−→
Ox;
−→
` ) = (

−→
Ox;
−−→
OM ) + (

−→
Ox;
−−→
OM ′ (ở đây

−→
` = (z0)) nên phép đối

xứng qua đường thẳng ` đi qua gốc O và điểm z0 = ei α
2 có biểu thức

z′ = f(z) = eiαz

Từ đó, nếu ∆ = T−→v (`) với −→v = (z0) thì phép đối xứng qua ∆ có biểu thức

z′ = eiαz + 2z0

M (z)

M ′(z′)
α
2

−→v

M (z)

M ′′(z′′)

M ′(z′)

bc

bc

bc

2−→v

Phép vị tự

Phép vị tự tâm C(z0), tỷ số r ∈ R? lf phép biến hình biến điểmM(z) thành

điểm M ′(z′) mà
−−→
CM ′ = r · −−→CM . Do đó, có biểu thức

z′ = r · (z − z0) + z0
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5.1.6 Điều kiện đồng quy, thẳng hàng, vuông góc và cùng nằm trên
một đường tròn (đồng viên)

Định lý 5.3. Cho ba đường thẳng với phương trình ∆1 : (z − z1) × u1 =

0 ∆2; (z − z2) × u2 = 0 ∆3 : (z − z3) × u3 = 0. Khi đó, ba đường thẳng

∆1,∆2,∆3 đồng quy khi và chỉ khi
{

(u1 × u2)
2 + (u2 × u3)

2 + (u3 × u1)
2 6= 0

(u1 × u2)(z3 × u3) + (u2 × u3)(z1 × u1) + (u3 × u1)(z2 × u2) = 0

Định lý 5.4. Ba điểm M1(z1),M2(z2),M3(z3) thẳng hàng khi và chỉ khi

z3 − z1

z2 − z1
∈ R?

hay Im

(
z3 − z1

z2 − z1

)
= 0

Định lý 5.5. Bốn điểm Mk(zk), k = 1, 2, 3, 4 cùng nằm trên một đường thẳng

hay đường tròn khi và chỉ khi

z3 − z2

z1 − z2

:
z3 − z4

z1 − z4

∈ R

Hệ quả 5.1. Bốn điểm Mk(zk), k = 1, 2, 3, 4 cùng nằm trên một đường thẳng

khi và chỉ khi
z3 − z2

z1 − z2

∈ R và
z3 − z4

z1 − z4

∈ R

Bốn điểm Mk(zk), k = 1, 2, 3, 4 cùng nằm trên một đường tròn khi và chỉ

khi
z3 − z2

z1 − z2
:
z3 − z4

z1 − z4
∈ R nhưng

z3 − z2

z1 − z2
6∈ R và

z3 − z4

z1 − z4
6∈ R

Định lý 5.6. Nếu A(a), B(b), C(c) và D(d) là bốn điểm phân biệt của mặt

phẳng phức, thì

AB ⊥ CD⇐⇒< b− a; d− c >= 0⇐⇒ Re

(
b− a
d− c

)
= 0

5.2 Một số ví dụ áp dụng

Cho A(a), B(b), C(c) là ba đỉnh của một tam giác. Khi đó tam giác ABC

là tam giác đều khi và chỉ khi hai tam giác ABC,BCA là đồng dạng cùng
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hướng. Điều này tương đương với

c− a
b− a

=
a− b
c − b

⇔ (c− a)(c− b) = (a− b)(b− a)

⇔ c2 − ca− bc+ ab = −a2 − b2 + 2ab

⇔ a2 + b2 + c2 = ab+ bc+ ca

Mặt khác, tam giác ABC đều, định hướng dương (tương ứng âm) khi và chỉ

khi phép quay tâm A, góc quay +π
3

(tương ứng −π
3
) biến B thành C, do đó

Tam giác ABC đều, định hướng dương khi và chỉ khi a+ bω+ cω2 = 0, và

tam giác ABC đều, định hướng âm khi và chỉ khi aω2 + bω + c = 0, trong đó

ω3 = 1.

Ví dụ 5.1 (Napoléon). Lấy các cạnh BC,CA,AB của tam giác ABC làm

đáy, dụng ra ngoài các tam giác đều với tâm tương ứng A0, B0, C0. Chứng

minh rằng A0, B0, C0 là đỉnh của một tam giác đều.

Lời giải. Giả sử tam giác ABC định hướng dương. Gọi x là tọa vị của điểm

X nào đó trong mặt phẳng. Ta có

a+ c1ω + bω2 = 0, b+ a1ω + cω2 = 0, c+ b1ω + aω2 = 0

Do A0, B0, C0 theo thứ tự là trọng tâm các tam giác BCA1, CAB1, ABC1 nên

3a0 = b+ c+ a1, 3b0 = c + a+ b1, 3c0 = a+ b+ c1

Từ đó

3(c0 + a0ω + b0ω
2 = a+ b+ c1 + ω(b+ c+ a1) + ω2(c+ a+ b1)

= (b+ a1ω + cω2) + (c+ b1ω + aω2)ω + (a+ c1ω + bω2)ω2 = 0

Suy ra điều phải chứng minh.

Lời giải 2. Giả sử tam giác ABC định hướng âm, và x là tọa vị của điểm X

nào đó trong mặt phẳng. Khi đó, ta có

c = ei· 2π
3 (b− a0) + a0, a = ei· 2π

3 (c− b0) + b0, b = ei· 2π
3 (a− c0) + c0
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Suy ra

b = ei· 2π
3 (ei· 2π

3 (c− b0) + b0 − c0) + c0

= ei· 4π
3 (ei· 2π

3 (b− a0) + a0 − b0) + ei· 2π
3 (b0 − c0) + c0

= b− a0 + ei· 4π
3 (a0 − b0) + ei· 2π

3 (b0 − c0) + c0

Từ đó c0 − a0 = e−i·π
3 (b0 − a0) điều đó có nghĩa là tam giác A0B0C0 đều

A

B C

A1

B1

C1

A0

B0

C0

Ví dụ 5.2 (BMO 1990 - Shortlist). Cho tam giác ABC. Lấy các cạnh làm

đáy, dựng ra ngoài ba n−giác đều. Tìm tất cả các giá trị của n sao cho tâm

của ba đa giác đều đó là đỉnh của một tam giác đều.

Giải. Giả sử tam giác ABC định hướng âm. Gọi A0, B0, C0 là tâm của các đa

giác đều dựng trên cạnh BC,CA,AB (hình vẽ). Khi đó ∠BA0C = ∠CB0A =

∠AB0C = 2π
n

Đặt ω = ei· 2π
n và gọi a, b, c, a0, b0, c0 lần lượt là tọa vị của các điểmA,B,C,A0, B0, C0

theo thứ tự đó. Từ giả thiết, ta có

a = b0 + (c− b0)ω, b = c0 + (a− c0)ω, c = a0 + (b− a0)ω
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A

BC

A0

C0

B0

2π
n

2π
n

2π
n

Từ đó

b0 =
a− cω
1 − ω ; c0 =

b− aω
1− ω ; a0 =

c− bω
1− ω

Tam giác A0B0C0 đều khi và chỉ khi a2
0 + b20 + c20 = a0b0 + b0c0 + c0a0

Thay a0, b0, c0 tìm được ở trên vào, khai triển, rút gọn, ta được

(1 + ω + ω2)
[
(b− a)2 + (a− c)2 + (c− b)2

]
= 0

Điều này tương đương với 1 + ω + ω2 = 0 do đó n = 3.

Ví dụ 5.3. Trên các cạnh của lục giác lồi có tâm đối xứng A1A2A3A4A5A6,

dựng về phía ngoài các tam giác đều AkAk+1Bk (với k = 1, 2, . . . , 6 và quy ước

A7 ≡ A1). Chứng minh rằng trung điểm các đoạn thẳng BkBk+1 là đỉnh của

một lục giác đều (với k = 1, 2, . . . , 6 và B7 ≡ B1)

Lời giải. Giả sử lục giác A1A2A3A4A5A6 định hướng âm. Chọn tâm đối xứng

O của lục giác làm gốc, gọi x là tọa vị của điểm X trong mặt phẳng phức, đặt

ei·π
3 = ω. Khi đó ak+3 = −ak. Do tam giác AkAk+1Bk đều, có hướng dương,

nên bk + ω2ak + ω4ak+1 ⇔ bk = ωak+1 + ωak. Suy ra bk = −bk+3
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A1 A2

A3

A4A5

A6

B1

B2

B3

B4

B5

B6

P1

P2

P3

P4

P5

P6

O

−π
3

Do Pk là trung điểm của BkBk+1 nên pk = bk+bk+1

2
∀k = 1, 2, . . . , 6 Từ đó

pk + pk+3 =
bk + bk+1

2
+
bk+3 + bk+4

2
=

(bk + bk+3) + (bk+1 + bk+4)

2
= 0

do đó lục giác P1P2P3P4P5P6 nhận O làm tâm đối xứng.

Ký hiệu f là phép quay tâm O góc quay −π
3
. Ta có

f(p1) = ω · (b1 + b2
2

) =
1

2
· ω · (ωa2 + ωa1 + ωa3 + ωa2)

=
1

2
ω (a2 + ωa1 + ωa3)

=
1

2
·
(
a3 + ωa2 + ω2a1

)

=
1

2
· (a3 + ωa2 + ωa4) = p2

Do đó, f(p1) = p2. Tương tự, cũng được f(p2) = p3, f(p3) = p4, đpcm.

Ví dụ 5.4 (IMO 1977). Cho hình vuông ABCD. Dựng về phía trong hình

vuông các tam giác đều ABK,BCL,CDM và DAN . Chứng minh rằng trung
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điểm các đoạn thẳng KL,LM,MN,NK,BK,BL,CL,DM,DN và NA là

đỉnh của một thập nhị giác đều.

Lời giải. Giả sử hình vuông ABCD định hướng dương. Chọn tâm O của hình

vuông làm gốc, gọi x là tọa vị của điểm X trong mặt phẳng phức.

Khi đó b = ia, c = −a, d = −ia.

Đặt ei·π
3 = ω ta có

k = (iω + ω)a, ` = (−ω + iω)a,

m = (−iω − ω)a, n = (ω − iω)a

Để ý rằng đa giác P1Q1S1P2Q2S2P3Q3S3P4Q4S4 nhận O làm tâm đối xứng,

do đó với f là phép quay tâm O, góc quay +π
6

thì chỉ cần chứng minh f(pk) =

qk, f(qk) = sk và f(sk) = pk+1 (k = 1, 2) là đủ

A B

CD

K

L

M

N

P1

P2

P3

P4

Q1

Q2

Q3

Q4

S1

S2

S3

S4

Từ cách dựng, ta có

p1 =
1

2
(k + `) =

a

2
[(i− 1)ω + (i+ 1)ω] , p2 =

a

2
[−(i+ 1)ω + (i− 1)ω] ,
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q1 = −a
2

[i(1 + ω) + ω] , s1 =
a

2
[1 + iω + ω]

Khi đó, với ε = ei·π
6 thì

f(p1) = εp1 =
a

2
[(i− 1)εω + (i+ 1)εω] = q1

f(q1) = εq1 =
a

2
[iε+ iεω + εω] = s1

f(s1) = εs1 =
a

2
[ε+ iεω + εω] = p2

Một cách tương tự, cũng được f(p2) = q2, f(q2) = s2, f(s2) = p3 (ĐPCM)

Nhận xét. Bài toán này hoàn toàn có thể giải bằng phương pháp tọa độ như

trong [5], hay phương pháp tổng hợp như trong [6], tuy nhiên lời giải quá dài.

Lời giải được trình bày ở trên được xuất phát từ ý tưởng sử dụng phép quay

véc-tơ, tuy nhiên bằng công cụ số phức, đã làm giảm đi đáng kể các động tác

biến đổi phức tạp trên các véc-tơ

Ví dụ 5.5 (SEA-MO 1998). Cho tam giác ABC. Lấy điểm P khác phía với

C đối với đường thẳng AB, điểm Q khác phía với B đối với đường thẳng CA

và điểm R cùng phía với A đối với đường thẳng BC sao cho các tam giác

BCR,ACQ và BAP đồng dạng. Chứng minh rằng tứ giác APRQ là một hình

bình hành.

Lời giải 1. Giả sử tam giác ABC định hướng dương và gọi x là tọa vị của

điểm X. Đặt BP
BA

= AQ
AC

= BR
BC

= t,∠ABP = ∠CAQ = ∠CBR = ϕ, ω = eiϕ.

Khi đó, từ giả thiết suy ra

p = (tω + 1)b− tωa,

q = (tω + 1)a− tωc

và r = (tω + 1)b − tωc
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A

B C

P

Q

R

ϕ
ϕ

ϕ

Khi đó p+q = (tω+1)(a+b)−tω(a+c) = (tω+1)b−tωc+(tω+1)a−tωa= a+r

(ĐPCM)

Lời giải 2. Từ giả thiết, suy ra các tam giác BCR,ACQ và BAP đồng dạng

cùng hướng. Vậy

r − b
r − c

=
q − a
q − c

=
p− b
p − a

= z ∈ C

Từ đó

p =
b− za
1− z ; q =

a− zc
1− z ; r =

b− zc
1− z

Suy ra

p + q =
b− zc+ (1 − z)a

1 − z = a+ r

Ví dụ 5.6. Trong mặt phẳng cho bốn tam giác ABC,AB1C1, A2BC2 và

A3B3C đồng dạng, cùng hướng. Gọi A0, B0 và C0 theo thứ tự là trung điểm

của A2A3, B1B3 và C1C2. Chứng minh rằng 4A0B0C0 v4ABC

Lời giải. Gọi x là tọa vị của điểm X. Giả sử phép đồng dạng f1(z) = α1z+β1

biến tam giác ABC thành tam giác AB1C1, phép đồng dạng f2(z) = α2z+ β2

biến tam giác ABC thành tam giác A2BC2, phép đồng dạng f3(z) = α3z+ β3

biến tam giác ABC thành tam giác A3B3C.
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Khi đó

b0 − a0 =
1

2
(b1 + b3 − a2 − a3) =

1

2
[(b1 − a) + (a− b) + (b− a2) + (b3 − a3)]

=
1

2
(α1 + α2 + α3 − 1) (b− a)

Tương tự, cũng được c0 − a0 =
1

2
(α1 + α2 + α3 − 1) (c− a)

Vậy
c0 − a0

b0 − a0
=
c− a
b− a (ĐPCM)

Nhận xét 5.3. Nếu đặt AB
AC

= t và α = (
−→
AC;
−→
AB), thì bằng cách làm tương tự

như lời giải 1 bài toán 5, ta cũng chứng minh được b0 − a0 = teiα(c0 − a0) và

cũng được điều phải chứng minh. Bằng những cách làm như trên, không những

ta chứng minh được các tam giác đồng dạng, mà còn chỉ ra được chúng đồng

dạng cùng hướng, và cũng tìm được tỷ số đồng dạng theo các tỷ số đã cho.

Ví dụ 5.7 (Italy MO 1996). Cho đường tròn (O) và điểm A ở ngoài (O).

Với mỗi điểm P trên đường tròn, dựng hình vuông APQR, với các đỉnh theo

ngược chiều kim đồng hồ. Tìm quỹ tích điểm Q khi P chạy khắp trên (O).

Lời giải. Không mất tổng quát, coi đường tròn (O) có tâm tại gốc, bán kính

bằng 1, gọi x là tọa vị của điểm X trên mặt phẳng. Khi đó, ta có

q = e−i·π
2 (a− p) + p⇐⇒ q = −ia+ (1− i)p

Do đó, quỹ tích của điểm Q là đường tròn có tâm tại điểm A′(−ia) (tức là

A′ = Q
−π

2
O (A)), bán kính R = |(1− i)p| =

√
2

Ví dụ 5.8 (Bulgaria MO 1997). Cho hai hình vuông đơn vị K1,K2 với tâm

M,N trong mặt phẳng sao cho MN = 4. Biết rằng hình vuông K1 có hai cạnh

song song với MN , hình vuông K2 có một đường chéo nằm trên đường thẳng

MN , tìm quỹ tích trung điểm XY , trong đó X là một điểm trong của K1, Y

là một điểm trong của K2
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Lời giải. Không mất tổng quát, coi M(−2), N(2) và gọi w là tọa vị của điểm

W trong mặt phẳng phức. Khi đó a1 = −5
2
− i

2
, b1 = −3

2
− i

2
, c1 = −3

2
+ i

2
, d1 =

−5
2

+ i
2

và a2 = 2− 1√
2
, b2 = 2− i√

2
, c2 = 2 + 1√

2
, d2 = 2 + i√

2

A1 B1

C1D1

A2

B2

C2

D2

M N

X
Y

Z
bcbc
Z

Ta có X nằm trong hình vuông A1B1C1D1 khi và chỉ khi x = x1+x2i, xk ∈

R với |x2| < 1
2
, |x1 + 2| < 1

2

Và Y nằm trong hình vuông A2B2C2D2 khi và chỉ khi y = y1 + y2i, yk ∈ R với

|y1 + y2 − 2| < 1√
2

và |y1 − y2 − 2| < 1√
2

Vậy, với Z là trung điểm XY thì z = x1+y1

2
+ i · x2+y2

2
= u+ iv.

Từ −2− 1
2
< x1 < −2 + 1

2
, 2− 1√

2
< y1 ± y2 < 2 + 1√

2
suy ra |u| <

√
2+1
2

Tương tự, cũng được |v| < 1+
√

2
2
, |u+ v|, |u− v| <

√
2+1

2
√

2

Vậy, quỹ tích điểm Z là miền bát giác giới hạn bởi các đường thẳng |x| =√
2 + 1

2
, |y| =

√
2 + 1

2
, |x+ y| =

√
2 + 1

2
√

2
, |x− y| =

√
2 + 1

2
√

2
Nhận xét. Về mặt hình học, quỹ tích điểm Z là miền trong đa giác đều

có đỉnh là trung điểm các đoạn nối các đỉnh của hai hình vuông là ảnh của

A1B1C1D1, A2B2C2D2 tương ứng qua các phép tịnh tiến theo các véc-tơ 1
2

−−→
MN

và 1
2

−−→
NM (hình vẽ)

Ví dụ 5.9 (Poland MO 1999). Cho lục giác lồiABCDEF có ∠A+∠C+∠E =

360◦ và AB · CD · EF = BC ·DE · FA. Chứng minh rằng

AB · FD · EC = BF ·DE · CA
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Lời giải. Gọi w là tọa vị của điểm W trong mặt phẳng phức. Đặt b − a =

x, c− b = y, d− c = z, e− d = t, f − e = u, a− f = v.

Do AB · CD · EF = BC ·DE · FA nên |xzu| = |ytv| (1)

Do ∠A+∠C + ∠E = 360◦ nên arg
(

x
−v
· z
−y
· u
−t

)
= 0 điều này có nghĩa là

x
−v
· z
−y
· u
−t

là một số thực dương. (2)

Từ (1),(2) suy ra xzu = −vyt hay xzu+ vyt = 0

Do x+ y + z + t+ u+ v = 0 nên

xt(x+ y + z + t+ u+ v) + (xzu+ vyt) = 0

⇐⇒x2t+ xty + xtz + xt2 + xtu+ xtv + xzu+ vyt = 0

⇐⇒(xt2 + xtz + xtu+ xzu) + (x2t+ xty + xtv + vyt) = 0

⇐⇒x(t+ z)(t+ u) + t(x+ y)(x+ v) = 0

Do đó |x(t+ z)(t+ u)| = |t(x+ y)(x+ v)| (ĐPCM)

Ví dụ 5.10. Cho tứ giác lồi ABCD. Dựng các hình vuông AMBN và CPDQ

cùng hướng. Chứng minh rằng |MQ2 −NP 2| = 4SABCD

Giải. Coi tứ giác ABCD định hướng âm (hình vẽ). Gọi X,Y,Z, T theo thứ

tự là trung điểm các cạnh AB,BC,CD,DA của tứ giác ABCD. Gọi w là tọa

vị của điểm W trong mặt phẳng phức. Để ý rằng MP 2 − NQ2 = (
−−→
MP +

−−→
NQ)(

−−→
MP −

−−→
NQ)

Ta có

(p−m)2 − (q − n)2 = 2 < z − x;n−m+ p − q >

= 2 < z − x; i(a− b+ d− c) >

= −4i· < z − x; t− y >

Vậy |(p−m)2 − (q − n)2| = 4SABCD (Do SABCD = 2SXY ZT )
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A

B

C

D

M

N

P

Q

X

Z

YT

Ví dụ 5.11. Xét tứ giác ABCD không có hai cạnh nào song song. Gọi

Ga, Gb, Gc, Gd theo thứ tự là trọng tâm các tam giác BCD,CDA,DAB,ABC.

Chứng minh rằng nếu AGa = BGb và CGc = DGd thì ABCD là một hình

thang cân.

Lời giải. Gọi x là tọa vị của điểm X trong mặt phẳng phức và đặt s =

a+ b+ c+ d. Ta có

ga =
b+ c+ d

3
=
s− a

3
, gb =

s− b
3

, gc =
s− c

3
, gd =

s− d
3

Do AGa = BGb nên

|a− ga| = |b− gb| ⇔ |4a− s| = |4b− s| ⇔< 4a− s; 4a− s >=< 4b− s; 4b− s >

Từ đó 2(|a|2 − |b|2) =< (a− b); s > (1)

Tương tự, từ CGc = DGd cũng được 2(|c|2 − |d|2) =< (c− d); s > (2)
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Trừ (1) cho (2) vế đối vế, ta được

2(|a|2 − |b|2 − |c|2 + |d|2) =< (a− b− c+ d); (a+ b+ c+ d) >

⇔2(|a|2 − |b|2 − |c|2 + |d|2) = |a+ d|2 − |b+ c|2

⇔aa− ad − ad+ dd = bb− bc− bc+ cc

⇔|a− d|2 = |b− c|2

Tức là AD = BC (3)

Cộng (1) với (2) vế đối vế, ta được

2(|a|2 − |b|2 + |c|2 − |d|2) =< a− b− d + c; a+ b+ c+ d >

và tương tự như trên, thu được AC = BD (4)

Từ (3) và (4) suy ra điều phải chứng minh.

Ví dụ 5.12. Gọi G là trọng tâm tứ giác ABCD. Chứng minh rằng GA ⊥

GD ⇐⇒ AD = MN , trong đó M,N theo thứ tự là trung điểm AD,BC.

Lời giải. Gọi w là tọa vị của điểm W trong mặt phẳng phức. Do G(g) là

trọng tâm tứ giác ABCD nên g = a+b+c+d
4

Ta có

GA ⊥ GD ⇔< a− g; d− g >= 0

⇔< a− a+ b+ c+ d

4
; d− a+ b+ c+ d

4
>= 0

⇔< 3a− b− c− d; 3d − b− c− a >= 0

⇔< (a− b− c + d) + 2(a− d); (a− b− c+ d)− 2a − d) >= 0

⇔< a+ d − b− c; a+ d − b− c >= 4 < a− d; a− d >

⇔
∣∣∣∣
a+ d

2
− b+ c

2

∣∣∣∣
2

= |a− d|2 ⇔MN = AD

Ví dụ 5.13 (St. Petersburg 2000). Cho tam giác ABC nhọn nội tiếp trong

đường tròn ω. Đường thẳng ` là tiếp tuyến của ω tại B, K là hình chiếu của

trực tâm H của tam giác ABC trên `, và gọi M là trung điểm AC. Chứng

minh rằng tam giác BKM cân.
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Lời giải. Không mất tổng quát, coi ω là đường tròn đơn vị, a = x + yi, b =

i, c = z + ti. Khi đó ` = x+z
2

+ i · y+t
2

Do H là trực tâm của tam giác, nên h = x + z + (y + t + 1)i. Khi đó

k = x+ z + i.

Ta có |b− `| =
√(

x+z
2

)2
+
(

y+t−2
2

)2
= 1

2

√
(x+ z)2 + (y + t− 2)2 (1)

Và |k − `| =
√(

x+z
2

)2
+
(

2−y−t
2

)2
= 1

2

√
(x+ z)2 + (y + t− 2)2 (2)

Từ (1),(2) suy ra điều phải chứng minh.

Ví dụ 5.14. Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn ω. Gọi A1 là trung điểm

cạnh BC và A2 là hình chiếu của A1 trên tiếp tuyến của ω tại A. Các điểm

B1, B2, C1, C2 được xác định một cách tương tự. Chứng minh rằng các đường

thẳng A1A2, B1B2, C1C2 đồng quy. Hãy xác định vị trí hình học điểm đồng

quy.

Lời giải. Không mất tổng quát, coi ω là đường tròn đơn vị. Gọi w là tọa vị

của điểm W trong mặt phẳng phức.

O

A

B

C

A2

A1

HN

Ta có a1 = b+c
2

và đường thẳng A1A2 là đường thẳng đi qua A1(a1), song



212 Chương 5. Một số ứng dụng của số phức trong hình học

song với OA, do đó A1A2 có phương trình

az − az = a · b+ c

2
− a ·

(
b+ c

2

)

Do aa = 1 nên phương trình được viết lại dưới dạng

z − a2z =

(
b+ c

2
− a2 ·

(
b+ c

2

))

hay

z − a2z =
a+ b+ c

2
− a2

(
a+ b+ c

2

)

Gọi N là tâm đường tròn Euler của tam giác, thì n = a+b+c
2

do đó A1A2 đi

qua N . Tương tự cũng có B1B2, C1C2 đi qua N (ĐPCM)

5.3 Chứng minh bất đẳng thức hình học

Việc biểu diễn các điểm trong mặt phẳng bằng các số phức (toạ vị) cho

phép chúng ta đưa các bất đẳng thức hình học về các bất đẳng thức về mô-đun

số phức. Khi đó, các hằng đẳng thức đại số và bất đẳng thức tam giác đơn

giản: |z1 + z2| ? |z1| + |z2|, trong rất nhiều trường hợp, là chìa khoá cho lời

giải bài toán.

Ví dụ 5.15 (Bất đẳng thức Ptolemy). Cho tứ giác ABCD. Chứng minh rằng

ta luôn có AB.CD+AD.BC ≥ AC.BD. Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi

A,B,C,D theo thứ tự là đỉnh của một tứ giác lồi nội tiếp một đường tròn.

Lời giải. Xét mặt phẳng phức, gọi a, b, c, d là tọa vị của các đỉnh A,B,C,D

trong mặt phẳng phức.

Ta có

AB.CD+AD.BC = |a− d| × |d− c|+ |d− a| × |c− b|

≥ |(a− d)× (d− c) + (d − a)× (c− b)| = |(c− a)(d− b)| = AC.BD
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Dấu đẳng thức xảy ra khi (b− a)(d− c) = t(d− a)(c− b), t > 0.

Khi đó

d − a
b− a =

1

t
× d− c
c− b ⇔ arg

{d− a
b− a

}
= arg

{d − c
c − b

}

hay ∠DAB = π − ∠DCB hay tứ giác ABCD nội tiếp đường tròn.

Ví dụ 5.16. Cho tam giác ABC và một điểm M tùy ý nằm trong mặt phẳng

tam giác. Chứng minh rằng

MB.MC

AB.AC
+
MC.MA

BC.BA
+
MA.MB

CA.CB
≥ 1·

Dấu đẳng thức xảy ra khi nào?

Lời giải. Ta có

(m− a)(m− b)
(c− a)(c− b)

+
(m− b)(m− c)
(a− b)(a− c)

+
(m− c)(m− a)
(b− c)(b− a)

= 1. (5.1)

Chọn hệ tọa độ nhận đường tròn ngoại tiếp tam giác làm đường tròn đơn

vị. Gọi m,a, b, c tương ứng là toạ vị của M,A,B,C tương ứng. Khi đó

MA = |m− a|, MB = |m− b|, MC = |m− c|,

AB = |a− b|, AC = |a− c|, BC = |b− c|.

Áp dụng bất đẳng thức về giá trị tuyệt đối, từ (5.1) suy ra

|m− a| × |m− b|
|c− a| × |c− b| +

|m− b| × |m− c|
|a− b| × |a− c| +

|m− c| × |m− a|
|b− c| × |b− a| ≥ 1.

và đó chính là điều phải chứng minh.

Ví dụ 5.17. Cho tam giác ABC và một điểmM bất kỳ nằm trong mặt phẳng

tam giác. Chứng minh rằng

MB.MC

AB.AC
+
MC.MA

BC.BA
+
MA.MB

CA.CB
≥ 1.

Dấu đẳng thức xảy ra khi nào?
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Lời giải. Ta có

(m− a)(m− b)
(c− a)(c− b) +

(m− b)(m− c)
(a− b)(a− c) +

(m− c)(m− a)
(b− c)(b− a) = 1. (5.2)

Chọn hệ tọa độ nhận đường tròn ngoại tiếp tam giác làm đường tròn đơn vị.

Gọi m,a, b, c tương ứng là toạ vị của M,A,B,C, tương ứng. Khi đó

MA = |m− a|, MB = |m− b|, MC = |m− c|

AB = |a− b|, BC = |b− c|, CA = |c− a|.

Áp dụng bất đẳng thức trị tuyệt đối, từ (5.3), suy ra

|m− a||m− b|
|c− a||c− b| +

|m− b||m− c|
|a− b||a− c| +

|m− c||m− a|
|b− c||b− a| ≥ 1,

và đó chính là điều phải chứng minh.

5.4 Các bài toán hình học chứng minh và tính toán

Số phức có ứng dụng to lớn và hiệu quả trong các bài toán hình học. Bằng

cách biểu diễn toạ vị các điểm của một hình hình học bằng các số phức, ta có

thể biểu diễn các điều kiện đề bài có bản chất hình học bằng các đẳng thức

đại số và chuyển kết luận hình học về các đẳng thức đại số. Như vậy, bài toán

chứng minh hình học có thể đưa về việc kiểm tra một hằng đẳng thức, hoặc

một hằng đẳng thức có điều kiện.

Ví dụ 5.18. Cho tam giác ABC. Trong nửa mặt phẳng bờ AB chứa điểm C,

dựng hình vuông ABDE. Trong nửa mặt phẳng bờ BC chứa điểm A, dựng

hình vuông BCFG. Chứng minh rằng GA vuông góc với CD và GA = CD.

Lời giải. Lấy hệ tọa độ vuông góc có gốc tại B, véctơ BC là chiều dương

của trục thực. Ký hiệu nhãn của các đỉnh của tam giác ABC tương ứng là

a, b = 0, c.
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Khi đó tọa độ của G là ic.

Tọa độ của điểm D là −ia.

Gọi góc giữa GA và CD ký hiệu là ϕ thì

ϕ = arg
−ia− c
a− ic .

Xét −ia−c
a−ic

= (−ia−c)(a+ic)
(a−ic)(a+ic)

= −i(a2+c2)
a2+c2

= −i.

Do arg (−i) = −π
2

nên GA vuông góc với CD. Ngoài ra thì

|GA| = |a− ic| = | − ia− c| = |CD|.

Vậy ta có điều phải chứng minh.

Nhận xét 5.4. Để ý đến biểu thức toạ độ của các phép biến hình, ta thấy

phép tịnh tiến tương ứng với phép cộng số phức, phép quay là phép nhân với số

phức có mô-đun bằng 1, phép vị tự là phép nhân với số thực, phép vị tự quay

là phép nhân với số phức bất kỳ.

Ví dụ 5.19 (IMO 1986). Trong mặt phẳng cho tam giác A1A2A3 và điểm P0.

Với mỗi s ≥ 4 ta đặt As = As−3. Dựng dãy điểm P0, P1, . . . sao cho điểm Pk+1

là ảnh của Pk với phép quay tâm Ak+1 (k = 0, 1, . . . ) một góc
2π

3
theo chiều

kim đồng hồ. Chứng minh rằng nếu P1986 = P0 thì tam giác A1A2A3 là tam

giác đều.

Lời giải. Với mỗi k k ≥ 0, tam giác Ak+1PkPk+1 cân với PkAk+1Pk+1 =
2π

3
.

Gọi pk, ak là tọa độ của các điểm Pk, Ak tương ứng với k = 0, 1, . . . .

Thì pk+1 − ak+1 = α(pk − ak+1 với α = cos
2π

3
+ i sin

2π

3
.

Cụ thể,

p1 = a1 + α(P0 − a1), p2 = a2 + α(p1 − a2), p3 = a3 + α(p2 − a3).

Do đó

p2 = a2 − αa2 + α[a1 + α(p0 − a1)] = (1 − α)a2 + α(1 − α)a1 + α2p0,
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p3 = a3−αa3+α[(1−α)a2+α(1−α)a1+α
2p0] = (1−α)(a3+αa2+α

2a1]+α
3p0,

Lại do α3 = 1 nên

p3 = (1− α)(a3 + αa2 + α2a1 + p0,

Nhận xét rằng p0.p3, p6, . . . lập thành cấp số cộng với số hạng đầu tiên p0

và với công sai (1 − α)(a3 + αa2 + α2a1).

Vậy nên nếu P1986 = P0 thì

3 × 662(1 − α)(a3 + αa2 + α2a1) + p0 = p0.

Suy ra

a3 + αa2 + α2a1 (5.3)

Mà α = β2 = β − 1 và α2 = β4 == β3β = −β với β = cos
π

3
+ i sin

π

3
.

Thay vào (5.3) ta có

a3 + (β − 1)a2 + βa1 = 0

suy ra

a3 = a2 + β(a1 − a2)

nên tam giác A1A2A3 đều.

Ví dụ 5.20. Cho tam giác ABC trực tâm H, vẽ đường tròn đường kính CH,

cắt các cạnh AB và AC tại P và Q. Chứng minh rằng những tiếp tuyến tại

điểm P và Q đối với đường tròn cắt nhau tại điểm giữa của AB.

Lời giải. Chọn hệ tọa độ với đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC là đường

tròn đơn vị. Do P,Q là chân đường cao của tam giác hạ từ A,B nên

{
p = 1

2
(a+ b+ c− bcā)

q = 1
2
(a+ b+ c− acb̄)
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Tâm O của đường tròn đường kính CH là trung điểm CH nên

a =
1

2
(c+ h) =

1

2
(c+ a+ b+ c) = a+

1

2
(a+ b).

Gọi M là trung điểm của AB, thì m =
a+ b

2
.

Ta có
m− p
0− p =

1
2
(a+ b)− 1

2
(a+ b+ c− bcā)

c+ 1
2
(a+ b)− 1

2
(a+ b)− bcā

=
bcā− c
c+ bcā

=
bā− 1

1 + bā
=
b− a
b+ a

·

Tương tự ta có:
m− q
0− q =

a− b
a+ b

·

Các tỉ số trên là số ảo. Thật vậy nếu b = x0 + iy0, a = x1 + iy1 thì a−b
a+b

có phần

thực là phân số với tử số bằng 0:

(x0 − x1)(x0 + x1) + (y0 − y1)(y0 + y1) = (x2
0 + y2

0)− (x2
1 + y2

1) = 0.

Chứng tỏ MP ⊥ OP , MQ ⊥ OQ. nghĩa là MP,MQ là tiếp tuyến của đường

tròn (đpcm).

Nhận xét rằng, số phức tỏ ra đặc biệt hiệu quả với các bài toán liên quan

đến vuông góc.

Ví dụ 5.21. Về phía ngoài của tứ giác lồiABCD, lần lượt dựng các hình vuông

nhận AB,BC,CD,DA làm cạnh. Các hình vuông này có tâm làO1, O2, O3, O4.

Chứng minh rằng O1O3 vuông góc với O2O4 và O1O3 = O2O4.

Lời giải. Giả sử các hình vuông là ABMM ′, BCNN ′, CDPP ′, DAQQ′ có

tâm là O1, O2, O3, O4. Ta quy uớc chữ cái thường là toạ vị của các đỉnh, chẳng

hạn a là toạ vị của điểm A.

Ta nhận thấy rằng, điểmM nhận được từ phép quay tâm B, góc quay π/2.

Từ đó suy ra m = b+ (a− b)i.
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Tương tự

n = c+ (b− c)i, p = d + (c− d)i, q = a+ (d− a)i.

Do đó

o1 =
a+m

2
=
a+ b+ (a− b)i

2
, o1 =

b+ c+ (b− c)i
2

,

o3 =
c+ d+ (c− d)i

2
, o4 =

d + a+ (d − a)i
2

·

Suy ra
o3 − o1

o4 − o2
=

(c+ d− a− b) + i(c− d− a− b)
a+ d− b− c+ i(d− a− b+ c)

= −i.

Do đó O1O3 vuông góc O2O4. Hơn nữa,

∣∣∣o3 − o1

o4 − o2

∣∣∣ = | − i| = 1

nên O1O3 = O2O4. .

Ví dụ 5.22 (IMO 17, 1975). Về phía ngoài của tam giác ABC, lần lượt dựng

các tam giác ABR, BCP , CAQ sao cho ∠PBC = ∠CAQ = 450, ∠BCP =

∠QCA = 300, ∠ABR = ∠RAB = 150. Chứng minh rằng

∠QRP = 900, RQ = RP.

Lời giải. Ta xét bài toán trong mặt phẳng phức. Gọi M là chân đường vuông

góc hạ từ điểm P xuống đường thẳng BC. Ta qui ước chữ cái thường là tọa

vị của đỉnh tương ứng, chẳng hạn, a là tọa vị của điểm A. Vì MP = MB và
MC

MP
=
√

3 nên

p −m
b−m = i và

c−m
p −m = i

√
3.

Do đó

p =
c+
√

3b

1 +
√

3
+ i

b− c
1 +
√

3
·

Tương tự ta cũng tính được

q =
c+
√

3a

1 +
√

3
+ i

a− c
1 +
√

3
·
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Điểm B nhận đường từ điểm A bằng phép quay tâm R, góc quay q = 1500.

Do đó

b = a
(
−
√

3

2
+

1

2
i
)
.

Từ đó, bằng các phép biến đổi đại số, ta được

p

q
=
(c+

√
3b

1 +
√

3
+ i

b− c
1 +
√

3

)
:
(c+

√
3a

1 +
√

3
+ i

a− c
1 +
√

3

)
= i.

Suy ra QR vuông góc với PR hay ∠QRP = 900. Hơn nữa, |p| = |iq| = |q| nên

RQ = RP .

Bên cạnh các bài toán chứng minh vuông góc, số phức cũng tỏ ra hiệu quả

trong các bài toán về thẳng hàng, đồng quy.

Ví dụ 5.23. Cho ABCD và BNMK là hai hình vuông không giao nhau, E

là trung điểm của AN . Gọi F là chân đường vuông góc hạ từ B xuống đường

thẳng CK. Chứng minh rằng các điểm E,F,B thẳng hàng.

Lời giải. Ta xét bài toán trong mặt phẳng phức. Chọn F làm gốc toạ độ và

CK, FB lần lượt là trục hoành và trục tung. Gọi c, k, bi lần lượt là toạ vị của

các điểm C,K,B với c, k, b ∈ R. Phép quay tâm B, góc quay q = 900 biến

điểm C thành điểm A, do đó A có toạ vị là a = b(1− i) + ci. Tương tự, điểm

N là ảnh của điểm K qua phép quay tâm B, góc quay q = −900 nên điểm N

có toạ vị là n = b(1 + i) − ki. Từ đó suy ra toạ vị điểm E, trung điểm của

đoạn thẳng AN là

e =
a+ n

2
= b+

c− k
2

.

Từ đó suy ra điểm E nằm trên đường thẳng FB hay các điểm E,F,B

thẳng hàng.

Ví dụ 5.24. Trên các cạnh AB,BC,CA của tam giác ABC ta lần lượt dựng

các tam giác đồng dạng có cùng hướng là ADB,BEC,CFA. Chứng minh rằng

các tam giác ABC và DEF có cùng trọng tâm.
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Lời giải. Ta qui ước chữ cái thường là tọa vị của đỉnh tương ứng, chẳng hạn,

a là tọa vị của điểm A. Vì ADB,BEC,CFA là các tam giác đồng dạng có

cùng hướng nên
d− a
b− a

=
e− b
c− b

=
f − c
a− c

= z.

Do đó d = a+ (b− a)z, e = b+ (c− b)z, f = c+ (a− c)z. Suy ra

c+ d+ f

3
=
a+ b+ c

3
.

Hay các tam giác ABC và DEF có cùng trọng tâm.

Ví dụ 5.25 (IMO Shortlist). Cho ABC là một tam giác đều có tâm là S và

A′B′O là một tam giác đều khác có cùng hướng. Gọi M,N lần lượt là trung

điểm của các đoạn thẳng A′B và AB′. Chứng minh rằng các tam giác SB ′M

và SA′N đồng dạng.

Lời giải. Gọi R là bán kính của đường tròn ngoại tiếp của tam giác ABO,

đặt

e = cos
2p

3
+ i sin

2p

3
·

Ta xét bài toán trong mặt phẳng phức. Chọn S là gốc tọa độ và SO là trục

thực (trục hoành). Khi đó, toạ độ của các điểm O,A,B là R,Re,Re2.

Gọi R+ z là tọa độ của điểm B′, thì R− ze là tọa độ của điểm A′. Suy ra

toạ độ của M,N là

zM =
zB + zA′

2
=
Re2 +R− ze

2
=
R(e2 + 1)− ze

2
=
−Re− ze

2
=
−e(R+ z)

2
,

zN =
zA + zB′

2
=
Re+R − z

2
=
R(e+ 1) + z

2
=
−Re2 + z

2
=
z − R

e

2
=
R − ze
−2e

·

Ta có

zB′ − zS

zM − zS
=
zA′ − zS

zN − zS
⇔ R+ z

−e(R+z)
2

=
R − ze

R−ze
−2e

⇔ eē = 1⇔ |e|2 = 1.

Từ đó suy ra các tam giác SB ′M và SA′N đồng dạng.
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5.4.1 Số phức và đa giác đều

Căn bậc n của đơn vị là các số phức có biểu diễn trên mặt phẳng toạ độ là

đỉnh của một n-giác đều. Tính chất đơn giản này có thể sử dụng để giải nhiều

bài toán liên quan đến n- giác đều.

Ví dụ 5.26 (Romania 1997). Cho n > 2 là một số nguyên và f : R2 → R là

một hàm số sao cho với mọi n-giác đều A1A2 . . . An, ta có

f(A1) + f(A2) + · · ·+ f(An) = 0.

Chứng minh rằng f(A) = 0 với mọi A thuộc R2.

Lời giải. Ta đồng nhất R2 với mặt phẳng phức và đặt ε = e2πi/n. Khi đó điều

kiện đề bài chính là ứng với mọi số phức z và số thực t ta đều có

n∑

j=1

(z + tε)j = 0.

Từ đó, như những trường hợp riêng, ta có với mọi k = 1, 2, . . . , n

n∑

j=1

(z − εk + tε)j = 0.

Cộng các đẳng thức này lại, ta được

n∑

m=1

n∑

k=1

(z − (1 − εm)ε)k = 0.

Với m = n tổng trong bằng nf(z); với các giá trị m khác, tổng trong lại chạy

qua đỉnh của n-giác đều, do đó bằng 0. Vậy f(z) = 0 với mọi z ∈ C.

Ví dụ 5.27 (Balkan MO 2001). Một ngũ giác lồi có các góc bằng nhau và có

các cạnh là các số hữu tỷ. Chứng minh rằng ngũ giác đó đều.

Lời giải. Ta dùng số phức để giải. Giả sử đỉnh của đa giác lồi là các số phức

v1, v2, . . . , v5. Xét z1 = v2 − v1, z2 = v3 − v2, z3 = v4 − v3, z4 = v5 − v4, z5 =

v1 − v5.
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Khi đó ta có z1 + z2 + z3 + z4 + z5 = 0.

Đặt wj = zj/z1. Ta có w1 = 1 và w1 +w2 + w3 +w4 + w5 = 0. Vì ngũ giác

lồi có các góc bằng nhau, ta có (đánh số lại nếu cần),

w2 = a2ω, w3 = a3ω
2, w4 = a4ω

3, w5 = a5ω
4,

trong đó ω = e2pi/5 và mọi aj là các số hữu tỷ. Như vậy ω là nghiệm của đa

thức với hệ số hữu tỷ

1 + a2ω + a3ω
2 + a4ω

3 + a5ω
4 = 0.

Nhưng đa thức tối tiểu của ω trên Q[x] là 1 + t + t2 + t3 + t4, tức 1 + ω +

ω2 + ω3 + ω4 = 0. Từ đó suy ra a2 = a3 = a4 = a5 = 1, tức là |wj| = 1, suy ra

|zj| = |z1|, nghĩa là ngũ giác là đều.

5.4.2 Đẳng thức lượng giác trong tam giác

Ví dụ 5.28. Cho tam giác ABC có A = π/7, B = 2π/7, C = 4π/7. Chứng

minh rằng

OH = OIa = R
√

2.

Lời giải. Ta có

a = 2R sin
π

7
, b = 2R sin

2π

7
, c = 2R sin

4π

7
.

Vậy nên

OH2 = 9R2 − (a2 + b2 + c2) = 9R2 − 4R2
(

sin2 π

7
+ sin2 2π

7
+ sin2 4π

7

)

9R2 − 4R2
[3
2
− 1

2

(
cos

π

7
+ cos

2π

7
+ cos

4π

7

)]

9R2 − 4R2
[3
2

+
1

2

(
cos

π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7

)]
.

Đặt z = cos
π

7
+ i sin

π

7
, ta được

z + z3 + z5 =
z7 − z
z2 − 1

=
−1 − z
z2 − 1

=
1

1− z ·
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Lấy phần thực hai vế ta được

cos
π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7
=

1

2
·

Vậy OH2 = 9R2 − 7R2 và OH = R
√

2.

Ví dụ 5.29. Cho tam giác ABC có A = π/7, B = 2π/7, C = 4π/7. Chứng

minh rằng

R = 2ra.

Lời giải. Ta có

OI2
a = R2 +

abc

b+ c− a = R2 + 4R2 sin π
7

sin 2π
7

sin 4π
7

sin π
7

+ sin 2π
7

+ sin 4π
7

·

Do

sin
4π

7
+ sin

2π

7
− sin

π

7
= sin

3π

7
+ sin

5π

7
−
(

sin
π

7
+ sin

7π

7

)

= 2 sin
4π

7
cos

π

7
− 2 sin

4π

7
sin

3π

7
= 2 sin

4π

7

(
cos

π

7
− cos

3π

7

)

= 4 sin
π

7
sin

2π

7
sin

4π

7
·

Vậy nên OI2
a = R2 +R2 = 2R2 suy ra OIa = R

√
2.

Ví dụ 5.30. Cho tam giác ABC có A = π/7, B = 2π/7, C = 4π/7. Chứng

minh rằng

a2 + b2 + c2 = 7R2.

Lời giải. Ta có

a2 + b2 + c2 = 4R2
(

sin2 π

7
+ sin2 2π

7
+ sin2 4π

7

)
= 4R2 7

4
= 7R2·

5.5 Bảng các công thức cơ bản ứng dụng số phức vào

giải toán hình học

Sau đây là một bảng (liệt kê) các công thức cơ bản cần dùng đến trong

việc giải toán Hình học phẳng bằng số phức mà chúng ta sẽ gặp sau này. Đó
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là những công thức để tính độ dài, tính độ lớn của góc, tính diện tích, tính tỷ

số đơn (của ba điểm), tính tỷ số kép (của bốn điểm); thiết lập điều kiện song

song, vuông góc của các đường thẳng, điều kiện (dấu hiệu) đồng dạng của hai

tam giác, điều kiện liên thuộc, phương trình đường tròn...

1. OA
2

= aa,AB
2

= (a− b)(a− b)

2. C ∈ (AB)⇔ AB ·AC = (b− a)(c− a)⇔ (abc) =
c− a
c − b =

c− a
c − b

= (abc)

(tỷ số đơn của ba điểm A(a), B(b), C(c) là số thực)

3. Bốn điểm A,B,C,D thẳng hàng hay đồng viên cần và đủ là tỷ số kép

(a, b, c, d) là thực

(a, b, c, d) =
c− a
c − b :

d− a
d − b =

c− a
c − b

:
d− a
d − b

= (a, b, c, d)

Cụ thể

A,B,C,D thẳng hàng khi và chỉ khi
c− a
c− b

:
d− a
d− b

;
c− a
c − b

và
d− a
d − b

∈ R

A,B,C,D đồng viên cần và đủ là
c− a
c− b :

d − a
d − b ∈ R nhưng

c− a
c− b và

d − a
d − b 6∈ R

4. Bốn điểm A(a), B(b), C(c),D(d) không thẳng hàng. Khi đó

AB ‖ CD⇐⇒ b− a
d− c ∈ R

và

AB ⊥ CD⇐⇒ b− a
d− c ∈ iR tức là Re

(
b− a
d − c

)
= 0

5. Tam giác ABC đều, có hướng thuận (định hướng dương) khi và chỉ khi

a+ bω + cω2 = 0

trong đó ω = cos 2π
3

+ i · sin 2π
3

= ei· 2π
3
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(Hay đặc biệt, có thể xảy ra A ≡ B ≡ C)

Tam giác ABC đều, có hướng nghịch (định hướng âm) khi và chỉ khi

aω2 + bω + c = 0

trong đó ω = cos 2π
3

+ i · sin 2π
3

= ei· 2π
3

6. Hai tam giác A1B1C1 và A2B2C2 đồng dạng cùng hướng khi và chỉ khi

b1 − a1

c1 − a1
=
b2 − a2

c2 − a2
= α (α ∈ C)

Hai tam giác A1B1C1 và A2B2C2 đồng dạng ngược hướng khi và chỉ khi

b1 − a1

c1 − a1

=
b2 − a2

c2 − a2

= β (β ∈ C)

7. Diện tích của tam giác ABC định hướng, với các đỉnh A(a), B(b), C(c),

được tính theo công thức

i

4

∣∣∣∣∣
a a 1
b b 1
c c 1

∣∣∣∣∣

Do đó A(a), B(b), C(c) thẳng hàng khi và chỉ khi

∣∣∣∣∣
a a 1
b b 1
c c 1

∣∣∣∣∣ = 0

8. Phương trình đường thẳng α · z + α · z + β = 0 trong đó α ∈ C?, β ∈ R

9. Khoảng cách từ điểm M(z0) đến đường thẳng ∆ : α · z + α · z + β = 0

bằng
|α · z0 + α · z0 + β|

2
√
α · α

10. Phương trình đường tròn z · z + α · z + α · z + β trong đó α ∈ C, β ∈ R

11. Phương trình đường tròn đi qua ba điểm A(a), B(b), C(c) phân biệt,

không thẳng hàng có dạng

z − a
b− a :

z − c
b− c =

z − a
b− a

:
z − c
b− c
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12. cos(
−→
AB;
−−→
CD) =

(b− a)(d− c) + (b− a)(d − c)
2|b− a| · |d − c|

Từ đó AB ⊥ CD ⇐⇒ (b− a)(d− c) + (b− a)(d − c) = 0

13. sin(
−→
AB;
−−→
CD) =

− (b− a)(d− c) + (b− a)(d− c)
2i|b− a| · |d− c|

14. AB và CD là hai dây cung của đường tròn z · z = R2. Khi đó

AB ‖ CD ⇐⇒ ab = cd và AB ⊥ CD ⇐⇒ ab+cd = 0 (a·a = b·b = c·c = d·d = R2)

15. AB,CD là hai dây cung của đường tròn đơn vị z·z = 1, (AB)∩(CD) = S.

Khi đó

s =
a+ b− (c+ d)

ab− cd
(a · a = b · b = c · c = d · d = 1)

16. Nếu C ′ là chân đường cao, hạ từ đỉnh C của tam giác ABC nội tiếp trong

đường tròn đơn vị z · z = 1, thì

c′ =
1

2
·
(
a+ b+ c− ab

c

)

với a · a = b · b = c · c = d · d = 1

17. AB là dây cung của đường tròn đơn vị z · z = 1. Khi đó

Z ∈ [AB] hay Z ∈ (AB)⇐⇒ z + abz = a+ b

18. C là giao điểm các tiếp tuyến tại A và B của đường tròn đơn vị z · z = 1.

Khi đó
2

c
=

1

a
+

1

b

19. AB là dây cung của đường tròn đơn vị z · z = 1. Khi đó với mỗi điểm M

không nằm trên đường tròn, hình chiếu (vuông góc) của M trên đường

thẳng AB được xác định bởi

h =
1

2
(m− abm+ a+ b)



5.6. Bài tập 227

20. Tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn đơn vị z · z = 1, thế thì diện

tích S của nó được xác định bởi

S =
i

4
· (a− b)(b− c)(c− a)

abc

5.6 Bài tập

Bài 5.1. Cho ABCD là một hình vuông cố định. Xét tất cả các hình vuông

PQRS sao cho P,R nằm trên hai cạnh khác nhau và Q nằm trên một đường

chéo của hình vuông ABCD. Tìm tất cả các vị trí có thể được của điểm S.

Bài 5.2 (Colombia MO 1997). Xét điểm P nằm bên trong hoặc trên biên

của hình vuông ABCD. Tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất có thể được của

f(P ) = ∠ABP + ∠BCP + ∠CDP + ∠DAP

Bài 5.3 (Greece MO 1997). Cho tứ giác lồi ABCD. Gọi E,F,G,H theo thứ

tự là tâm các hình vuông với các cạnh AB,BC,CD,DA dựng ra phía ngoài

tứ giác. Chứng minh rằng

- Trung điểm các đường chéo của hai tứ giác ABCD,EFGH là đỉnh của

một hình vuông.

- EF và GH vuông góc với nhau và bằng nhau

Bài 5.4. Trên các cạnh AB,BC,CA của tam giác ABC, dựng ra phía ngoài

ba tam giác đồng dạng ABC1, A1BC,AB1C. Chứng minh rằng trọng tâm hai

tam giác ABC,A1B1C1 trùng nhau. Hỏi kết luận của bài toán còn đúng không

nếu các tam giác ABC1, A1BC,AB1C dựng vào phía trong của tam giác ABC?

Bài 5.5. Trên đường tròn ω cho trước hai điểm A,B cố định và một điểm M

di động trên ω. Trên tia MA lấy điểm P sao cho MP = MB. Tìm quỹ tích

điểm P .
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Bài 5.6. Cho tứ giác lồi ABCD. Lấy các cạnh AB,CD làm đáy, dựng ra

ngoài các tam giác vuông cân ABX,CDY . Chứng minh rằng

√
2XY ≤ AC +BD

Bài 5.7. Cho tam giác ABC nội tiếp trong đường tròn đơn vị. Biết rằng tồn

tại α ∈ (0; π
2
) sao cho a + b sinα + c cosα = 0 (ở đây a, b, c là tọa vị của các

đỉnh A,B,C), chứng minh rằng 1 < SABC ≤
1 +
√

2

2

Bài 5.8 (Romanian 2003). Gọi M,N,P,Q,R, S theo thứ tự là trung điểm

các cạnh AB,BC,CD,DE,EF,FA của lục giác ABCDEF . Chứng minh rằng

RN2 = MQ2 + PS2 ⇔MQ ⊥ PS

Bài 5.9 (Romanian 1994). Cho tứ giác lồi ABCD. Gọi E,F,G,H theo thứ

tự là trung điểm các cạnh AB,BC,CD,DA. Chứng minh rằng

AB ⊥ CD ⇔ BC2 +DA2 = 2(EG2 + FH2)

Bài 5.10. Xét điểmM trên đường trong ngoại tiếp của tam giác ABC, không

trùng với các đỉnh của tam giác. Chứng minh rằng tâm đường tròn Euler của

các tam giác MBC.MCA,MAB là đỉnh của một tam giác đồng dạng với tam

giác ABC.

Bài 5.11. Chứng minh rằng tam giác ABC vuông khi và chỉ khi đường tròn

Euler tiếp xúc với đường tròn ngoại tiếp.

Bài 5.12. Cho tam giác ABC. Gọi ωa, ωbvà ωc theo thứ tự là các đường tròn

nhận các đường trung tuyến kẻ từ A,B và C làm đường kính. Chứng minh

rằng, nếu hai trong ba đường tròn này tiếp xúc với đường tròn nội tiếp của

tam giác ABC, thì đường tròn thứ ba cũng tiếp xúc với đường tròn nội tiếp

của tam giác.

Bài 5.13 (Romanian 2008).
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Bài 5.14. Cho tứ giác ABCD nội tiếp. Gọi Ea, Eb, Ec, Ed theo thứ tự là tâm

đường tròn Euler của các tam giác BCD,CDA,DAB,ABC. Chứng minh rằng

các đường thẳng AEa, BEb, CEc,DEd đồng quy. Hãy xác định vị trí hình học

điểm đồng quy.

Bài 5.15. Các cạnh AB,BC và CA của tam giác ABC được chia thành ba

đoạn bằng nhau bởi các điểm M,N ;P,Q và R,S. Về phía ngoài của tam giác

ABC, dựng các tam giác đều MND,PQE,RSF . Chứng minh rằng DEF là

tam giác đều.

Bài 5.16. Về phía ngoài của tam giác ABC ta dựng các tam giác hình vuông

ABEF và ADGH lần lượt có tâm là O và Q. M là trung điểm của đoạn BD.

Chứng minh rằng OMQ là tam giác vuông cân tại M .

Bài 5.17 (IMO 1982 shortlist). Về phía ngoài của tứ giác lồi ABCD, ta dựng

các tam giác đều ABM,CDP ; về phía trong của tứ giác, ta dựng các tam giác

đều BCN,ADQ. Chứng minh rằng tứ giác MNPQ là hình bình hành.

Bài 5.18. Cho ABC là tam giác nhọn. Trên cùng một phía của đường thẳng

AC chứa điểm B, ta dựng các tam giác vuông cân DAB,BCE,AFC tại các

đỉnh A,C,F . Chứng minh rằng D,E,F thẳng hàng.

Bài 5.19. Gọi A,B,C là các điểm đối xứng của A,B,C tương ứng qua các

cạnh BC,CA,AB. Tìm điều kiện cần và đủ giữa các góc A,B,C của tam giác

ABC sao cho

i) AB,BC,CA đồng quy tại một điểm.

ii) A,B,C thẳng hàng

Bài 5.20. Cho A,B,C là ba đỉnh liên tiếp của một n-giác đều, M là một

điểm nằm trên đường tròn ngoại tiếp n-giác đều sao cho B và M nằm khác

phía đối với AC. Chứng minh rằng

MA+MC = 2MB cos
π

n
·
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Bài 5.21. Cho P là một điểm bất kỳ nằm trên đường tròn ngoại tiếp hình

vuông ABCD. Tìm tất cả các số nguyên dương n sao cho đại lượng

PAn + PBn + PCn + PDn

không phụ thuộc vào vị trí của P .

Bài 5.22. Cho tam giác ABC có các cạnh BC = a,CA = b,AB = c. M là

một điểm bất kỳ nằm trong mặt phẳng tam giác. Chứng minh rằng

a) a.MA2 + b.MB2 + cMC2 ≥ abc

b) a.MB.MC + b.MC.MA+ c.MA.MB ≥ abc.

Bài 5.23 (China TST 1998). Cho tam giác nhọn ABC có các cạnh BC =

a,CA = b,AB = c. P là một điểm bất kỳ nằm trong mặt phẳng tam giác.

Chứng minh rằng

a.PB.PC + b.PC.PA+ c.PA.PB = abc

khi và chỉ khi P trùng với trực tâm của tam giác ABC.

Bài 5.24. Cho tam giác ABC có trọng tâm G. Gọi R,R1, R2, R3 lần lượt là

bán kính đường tròn ngoại tiếp các tam giác ABC,GBC,GCA,GAB. Chứng

minh rằng

R1 +R2 +R3 ≥ 3R.



Chương 6

Khảo sát dãy số và phương
trình sai phân

6.1 Một số khái niệm cơ bản và tính chất của sai phân

Định nghĩa 6.1. Giả sử f : R −→ R là một hàm số cho trước và h =

constant 6= 0. Ta gọi sai phân cấp 1 của f là đại lượng

∆f(x) = f(x+ h) + f(x).

Giả sử đã định nghĩa được sai phân cấp n − 1 của f . Khi đó, sai phân cấp n

của f được định nghĩa như sau:

∆nf(x) = ∆[∆n−1f(x)](n > 1),∆0f(x) := f(x).

Chú ý 6.1. Mặc dù h có thể là một hằng số bất kì nhưng giá trị thường dùng

là h = 1. Một trong những lí do dẫn đến chỉ xét h = 1 là: việc tính toán sai

phân hữu hạn rất cần thiết cho việc tính tổng của chuỗi. Dù ẩn hay hiện, mỗi

số hạng của chuỗi là một hàm số biến số nguyên xác định vị trí của số hạng

trong chuỗi vì vậy biến độc lập được giả sử là giá trị nguyên sai khác một đơn

vị. Với h = 1 ta có

∆f(x) = f(x+ 1)− f(x).

231
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Định nghĩa 6.2. Biểu thức giai thừa: Cho hàm số fx : R −→ R. Ta gọi biểu

thức

fxfx−1fx−2 · · · fx−n+1

là biểu thức giai thừa.

Xét dạng giai thừa quan trọng sau:

(a+ bx)(n) = (a+ bx)(a+ bx− 1) · · · (a+ bx− n+ 1).

Đặc biệt, khi a = 0, b = 1 ta có

x(n) = x(x− 1)(x− 2) · · · (x− n+ 1).

Định nghĩa 6.3. Giả sử hàm y = f(x) cho dưới dạng bảng yi = f(xi) tại các

mốc xi cách đều: xi+1− xi = h = constant(i > 0). Khi đó sai phân của dãy yi

được xác định như sau:

∆yi = yi+1 − yi

∆2yi = ∆(∆yi) = ∆yi+1 −∆yi, · · ·

∆nyi = ∆(∆n−1yi) = ∆n−1yi+1 −∆n−1yi.

Ví dụ 6.1. ∆x2 = (x+ 1)2 − x2 = 2x+ 1;

∆lgx = lg(x+ 1) − lg x = lg
(

x+1
x

)
= lg

(
1 + 1

x

)
;

∆ sinx = sin(x+ 1)− sinx = 2 sin 1
2
cos(x+ 1

2
).

∆ax = (a− 1)ax

∆sin(a+ bx) = 2 sin b
2
cos
(
a+ b

2
+ bx

)

∆cos(a+ bx) = −2 sin b
2
sin
(
a+ b

2
+ bx

)

∆x! = xx!

∆(a+ bx)(n) = bn(a+ bx)(n−1), đặc biệt ∆x(n) = nx(n−1).

∆n sin(a+ bx) =
(
2 sin b

2

)n

sin
(
a+ bx+ n(b+π)

2

)

∆n cos(a+ bx) =
(
2 sin b

2

)n

cos
(
a+ bx+ n(b+π)

2

)
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Định nghĩa 6.4. Ta gọi Efx = fx+1 là toán tử dịch chuyển.

Dễ thấy

Emfx = E(Em−1)fx = fx+m.

Gọi I là toán tử đồng nhất, tức là Ifx = fx, ta có ∆ = E− I và với số nguyên

dương m ta có

∆mfx = (E − I)mfx =
m∑

i=0

(−1)iC i
mE

m−ifx, E
0 = I.

Định lý 6.1. a. Sai phân của hằng số bằng 0.

b. Sai phân mọi cấp là toán tử tuyến tính.

c. ∆n(xn) = n!hn;∆m(xn)− 0(m > n) n,m nguyên dương.

Hệ quả 6.1. a. ∆naxn = a(n!)

b. ∆n+1xn = 0.

c. Nếu fx là một đa thức bậc n của x có dạng

fx = A0x
n +A1x

n−1 + · · ·+An

thì

∆nfx = A0(n!).

Định lý 6.2. a. Nếu P (x) là đa thức bậc n thì theo công thức Taylor

∆P := P (x+ h)− P (x) =

n∑

i=1

hi

i!
P (i)(x).

b. f(x+ nh) =
∑n

i=0C
i
n∆

if(x).

c. ∆nf(x) =
∑n

i=0(−1)iC i
nf(x+ (n− i)h).

d. Giả sử f ∈ Cn[a, b] và (x, x+ nh) ⊂ [a, b]. Khi đó

∆nf(x)

hn
= f (n)(x+ θnh), θ ∈ (0, 1).
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Hệ quả 6.2. Nếu f ∈ Cn[a, b] thì khi h đủ nhỏ

f (n)(x) ≈ ∆nf(x)

hn
.

Định lý 6.3. a. ∆fxgx = fx∆gx + gx+1∆fx (Công thức sai phân từng phần).

b.
n∑

k=m

∆fx = fn+1 − fm, (m < n).

Định lý 6.4. (Newton) Nếu fx là một đa thức bậc n của x thì nó có thể biểu

diễn dưới dạng

fx = f0 + x(1.8)∆f0 +
x(1.10)

2!
∆2f0 +

x(3)

3!
∆3f0 + · · · + x(n)

n!
∆nf0.

Chứng minh: Theo định nghĩa của biểu thức giai thừa, ta có thể giả sử

fx = a0 + a1x
(1.8) + a2x

(1.10) + · · ·+ anx
(n).

Lần lượt lấy sai phân các cấp của fx, ta được

∆fx = a1 + 2a2x
(1.8) + 3a3x

(1.10) + · · ·+ nanx
(n−1)

∆2fx = 2 · 1 · a2 + 3 · 2 · a3x
(1.8) + · · · + n · (n− 1) · anx

(n−2)

∆3fx = 3 · 2 · 1 · a3 + · · ·+ n · (n− 1) · (n− 2) · anx
(n−3)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

∆nfx = an(n!).

Cho x = 0 trong các đồng nhất thức trên ta được

a0 = f0, a1 = ∆f0, a2 =
∆2f0

2!
, · · · , an =

∆nf0

n!
.

Ví dụ 6.2. Giả sử fx là một đa thức. Tìm số hạng thứ chín f8 của dãy sau:

f0 = 1, f1 = 4, f2 = 10, f3 = 20, f4 = 35, f5 = 56.

f8 = f0 + 8∆f0 +
8 · 7
2!

∆2f0 +
8 · 7 · 6

3!
∆3f0 = 1 + 8 · 3 + 28 · 3 + 56 · 1 = 165.
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Ví dụ 6.3. Tìm số hạng tổng quát của fx biết: f0 = 1, f1 = 4, f2 = 10, f3 =

20, f4 = 35, f5 = 56.

fx = f0 + x(1.8)∆f0 +
x(1.10)

2!
∆2f0 +

x(3)

3!
∆3f0 =

1

6
[x3 + 6x2 + 11x+ 6].

Ví dụ 6.4. Biểu diễn fx = 2x3 − 3x2 + 3x− 10 dưới dạng chuỗi giai thừa.

fx = 2x3 − 3x2 + 3x− 10 = 2x(3) + 3x(1.10) + 2x(1.8) − 10.

Chú ý 6.2. Ta có thể dùng Định lý phép chia có dư để tính các hệ số trong

biểu diễn đa thức thành chuỗi giai thừa nhanh hơn cách dùng bảng sai phân

như trên. Thật vậy, giả sử Pn(x) là đa thức bậc n dạng

Pn(x) = b0x
n + b1x

n−1 + b2x
n−2 + · · ·+ bn−1x+ bn. (1.1)

Theo Định lý Newton ta có thể biểu diễn Pn(x) dưới dạng

Pn(x) = A0 +A1x+A2x(x− 1) +A3x(x− 1)(x− 2)

+ · · ·+Anx(x− 1)(x− 2) · · · (x− n+ 1). (1.2)

Ta cần xác định các Ai, i = 0, 1, 2, · · · n. Chia Pn(x) trong (1.2) cho x. Phần

dư là A0 = Pn(0) = bn và thương là

Pn−1(x) = A1+A2(x−1)+A3(x−1)(x−2)+· · ·+An(x−1)(x−2) · · · (x−n+1).

Chia Pn−1(x) cho (x− 1). Phần dư là Pn−1(1.8) = A1, và thương là

Pn−2(x) = A2 +A3(x− 2) + · · ·+An(x− 2)(x− 3) · · · (x− n+ 1).

Tiếp tục quá trình cuối cùng ta nhận được

P1(x) = An−1 +An(x− n+ 1).

Chia P1(x) cho (x− n+ 1) ta nhận được phần dư An−1 = P1(n− 1) và thương

An. Rõ ràng An = b0 hệ số của xn trong Pn(x). Cân bằng hệ số trong hai dạng

của Pn(x) ta tìm được các An.
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Ví dụ 6.5. Biểu diễn fx = 2x3 − 3x2 + 3x− 10 dưới dạng chuỗi giai thừa.

fx = 2x3 − 3x2 + 3x− 10 = Ax(x− 1)(x− 2) +Bx(x− 1) + Cx+D.

Rõ ràng D = −10 và A = 2. Chia fx cho x, thương là 2x2 − 3x + 3, dư là

−10 = D. Chia 2x2 − 3x+ 3 cho (x− 1), thương là 2x− 1, dư là C = 2. Chia

2x− 1 cho (x− 2) thương là 2, dư là B = 3. Vậy

fx = 2x3 − 3x2 + 3x − 10 = 2x(3) + 3x(1.10) + 2x(1.8) − 10.

Nhận xét 6.1. Trong nhiều bài toán có sử dụng sai phân, ta thường phải khai

triển biểu thức giai thừa x(n) thành đa thức của x hay khai triển đơn thức xn

thành chuỗi các biểu thức giai thừa dạng x(i). Các số Stirling loại 1 và loại 2

cho ta các hệ số trong các khai triển trên.

Các số Stirling

Từ định nghĩa biểu thức giai thừa, ta có các công thức sau

a. x(n) = x(x− 1) · · · (x− n+ 1)

b. x(n) = x(m)(x−m)(n−m), m < n

c. x(n) = Sn
1 x+ Sn

2 x
2 + · · · + Sn

nx
n =

n∑
i=1

Sn
i x

i

d. x(n+1) = x(n)(x− n) =
n∑

i=1

Sn
i x

i(x− n)

e.
n+1∑
i=1

Sn+1
i xi =

n∑
i=1

Sn
i x

i(x− n)

Do đó ta nhận được

Sn+1
i = Sn

i−1 − nSn
i .

Rõ ràng, Sn
n = 1, Sn

0 = 0, Sn
i = 0, i > n. Ta gọi các số Sn

i xác định theo

công thức trên là các số Stirling loại 1. Các số này được dùng để biểu diễn hệ

số của xn trong khai triển x(n) thành đa thức.
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n Sn
1 Sn

2 Sn
3 Sn

4 Sn
5 Sn

6 Sn
7

1 1
2 −1 1
3 2 −3 1
4 −6 11 −6 1
5 24 −50 35 −10 1
6 −120 274 −225 85 −15 1
7 720 −1764 1624 −735 175 −21 1

.

Ta có

x(n) = Sn
1x+ Sn

2x
2 + · · ·+ Sn

nx
n =

n∑

i=1

Sn
i x

i.

Cho x = 1 ta được
n∑

i=1

Sn
i = 0.

Do đó, tổng các phần tử trên một hàng bằng 0.

Ví dụ 6.6. Dùng bảng trên viết biểu thức giai thừa x(6) dưới dạng đa thức. Ta

có

x(6) = x6 − 15x5 + 85x4 − 225x3 + 274x2 − 120x.

Số Stirling loại 2:

Các số Stirling loại 2 được dùng để biểu diễn hệ số của x(n) trong khai triển

xn thành chuỗi giai thừa.

x = x(1.8) = S1
1x

(1.8) do đó S1
1 = 1

x2 = x(1.8) + x(1.10) = S2
1x

(1.8) + S2
2x

(1.10) do đó S2
1 = 1, S2

2 = 1

x3 = x(1.8) + 3x(1.10) + x(3) = S3
1x

(1.8) + S3
2x

(1.10) + S3
3x

(3) do đó S3
1 = 1, S3

2 = 3, S3
3 = 1.

Tổng quát,

xn = Sn
1 x

(1.8)+Sn
2 x

(1.10)+Sn
3 x

(3)+ · · ·+Sn
i−1x

(i−1)+Sn
i x

(i)+ · · ·+Sn
nx

(n) (1.3)
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hay

xn =
n∑

i=1

Sn
i x

(i).

Theo công thức Newton,

fx =

n∑

i=0

x(i)∆
if0

i!
=

n∑

i=0

[∆ifx

i!

]
x=0

.

Thay fx = xn ta được

xn = x(1.8)[∆xn]x=0 + x(1.10)[
∆2xn

2!
]x=0 + · · ·+ x(n)

[∆nxn

n!

]
x=0

hay

xn =

n∑

i=1

x(i)
[∆ixn

i!

]
x=0

.

Ta lại có

Sn
i =

∆ixn

i!

]
x=0

(1.4)

và

x(i+1) + ix(i) = x · x(i). (1.5)

Theo định nghĩa

xn+1 = Sn+1
1 x(1.8)+Sn+1

2 x(1.10)+ · · ·+Sn+1
i x(i)+ · · ·+Sn+1

n+1x
(n+1) =

n∑

i=1

Sn+1
i x(i)

(1.6).

Từ (1.3) ta có

xn+1 = Sn
1xx

(1.8)+Sn
2 xx

(1.10)+· · ·+Sn
i−1xx

(i−1)+Sn
i xx

(i)+· · ·+Sn
nxx

(n) =
n∑

i=1

Sn
i xx

(i).

(1.7)

Hệ số của x(i) trong (1.6) là Sn+1
i , hệ số của x(i) trong (1.7) là Sn

i−1 + iSn
i . Vậy

ta có

Sn+1
i = Sn

i−1 + iSn
i .
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Ví dụ 6.7.

S5
3 = 3S4

3 + S4
2 = 3(6) + 7 = 25;S5

4 = 4S4
4 + S4

3 = 4(1.8) + 6 = 10.

n Sn
1 Sn

2 Sn
3 Sn

4 Sn
5 Sn

6 Sn
7

1 1
2 1 1
3 1 3 1
4 1 7 6 1
5 1 15 25 10 1
6 1 31 90 65 15 1
7 1 63 301 350 140 21 1

.

Ví dụ 6.8. Dùng bảng trên khai triển x6 thành chuỗi các biểu thức giai thừa.

Ta có

x6 = x(6) + 31x(5) + 90x(4) + 65x(3) + 15x(1.10) + x(1.8).

6.2 Tính tổng bằng phương pháp sai phân

Trước tiên ta xét bài toán sau: Xác định gx sao cho ∆gx = fx, với fx là

hàm đã biết. Nhận xét rằng, nếu gx là một lời giải của bài toán trên thì gx +C

với C là hằng số bất kì cũng là lời giải của nó. Trong tài liệu này ta sẽ kí hiệu

gx + C = ∆−1fx, C ∈ R.

Ta dễ dàng kiểm tra được các tính chất sau đây của ∆−1.

Định lý 6.5. a. ∆−10 = C, C ∈ R,

b. ∆−1(fx ± gx) = ∆−1fx ±∆−1gx + C, C ∈ R,

c. ∆−1kfx = k∆−1fx + C, k,C ∈ R,

d. ∆−1[fx∆gx] = fxgx −∆−1[gx+1∆fx] + C, C ∈ R.

Ví dụ 6.9. Ta có ∆
[

x(3)

3
+ C

]
= x(1.10). Do đó

∆−1x(1.10) =
x(3)

3
+ C
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Ví dụ 6.10. a. ∆−1ax = ax

a−1
+ C, C ∈ R,

b. ∆−1x(n) = x(n+1)

n+1
+ C, C ∈ R,

c. ∆−1(a+ bx)(n) = (a+bx)(n+1)

b(n+1)
+ C, C ∈ R,

d. ∆−1 sin(a+ bx) = −1
2 sin b

2

cos
(
a− b

2
+ bx

)
+C, C ∈ R,

e. ∆−1 cos(a+ bx) = 1
2 sin b

2

sin
(
a− b

2
+ bx

)
+C, C ∈ R,

f. ∆−1(xx!) = x! + C, C ∈ R.

Ví dụ 6.11. Tính a. ∆−13x, b. ∆−1(x3−2x2+7x−12), c. ∆−1[x(x+1)(x+2)].

a. ∆−13x = 3x

3−1
+ C = 3x

2
+ C, C ∈ R.

b. x3 − 2x2 + 7x− 12 ≡ x(3) + x(1.10) + 6x(1.8) − 12.

∆−1(x3 − 2x2 + 7x− 12) = ∆−1(x(3) + x(1.10) + 6x(1.8) − 12)

= ∆−1x(3) + ∆−1x(1.10) + 6∆−1x(1.8) − 12∆−1x(0)

=
x(4)

4
+
x(3)

3
+ 3x(1.10) − 12x(1.8) + C, C ∈ R.

c.

∆−1[x(x+ 1)(x+ 2)] = ∆−1(x+ 2)(3)

=
(x+ 2)(4)

4
+ C

=
(x+ 2)(x+ 1)(x)(x− 1)

4
+ C, C ∈ R.

Ví dụ 6.12. Tính ∆−1x3x.

Sử dụng tính chất d của Định lý 5, ta đặt fx = x, ∆gx = 3x. Khi đó

∆fx = 1, gx = ∆−13x =
3x

2
, gx+1 =

3x+1

2
=

3

2
3x.

Do đó ta nhận được

∆−1x3x = x · 3
x

2
−∆−1[

3

2
3x · 1] + C

= x · 3
x

2
− 3

2

3x

2
+ C = 3x[

x

2
− 3

4
] + C, C ∈ R.



6.2. Tính tổng bằng phương pháp sai phân 241

Ví dụ 6.13. Tính ∆−1 2x−1
2x−1 .

Ta phải tìm gx sao cho

∆gx = fx =
2x− 1

2x−1
.

Sử dụng định nghĩa sai phân ta có thể giả sử

gx =
f(x)

2x−1
,

trong đó f(x) là một đa thức của x. Vì

∆gx = fx =
2x − 1

2x−1

nên
f(x+ 1)

2x
− f(x)

2x−1
=
f(x)

2x−1

hay

f(x+ 1) − 2f(x) = 4x− 2.

Vế phải của phương trình này là tuyến tính. Do đó vế trái phải tuyến tính, nên

f(x) phải có dạng f(x) = ax+ b, kéo theo f(x+ 1) = ax+ a+ b. Do đó

(ax+ a+ b)− 2(ax+ b) = 4x − 2.

Cân bằng hệ số ta nhận được

ax− 2ax = 4x, a+ b− 2b = −2.

Suy ra a = −4, b = −2 và f(x) = −4x− 2. Từ đó

gx =
−4x− 2

2x−1
= −2x+ 1

2x−2
.

Vậy

∆−1 2x− 1

2x−1
= −2x+ 1

2x−2
+ C, C ∈ R.
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Tiếp theo ta đề cập đến việc tính tổng bằng phương pháp sai phân. Giả sử

ta phải tính tổng
∑n−1

k=1 ak khi đó ta tìm dãy {xk} sao cho xk+1−xk = ak. Tức

là ∆xk = ak. Khi đó ta có

n−1∑

k=1

ak =

n−1∑

k=1

∆xk = xn − x1 = xk|n1 = ∆−1ak|n1 .

Ví dụ 6.14. Tính tổng

1 · 2 + 2 · 3 + · · · + n · (n+ 1).

Ta có fx = x(x+ 1) = (x+ 1)(1.10).

n∑

1

fx = ∆−1(x+ 1)(1.10)|n+1
1

=
(1 + x)(3)

3
|n+1
1 =

(n+ 2)(3)

3
− 2(3)

3
=

(n + 2)(n+ 1)n

3
.

Ví dụ 6.15. Tính tổng

12 + 22 + · · ·+ n2.

Ta có fx = x2 = x(x− 1) + x = x(1.10) + x(1.8).

n∑

1

fx = ∆−1[x(1.10) + x(1.8)]|n+1
1

= [
x(3)

3
+
x(1.10)

2
]|n+1

1 =
(n+ 1)(3)

3
+

(n+ 1)(1.10)

2
=

(n+ 1)n(n − 1)

3
+

(n+ 1)n

2

=
n(n+ 1)(2n + 1)

6
.

Ví dụ 6.16. Tính tổng của n số hạng đầu tiên của chuỗi với số hạng tổng

quát là

x3 + 7x.

Ta có fx = x3 + 7x = x(3) + 3x(1.10) + 8x(1.8).

n∑

1

fx = ∆−1[x(3) + 3x(1.10) + 8x(1.8)]|n+1
1
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= [
x(4)

4
+ x(3) + 4x(1.10)]|n+1

1 =
(n+ 1)(4)

4
+ (n+ 1)(3) + 4(n + 1)(1.10)

=
1

4
n(n+ 1)(n2 + n + 14).

Ví dụ 6.17. Tính tổng

S =

n∑

k=1

ak, ak =
1

(k + 1)
√
k + k

√
k + 1

.

Ta có

ak =
1

(k + 1)
√
k + k

√
k + 1

=
1√

k
√
k + 1(

√
k +
√
k + 1)

=

√
k + 1−

√
k√

k
√
k + 1

=
1√
k
− 1√

k + 1
= −∆

1√
k
.

Do đó

S =
n∑

k=1

ak = −
n∑

k=1

∆
1√
k

= −
( 1√

n+ 1
− 1
)
= 1 − 1√

n+ 1
.

Ví dụ 6.18. Chứng minh rằng tồn tại các số A,B thoả mãn với mọi n nguyên

dương, đẳng thức sau đúng

a1 + a2 + · · ·+ an = Atgn+Bn, ak = tgk · tg(k − 1).

Ta có

tg1 = tg[k − (k − 1)] =
tgk − tg(k − 1)

1 + tgk · tg(k − 1)
,

suy ra

tg1 + tg1[tgk · tg(k − 1)] = tgk − tg(k − 1) = ∆tg(k − 1).

Suy ra

tgk · tg(k − 1) =
∆tg(k − 1)

tg1
− 1.

Do đó
n∑

k=1

ak =
n∑

k=1

tgk · tg(k − 1) =
1

tg1

n∑

k=1

∆tg(k − 1)−
n∑

k=1

1 =
1

tg1
(tgn− tg0)− n.

Tức A = 1
tg1
, B = −1.
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Ví dụ 6.19. Cho cấp số cộng a1, a2, · · · , an, công sai d. Tính tổng

Sn =

n∑

k=1

sin ak, Tn =

n∑

k=1

1

sin ak · sin ak+1
.

Ta có

2 sin an sin
d

2
= 2 sin[a1+(n−1)d]·sin d

2
= cos[a1+(n− 3

2
)d]−cos[a1+(n− 1

2
)d].

Đặt bn = cos[a1 + (n − 3
2
)d], ta có

2 sin an sin
d

2
= bn − bn+1 = −∆bn.

Do đó

2Sn sin
d

2
= −

n∑

k=1

∆bn = b1 − bn+1 = cos(a1 −
d

2
) − cos(a1 + (n− 1

2
)d).

Từ đó ta nhận được

Sn =
sin(a1 + n−1

2
d) sin(n

2
d)

sin d
2

.

Ta có

cotgan − cotgan+1 =
sin(an+1 − an)

sin an · sin an+1

=
sin d

sin an · sin an+1

.

Suy ra

1

sin an · sin an+1
=

1

sin d
(cotgan − cotgan+1) = −∆cotgan.

Vậy

Tn = − 1

sin d
(cotgan+1−cotga1) =

1

sin d

sin(an+1 − a1)

sin a1 · sin an+1
=

1

sin d

sinnd

sin a1 · sin(a1 + nd)
.

Ví dụ 6.20. Tính tổng của n số hạng đầu tiên của chuỗi với số hạng tổng

quát là
x2x

(x+ 2)!
.
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Ta phải tìm gx sao cho

∆gx = fx =
x2x

(x+ 2)!
.

Sử dụng định nghĩa sai phân ta có thể giả sử

gx =
f(x)

(x+ 1)!
2x,

trong đó f(x) là một đa thức của x. Từ

∆gx = gx+1 − gx = fx,

ta có
f(x+ 1)2x+1

(x+ 2)!
− f(x)2x

(x+ 1)!
=

x2x

(x+ 2)!

hay

2f(x + 1)− (x+ 2)f(x) = x.

Vế phải của phương trình này là tuyến tính. Do đó vế trái phải tuyến tính, nên

f(x) phải là hàm hằng. Giả sử f(x) ≡ k. Khi đó

f(x) = k

f(x+ 1) = k

và

2k − (x+ 2)k = x.

Từ đó ta có k = −1 = f(x).

Vậy

gx =
−1 · 2x

(x+ 1)!
.

n∑

1

fx =

n∑

1

x2x

(x+ 2)!
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= ∆−1 x2x

(x+ 2)!
|n+1
1 =

−2x

(x+ 1)!
|n+1
1

= 1− 2n+1

(x+ 2)!
.

Ví dụ 6.21. Tính tích phân hữu hạn: ∆−1 2x−1
2x−1 .

Ta phải tìm gx sao cho

∆gx = fx =
2x− 1

2x−1
.

Giả sử

gx =
f(x)

2x−1
.

Vì

∆gx = fx =
2x− 1

2x−1

nên
f(x+ 1)

2x
− f(x)

2x−1
=
f(x)

2x−1

hay

f(x+ 1)− 2f(x) = 4x− 2.

Vế phải của phương trình này là tuyến tính. Do đó vế trái phải tuyến tính, nên

f(x) phải có dạng f(x) = ax+ b, kéo theo f(x+ 1) = ax+ a+ b. Do đó

(ax+ a+ b)− 2(ax+ b) = 4x− 2.

Cân bằng hệ số ta nhận được

ax− 2ax = 4x, a+ b− 2b = −2.

Suy ra a = −4, b = −2 và f(x) = −4x− 2. Từ đó

gx =
−4x− 2

2x−1
= −2x+ 1

2x−2
.

Vậy

∆−1 2x− 1

2x−1
= −2x+ 1

2x−2
+ C.
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Đa thức Bernoulli

Trong việc nghiên cứu đa thức ta gặp bài toán: Tìm đa thức bậc n của x,

Pn(x) sao cho

∆Pn(x) =
xn−1

(n− 1)!
(1.8)

hay

Pn(x) = ∆−1 xn−1

(n− 1)!
+ C. (1.9)

Giả thiết Pn(x) có dạng

Pn(x) =
n∑

i=0

Ai
xn−i

(n− i)!
= A0

xn

n!
+A1

xn−1

(n− 1)!
+ · · ·+An−1x+An. (1.10)

Từ (1.8) ta có

Pn(x+ 1)− Pn(x) = xn−1

(n−1)!

P ′
n(x+ 1)− P ′

n(x) = xn−2

(n−2)!

∆P ′
n(x) = xn−2

(n−2)!

Mặt khác, cũng từ (1.8) ta có

∆Pn−1(x) = xn−2

(n−2)!

Suy ra

∆P ′
n(x) = ∆Pn−1(x)

hay

P ′
n(x)− Pn−1(x) = k.

Từ (1.10) ta có

P ′
n(0) = An−1, Pn−1(0) = An−1.

Do đó k = 0. Vậy

P ′
n(x) = DPn(x) = Pn−1(x).

Pn(x) được gọi là hàm Bernoulli.
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Ta có

P ′
2(x) = P1(x) = A0x+A1.

Từ (1.8) và (1.9) ta nhận được ∆P1(x) = 1, suy ra P1(x) = ∆−1x(0) = x+C1,

suy ra A0 = 1. Mặt khác,

P ′
3(x) = P2(x) =

A0

2!
x2 +A1x+A2.

Từ (1.8) và (1.9) ta nhận được ∆P2(x) = x, suy ra P2(x) = ∆−1x(1) = x(2)

2
+

C2 = x(x−1)
2

+ C2, suy ra A1 = −1
2
. Tiếp tục như vậy ta xác định được tất cả

các hệ số A2, A3, · · · . Tuy nhiên ta có nhận xét sau đây:

Pn(x) = A0
xn

n!
+A1

xn−1

(n − 1)!
+ · · · +An−1x+An.

Suy ra

∆Pn(x) = A0
∆xn

n!
+A1

∆xn−1

(n− 1)!
+ · · ·+An−1∆x.

Suy ra

∆Pn(x)|x=0 =
n−1∑

i=0

Ai

(n− i)!.

Từ (1.8), nếu n > 1 thì ∆Pn(x)|x=0 = xn−1

(n−1)!
|x=0 = 0, do đó

n−1∑

i=0

Ai

(n− i)!
= 0.

Vì vậy,

+ Với n = 3: A0

3!
+ A1

2!
+ A2

1!
= 0, suy ra A2 = 1/12.

+ Với n = 4: A0

4!
+ A1

3!
+ A2

2!
+ A3

1!
= 0, suy ra A3 = 0.

Tương tự,

A4 = −1/120, A5 = 0, A6 = 1/30240, A7 = 0, · · ·

Ta thu được các hàm Bernoulli sau đây:

P1(x) = x− 1
2
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P2(x) = x2

2
− x

2
+ 1

12

P3(x) = x3

6
− x2

4
+ x

12

P4(x) = x4

24
− x3

12
+ x2

24
− 1

720

P5(x) = x5

120
− x4

48
+ x3

72
− x

720
.

Tính chất của đa thức Bernoulli:

1. DPn(x) = Pn−1(x) suy ra DPn+1(x) = Pn(x), suy ra

b∫

a

Pn(x)dx = Pn+1(b)− Pn+1(a).

NX:

Pn(0) = An, Pn(1.8) =
n−1∑

i=0

Ai

(n− i)! +An = 0 +An = An.

Do đó
1∫

0

Pn(x)dx = Pn+1(1.8) − Pn+1(0) = An+1 −An+1 = 0.

2. A2k−1 = 0 với k > 1.

Chứng minh: Ta có

∆P2k+1(x) =
x2k

(2k)!

,

P2k+1(x+ 1)− P2k+1(x) =
x2k

(2k)!
.

Thay x bởi −x ta được

P2k+1(1 − x)− P2k+1(−x) =
x2k

(2k)!
.

Đặt F (x) = −P2k+1(1 − x), suy ra

−P2k+1(−x) = −P2k+1(1 − (x+ 1)) = F (x+ 1).

Do đó

F (x+ 1)− F (x) = ∆F (x) =
x2k

(2k)!
.



250 Chương 6. Khảo sát dãy số và phương trình sai phân

Suy ra

∆F (x) = ∆P2k+1(x)

suy ra

F (x)− P2k+1(x) = c

hay F ′(x)−P ′
2k+1(x) = 0 hay P ′

2k+1(1−x)−P ′
2k+1(x) hay P2k(1−x) = P2k(x).

Đạo hàm hai vế đẳng thức này theo x ta được

−P ′
2k(1− x) = P ′

2k(x)

hay

−P2k−1(1 − x) = P2k−1(x), k > 1

hay

P2k−1(x) + P2k−1(1− x) = 0.

Do đó

P2k−1(0) + P2k−1(1.8) = A2k−1 +A2k−1 = 2A2k−1 = 0, k > 1.

Ta gọi Bn(x) = n!Pn(x) là đa thức Bernoulli.

Ví dụ 6.22. B0(x) = 1

B1(x) = x− 1
2

B2(x) = x2 − x+ 1
6

B3(x) = x3 − 3
2
x2 + x

2

B4(x) = x4 − 2x3 + +x2 − 1
30

B5(x) = x5 − 5
2
x4 + 5

3
x3 − x

6

B6(x) = x6 − 3x5 + 5
2
x4 − x2

2
+ 1

42

B7(x) = x7 − x5 − 7
2
x6 + 7

2
x5 − 7

6
x3 + x

6
.

Ta có

∆Pn(x) =
xn−1

(n − 1)!
,
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do đó

∆n!Pn(x) = nxn−1

hay

∆Bn(x) = nxn−1

hay

∆Bn+1(x) = (n+ 1)xn.

Suy ra

∆−1xn =
1

n+ 1
Bn+1(x) + C.

Suy ra
x−1∑

x=1

xn = ∆−1xn|x1 =
Bn+1(x)−Bn+1(1)

n+ 1
.

Ví dụ 6.23.

x−1∑

x=1

x2 = 12+22+· · ·+(x−1)2 = ∆−1x2|x1 =
B3(x)−B3(1.8)

3
=
x(x− 1)(2x − 1)

6
.

x−1∑

x=1

x3 = 13 +23 + · · ·+(x−1)3 = ∆−1x3|x1 =
B4(x)−B4(1.8)

4
=
(x(x− 1)

2

)2

.

Hàm Gamma

Hàm Gamma được xác định bởi tích phân

Γ(n) =

∞∫

0

xn−1e−xdx (1.11).

Γ(n) xác định với bất kì giá trị thực của n loại trừ 0 và các số nguyên âm. Với

n nguyên dương ta sẽ chứng tỏ rằng

Γ(n) = (n − 1)!.
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Từ định nghĩa ta có

Γ(1) =

∞∫

0

e−xdx = −e−x|∞0 = 0 + 1 = 1 (1.12).

Tích phân từng phần ta được

t∫

0

xn−1e−xdx = −tn−1e−t + (n − 1)

t∫

0

xn−2e−xdx.

Dùng Định lý L’Hospital ta có −tn−1e−t tiến đến 0 khi t ra ∞. Vì vậy,

Γ(n) =

∞∫

0

xn−1e−xdx = (n− 1)

∞∫

0

x(n−1)−1e−xdx (1.13)

hay

Γ(n) = (n− 1)Γ(n − 1) (1.14)

và thay n bởi n+ 1 ta được

Γ(n + 1) = nΓ(n), Γ(n) =
Γ(n + 1)

n
. (1.15)

Từ (1.14) suy ra

Γ(n) = (n − 1)Γ(n − 1) = (n− 1)(n − 2)Γ(n− 2)

= (n − 1)(n − 2)(n− 3) · · · 3 · 2 · 1 · Γ(1) = (n− 1)!

Từ (1.12) ta được Γ(1) = 1, do đó

Γ(n) = (n− 1)!.

Người ta đã tính được các giá trị của Γ(n) với 1 < n < 2 và nhờ các công

thức (1.14) và (1.15) ta có thể tính Γ(n) với mọi giá trị dương của n.
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Ví dụ 6.24. a. Γ(3.2) = (2.2)(1.2)Γ(1.2) = (2.2)(1.2)(0.9182) = 2.424.

b. Γ(0.6) = Γ(1.6)
0.6

= 0.8935
0.6

= 1.489.

c. Γ(0.5) =
√
π.

Với n là số thực âm ta sẽ dùng công thức (1.15) để tính Γ(n).

Ví dụ 6.25. Γ(−0.4) = Γ(0.6)
−0.4

= Γ(1.6)
(−0.4)(0.6)

= −3.723

Chú ý 6.3. Người ta chứng minh được rằng với n = 0 và n nguyên âm thì

Γ(n) không xác định.

Hàm Beta

Hàm Beta được định nghĩa bởi

β(m,n) =

1∫

0

xm−1(1 − x)n−1dx (1.16).

Hàm Beta xác định với mọi m,n > 0.

Đặt y = 1 − x ta có

β(m,n) =

1∫

0

xm−1(1 − x)n−1dx =

1∫

0

yn−1(1− y)m−1dy = β(n,m). (1.17)

Tiếp theo ta sẽ tìm mối liên hệ giữa hàm Gamma và hàm Beta.

Trong (1.11) đặt x = z2, dx = 2zdz; ta được

Γ(n) = 2

∞∫

0

z2n−1e−z2

dz.

Từ đó ta có

Γ(m) = 2

∞∫

0

e−x2

x2m−1dx

Γ(n) = 2

∞∫

0

e−y2

y2n−1dy
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Γ(m)Γ(n) = 4

∞∫

0

∞∫

0

e−x2−y2

x2m−1y2n−1dydx.

Chuyển sang tọa độ cực ta có

Γ(m)Γ(n) = 4

∞∫

0

π
2∫

0

e−r2

r2m−1(cos θ)2m−1r2n−1(sin θ)2n−1rdrdθ

= 2

∞∫

0

e−r2

r2(m+n)−1dr · 2

π
2∫

0

(cos θ)2m−1(sin θ)2n−1dθ

= Γ(m+ n) · 2

π
2∫

0

(cos θ)2m−1(sin θ)2n−1dθ.

Ta sẽ chứng minh rằng

β(m,n) = 2

π
2∫

0

(cos θ)2m−1(sin θ)2n−1dθ.

Đặt

x = cos2 θ, (1 − x) = sin2 θ, dx = −2 cos θ sin θdθ.

Ta được

π
2∫

0

(cos θ)2m−1(sin θ)2n−1dθ =

∫

π

2

0
(

cos2 θ)m−1(sin2 θ)n−1(−2 cos θ sin θdθ)

= 2

π
2∫

0

(cos θ)2m−1(sin θ)2n−1dθ.

Vậy ta có

Γ(m)Γ(n) = Γ(m+ n)β(m,n)

hay

β(m,n) =
Γ(m)Γ(n)

Γ(m + n)
.
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Ví dụ 6.26. Tính tích phân

π
2∫
0

sinn xdx, n > −1. Đặt y = sinx, dy = cos xdx.

Suy ra dx = dy
cos x

= (1− y2)
−1
2 dy. Khi đó

π
2∫

0

sinn xdx =

1∫

0

yn(1 − y2)
−1
2 dy.

Đặt z = y2, dz = 2ydy, dy = dz
2
√

z
. Ta có

1∫

0

yn(1− y2)
−1
2 dy =

1∫

0

z
n
2
− 1

2 (1 − z)
−1
2 dz

=
1

2

1∫

0

z
n+1

2
−1(1− z) 1

2
−1dz

=
1

2
β
(n+ 1

2
,
1

2

)

=
Γ
(

n+1
2

)
Γ
(

1
2

)

2Γ
(

n+1
2

+ 1
2

)

=

√
π

2
·
Γ
(

n+1
2

)

Γ
(

n+2
2

) .

Bài tập

1. Tính các tổng sau:

1. S = 1 · 1! + 2 · 2! + · · ·+ n · n! =
n∑

k=1

k · k!.

2. S = 13 + 23 + · · · + n3 =
n∑

k=1

k3.

3. S = sinx+ sin 2x+ · · · + sinnx

4. S = cos x+ cos 2x+ · · ·+ cos nx

5.S = a+ aq + · · ·+ aqn−1

6. S = sin(a+ x) + sin(a+ 2x) + · · ·+ sin(a+ nx)
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7. S = cos(a+ x) + cos(a+ 2x) + · · ·+ cos(a+ nx)

8. S = 1 · q + 2 · q2 + · · ·+ n · qn

9. S = 12

1
+ 12+22

2
+ 12+22+32

3
+ · · · + 12+22+32+···+n2

n
.

10. 1 · 3 + 2 · 4 + 3 · 5 + · · ·+ n(n+ 2).

11. 1 · 22 + 2 · 32 + 3 · 42 + · · ·+ n(n+ 1)2.

12. S = 1
1·2 + 1

2·3 + · · ·+ 1
n·(n+1)

.

13. S = 1
1·2·3 + 1

2·3·4 + · · ·+ 1
(n−2)·(n−1)·n + 1

(n−1)·n·(n+1)
.

14. S = sinπx+ sin π
2
x+ · · · + sin π

n−1
x.

15. S =
(
21 sin2 θ

21

)2

+
(
22 sin2 θ

22

)2

+ · · · +
(
2n sin2 θ

2n

)2

.

16. 6 · 9 + 12 · 21 + 20 · 37 + 30 · 57 + 42 · 81 · · ·+ (n số hạng).

17. S = 1
1·4 + 1

4·7 + 1
7·10

+ · · · (n số hạng).

2. Tính các tổng sau:

1. 12 · 2 + 22 · 22 + 32 · 23 + · · ·+ n22n.

2. 2 · 2 + 6 · 22 + 12 · 23 + 20 · 24 + 30 · 25 + · · · (n số hạng).

3.
n∑
1

x sinx.

4. Giả sử fx là một hàm khả tích hữu tỷ bậc n. Chứng minh rằng, tích

phân từng phần liên tiếp cho ta công thức

∆−1axfx =
ax

a− 1

[
fx−

a

a− 1
∆fx+

( a

a− 1

)2

∆2fx+· · ·+(−1)n
( a

a− 1

)n

∆nfx

]
.

5. Sử dụng kết quả câu 4 tính

n∑

1

3xx(2),
n∑

1

2x(x3 − 3x+ 2).

6. S = 1
1·2·4 + 1

2·3·3 + 1
3·4·6 + · · ·+ 1

n·(n+1)·(n+3)
.

7.
n∑
1

1
(5x−2)(5x+3)

8.
n∑
1

1
(2x−1)(2x+1)(2x+5)

.

9. S = 1·2
3

+ 2·3
32 + 3·4

33 + 4·5
34 + · · · (n số hạng).

3. Tính các tổng sau:
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1.
n∑
1

fx, fx = x
(x+1)(x+2)

2x.

2.
n∑
1

fx, fx = 2x−1
2x−1 .

3.
n∑
1

fx, fx = x2+x−1
(x+2)!

.

4.
n∑
1

fx, fx = 2x · x · x!
(2x+1)

!.

5.
n∑
0

fx, fx = (a+x)2

3a+x .

4 Chứng minh các đẳng thức sau:

1.
1∫
0

x2ndx√
1−x2 =

√
π

2
·

Γ

(
2n+1

2

)

Γ

(
n+1

) .

2.

π
2∫
0

sinn x cosm xdx = 1
2
·

Γ

(
n+1

2

)
Γ

(
m+1

2

)

Γ

(
n+m

2
+1

) .

3.
∞∫
0

xne−axdx = Γ(n+1)
an+1 .

4.
1∫
0

dx√
1−xn =

√
πΓ

(
1
n

)

nΓ

(
1
n

+ 1
2

) .

5.
∞∫
0

e−x2
dx =

√
π

2
.

6.3 Phương trình sai phân tuyến tính với hệ số hằng

Đối với phương trình sai phân tuyến tính thì bằng phép đổi biến ta đưa về

hệ phương trình tuyến tính cấp 1. Trong mục này, hệ thống lại một số kết quả

về công thức nghiệm phương trình cấp cao được suy ra một cách tương tự từ

phương trình cấp 1.

Định lý 6.6. Nghiệm tổng quát xn của (2.2) bằng tổng x̂n và x∗n, với x∗n là

một nghiệm riêng bất kì của (2.2).

Định nghĩa 6.5. xn1, · · · , xnk được gọi là k nghiệm độc lập tuyến tính của
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(2.3) nếu từ hệ thức

C1xn1 + · · ·+ Ckxnk = 0

suy ra C1 = · · · = Ck = 0.

Định lý 6.7. Nếu xn1 · · · , xnk là k nghiệm độc lập tuyến tính của (2.3), thì

nghiệm tổng quát x̂n của (2.3) có dạng

x̂n = C1xn1 + · · ·+ Ckxnk,

trong đó C1, C2, · · · , Ck là các hằng số tuỳ ý.

Định lý 6.8. Nếu λ1, λ2, · · · , λk là k nghiệm thực khác nhau của (2.4) và c1,

c2, · · · , ck là k hằng số tuỳ ý thì

x̂n = c1λ
n
1 + c2λ

n
2 + · · ·+ ckλ

n
k

là nghiệm tổng quát của phương trình sai phân tuyến tính thuần nhất (2.3).

Chú ý 6.4. Nếu phương trình đặc trưng (2.4) có nghiệm thực λj bội s, thì

ngoài nghiệm λn
j , ta có nλn

j , n
2λn

j , · · · , nsλn
j cũng là các nghiệm độc lập tuyến

tính của (2.3) và do đó

x̂n =
s−1∑

i=0

C i
jn

iλn
j +

k∑

j 6=i=1

Ciλ
n
i .

Ví dụ 6.27. Tìm các hàm f : Z −→ R thỏa mãn các điều kiện

f(x+ y) + f(x− y) = f(x)f(y),∀x, y ∈ Z, f(0) 6= 0, f(1) =
5

2
.

Cho x = n ∈ Z, y = 1 ta được

f(n+ 1) + f(n− 1) = f(n)f(1).

Đặt f(n) = un ta thu được phương trình sai phân

un+1 =
5

2
un − un−1, u0 = f(0) 6= 0, u1 =

5

2
.
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Cho x = 1, y = 0 ta được f(1)f(0) = 2f(1), suy ra f(0) = 2 = u0. Ta dễ dàng

tìm được nghiệm

f(x) = 2x +
1

2x
, ∀x ∈ Z.

Định lý 6.9. Nếu phương trình đặc trưng có nghiệm phức λj = a + ib =

r(cosϕ+ i sinϕ) thì

x̂n =
k∑

j 6=i=1

Ciλ
n
i + rn(C1

j cosnϕ+ C2
j sinnϕ).

Ví dụ 6.28. Cho f : N∗ −→ R thỏa mãn các điều kiện

f(n+ 2) = f(n + 1)− f(n), f(1) = 1, f(2) = 0.

Chứng minh rằng

|f(n)| 6 2
√

3

3
, ∀n ∈ N∗.

Đặt f(n) = un ta được bài toán giá trị ban đầu

un+2 = un+1 − un, u1 = f(1) = 1, u2 = f(2) = 0.

Phương trình đặc trưng có nghiệm phức

λ1 =
1 + i

√
3

2
, λ2 =

1− i
√

3

2
.

Ta có λ = cos π
3

+ i sin π
3
. Ta dễ dàng tìm được nghiệm của bài toán giá trị ban

đầu là

un = cos
nπ

3
+

√
3

3
sin

nπ

3
.

Do đó

|f(n)| 6
√

12 +
3

9
=

2
√

3

3
, ∀n ∈ N∗.

Định lý 6.10. Nếu phương trình đặc trưng có nghiệm phức λj bội s thì

x̂n =
k∑

j 6=i=1

Ciλ
n
i +rn[(A1+A2n+· · ·+Asn

s−1) cos nϕ+(B1+B2n+· · ·+Bsn
s−1) sin nϕ].
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Một số trường hợp có thể tìm nghiệm riêng một cách đơn giản.

• Trường hợp fn = Pm(n), m ∈ N

1. Nếu λ1, · · · , λk là các nghiệm thực khác 1 của phương trình (2.4) thì

y∗n = Qm(n), m ∈ N, với Qm(n) là đa thức cùng bậc m với fn.

2. Nếu (2.4) có nghiệm λ = 1 bội s thì y∗n = nsQm(n), m ∈ N, với Qm(n)

là đa thức cùng bậc m với fn.

Ví dụ 6.29. Cho f : N∗ −→ R thỏa mãn các điều kiện

f(n+ 1) − 2f(n) + f(n − 1) = n+ 1, f(1) = 1, f(2) = 0.

Chứng minh rằng (6f(n)− 24) là bội của n với n > 6. Đặt f(n) = un ta được

bài toán giá trị ban đầu

un+1 − 2un + un−1 = n+ 1, u1 = f(1) = 1, u2 = f(2) = 0.

Phương trình đặc trưng có nghiệm kép λ = 1. Nghiệm tổng quát của phương

trình thuần nhất là A + nB. Ta tìm nghiệm riêng dưới dạng n2(an + b). Dễ

dàng tìm được a = 1
6
, b = 1

2
. Do đó

un = A+Bn+ n2
(1

6
n+

1

2

)

và nghiệm của bài toán giá trị ban đầu là

un = f(n) = 4− 11

3
n+

n3

6
+
n2

2
.

Do đó

(6f(n) − 24) = (n3 + 3n2 − 22n)

chia hết cho n.

Ví dụ 6.30. (Đề dự tuyển IMO - 1992) Giả sử a, b là 2 số thực dương. Tìm

tất cả các hàm f : [0,∞) −→ [0,∞) thỏa mãn điều kiện

f(f(x)) + af(x) = b(a+ b)x.
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Vì phương trình hàm trên đúng với mọi x ∈ [0,∞) nên

f(f(f(x))) + af(f(x)) = b(a+ b)f(x), x = f(x).

Tương tự như vậy ta thu được

fn+2(x) + afn+1(x) = b(a+ b)fn(x).

Cố định x ta thu được phương trình sai phân

un+2 + aun+1 = b(a+ b)un.

Phương trình đặc trưng có 2 nghiệm λ = b, λ = −a− b. Khi đó

fn(x) = un = K · bn + L · (−a− b)n.

Ta có

u0 = x = K + l, u1 = f(x) = Kb− L(a+ b).

Vì fn : [0,∞) −→ [0,∞) nên

0 6 fn(x)

(a+ b)n
= K

( b

a+ b

)n

+(−1)nL.

Mặt khác, do
(

b
a+b

)n

→ 0 khi n→∞ nên ta phải có L = 0. Vậy

f(x) = Kb = bx.

• Trường hợp fn = Pm(n)βn

1. Nếu các nghiệm của (2.4) đều là các nghiệm thực khác β thì y∗n =

Qm(n)βn, với Qm(n) là đa thức bậc m.

2. Nếu (2.4) có nghiệm λ = β bội s thì y∗n = nsQm(n)βn, với Qm(n) là đa

thức bậc m.

Ví dụ 6.31. Xét phương trình sai phân

xn+4 − 10xn+3 + 35xn+2 − 50xn+1 + 24xn = 48 · 5n.
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Phương trình đặc trưng có các nghiệm λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3, λ4 = 4 đều khác

5. Từ đó ta nhận được

x∗n = 2 · 5n.

• Trường hợp fn = α cos nx+ β sinnx, α, β ∈ R

Tìm nghiệm riêng dưới dạng

y∗n = a cos nx+ b sinnx.

Ví dụ 6.32. Tìm nghiệm riêng x∗n phương trình sai phân

xn+3 − 2xn+2 − xn+1 + 2xn = (2−
√

2) cos
nπ

4
+ 2 sin

nπ

4
.

Sử dụng phương pháp vừa trình bày ta dễ dàng tìm được

x∗n = cos
nπ

4
.

• Trường hợp fn = gn1 + · · ·+ gns

Tìm nghiệm riêng y∗ni ứng với hàm gni, i = 1, · · · , s. Nghiệm riêng y∗n ứng

với fn sẽ là

y∗n =
s∑

i=1

y∗ni.

Ví dụ 6.33. Tìm nghiệm riêng x∗n phương trình sai phân

xn+4 − 3xn+3 + 3xn+2 − 3xn+1 + 2xn =
3

2
sin

nπ

3
−
√

3

2
cos

nπ

3
+ 10 · 2n + 2.

Dùng nguyên lý chồng nghiệm và áp dụng phương pháp trong 3 trường hợp đã

nêu ta được

x∗n = sin
nπ

3
+ n · 2n − n.

Bài tập

1. Xác định số hạng tổng quát un của dãy số nếu biết
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a.

{
un+1 = un + 2n,
u1 = 2.

Đáp số: un = n2 − n+ 2.

b.

{
un+1 = 15un − 14n + 1,
u0 = 7.

Đáp số: un = 99− n2.

c.

{
un+1 = 2un + 3n,
u0 = 8.

Đáp số: un = 7 · 2n + 3n.

d.

{
un+1 = 7un + 7n+1,
u0 = 101.

Đáp số: un = (101 + n)7n.

e.

{
un+1 = 1√

2
un − 1√

2
sin nπ

4
,

u0 = 1.
Đáp số: un = cos nπ

4
.

2. Dùng phương pháp biến thiên hằng số tìm nghiệm riêng u∗n của các phương

trình sai phân sau

a. un+1 = un + n · n!. Đáp số: u∗n = n!.

b. un+1 = 2un + 6 · 2n. Đáp số: u∗n = 3n · 2n.

c. un+1 = un + cos nx. Đáp số: u∗n =
sin

(
n− 1

2

)
x

2 sin x
2

, sin x
2
6= 0.

d. un+1 = un + 1−n
2n+1 . Đáp số: u∗n = n

2n .

e. un+1 = 5un + 1
5
(n2 − 3n+ 1)n!. Đáp số: u∗n = n·n!

5
.

3. Dùng phương pháp phương pháp hàm Green tìm nghiệm riêng x∗n của các

phương trình sai phân sau

1. xn+1 = 2xn + n2 − n+ 1. ĐS: x∗n = −n2 − n− 3

2. xn+1 = 5xn + n2 + 3n + 2. ĐS: x∗n = −1
4
k2 − 7

8
k − 25

32

3. xn+1 = 3xn + (2− n)2n. ĐS: x∗n = n2n

4. xn+1 = 2xn + cos nπ
2
− 2 sin nπ

2
. ĐS: x∗n = sin nπ

2
.

4. Xác định số hạng tổng quát un của dãy số nếu biết

a.

{
un+1 = (n+ 1)un + 2n(n− 1),
u1 = 0.

b.

{
un+1 = n

n+1
(un + 1),

u1 = 0.

c.

{
un+1 = n(n+1)

(n+2)(n+3)
(un + 1),

u1 = 0.

d.

{
un+1 = n(n+1)···(n+k)

(n+k+1)···(n+2k+1)
(un + 1),

u1 = 0.
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5. Giải các phương trình sai phân sau

a. xn+3 − 7xn+2 + 16xn+1 − 12xn = 0. Hướng dẫn: Phương trình đặc trưng

có các nghiệm λ1 = 2 (kép), λ2 = 3.

b. xn+3− 5xn+2 + 8xn+1 − 6xn = 0. Hướng dẫn: Phương trình đặc trưng có

các nghiệm λ1 = 3, λ2 = 1 + i, λ2 = 1 − i.

c. xn+6 − 3xn+5 + 4xn+4 − 6xn+3 + 5xn+2 − 3xn+1 + 2xn = 0. Hướng dẫn:

Phương trình đặc trưng có các nghiệm λ1 = 1, λ2 =, λ3 = i (kép), λ3 = −i

(kép).

d. xn+3 − 7xn+2 + 16xn+1 − 12xn = n + 1. Hướng dẫn: Phương trình đặc

trưng có các nghiệm λ1 = 2 (kép), λ2 = 3 đều khác 1.

e. xn+4 − xn+3 − 3xn+2 + 5xn+1 − 2xn = 1. Hướng dẫn: Phương trình đặc

trưng có các nghiệm λ1 = 1 (bội 3), λ2 = −2.

f. xn+3− 7xn+2 + 16xn+1 − 12xn = 2n(24− 24n). Hướng dẫn: Phương trình

đặc trưng có các nghiệm λ1 = 2 (kép), λ2 = 3.

6. Tìm tất cả các hàm số f thoả mãn điều kiện

a. {
f : R −→ R,
f(f(x)) = 3f(x) − 2x, ∀x ∈ R.

Hướng dẫn: Vì phương trình hàm trên đúng với mọi x ∈ R nên

f(f(x)) = 3f(x)− 2x,∀x ∈ R.

Tương tự như vậy ta thu được

fn+2(x) = 3fn+1(x)− 2fn(x).

Cố định x ta thu được phương trình sai phân

un+2 − 3un+1 + 2un, u0 = x, u1 = f(x).

b. {
f : N −→ N, f(1) = 1,
2f(n)f(k + n)− 2f(k − n) = 3f(n)f(k), ∀k > n.
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Hướng dẫn: Cho k = n = 0 ta được f2(0) = −2f(0) suy ra f(0) ∈ {0,−2}.

Giả sử f(0) = 0. Thay n = 0 vào phương trình hàm trên ta được −f(k) =

0∀k ∈ N nên f(1) = 0 (vô lý). Vậy f(0) = −2. Thay n = 1 vào phương trình

hàm ta thu được bài toán giá trị ban đầu thuần nhất bậc 2.

c. {
f : N −→ Z, f(1) = 1,
f(k + n)− 2f(n)f(k) + f(k − n) = 3n · 2k.

Hướng dẫn: Cho k = n = 0 ta được −2f2(0) + 2f(0) = 0 suy ra f(0) ∈

{0, 1}. Giả sử f(0) = 0. Thay n = 0 vào phương trình hàm trên ta được

2f(k) = 0∀k ∈ N nên f(1) = 0 (vô lý). Vậy f(0) = −2. Thay n = 1 vào

phương trình hàm ta thu được bài toán giá trị ban đầu không thuần nhất bậc

2.

7. Xác định số hạng tổng quát của dãy {xn} nếu
{
x1 = a,
xm+n = xm + xn +mn, ∀m,n.

Đáp số: xn = n
(

1
2
(n − 1) + a

)
. Thử lại thấy kết quả này thỏa mãn đề bài.

8. Tồn tại hay không một dãy số {xn} mà ∀m,n ∈ N ta có

xm+n = xm + xn +mn.

Hướng dẫn: Giả sử x1 = a. Giải tương tự ví dụ trên ta được

xn = n[
1

2
(n+ 1) + a]− 1.

Thử lại thấy kết quả này không thỏa mãn đề bài với mọi m,n.

9. Xác định số hạng tổng quát của dãy {xn} nếu biết

{
x1 = α, x2 = β,
xm+n

2
= xm+xn

2
∀m,n ∈ N∗, m+n

2
∈ N.

Hướng dẫn: Dễ thấy

xn = x (n+1)+(n−1)
2

.
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Giải phương trình sai phân tuyến tính thuần nhất với điều kiện ban đầu

x1 = α, x2 = β ta được

xn = 2α − β + (β − α)n.

10. Xác định dãy số {xn} nếu biết

xmn = xmxn.

Hướng dẫn: Ta có

xm = xm·1 = xmx1

suy ra x1 = 1.

xn = x
p

k1
1 p

k2
2 ···pk`

`

= αk1
1 α

k2
2 · · ·α

k`
` .

11. Xác định số hạng tổng quát của dãy {xn} nếu biết
{
x1 = α,

xn+1 = axn +
√
bx2

n + c, a2 − b = 1, α > 0, a > 1.

Hướng dẫn: Giải phương trình sai phân tuyến tính thuần nhất với x1 = α, x2 =

aα +
√
bα2 + c = β ta được xn = αλ2−β

1−λ2
1
λn

1 + αλ1−β
1−λ2

2
λn

2 , λ1 = a+
√
a2 − 1, λ2 =

a−
√
a2 − 1.

12. Xác định số hạng tổng quát của dãy {xn} nếu biết
{
x1 = α, x2 = β

xn+1 = x2
n+a

xn−1
.

Hướng dẫn: Đưa về phương trình

xn = t(xn+1 + xn−1), t =
x2

x3 + x2
.

13. Hãy tìm tất cả các giá trị của a ∈ R để
{
x1 = a
xn+1 = xn

2+xn
, n ∈ N

xác định một dãy, hãy tìm số hạng tổng quát của dãy số.
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Hướng dẫn: Đặt dãy số phụ yn = 1
xn

, khi đó ta có

yn+1 − 2yn = 1.

Giải phương trình này ta nhận được

yn =
(a+ 1)2n−1 − a

a
,

suy ra

xn =
a

(a+ 1)2n−1 − a.

Ta phải tìm giá trị của a sao cho xn 6= −2,∀n.

14. Xác định số hạng tổng quát của dãy {xn} nếu biết
{
x1 = α, x2 = β

xn =
x2

n−1+2bxn−1−bxn−2+c

xn−2+b
.

Hướng dẫn: Đặt yn = xn + b. Khi đó ta có

yn =
y2

n−1 + c

yn−2
.

Phương trình dạng này đã biết cách giải.

15. Xác định số hạng tổng quát của dãy {xn} nếu biết
{
x1 = α,
xn+1 = xn

a+
√

b+x2
n

, α > 0, a > 1, a2 − b = 1.

Đặt yn = 1
xn

, ta được

yn+1 = ayn +
√
by2

n + c.

Đây là phương trình sai phân đã biết cách giải.

16. Xác định số hạng tổng quát của dãy {xn} nếu biết
{
x1 = α,
xn+1 = anxn + fn, an 6= 0.

Đặt dãy số phụ xn = yn

∏n−1
k=0 ak.

xn = [
α

a0
+

n−1∑

k=1

fk∏k
i=0 ai

]
n∏

k=0

ak.
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Trường hợp an = c = constan, ta có

xn = [
α

c
+

n−1∑

k=1

fk

ck−1
]cn, c > 1.

17. Xác định số hạng tổng quát của dãy {xn} nếu biết

{
x1 = α > 0, an > 0,∀n ∈ N, k ∈ R
xn+1 = anx

k
n.

Logarit hoá hai vế của phương trình theo cơ số e ta được

lnxn+1 = ln an + k lnxn.

Đặt dãy số phụ lnxn = yn đưa về phương trình dạng

yn+1 − kyn = ln an.

Đặt dãy số phụ yn = kn−1un.

xn = ekn−1un = xn = ekn−1[lnα+
∑n−1

i=1
lnai
ki ]

18. Xác định số hạng tổng quát của dãy {xn} nếu biết

{
x1 = α > 0,

xn+1 = fn+1

fk
n
xk

n, fn > 0,∀n ∈ N, k ∈ R.

Chuyển về dạng
xn+1

fn+1
=
xk

n

fk
n

,

đặt dãy số phụ vn = xn

fn
. Ta có

vn+1 = vk
n.

Logarit cơ số e hai vế, ta được

ln vn+1 = k ln vn.
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Đặt dãy số phụ un = ln vn.

xn = fn[
α

f1

]k
n−1

.

19. Xác định số hạng tổng quát của dãy {xn} nếu biết
{
x0 = γ,
xn+1 = ax2

n − b, ab = 2, a, b ∈ R.

Đặt dãy số phụ xn = byn suy ra y0 = γ
b

= α. Ta có

byn+1 = ab2y2
n − b

hay

yn+1 = 2y2
n − 1.

Xét trường hợp |α| < 1 và |α| > 1, xn = b cos 2nϕ hayxn = bch2nϕ.

20. Xác định số hạng tổng quát của dãy {xn} nếu biết
{
x0 = α,
xn+1 = ax3

n − 3xn, a > 0.

Đặt xn = 2√
a
yn. Ta có

y0 =
x0

√
a

2
=
α
√
a

2
= γ

và

yn+1 = 4y3
n − 3yn.

Xét trường hợp |γ| < 1 và |γ| < 1.

xn =
2√
a

sin 3nϕ =
1

2
√
a
[(α
√
a+
√
aα2 − 4)3n

+ (α
√
a−
√
aα2 − 4)3n

],

và

xn =
1√
a
[(γ +

√
γ2 − 1)3n

+ (γ −
√
γ2 − 1)3n

].

21. Xác định số hạng tổng quát của dãy {xn} nếu biết
{
x0 = α,
xn+1 = ax3

n + 3xn, a > 0.
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Đặt xn = 2√
a
yn. Ta có

y0 =
α
√
a

2
= γ

và

yn+1 = 4y3
n + 3yn.

Do y0 = γ nên tồn tại ϕ sao cho chϕ = γ. Chứng minh bằng quy nạp ta

được

yn = sh3nϕ.

Do đó

xn =
2√
a
sh3nϕ.

22. Xét phương trình xn+1 = axn+b
cxn+d

, x0 cho trước, a, b, c, d ∈ R. Chứng

minh rằng: Nếu (yn, zn) là nghiệm của hệ phương trình

{
yn+1 = ayn + bzn

zn+1 = cyn + dzn,

với n = 0, 1, 2 · · · và y0 = α, z0 = 1 thì xn = yn

zn
là nghiệm của phương trình

sai phân hữu tỉ

xn+1 =
axn + b

cxn + d
,

với n = 0, 1, 2 · · · và x0 = α.

Hướng dẫn: Khi n = 0 thì mệnh đề trên đúng do x0 = y0

z0
= α. Giả sử mệnh

đề trên đúng với n, ta chứng minh nó đúng với n+ 1. Ta có

xn+1 =
yn+1

zn+1
=
ayn + bzn

cyn + dzn
=
ayn

zn
+ b

cyn

zn
+ d

=
axn + b

cxn + d
.

Để ý rằng hệ {
yn+1 = ayn + bzn

zn+1 = cyn + dzn,

với n = 0, 1, 2 · · · và y0 = α, z0 = 1 là hệ phương trình sai phân tuyến tính

thuần nhất cấp 2 đã biết cách giải.
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6.4 Hệ phương trình sai phân tuyến tính thuần nhất với

hệ số hằng

Xét hệ phương trình sai phân tuyến tính thuần nhất k ẩn dạng

Un+1 = AUn, (3.1)

trong đó A là ma trận vuông cấp k và U0 là véc tơ cho trước.

Giả sử v1, v2, · · · , vk là các véc tơ riêng độc lập tuyến tính tương ứng với

các giá trị riêng λ1, λ2, · · · , λk của A. Khi đó tồn tại các số α1, α2, · · · , αk sao

cho

U 0 = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk.

Ta có

Un+1 = AUn = A2Un−1 = · · · = An+1U0

và

Un = AnU0 = An(α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk)

= α1A
nv1 + α2A

nv2 + · · · + αkA
nvk

= α1λ
n
1v1 + α2λ

n
2v2 + · · ·+ αkλ

n
kvk.

Ta sẽ chứng tỏ

Un = α1λ
n
1v1 + α2λ

n
2v2 + · · · + αkλ

n
kvk

thỏa mãn (3.1). Thật vậy,

AUn = α1λ
n
1Av1 + α2λ

n
2Av2 + · · ·+ αkλ

n
kAvk

= α1λ
n+1
1 v1 + α2λ

n+1
2 v2 + · · ·+ αkλ

n+1
k vk

= Un+1.

Vậy

Un = α1λ
n
1v1 + α2λ

n
2v2 + · · · + αkλ

n
kvk



272 Chương 6. Khảo sát dãy số và phương trình sai phân

là nghiệm tổng quát của hệ phương trình sai phân tuyến tính (3.1).

Tổng hợp lại vấn đề vừa nêu ta có định lý sau:

Định lý 6.11. Nếu v1, v2, · · · , vk là các véc tơ riêng độc lập tuyến tính tương

ứng với các giá trị riêng λ1, λ2, · · · , λk của A thì nghiệm tổng quát của hệ (3.1)

có dạng

Un = α1λ
n
1v1 + α2λ

n
2v2 + · · ·+ αkλ

n
kvk,

trong đó α1, α2, · · · , αk là các số thuộc trường K.

Để minh họa định nghĩa, ta tìm nghiệm tổng quát của hệ phương trình sai

phân tuyến tính

Un+1 = AUn

trong đó ta xét hai trường hợp sau:

Trường hợp 1: với

A =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)

Trường hợp 2: với

A =

(
cosh t sinh t
sinh t cosh t

)

Đối với trường hợp 1, ta có

Giá trị riêng của A là λ1,2 = e±it.

Gọi v =

(
x
y

)
là véc tơ riêng của A tương ứng giá trị riêng λ. Ta có

v1 =

(
sin t
i sin t

)
, v2 =

(
sin t
−i sin t

)
(t 6= kπ, k ∈ Z).

Nghiệm tổng quát của hệ có dạng

Un = α1λ
n
1v1 + α2λ

n
2v2

= α1e
itn

(
sin t
i sin t

)
+ α2e

−itn

(
sin t
−i sin t

)

=

(
sin t(α1e

itn + α2e
−itn)

i sin t(α1e
itn − α2e

−itn)

)
.
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Đối với trường hợp 2, bằng phương pháp tương tự ta tính được nghiệm

tổng quát của hệ là

Un = sinh t

(
α1e

nt + α2e
−nt)

α1e
nt − α2e

−nt)

)
.

Đối với một số tích phân suy rộng, nếu chỉ sử dụng phương pháp tích phân

quen thuộc thì bài toán có thể rất phức tạp. Bằng việc áp dụng hệ phương

trình sai phân tuyến tính, ta có thể dễ dàng tính được các tích phân đó.

Ví dụ 6.34. Tính các tích phân sau

In =

∫ ∞

0

xne−x sinxdx, Kn =

∫ ∞

0

xne−x cosxdx.

Tích phân từng phần : Đặt

u = xne−x, dv = sinxdx,

ta có

In = nKn−1 −Kn,

Kn = −nIn−1 + In.

Từ đó ta được

In +Kn = nKn−1,

In −Kn = nIn−1

hay

In =
n

2
(In−1 +Kn−1), I0 =

n

2

Kn =
n

2
(−In−1 +Kn−1), K0 =

n

2

Đổi biến

In =
n!xn

2
, Kn =

n!yn

2
,
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ta được hệ

xn = xn−1 + yn−1, x0 =
n

2

yn = −xn−1 + yn−1, y0 =
n

2

Hệ này tương đương với hệ

xn+1 = xn + yn, x0 =
n

2

yn+1 = −xn + yn, y0 =
n

2

Ta viết hệ trên dưới dạng

Un+1 = AUn,

với

A =

(
1 1
−1 1

)
, Un =

(
xn

yn

)
, U0 =

(
n
2n
2

)
.

Các giá trị riêng của A là λ1,2 = 1± i. Các véc tơ riêng độc lập tuyến tính

của A tương ứng với các giá trị riêng λ1, λ2 là

v1 =

(
1
1

)
, v2 =

(
1
−i

)
.

Nghiệm tổng quát của hệ là

Un =

(
α1(1 + i)n + α2(1− i)n

α1i(1 + i)n − α2i(1− i)n

)

=

(
(
√

2)n((α1 + α2) cos nπ
4

+ i(α1 − α2) sin nπ
4

)
(
√

2)n((α1 − α2)i cos
nπ
4
− (α1 + α2) sin nπ

4
)

)

=

(
(
√

2)n(α cos nπ
4

+ iβ sin nπ
4

)
(
√

2)n(βi cos nπ
4
− α sin nπ

4
)

)
.

Từ đó ta nhận được

xn = (
√

2)n(α cos
nπ

4
+ iβ sin

nπ

4
)

yn = (
√

2)n(βi cos
nπ

4
− α sin

nπ

4
)
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Cho n = 0 ta được α = 1
2
, βi = 1

2
, do đó

xn =
(
√

2)n

2
(cos

nπ

4
+ sin

nπ

4
)

yn =
(
√

2)n

2
(cos

nπ

4
− sin

nπ

4
).

Vậy,

In =
n!(
√

2)n

2n+1
(cos

nπ

4
+ sin

nπ

4
)

Kn =
n!(
√

2)n

2n+1
(cos

nπ

4
− sin

nπ

4
).

Đối với một số bài toán khó của số học, ta cũng có thể giải quyết bằng

cách áp dụng hệ phương trình sai phân tuyến tính. Để minh học điều này, ta

xét ví dụ sau:

Ví dụ 6.35. Cho n, k ∈ Z+. Chứng minh rằng với (x0, y0), x0, y0 ∈ Z+, tồn

tại duy nhất (xn, yn), xn, yn ∈ Z+ thỏa mãn

(x0 + y0

√
k)n = xn + yn

√
k (3.2)

(x0 − y0

√
k)n = xn − yn

√
k. (3.3)

Từ đó suy ra rằng: Nếu phương trình x2 − ky2 = 1, k ∈ Z+ có nghiệm

nguyên dương với k nào đó thì nó có vô số nghiệm nguyên dương.

Chứng minh bằng phương pháp quy nạp.

Ta chỉ cần chứng minh (3.2) còn (3.3) chứng minh tương tự.

Thật vậy, với n = 1 thì (3.2) đúng.

Giả sử (3.2) đúng với n tức là

(x0 + y0

√
k)n = xn + yn

√
k,

ta chứng minh (3.2) đúng với n + 1.
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Ta có

(x0 + y0

√
k)n+1 = (x0 + y0

√
k)n(x0 + y0

√
k)

= xnx0 + kyny0 + (ynx0 + xny0)
√
k

= xn+1 + yn+1

√
k,

từ đó ta có

xn+1 = x0xn + ky0yn ∈ Z+

yn+1 = y0xn + x0yn ∈ Z+.

Chứng minh tính duy nhất:

Giả sử tồn tại (x
′
n, y

′
n) , x

′
n, y

′
n ∈ Z+ thỏa (3.1). Khi đó ta có

xn + yn

√
k = x

′

n + y
′

n

√
k ⇔ xn − x

′

n = (y
′

n − yn)
√
k.

Giả sử yn 6= y
′
n suy ra xn−x

′
n

y
′
n−yn

=
√
k, nhưng do k không chính phương nên

ta có điều mâu thuẫn. Vậy, y
′
n = yn và do đó x

′
n = xn.

Ta giả thiết k không chính phương vì nếu k chính phương thì k = `2 suy ra

x2 − ky2 = 1⇔ x2 − `2y2 = 1⇔

x− `y = ±1

x+ `y = ±1

từ đây ta có

x = ±1

y = 0

do đó k không thỏa giả thiết của bài toán.

Bây giờ giả sử phương trình

x2 − ky2 = 1, k ∈ Z+
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có nghiệm nguyên dương (x0, y0), x0, y0 ∈ Z+. Khi đó

x2
0 − ky2

0 = 1⇔ (x0 +
√
ky0)(x0 −

√
ky0) = 1.

Với mọi n ∈ Z+ ta có

(x0 +
√
ky0)

n(x0 −
√
ky0)

n = 1

⇔ (xn + yn

√
k)(xn − yn

√
k) = 1

⇔ x2
n − ky2

n = 1.

Rõ ràng, (xn, yn) là nghiệm của phương trình x2 − ky2 = 1, k ∈ Z+.

Ví dụ 6.36. Đa thức Chebyshev được định nghĩa như sau:

Với x = cos θ ta đặt Tn(x) = cos nθ và Un(x) = sin(n+1)θ
sin θ

là các đa thức

Chebyshev loại I và loại II. Chúng là nghiệm của các phương trình sai phân

sau:

Tn+1 = 2xTn − Tn−1, T0 = 1, T1 = x (3.4)

và

Un+1 = 2xUn − Un−1, U0 = 1, U1 = 2x. (3.5)

Phương trình (3.4) tương đương với hệ phương trình sau

Tn+1 = 2xTn − Sn

Sn+1 = Tn.

Ta viết lại hệ này dưới dạng

Un+1 = AUn,

trong đó

Un =

(
Tn

Sn

)
A =

(
2x −1
1 0

)
.

Giá trị riêng của A là λ1,2 = x±
√
x2 − 1.



278 Chương 6. Khảo sát dãy số và phương trình sai phân

Gọi v là véc tơ riêng của A tương ứng với các giá trị riêng λ1, λ2, ta có

v1 =

(
1

x−
√
x2 − 1

)
, v2 =

(
1

x+
√
x2 − 1

)
.

Nghiệm tổng quát của hệ phương trình sai phân tuyến tính có dạng

Un = α1λ
n
1v1 + α2λ

n
2v2

=

(
α1(x+

√
x2 − 1)n + α2(x−

√
x2 − 1)n

α1(x+
√
x2 − 1)n(x−

√
x2 − 1) + α2(x−

√
x2 − 1)n(x+

√
x2 − 1)

)
.

Từ đó ta có

Tn = α1(x+
√
x2 − 1)n + α2(x−

√
x2 − 1)n.

Cho n bằng 0 và bằng 1 ta thu được

α1 + α2 = 1

α1(x+
√
x2 − 1) + α2(x−

√
x2 − 1) = x,

từ đó ta tìm được α1 = 1
2
, α2 = 1

2
.

Vậy,

Tn =
1

2
(x+

√
x2 − 1)n +

1

2
(x−

√
x2 − 1)n.

Phương trình (3.5) tương đương với hệ

Un+1 = 2xUn −Rn

Rn+1 = Un,

từ đó ta có ngay

Un = β1(x+
√
x2 − 1)n + β2(x−

√
x2 − 1)n.

Cho n bằng 0 và bằng 1 ta thu được

β1 + β2 = 1
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β1(x+
√
x2 − 1) + β2(x−

√
x2 − 1) = 2x,

từ đó ta tìm được

β1 =
x+
√
x2 − 1

2
√
x2 − 1

, β2 = −x−
√
x2 − 1

2
√
x2 − 1

.

Do đó

Un(x) =
(x+

√
x2 − 1)n+1

2
√
x2 − 1

− (x−
√
x2 − 1)n+1

2
√
x2 − 1

.

6.5 Hệ phương trình sai phân tuyến tính với hệ số hằng

Xét hệ phương trình sai phân tuyến tính không thuần nhất với hệ số hằng

un+1 = Aun + bn, (3.6)

trong đó A là ma trận vuông cỡ k×k, u0 là véc tơ cho trước, bn là vế phải của

hệ.

Dễ thấy nghiệm của (3.6) có dạng

un = Anu0 +
∞∑

j=0

An−j−1bj.

Vấn đề là ta cần tính An. Để giải quyết vấn đề này, chúng tôi xin giới thiệu

một số phương pháp như sau:

Sử dụng định lý Caley-Hamilton

Gọi

c(λ) = det(λI −A) = λk + ck−1λ
k−1 + · · ·+ c1λ + c0

= (λ − λ1)(λ− λ2) · · · (λ − λ2)

là đa thức đặc trưng của A.

Theo định lý Caley-Hamilton thì c(A) = 0, hay

Ak + ck−1A
k−1 + · · ·+ c1A+ c0I = (A− λ1I)(A− λ2I) · · · (A− λkI) = 0.

Ta có các định lý sau dùng để tính An.
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Định lý 6.12. Cho (A)k×k là ma trận không suy biến; λ1, λ2, · · ·, λk là các giá

trị riêng của A. Đặt M(0) = I, M(j) =
j∏

i=1

(A− λiI), j ≥ 1. Nếu xj(n), j =

1, 2, · · ·, k thỏa mãn

x1(n + 1) = λ1x1(n), x1(0) = 1;

xj+1(n + 1) = λj+1uj+1(n) + xj(n), xj+1(0) = 0, j = 1, 2, · · ·, k − 1,

thì An =
k−1∑
j=0

xj+1(n)M(j).

Chứng minh: Ta có

x1(n) = λn;

xj+1(n) =

n−1∑

i=0

λn−i−1
j+1 xj(i), j = 1, 2, · · ·, k − 1; M(k) = 0.

Đặt

Φ(n) =
k−1∑

j=0

xj+1(n)M(j).

Ta cần chứng minh

Φ(I) = 0, Φ(n+ 1) = AΦ(n).

Rõ ràng

Φ(0) =
k−1∑

j=0

xj+1(0)M(j) = x1(0)M(0) = I.

Ta có

Φ(n + 1)−AΦ(n) =
k−1∑

j=0

xj+1(n+ 1)M(j) −
k−1∑

j=0

xj+1(n)AM(j).

Vì

AM(j) = (A− λj+1I + λj+1I)Mj = M(j + 1) + λj+1Mj ,

nên

Φ(n+ 1)−AΦ(n) =
k−1∑

j=0

(xj+1(n)− λj+1xj+1(n))M(j)−
k−1∑

j=0

xj+1(n)M(j + 1).
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Mặt khác, ta có

k−1∑

j=0

xj+1(n)M(j + 1) =

k∑

i=1

xi(n)M(i) =

k−1∑

j=1

xj(n)M(j),

do đó

Φ(n + 1)−AΦ(n) = (x1(n+ 1) − λ1u1(n))

+

k−1∑

j=1

(xj+1(n)− λj+1(n)− xj(n))M(j) = 0.

Định lý được chứng minh.

Ví dụ 6.37. Xét

A =

(
0 1 1
−2 3 1
−3 1 4

)
.

Ta có

c(λ) = (λ− 2)2(λ − 3), u1(n) = λn
1 , uj+1(n) =

n−1∑

i=0

λn−j−1
j+1 uj(i).

Do đó

u1(n) = 2n,

u2(n) =
n−1∑

i=0

2n−i−12i =
n−1∑

i=0

2n−1 = n2n−1,

u3(n) =
n−1∑

i=0

3n−i−1i2i−1

=

(
3

2

)n−1 n−1∑

i=0

i

(
2

3

)1

= −2n + 3n − n2n−1.

Vậy

An =

(
2n−1 − 3n − n2n−1 n2−1 −2n + 3n

2n − 3n − n2n−1 (n+ 2)2n−1 −2n + 3n

2n+1 − 23n − n2n−1 n2n−1 −2n + 23n

)
.
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Định lý 6.13. Cho (A)k×k là ma trận không suy biến,

c(λ) = λk + ck−1λ
k−1 + · · ·+ c1λ + c0

là đa thức đặc trưng của A, z(n) là nghiệm của phương trình sai phân

z(n+ k) + ck−1z(n+ k − 1) + · · ·+ c1z(n+ 1) + c0z(n) = 0,

với z(0) = z(1) = · · · = z(k − 2) = 0, z(k − 1) = 1; q1(n), q2(n), · · ·, qk(n)

thỏa




q1(n)
.
.
.

qk(n)


 =




c1 c2 . . . ck−1 1
c2 . . . . 1 0
. . . . . . .
. . .
. .

ck−1 1 . .
1 0 . . . . 0







z(n)
.
.
.

z(n+ k − 1)


 .

Khi đó

An =

k−1∑

j=0

qj+1(n)Aj.

Chứng minh: Đặt

ψ(n) =
k−1∑

i=0

qj+1(n)Aj.

Ta cần chứng minh

ψ(0) = I, ψ(n+ 1) = Aψ(n).

Ta có

ψ(0) =
k−1∑

j=0

qj+1(0)A
j = q1(0)A

0 = I.

Từ giả thiết ta có

q1(n+1) = c1z(n+1)+c2z(n+2)+···+c(k−1)z(n+k−1)+z(n+k) = −c0z(n),

suy ra

q1(n+ 1) + c0z(n) = 0.



6.5. Hệ phương trình sai phân tuyến tính với hệ số hằng 283

Tương tự

q2(n+ 2) + c1z(n+ 1) = q1(n+ 1)

.

.

.

qk(n+ k) + ck−1z(n+ k − 1) = qk(n+ k − 1).

Vì qk(n) = z(n) nên

q1(n+ 1) + c0qk(n) = 0

q2(n+ 1) + c1qk(n) = q1(n)

.

.

.

qk(n + 1) + ck−1qk(n) = qk−1(n).

Khi đó

ψ(n+ 1) −Aψ(n) =

= q1(n+ 1)I +
(
−c1qk(n)A1 − · · · − ck−1qk(n)Ak−1

)
− qk(n)Ak

= q1(n+ 1)I − qk(n)
(
c1A

1 + · · ·+ ck−1Ak−1
)
− qk(n)An

= q1(n+ 1)I + c0q
kI = 0.

Định lý được chứng minh.

Ví dụ 6.38. Xét

A =

(
0 1 1
−2 3 1
−3 1 4

)
.
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Ta có

c(λ) = λ3 − 7λ2 + 16λ − 12.

Phương trình

z(n+ 3)− 7z(n+ 2) + 16z(n + 1)− 12z(n) = 0, z(0) = z(1) = 0, z(2) = 1

có nghiệm là z(n) = −(2 + n)2n−1 + 3n. Khi đó

q1(n) = −3(1 + n)2n + 43n

q2(n) = (8 + 5n)2n−1 − 4.3n

q3(n) = −(2 + n)2n−1 + 3n.

Ta tính được

A0 = I, A2 =

( −5 4 5
−9 8 5
−14 4 14

)
.

Vậy

An =
2∑

j=0

qj+1(n)Aj =

(
2n−1 − 3n − n2n−1 n2−1 −2n + 3n

2n − 3n − n2n−1 (n+ 2)2n−1 −2n + 3n

2n+1 − 23n − n2n−1 n2n−1 −2n + 23n

)
.

Định lý 6.14. Cho (A)k×k là ma trận không suy biến,

c(λ) = λk + ck−1λ
k−1 + · · ·+ c1λ+ c0

là đa thức đặc trưng của A. Giả sử y1(n), y2(n), · · ·, yk(n) là các nghiệm của

phương trình c(E)y(n) = 0. Nếu {(y1(n), y2(n), · · ·, yk(n))} là tập độc lập

tuyến tính thì tồn tại các ma trận E1, E2, Ek sao cho

An = y1(n)E1 + · · ·+ yk(n)Ek.

Chứng minh: Xét hệ




I = y1(0)E1 + . . . + yk(0)Ek

A = y1(1)E1 + . . . + yk(1)Ek

.

.

.
Ak−1 = y1(k − 1)E1 + . . . + yk−1Ek.
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Vì ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y1(0) y2(0) . . . yk(0)
y1(1) y2(1) . . . yk(1)
.
.
.

y1(k − 1) y2(k − 1) . . . yk(k − 1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

6= 0

nên hệ trên có nghiệm duy nhất (E1, E2, · · ·, Ek) thỏa

An = y1(n)E1 + · · ·+ yk(n)Ek.

Định lý được chứng minh.

Ví dụ 6.39. Xét

A =

(
0 1 1
−2 3 1
−3 1 4

)
.

Ta có

An =
3∑

j=1

yj(n)Ej,

trong đó

y1(n) = 2n, y2(n) = n2n−1, y3(n) = 3n,

E1, E2, E3 là nghiệm của hệ

{
I = y1(0)E1 + y2(0)E2 + y3(0)E3

A = y1(1)E1 + y2(1)E2 + y3(1)E3

A2 = y1(2)E1 + y2(2)E2 + y3(2)E3,

suy ra

E1 =

(
2 0 −1
1 1 −1
−3 1 4

)
, E2 =

( −1 1 0
1 1 −1
−3 1 4

)
, E3 =

( −1 0 1
−1 0 1
−2 0 2

)
.

Vậy

An =

(
2n−1 − 3n − n2n−1 n2−1 −2n + 3n

2n − 3n − n2n−1 (n+ 2)2n−1 −2n + 3n

2n+1 − 23n − n2n−1 n2n−1 −2n + 23n

)
.
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Ví dụ 6.40. Xét

A =

(
8 −19 12
1 0 0
0 1 0

)
.

Ta có

An =

3∑

j=1

yj(n)Ej ,

trong đó

y1(n) = 1n, y2(n) = 3n, y3(n) = 4n,

E1, E2, E3 là nghiệm của hệ
{

I = E1 + E2 + E3

A = E1 + 3E2 + 4E3

A2 = E1 + 9E2 + 16E3,

Dễ kiểm tra được

D = 6;DE1 = A2− 7A+12I;DE2 = −3A2 +15A− 12I;DE3 = 2A2− 8A+6I;

trong đó

A2 =

(
45 −140 96
8 −19 12
1 0 0.

)

Do đó

E1 =




1
6
−7

6
2

1
6
−7

6
2

1
6
−7

6
2


 , E2 =



−9

2
45
2
−18

−3
2
−15

2
−6

−1
2

5
2

−2


 , E3 =




16
3
−64

3
16

4
3
−16

3
4

1
3
−4

3
1


 .

Vậy

An =




1
6
− 9·3n

2
+ 16·4n

3
−7

6
+ 45·3n

2
− 64·4n

3
2− 18 · 3n + 16 · 4n

1
6
− 3·3n

2
+ 4·4n

3
−7

6
+ 15·3n

2
− 16·4n

3
2 − 6 · 3n + 4 · 4n

1
6
− 3n

2
+ 4n

3
−7

6
+ 5·3n

2
− 4·4n

3
2 − 2 · 3n + 4n


 .

Định lý 6.15. Cho (A)k×k là ma trận không suy biến, khi đó ma trận A được

phân tích duy nhất dưới dạng A = S + N , (trong đó SN = NS, S nửa đơn,

N lũy linh) và

An = (S +N)n = Sn +

(
n
1

)
Sn−1N +

(
2
2

)
Sn−2N2 + · · ·+

+

(
n

k − 1

)
Sn−k+1Nk−1.



6.5. Hệ phương trình sai phân tuyến tính với hệ số hằng 287

Chứng minh: Ta viết c(λ)dưới dạng

c(λ) =

s∏

i=1

(λ − µi)
ni , ni ≥ 1, n1 + n2 + · · ·+ ns = k.

Khi đó ta có thể phân tích c(λ)−1 như sau

1

c(λ)
=

c1(λ)

(λ− µ1)n1
+

c2(λ)

(λ− µ2)n2
+ · · ·+ cs(λ)

(λ− µs)ns
.

Xét đa thức

fi(λ) = ci(λ)
∏

j 6=i

(λ − µj)
nj ,

khi đó

1 = f1(λ) + f2(λ) + · · ·+ fs(λ).

Và với Fi = fi(A) ta có các hệ thức sau

F1 + F2 + · · ·Fs = I, FiFj = FjFi = 0, F 2
i = Fi.

Đặt

S =

s∑

i=1

µiFi, N = A− S.

Ta có

A = S +N, SN = NS, Nk = 0, S nửa đơn.

Định lý được chứng minh.

Ví dụ 6.41. Xét

A =

(
0 1 1
−2 3 1
−3 1 4

)
.

Ta có
1

c(λ)
=

1 − λ
(λ− 2)2

+
1

λ − 3
.

1 = (1− λ)(λ − 3) + (λ− 2)2 = f1(λ) + f2(λ), Fi = f1(A).

F1 =

(
2 0 −1
1 1 −1
2 0 −1

)
, F2 =

( −1 0 1
−1 0 1
−2 0 2

)
.
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S = 2F1 + 3F2 =

(
1 0 1
−1 2 1
−2 0 4

)
, N = A− S =

( −1 1 0
−1 1 0
−1 1 0

)
.

N2 = 0, SN = NS = 2N, An = Sn + n2n−1N.

Tính luỹ thừa của ma trận Jordan

Ta biết rằng, với ma trận A đã cho luôn tồn tại ma trận Q không suy biến

sao cho Λ = QAQ−1 là ma trận Jordan. Viết phương trình (3.6) dưới dạng

Qun+1 = QAQ−1Qun +Qbn, (3.7)

Đặt vn = Qun ta được

vn+1 = Λnv0 +Q
∞∑

j=0

An−j−1bj.

Trước hết ta nhắc lại cách đưa một ma trận về ma trận Jordan.

Tìm đa thức đặc trưng A − λI và số đặc trưng của ma trận A cấp n đã

cho. Giả sử λi là nghiệm đặc trưng bội mi.

Đối với mỗi nghiệm đặc trưng λi bội mi ta tìm các ô Jordan tương ứng với

nó (số lượng và cỡ của chúng). Số các ô Jordan tương ứng với giá trị riêng λi

bằng n− ri, với ri là hạng của ma trận A− λiI. Như vậy, nếu n− ri = mi thì

λi tương ứng với mi ô dạng Ji(λi). Nếu n− ri < mi thì λi tương ứng với gh ô

dạng Jh(λi), với

gh = r(A−λiI)h−1 − 2r(A−λiI)h + r(A−λiI)h+1, h = 1, 2, · · · , `;
∑̀

h=1

= mi.

Đặc biệt, nếu λi là nghiệm đơn của phương trình đặc trưng thì có một ô Jordan

Ji(λi) tương ứng với nghiệm đó.

Tiếp theo ta nhắc lại cách tìm ma trận Q đưa một ma trận đã cho về dạng

Jordan.

Nếu ma trận A cấp n được dẫn đến dạng chéo Λ = Q−1AQ thì các toạ độ

của n véc tơ riêng độc lập tuyến tính của ma trận A là các cột của ma trận Q.
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Nếu dạng Jordan của ma trận A không là dạng chéo thì ta căn cứ vào

nguyên tắc sau: Nếu f là ánh xạ tuyến tính mà ma trận của nó trong cơ sở

{e1, · · · , en} là A, còn {e′1, · · · , e′n} là cơ sở mà trong đó ánh xạ f có ma trận

Jordan Λ, thì ma trận Q là ma trận chuyển từ cơ sở {e1, · · · , en} đến cơ sở

{e′1, · · · , e′n}.

Từ nhận xét trên, ta rút ra các bước như tìm Q như sau:

- Tìm dạng Jordan của ma trận đã cho;

- Tìm toạ độ của các véc tơ cơ sở e′1, · · · , e′n trong cơ sở {e1, · · · , en};

- Tìm ma trận chuyển từ cơ sở {e1, · · · , en} đến cơ sở {e′1, · · · , e′n}.

Ví dụ 6.42. Tìm ma trận Q đưa ma trận

A =

(
5 −6
1 0

)

về dạng Jordan.

- Dễ thấy đa thức đặc trưng của A có 2 nghiệm là λ = 2 và λ = 3. Do đó

dạng Jordan của A là

Λ =

(
2 0
0 3

)
.

- Hai véc tơ riêng u, v của A tương ứng với λ = 2, λ = 3 là u = (2b, b), v =

(3a, a), a, b ∈ R.

Do đó ta có

Q =

(
3a 2b
a b

)
.

Ví dụ 6.43. Tìm ma trận Q đưa ma trận

A =

( −1 0 1
0 2 0
−1 0 3

)
.

về dạng Jordan.

- Dạng Jordan của A là

Λ =

(
2 0 0
0 −2 1
0 0 −2

)
.
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Từ ma trận Λ ta có

f(e′1) = 2e′1

f(e′2) = −2e′1

f(e′3) = e′2 − 2e′3

Do đó e′1 là véc tơ riêng của A tương ứng với giá trị riêng 2. Toạ độ x1, x2, x3

của e′1 trong cơ sở {e1, e2, e3} là nghiệm của hệ




−3x1 + 0x2 + x3 = 0
0x1 + 0x2 + 0x3 = 0
−x1 + 0x2 − 5x3 = 0.

Ta

nhận được e′1 = 0e1 + ke2 + 0e3. Dễ thấy e′2 là véc tơ riêng của A tương ứng

với giá trị riêng −2. Tương tự, ta tìm được e′2 = −te1 + 0e2 + te3. Giả sử

z = (z1, z2, z3) là toạ độ của e′3. Khi đó

Az = (−t, 0, t)− 2(z1, z2, z3),

từ đó suy ra

e′3 = (−t− s)e1 + 0e2 + se3; s, t ∈ R, |s|+ |t| 6= 0.

Vậy

Q =

(
0 −t −s− t
k 0 0
0 t s

)
.

Bài tập

1. Tìm nghiệm tổng quát của hệ phương trình sai phân thuần nhất

un+1 = Aun

với ma trận A được cho bởi(
0 1
−1 0

)
,

(
4 −2
5 2

)
,

(
7 6
2 6

)
,

(
0 1 1
1 0 1
1 1 0

)
,

(
1 −1 4
3 2 −1
2 1 −1

)
,

(
5 −3 −2
8 −5 −4
−4 3 3

)
,

(
2 1 0
1 3 1
0 1 2

)
,

(
2 1 −1
−3 −1 1
9 3 −4

)
,

(
0 1 0
0 0 1
1 −3 3

)
,
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( −1 0 4
0 −1 2
0 0 1

)
,

(
2 0 1
0 2 0
0 0 3

)
,

( −1 1 0
0 −1 0
0 0 3

)
.

2. Tìm nghiệm tổng quát của hệ phương trình sai phân không thuần nhất

un+1 = Aun + bn,

với ma trận A và véc tơ bn cho bởi

a.

(
3 −1
−3 5

)
,

(
2k
4k

)
.

b.

(
−2 2
−3 4

)
,

(
5k+1

1/2

)
.

c.

(
2 1 −1
−3 −1 1
9 3 −4

)
,

(
0
k
0

)
.

d.

(
1 0 0
2 1 −2
3 2 1

)
,

(
1
k
2k

)
.

6.6 Một số lớp phương trình sai phân phi tuyến có chậm

Xét phương trình sai phân phi tuyến dạng

xn+1 = F (xn, xn−1, · · ·, xn−k) , n = 0, 1, · · ·, (4.5)

trong đó x−k, x−k+1, · · ·, x0 là các số cho trước, F ∈ C
[
Ik+1, I

]
, với I là

khoảng số thực và k là số nguyên dương cho trước.

Định nghĩa 6.6. Một dãy số thực (xn)
∞
n=−k được gọi là nghiệm của phương

trình (4.5) nếu nó thỏa mãn (4.5) với mọi n = 0, 1, · · ·.

Cho trước (k + 1) số thực ai, i = −k,−k + 1, · · ·, 0 thì phương trình

(4.5) có nghiệm duy nhất (xn)
∞
n=−k thỏa mãn điều kiện ban đầu xi = ai, i =

−k,−k + 1, · · ·, 0.

Định nghĩa 6.7. Một nghiệm (xn)∞n=−k của phương trình (4.5) được gọi là

nghiệm dương nếu xn > 0, ∀n.
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Định nghĩa 6.8. Một nghiệm dương (xn)
∞
n=−k của phương trình (4.5) được

gọi là giới nội ngặt nếu

0 < lim
n→∞

inf xn 6 lim
n→∞

supxn <∞.

Định nghĩa 6.9. Một dãy (xn) được gọi là dao động xung quanh điểm 0 hay

đơn giản là dao động nếu các số hạng không đồng thời dương hoặc không đồng

thời âm. Ngược lại, ta nói dãy (xn) không dao động.

Một dãy (xn) được gọi là dao động ngặt nếu ∀n0 ≥ 0, ∃n1, n2 ≥ n0 sao

cho xn1.xn2 < 0.

Một dãy (xn) được gọi là dao động xung quanh x̄ nếu dãy (xn − x̄) dao

động.

Một dãy (xn) được gọi là dao động ngặt xung quanh x̄ nếu dãy (xn − x̄)

dao động ngặt.

Định nghĩa 6.10. Cho I là khoảng số thực, x̄ ∈ I được gọi là điểm cân bằng

của phương trình (4.5) nếu x̄ = F (x̄, x̄, · · ·, x̄ ).

i) Điểm cân bằng x̄ của phương trình (4.5) được gọi là ổn định địa phương

nếu ∀ε > 0, ∃δ > 0 sao cho mỗi nghiệm với điều kiện ban đầu x−k, x−k+1, · ·

·, x0 ∈ (x̄− δ; x̄+ δ) thì xn ∈ (x̄− ε; x̄+ ε), ∀n ∈ N.

ii) Điểm cân bằng x̄ của phương trình (4.5) được gọi là ổn định tiệm cận địa

phương nếu nó ổn định địa phương và nếu ∃γ > 0 sao cho với x−k, x−k+1, ···, x0

∈ I mà x−k, x−k+1, · · ·, x0 ∈ (x̄− γ; x̄+ γ) thì limxn
n→∞

= x̄.

iii) Điểm cân bằng x̄ của phương trình (4.5) được gọi là hút toàn cục nếu

mọi nghiệm (xn)
∞
n=−k của phương trình (4.5) đều hội tụ đến x̄ khi n→∞.

iv) Điểm cân bằng x̄ của phương trình (4.5) được gọi là ổn định tiệm cận

toàn cục nếu nó ổn định địa phương và hút toàn cục.

v) Phương trình

yn+1 =
k∑

i=0

∂F

∂xn−i

(x̄, x̄, · · · , x̄) yn−i, n = 0, 1, · · ·,
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được gọi là phương trình tuyến tính liên kết với phương trình (4.5) xung quanh

điểm cân bằng x̄.

vi) Phương trình

λn+1 =
k∑

i=0

∂F

∂xn−i
(x̄, x̄, · · ·, , x̄) λn−i, n = 0, 1, · · ·,

được gọi là phương trình đặc trưng liên kết với phương trình (4.5).

Định nghĩa 6.11. Giả sử (xn)
∞
n=−k là một nghiệm dương của phương trình

(4.5). Khi đó ta gọi:

i) Một nửa chu trình dương của một nghiệm (xn)
∞
n=−k của phương trình

(4.5) xung quanh điểm cân bằng x̄ là một dãy (xl, xl+1, · · ·, xm) sao cho tất

cả xi ≥ x̄, i = l, l+ 1, · · ·, m và sao cho hoặc là

` = −k hay ` > −k và x`−1 < x,

và hoặc là

m =∞ hay m <∞ và xm+1 < x.

ii) Một nửa chu trình âm của một nghiệm (xn)
∞
n=−k của phương trình (4.5)

xung quanh điểm cân bằng x̄ là một dãy (xl, xl+1, · · ·, xm) sao cho tất cả

xi < x̄, i = l, l+ 1, · · ·, m với

` = −k hay ` > −k và x`−1 > x,

và hoặc là

m =∞ hay m <∞ và xm+1 > x.

Định nghĩa 6.12. Nửa chu trình đầu tiên của một nghiệm là nửa chu trình

bắt đầu với số hạng x−k và nó dương nếu x−k ≥ x̄, nó âm nếu x−k < x̄.
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Mệnh đề 6.1. Cho F ∈ C
[
Ik+1, I

]
(I là khoảng số thực tùy ý), k ∈ N∗.

Gọi (xn)∞n=−k là một nghiệm bị chặn của phương trình (4.5). Giả sử rằng

lim
n→∞

inf xn = J ∈ I, lim
n→∞

sup xn = S ∈ I. Khi đó tồn tại hai dãy (Jn)∞n=−∞ và

(Sn)
∞
n=−∞ thỏa mãn phương trình sai phân (4.5) với mọi n ∈ Z mà J0 = J ,

S0 = S; Jn, Sn ∈ [J ; S] , ∀n ∈ Z và với mỗi N ∈ Z thì JN , SN là hai điểm

giới hạn của dãy (xn)
∞
n=−k .

Hơn nữa, với mỗi m 6 −k, tồn tại hai dãy con (xrn) và (xln) của nghiệm

(xn)
∞
n=−k thỏa lim

n→∞
xrn+N = JN , lim

n→∞
xln+N = SN , với mọi N ≥ m.

Ví dụ 6.44. Xét phương trình sai phân

xn+1 = xn, n = 0, 1, · · ·, (4.6)

với điều kiện ban đầu x0. Khi đó điểm cân bằng x̄ = 0 là ổn định địa phương,

nhưng không ổn định tiệm cận địa phương.

Thật vậy, nghiệm của phương trình (4.6) có dạng xn = c, c ∈ R. Do đó

∀ε > 0, ∃δ = ε sao cho bất kỳ nghiệm xn = c thỏa |x0 − 0| = |c| < δ, ta có

|xn − 0| = |c| < δ = ε.

Điểm cân bằng x̄ = 0 không ổn định tiệm cận địa phương vì có số δ > 0

(không phụ thuộc ε) và nghiệm xn = c sao cho |x0| < δ nhưng xn không hội

tụ về 0.

Ví dụ 6.45. Xét phương trình sai phân

xn+1 =
1

3
xn, n = 0, 1, · · ·, (4.7)

với điều kiện ban đầu x0. Khi đó điểm cân bằng x̄ = 0 là ổn định tiệm cận

toàn cục.

Thật vậy, nghiệm của phương trình (4.7) có dạng xn =
(

1
3

)n
x0. Do đó

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(
1
3

)n
x0 = 0.
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Và điểm cân bằng x̄ = 0 là ổn định địa phương. Thật vậy, ∀ε > 0, ∃δ =

δ (ε) = ε > 0, sao cho với nghiệm xn =
(

1
3

)n
x0 thỏa mãn |x0 − 0| = |x0| < ε

thì |xn − 0| =
∣∣(1

3

)n
x0

∣∣ 6 |x0| < δ = ε.

Mệnh đề sau thường được sử dụng để khảo sát tính ổn định địa phương

của nghiệm phương trình (4.5) trong trường hợp k = 1.

Mệnh đề 6.2. Xét phương trình

xn+1 = F (xn, xn−1) , n = 0, 1, · · ·. (4.8)

Giả sử x̄ là điểm cân bằng của phương trình (4.8) và phương trình đặc trưng

liên kết với phương trình (4.8) có dạng

λ2 − rλ − s = 0. (4.9)

Khi đó

i) Nếu hai nghiệm của phương trình (4.9) nằm trong hình tròn đơn vị

|λ| < 1 thì điểm cân bằng x̄ là ổn định tiệm cận địa phương.

ii) Nếu có ít nhất một nghiệm của phương trình (4.9) có giá trị tuyệt đối

lớn hơn 1 thì x̄ không ổn định.

iii) Điều kiện cần và đủ để hai nghiệm của phương trình (4.9) nằm trong

hình tròn đơn vị |λ| < 1 là |r| < 1− s < 2.

iv) Điều kiện cần và đủ để một nghiệm của phương trình (4.9) có giá trị

tuyệt đối bé hơn 1 và nghiệm còn lại có giá trị tuyệt đối lớn hơn 1 là r2 > −4s

và |r| > |1− s|.

v) Điều kiện đủ để hai nghiệm của phương trình (4.9) nằm trong hình tròn

đơn vị là |λ| < 1 là |r|+ |s| < 1.

Ví dụ 6.46. Xét phương trình sai phân

xn+1 = α +
xn−1

xn

, n = 0, 1, · · ·, (4.10)
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với điều kiện ban đầu x−1, x0. Khi đó, điểm cân bằng x̄ = α + 1 của phương

trình là ổn định tiệm cận địa phương nếu α > 1, không ổn định tiệm cận nếu

0 < α < 1.

Thật vậy, ta có phương trình đặc trưng liên kết với phương trình (4.10)

xung quanh điểm cân bằng x̄ = α + 1 là

λ2 +
1

α+ 1
λ − 1

α+ 1
= 0. (4.11)

Ta có

|r| + |s| = 2

α+ 1
.

Nếu α > 1 thì |r|+ |s| < 1. Do đó, hai nghiệm của phương trình (4.11) nằm

trong hình tròn đơn vị |λ| < 1. Theo Mệnh đề 4.5 thì điểm cân bằng x̄ = α+1

là ổn định tiệm cận địa phương.

Nếu α < 1 thì |r| + |s| > 1. Do đó, phương trình (4.11) có ít nhất một

nghiệm có giá trị tuyệt đối lớn hơn 1. Theo Mệnh đề 4.5 thì điểm cân bằng

x̄ = α + 1 là không ổn định tiệm cận.

Ví dụ 6.47. Xét phương trình sai phân

xn+1 =
α− βxn

η − xn−1
, n = 0, 1, · · ·, (4.12)

trong đó điều kiện ban đầu x−1, x0; α, β, η là các số thực dương sao cho α =

(β+η)2

4
và η > β. Khi đó, điểm cân bằng của phương trình này là không ổn

định.

Thật vậy, xét phương trình xác định điểm cân bằng

x̄ =
α − βx̄
η − x̄ ,

hay

(x̄)2 − (β + η) x̄+ α = 0,
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nên (
x̄− β + η

2

)2

= 0.

Do đó

x̄ =
β + η

2
.

Phương trình đặc trưng liên kết với phương trình (4.12) xung quanh điểm

cân bằng x̄ = β+η
2

là

λ2 +
2β

η − β
λ − η + β

η − β
= 0.

Đặt r = − 2β
η−β

, s = η+β
η−β

, khi đó |r|+ |s| = 2β
η−β

+ η+β
η−β

> 1 + 2β
η−β

> 1. Theo

Mệnh đề 4.5 thì điểm cân bằng x̄ = β+η
2

không ổn định.

Về một lớp phương trình sai phân hữu tỷ bậc 1

Trong mục này ta nghiên cứu sự hội tụ của nghiệm phương trình sai phân

hữu tỷ bậc một

xn+1 =
α + βxn

A+Bxn
, (4.13)

trong đó n ∈ N0 và x0 là số thực không âm cho trước. Trước hết ta xét ví dụ

sau:

Xét phương trình

xn+1 = 1 +
1

1 + xn
, x0 = 1.

Ta sẽ chứng tỏ limn→∞ xn =
√

2. Từ đó ta sẽ phát biểu định lý tổng quát

về sự hội tụ của những dãy {xn} thỏa mãn phương trình

xn+1 = f(xn)

với x0 > 0 cho trước, f là hàm dương, liên tục, nghịch biến trên [0,∞).

Xét hàm

f(x) = 1 +
1

1 + x
,
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ta có 1 < f(x) 6 2, f(x) là hàm dương, liên tục, nghịch biến trên [0,∞).

Từ

xn+1 = 1 +
1

1 + xn
= f(xn)

ta suy ra

1 < xn+1 6 2, với mọi n = 0, 1, 2, · · · .

Ta xét hai trường hợp:

Trường hợp 1: x0 < x2 suy ra f(x0) > f(x2) hay x1 > x3 suy ra f(x1) <

f(x3) hay x2 < x4 suy ra f(x2) > f(x4) hay x3 > x5, · · ·

Quy nạp : x2n < x2n+2. Thật vậy, giả sử x2k < x2k+2 suy ra f(x2k) >

f(x2k+2) hay x2k+1 > x2k+3 suy ra f(x2k+1) < f(x2k+3) hay x2k+2 < x2k+4 suy

ra {x2n} là dãy tăng. Chứng minh tương tự ta được {x2n+1} là dãy giảm.

Ta có:

- Dãy {x2n} tăng và bị chặn trên nên {x2n} hội tụ. Giả sử x2n → α khi

n→∞.

- Dãy {x2n+1} giảm và bị chặn dưới nên {x2n+1} hội tụ. Giả sử x2n+1 → β

khi n→∞.

Do hàm f liên tục nên ta có hệ

β = f(α),

α = f(β),

hay

β = 1 +
1

1 + α
,

α = 1 +
1

1 + β
.

Từ đó ta nhận được

α = β =
√

2.
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Trường hợp 2: x0 ≥ x2.

Lấy x0 = 2 suy ra

x1 =
4

3
, x2 =

10

7
, x3 =

24

17
, x4 = 1 +

17

41
.

Ta có:

- Dãy {x2n} giảm và bị chặn dưới nên {x2n} hội tụ. Giả sử x2n → α khi

n→∞.

- Dãy {x2n+1} tăng và bị chặn trên nên {x2n+1} hội tụ. Giả sử x2n+1 → β

khi n→∞.

Tương tự trường hợp 1 ta cũng thu được α = β =
√

2. Vậy,

lim
n→∞

xn =
√

2. �

Định lý sau cho ta một điều kiện đủ để mọi nghiệm của một lớp phương

trình sai phân phi tuyến bậc một hội tụ.

Định lý 6.16. Giả sử f : [0,+∞) −→ (0,+∞) là hàm số liên tục, nghịch

biến trên [0,∞) và hệ phương trình

x = f(y),

y = f(x)

có nghiệm duy nhất x = y = `. Khi đó mọi nghiệm của phương trình sai phân

phi tuyến bậc một

xn+1 = f(xn), n ∈ N0, (x0 > 0 cho trước)

hội tụ tới `.

Chứng minh: Ta xét hai trường hợp:

Trường hợp 1: x0 < x2. Ta có f(x0) > f(x2) hay x1 > x3 suy ra f(x1) <

f(x3) hay x2 < x4 suy ra f(x2) > f(x4) hay x3 > x5, · · · .



300 Chương 6. Khảo sát dãy số và phương trình sai phân

Ta sẽ chứng minh quy nạp rằng x2n < x2n+2, ∀n ∈ N0. Thật vậy, giả sử

x2k < x2k+2 suy ra f(x2k) > f(x2k+2) hay x2k+1 > x2k+3 suy ra f(x2k+1) <

f(x2k+3) hay x2k+2 < x2k+4 suy ra {x2n} là dãy tăng. Chứng minh tương tự ta

được {x2n+1} là dãy giảm. Dãy {x2n} tăng và bị chặn trên, dãy {x2n+1} giảm

và bị chặn dưới nên chúng hội tụ. Giả sử x2n → u, x2n+1 → v khi n→∞. Do

f là hàm liên tục nên ta có f(u) = v. Lý luận tương tự ta cũng có f(v) = u.

Vậy ta nhận được hệ phương trình

v = f(u),

u = f(v).

Theo giả thiết hệ này có nghiệm duy nhất u = v = `.

Trường hợp 2: x0 ≥ x2. Trong trường hợp này, dãy {x2n} giảm và bị chặn

dưới, dãy {x2n+1} tăng và bị chặn trên. Giả sử x2n → u, x2n+1 → v khi n→∞.

Tương tự trường hợp 1 ta thu được u = v = `.

Vậy ta có

lim
n→∞

xn = `.

Định lý được chứng minh.

Bây giờ ta áp dụng định lí 6.16 để khảo sát sự hội tụ của nghiệm phương

trình (4.13). Xét hàm số f(x) = βx+α
Bx+A

, x > 0. Ta có f là hàm liên tục và

nghịch biến trên [0,+∞) nếu βA < Bα. Mặt khác, dễ kiểm tra được hệ phương

trình

x = f(y),

y = f(x)

có nghiệm dương duy nhất

x = y =
β −A+

√
(A− β)2 + 4Bα

2B
.
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Do đó, theo định lý 6.16, mọi nghiệm của (4.13) hội tụ tới số dương

` =
β −A+

√
(A− β)2 + 4Bα

2B
.

Ví dụ 6.48. Tính căn bậc hai dương của một số dương a.

Xét phương trình sai phân hữu tỷ

xn+1 =
xn + a

xn + 1
, n ∈ N0, (x0 > 0 cho trước).

Dễ thấy, mọi nghiệm của phương trình này hội tụ tới
√
a.

Nhận xét 6.2. Ta có thể sử dụng định lý 6.16 để khảo sát sự hội tụ của nghiệm

nhiều phương trình sai phi tuyến khác phương trình (4.13). Chẳng hạn, ta có

ví dụ sau:

Ví dụ 6.49. Khảo sát sự hội tụ của nghiệm phương trình

xn+1 =
√

3 +
xn√
x2

n − 1
, n ∈ N0, (x0 >

√
3 cho trước).

Xét hàm số

f(x) =
√

3 +
x√

x2 − 1
, ∀x ∈ [

√
3,+∞).

Rõ ràng f liên tục trên [
√

3,+∞). Ta có

f
′
(x) =

−1√
(x2 − 1)3

< 0, ∀x ∈ [
√

3,+∞).

Do đó f nghịch biến trên [
√

3,+∞).

Xét hệ phương trình

v =
√

3 +
u√

u2 − 1
,

u =
√

3 +
v√

v2 − 1
, ∀u, v ∈ [

√
3,+∞).

Ta sẽ chứng minh hệ này có nghiệm duy nhất u = v. Thật vậy,

v
√
u2 − 1 =

√
3
√
u2 − 1 + u,
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u
√
v2 − 1 =

√
3
√
v2 − 1 + v, ∀u, v ∈ [

√
3,+∞).

Lấy phương trình thứ hai trừ vế theo vế cho phương trình thứ nhất của hệ ta

được

u
√
v2 − 1− v

√
u2 − 1 =

√
3
√
v2 − 1−

√
3
√
u2 − 1 + v − u.

Viết lại phương trình này dưới dạng

√
v2 − 1

(
u−
√

3
)
−
√
u2 − 1

(
v −
√

3
)
= v − u.

Ta chứng minh u = v. Giả sử trái lại, u > v, khi đó vế phải âm. Ta chứng

minh vế trái dương. Thật vậy, xét hàm số f(t) = t−
√

3√
t2−1

, t >
√

3. Dễ thấy, f

là hàm đơn điệu tăng. Do đó ta có

f(u) > f(v)

u−
√

3√
u2 − 1

>
v −
√

3√
v2 − 1

√
v2 − 1

(
u−
√

3
)
>
√
u2 − 1

(
v −
√

3
)

√
v2 − 1

(
u−
√

3
)
−
√
u2 − 1

(
v −
√

3
)
> 0.

Điều này chứng tỏ vế trái dương. Ta có điều vô lý. Do đó u = v.

Xét phương trình

` =
√

3 +
`√
`2 − 1

, ` ∈ [
√

3,+∞). (∗)

Vì ` ∈ [
√

3,+∞) nên 0 < 1
`
< 1. Do đó tồn tại θ ∈ (0, π/2) sao cho 1

`
= sin θ.

Khi đó phương trình có dạng

` =
1

sin θ
=
√

3 +
1

cos θ
⇔ (sin θ − cos θ) +

√
3 sin θ cos θ = 0.

Giải phương trình (∗) với điều kiện ` ∈ [
√

3,+∞) ta được nghiệm duy nhất

` =
1

sin θ
=

√
3(
√

5 + 1)

2
.
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Vậy, mọi nghiệm của phương trình sai phân trên với điều kiện ban đầu thuộc

[
√

3,+∞) hội tụ đến số dương

` =

√
3(
√

5 + 1)

2
.

Nhận xét 6.3. Dễ thấy rằng, nếu (yn, zn) là nghiệm của hệ phương trình sai

phân

yn+1 = βyn + αzn, y0 = x0,

zn+1 = Byn + Azn, z0 = 1

thì xn = yn

zn
là nghiệm của phương trình (4.13). Do đó, việc khảo sát sự hội tụ

của nghiệm phương trình (4.13) có thể chuyển về việc tìm nghiệm (yn, zn) của

hệ phương trình sai phân trên, sau đó tính giới hạn yn

zn
khi n tiến ra vô cùng.

Tuy nhiên, cách này không gọn bằng cách sử dụng định lý 6.16.

Về một số phương trình sai phân hữu tỷ bậc hai

Trong mục này ta khảo sát sự hội tụ của nghiệm phương trình sai phân

sau

xn+1 =
βxn + α

A+ xn + Cxn−1

, (4.14)

trong đó n ∈ N và x0, x1 là 2 số thực không âm cho trước. Ta giả thiết các

tham số trong phương trình (4.14) là các số thực dương.

Trong mục này ta luôn giả thiết f : [0,+∞)× [0,+∞)→ [0,+∞) là hàm

liên tục. Các bổ đề sau rất cần thiết để khảo sát sự hội tụ của nghiệm phương

trình (4.14).

Bổ đề 6.1. Nếu mọi nghiệm của phương trình

xn+1 = f(xn, xn−1), n ∈ N, (x0, x1 > 0 cho trước) (4.15)

hội tụ đến một số dương `, thì hệ phương trình

x = f(y, x),
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y = f(x, y)

có nghiệm dương duy nhất x = y = `.

Chứng minh: Gọi (x, y) là một nghiệm dương của hệ phương trình trên. Xét

phương trình (4.15) với x1 = x và x0 = y. Thế thì x2 = f(x1, x0) = f(x, y) = y

và x3 = f(x2, x1) = f(y, x) = x. Ta chứng minh bằng quy nạp rằng x2k = y

và x2k+1 = x với mọi k. Giả sử x2k = y, x2k+1 = x với một số tự nhiên k nào

đó, ta sẽ chứng minh x2(k+1) = y, x2(k+1)+1 = x. Thật vậy, ta có

x2(k+1) = f(x2k+1, x2k) = f(x, y) = y,

x2(k+1)+1 = f(x2k+2, x2k+1) = f(y, x) = x.

Như vậy x2k = y, x2k+1 = x với k ∈ N0. Theo giả thiết {xn}n hội tụ đến số

dương `, nên ta được các dãy con {x2k}∞k=0, {x2k+1}∞k=0 hội tụ đến `, tức là

x = y = `. Bổ đề được chứng minh.

Bổ đề sau sẽ chỉ ra rằng điều kiện của bổ đề 6.1 là đủ nếu hàm f bị chặn

và đơn điệu giảm theo biến x, đơn điệu tăng theo biến y. Trước hết ta xét ví

dụ sau:

Ví dụ 6.50. Xét phương trình sai phân

xn+1 =
xn + 1

xn + xn−1 + 1
, x0, x1 cho trước .

Chọn x0, x1 ∈ (0, 1). Xét hàm số

f(x, y) =
x+ 1

x+ y + 1
.

Dễ thấy f đồng biến theo x, nghịch biến theo y. Mặt khác,

infx,y>0f(x, y) = 0 := α0, supx,y>0f(x, y) = 1 := β0

và

xn ∈ (α0, β0), ∀n > 2.
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Đặt

α1 = infx,y∈(α0,β0)
f(x, y), β1 = supx,y∈(α0,β0)

f(x, y).

Ta có

α1 = f(α0, β0) =
1

2
, β1 = f(β0, α0) = 1.

Tương tự

αn+1 = infx,y∈(αn,βn)f(x, y) = f(αn, βn), βn+1 = supx,y∈(αn,βn)f(x, y) = f(βn, αn),

với n = 0, 1, 2, · · · . Ta được {αn}n là dãy đơn điệu tăng và bị chặn trên bởi 1,

{βn}n là dãy đơn điệu giảm và bị chặn dưới bởi 0, do đó chúng hội tụ. Giả sử

lim
n→∞

αn = α,

lim
n→∞

βn = β.

Ta thu được hệ sau

α = f(α, β)

β = f(β, α).

Suy ra

α = β =
1√
2
.

Mặt khác, ta chứng minh bằng quy nạp được

xn+2k ∈ (αk, βk), k = 0, 1, 2, · · · .

Do đó

limxn =
1√
2
.

Bổ đề 6.2. Giả sử hàm f đơn điệu giảm theo biến x với mỗi y > 0 và đơn điệu

tăng theo biến y với mỗi x > 0. Giả thiết thêm rằng, M := supx,y>0 f(x, y) <∞

và hệ phương trình

u = f(v, u),
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v = f(u, v)

có nghiệm duy nhất u = v = `. Khi đó mọi nghiệm của (4.15) hội tụ đến `.

Chứng minh: Theo giả thiết ta có xn+1 = f(xn, xn−1) < M với mọi n ∈ N2.

Không mất tính tổng quát ta giả sử xn < M với mọi n ∈ N0. Ta xét hệ phương

trình sai phân sau

un+1 = f(vn, un),

vn+1 = f(un, vn)

với n ∈ N0. ở đây ta đặt u0 = 0, v0 = M . Rõ ràng,

u0 < xn < v0 với mọi n ∈ N0.

Do hàm f đơn điệu giảm theo biến x và đơn điệu tăng theo biến y, nên

xn+2 = f(xn+1, xn) < f(u0, v0) = v1

và tương tự,

xn+2 = f(xn+1, xn) > f(v0, u0) = u1 với mọi n ∈ N0.

Bằng phương pháp chứng minh quy nạp, ta có thể thấy rằng

uk < xn+2k < vk với mọi k, n ∈ N0.

Mặt khác u0 < u1 và v0 > v1. Cũng do hàm f đơn điệu giảm theo biến x và

đơn điệu tăng theo biến y nên ta có

u2 = f(v1, u1) > f(v0, u0) = u1

và tương tự v2 < v1. Bằng chứng minh quy nạp ta có dãy {uk}k đơn điệu tăng

và dãy {vk}k đơn điệu giảm. Gọi u, v lần lượt là giới hạn của các dãy {uk}k
và {vk}k. Ta có u và v thỏa mãn hệ phương trình

u = f(v, u),
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v = f(u, v).

Theo giả thiết u = v = `. Như vậy các dãy {uk}k và {vk}k là hội tụ và giới

hạn của hai dãy này là `. Theo trên ta có uk < xn+2k < vk, k, n ∈ N0 nên ta

được dãy {xn}∞n=0 hội tụ và limn→∞ xn = `. Bổ đề được chứng minh.

Chú ý 6.5. Nếu hàm f bị chặn thì với mỗi nghiệm {xn}n của (4.15), tồn tại

hai dãy giới hạn đầy {un}n∈Z và {vn}n∈Z thoả mãn (4.15) với mọi n ∈ Z sao

cho

u0 = lim sup
n→∞

xn, v0 = lim inf
n→∞

xn, un, vn ∈ [v0, u0] với mọi n ∈ Z.

Hai dãy giới hạn đầy này được chọn từ tập giới hạn ω của nghiệm {xn}n.

Bổ đề 6.3. Giả sử hàm f đơn điệu giảm theo biến y với mỗi x > 0 và

M := sup
x,y>0

f(x, y) <∞.

Thế thì với mỗi nghiệm {xn}n của (4.15) ta có

max
06x6M

f(x, 0) > lim sup
n→∞

xn > ` > lim inf
n→∞

xn > min
06x6M

f(x,M).

Chứng minh: Chọn hai dãy giới hạn đầy {un}n∈Z và {vn}n∈Z từ tập giới hạn

ω của {xn}n sao cho

u0 = lim sup
n→∞

xn, v0 = lim inf
n→∞

xn, un, vn ∈ [v0, u0] với mọi n ∈ Z.

Ta có

u0 > u1 = f(u0, u−1) > f(u0, u0).

Tương tự, ta nhận được

v0 6 f(v0, v0).

Từ đây suy ra nghiệm dương duy nhất của phương trình x = f(x, x) phải nằm

trong [v0, u0]. Mặt khác,

u0 = f(u−1, u−2) 6 f(u−1, 0) 6 max
06x6M

f(x, 0).
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Tương tự, ta có

v0 > min
06x6M

f(x,M).

Bổ đề được chứng minh.

Bây giờ ta khảo sát tính chất của nghiệm phương trình (4.14). Để tiện theo

dõi ta nhắc lại kết qủa sau của Đ.V. Giang.

Định lý 6.17. Giả sử β > α/A. Nếu một trong các điều kiện sau thoả mãn

thì dự đoán của G. Ladas là đúng.

(i) β 6 A;

(ii) β > A và C 6 1;

(iii) β > A,C > 1 và (β −A)2 6 4α/(C − 1).

Nhận xét 6.4. Kết hợp định lý 6.17 và bổ đề 6.3 ta thấy rằng, nếu các điều

kiện (i)-(iii) của định lý 6.17 không xảy ra thì với mỗi nghiệm {xn}n của (4.14)

ta có

a 6 lim inf
n→∞

xn 6 ` 6 lim sup
n→∞

xn 6 b,

trong đó

a =
1

2

(
β −A−

√
(β −A)2 − 4α

C − 1

)
,

b =
1

2

(
β −A+

√
(β −A)2 − 4α

C − 1

)
.

Tiếp theo ta nghiên cứu dự đoán của Ladas trong trường hợp β = A. Đáng

tiếc trong trường hợp này ta vẫn phải hạn chế trên các tham số β, α và C.

Định lý 6.18. Giả sử β = A và C < 1. Nếu α < 4β2/(C+1) thì dự đoán của

G. Ladas là đúng.
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Chứng minh: Trước hết để ý rằng nếu α 6 β2, ta có thể áp dụng trường hợp

(i) của định lý 6.17. Vì vậy, không mất tính tổng quát ta giả sử rằng α > β2.

Mặt khác ta có

` =

√
α

C + 1
(4.16)

và

|xn+1 − `| =
|(β − `)(xn − `) −C`(xn−1 − `)|

xn + Cxn−1 + β
. (4.17)

Đặt δn = |xn − `|. Ta nhận được

δn+1 6 |β − `|δn + C`δn−1

β
.

Xét phương trình sai phân tuyến tính

yn+1 =
|β − `|yn + C`yn−1

β
với n ∈ N, (y0 = δ0, y1 = δ1).

Dễ thấy δn 6 yn với mọi n ∈ N0 và yn có dạng

yn = α1λ
n
1 + α2λ

n
2 ,

trong đó λ1,2 là các nghiệm của phương trình

βλ2 =| β − ` | λ+ C`. (4.18)

Ta chứng minh rằng các nghiệm của phương trình (4.14) có giá trị tuyệt đối

nhỏ hơn 1 (và hệ quả là yn → 0 khi n →∞). Điều này tương đương với việc

chứng minh

β > |β − `|+ C`. (4.19)

Cuối cùng ta hãy xét hai trường hợp có thể xảy ra: Nếu α < β2(C + 1), ta

có β > ` và hệ quả là |β − `| + C` = β + (C − 1)` < β (vì C < 1). Trường

hợp thứ hai là α ≥ β2(C + 1). Ta có β 6 ` và |β − `| + C` = (C + 1)` − β =
√
α(C + 1)−β < 2β−β = β (vì α < 4β2/(C+1)). Định lí được chứng minh.
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Định lý 6.19. Giả sử β = A và 1 6 C 6 2. Nếu α < 9β2/(C+1) thì dự đoán

của Ladas là đúng.

Chứng minh: Trước hết chú ý rằng nếu α 6 β2, ta có thể áp dụng trường hợp

(i) định lý 6.17. Vì vậy không mất tính tổng quát, ta giả sử α > β2. Xét hàm

f(x, y) =
βx+ α

x+ Cy + β
.

Ta sẽ chứng tỏ supx,y>0 f(x, y) = α
β
. Thật vậy, ta có

f(x, y) =
βx+ α

x+ Cy + β
=
α

β
− αx+ αCy − β2x

x+ Cy + β

=
α

β
−
αCy + βx(α

β
− β)

x+ Cy + β
6 α

β
.

với mọi x, y ≥ 0.

Lấy ε > 0 nhỏ tùy ý, ta chứng minh tồn tại (x, y) ∈ [0,∞)× [0,∞) sao cho

f(x, y) > α
β
− ε, tức là

αx+ αCy − β2x

x+ Cy + β
< ε

hay
(x+ Cy)(ε− α) + εβ + β2x

x+ Cy + β
> 0.

Nếu ε ≥ α thì bất đẳng thức trên hiển nhiên đúng với mọi (x, y) ∈ [0,∞) ×

[0,∞). Còn nếu ε < α thì ta chọn x = 1
β2 (x + Cy)(α − ε) và y tùy ý thuộc

[0,∞), khi đó bất đẳng thức trên thỏa mãn. Vậy supx,y≥0 f(x, y) = α
β
.

Mặt khác, ta có ∂
∂y
f(x, y) = −C

(x+Cy+β)2
< 0, ∀x, y > 0 nên hàm f(x, y)

đơn điệu giảm theo biến y trên [0,∞), do đó

f(x, y) > f(x, α/β), ∀y ∈ [0, α/β].

Hơn nữa, ta có ∂
∂x
f(x, y) = Cβy+(β2−α)

(x+Cy+β)2
và do C ≥ 1 nên

∂

∂x
f(x, α/β) > 0.
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Suy ra

f(x, y) > f(x, α/β) > f(0, α/β), ∀x, y ∈ [0, α/β].

Từ đó ta thu được

inf
x,y∈(0,α/β)

f(x, y) = f(0, α/β) =
βα

β2 + Cα
>

βα

(C + 1)α
=

β

C + 1
.

Để ý rằng xn+1 = f(xn, xn−1) nên

xn >
β

C + 1
với n ∈ N4.

Mặt khác, đặt δn = |xn − `|, từ (4.17) ta có

δn+1 6 |β − `|δn + C`δn−1

2β
.

Xét phương trình sai phân tuyến tính

yn+1 =
|β − `|yn + C`yn−1

2β
với n ∈ N5, (y4 = δ4, y5 = δ5).

Dễ thấy δn 6 yn với mọi n ∈ N4 và yn có dạng

yn = α1λ
n
1 + α2λ

n
2 ,

trong đó λ1,2 là 2 nghiệm phân biệt của phương trình

2βλ2 = |β − `|λ+ C`. (4.20)

Ta chứng minh rằng các nghiệm của phương trình (4.20) có giá trị tuyệt đối

nhỏ hơn 1 (và hệ quả là yn → 0 khi n →∞). Điều này tương đương với việc

chứng minh

2β > |β − `|+ C`. (4.21)

Xét hai trường hợp sau có thể xảy ra: Nếu α < (C + 1)β2, ta có β > ` =
√
α/(C + 1) và hệ quả là |β − `| + a` = β + (C − 1)` 6 β + ` < 2β (vì

a 6 2). Trường hợp thứ hai là α ≥ (C + 1)β2. Ta nhận được β 6 ` và
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|β−`|+C` = (C+1)`−β =
√
α(C + 1)−β < 3β−β = 2β (vì α < 9β2/(C+1)).

Định lý được chứng minh

Định lý sau cho một điều kiện đủ để mọi nghiệm của (4.14) hội tụ.

Định lý 6.20. Nếu γ < A thì mọi nghiệm của (4.14) hội tụ tới `.

Chứng minh: Xét hàm số

H(x, y, u, v) =
γy + α

v +Bu+A
.

Để ý rằng H(x, y, x, y) = f(x, y). Hơn nữa, H(x, y, u, v) là hàm đơn điệu

tăng theo các biến x, y và đơn điệu giảm theo các biến u, v. Xét hệ phương

trình sai phân sau

un+1 = H(un, un−1, λn, λn−1),

λn+1 = H(λn, λn−1, un, un−1) với n ∈ N.

Trong đó,

λ0 = λ1 = 0,

u0 = u1 = M +
α

A− γ .

Rõ ràng, xn+1 = f(xn, xn−1) 6 M = supx,y>0 f(x, y) với mọi n ∈ N. Vì vậy

không mất tính tổng quát ta giả sử x0, x1 6 M . Ta có

u0 > u1 > u2,

λ0 6 λ1 6 λ2,

λ0 6 x0 6 u0,

λ1 6 x1 6 u1.

Bằng quy nạp, ta có thể chứng minh rằng {λn}n là dãy đơn điệu không giảm,

{un}n là dãy đơn điệu không tăng và λn 6 xn 6 un với n ∈ N. Gọi λ là giới
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hạn của dãy {λn}n và u là giới hạn của {un}n. Thế thì

u = γu+α
(B+1)λ+A

,

λ = γλ+α
(B+1)u+A

.

Theo giả thiết γ < A, do đó từ hệ phương trình này ta thu được u = λ = `.

Định lí được chứng minh.

Về lớp phương trình sai phân hữu tỷ bậc k trên bậc (k − 1)

Xét phương trình sai phân hữu tỷ bậc k trên bậc (k − 1)

xn+1 = α+
xn−k

f (xn, xn−1, · · ·, xn−k+1)
, n = 0, 1, · · ·, (4.22)

trong đó α ≥ 0, k ∈ N, điều kiện ban đầu x−k, x−k+1, · · ·, x0 là các số thực

dương cho trước.

Giả sử f là hàm thỏa giả thiết (H) sau đây: f : [0; ∞)k → (0; ∞) là hàm

liên tục.

Vì điều kiện ban đầu là các số thực dương và do giả thiết (H) nên nghiệm

của phương trình (4.22) là dương.

Đặt

g(u) := f (u, u, · · ·, u) , u ≥ 0.

Do giả thiết (H) nên g là hàm tăng và luôn nhận giá trị trong khoảng (0; ∞).

Karakostas và Stevic đã nghiên cứu tính bị chặn, tính hút toàn cục, tính

dao động và tính tuần hoàn của nghiệm của phương trình (4.22) với các điều

kiện trên.

Định lý sau cho phép ta xác định được độ dài tối đa của mỗi nửa chu trình

của nghiệm.

Định lý 6.21. Giả sử hàm H đi từ tập [0; ∞)
k+1

vào tập [0; ∞) có các tính

chất: ∃ i0 ∈ {1, 2, · · ·, k} sao cho H (z1, z2, · · ·, zk, y) là hàm không tăng theo
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mỗi biến zi, i ∈ {1, 2, · · ·, k} \ {i0}, giảm theo zi0 và tăng theo y. Gọi x̄ là

điểm cân bằng của phương trình sai phân

xn+1 = H (xn, · · ·, xn−k+1, xn−k) , n = 0, 1, · · ·. (4.23)

Khi đó, trừ nửa chu trình đầu tiên, mỗi nghiệm dao động của phương trình

sai phân (4.23) với điều kiện ban đầu dương đều có các nửa chu trình có độ

dài tối đa là k.

Chứng minh: Gọi (xn)
∞
n=−k là nghiệm dao động của phương trình (4.23) mà

nghiệm này có ít nhất hai nửa chu trình. Giả sử tồn tại một nửa chu trình có

độ dài lớn hơn k, khi đó tồn tại số tự nhiên N sao cho

xN−k < x̄ < xN−k+1, · · ·, xN , xN+1,

hoặc

xN−k ≥ x̄ > xN−k+1, · · ·, xN , xN+1.

Trường hợp xN−k < x̄ < xN−k+1, · · ·, xN , xN+1.

Ta có

xN+1 = H (xN , · · ·, xN−k+1, xN−k) < H (x̄, x̄, · · ·, x̄) = x̄,

suy ra

xN+1 < x̄ (vô lý).

Trường hợp xN−k ≥ x̄ > xN−k+1, · · · , xN , xN+1.

Ta có

xN+1 = H (xN , · · ·, xN−k+1, xN−k) > H (x̄, x̄, · · ·, x̄) = x̄,

suy ra

xN+1 > x̄ (vô lý).

Như vậy, cả hai trường hợp ta đều đưa ra điều vô lý. Do đó mọi nghiệm
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dao động với điều kiện ban đầu dương đều có các nửa chu trình với độ dài

không vượt quá k (trừ nửa chu trình đầu tiên).

Hệ quả 6.3. Giả sử hàm f thỏa mãn giả thiết (H) và x̄ là một điểm cân

bằng dương của phương trình (4.22). Khi đó, trừ nửa chu trình đầu tiên, mọi

nghiệm dao động với giá trị ban đầu dương có các nửa chu trình với độ dài

không vượt quá k.

Chứng minh:Đặt

H (z1, z2, · · ·, zk, y) = α +
y

f (z1, z2, · · ·, zk)
.

Do f : [0; ∞)k → (0; ∞) là hàm liên tục và luôn nhận giá trị dương nên

H (z1, z2, · · ·, zk, y) là hàm liên tục. Mặt khác, f là hàm không giảm với mỗi

biến và tăng với ít nhất một biến nên với cách đặt như trên thì hàm H không

tăng với mỗi biến zi, i ∈ {1, 2, · · ·, k} \ {i0}; giảm theo biến zi0 và tăng theo

y. Khi đó hàm H thỏa mãn giả thiết của Định lý 6.21.

Vì vậy, trừ nửa chu trình đầu tiên, mỗi nghiệm dao động của phương trình

sai phân

xn+1 = H (xn, · · ·, xn−k+1, xn−k) , n = 0, 1, · · ·,

với điều kiện ban đầu dương đều có các nửa chu trình với độ dài không vượt

quá k. Hay, trừ nửa chu trình đầu tiên, mọi nghiệm dao động của phương trình

xn+1 = α +
xn−k

f (xn, xn−1, · · ·, xn−k+1)
, n = 0, 1, · · ·,

với điều kiện ban đầu dương có các nửa chu trình với độ dài không vượt quá

k.

Tiếp theo ta nghiên cứu tính bị chặn, hội tụ và tuần hoàn của nghiệm

phương trình (4.22).

• Trường hợp g (α) > 1.

Ta có g là hàm tăng trên [0; ∞), nên với mọi u > α thì g (u) > g (α) > 1.



316 Chương 6. Khảo sát dãy số và phương trình sai phân

Nếu α = 0 thì 0 là điểm cân bằng duy nhất của phương trình

xn+1 =
xn−k

f (xn, · · ·, xn−k+1)
. (4.24)

Thật vậy, giả sử x̄ là điểm cân bằng của phương trình (4.24), tức là

x̄ =
x̄

f (x̄, x̄, · · ·, x̄) ,

hay

x̄

(
1− 1

g (x̄)

)
= 0.

Do đó

x̄ = 0.

Ta có

xn+1 =
xn−k

f (xn, xn−1, · · ·, xn−k+1)

<
xn−k

f (0, 0, · · ·, 0)
=
xn−k

g (0)
,

suy ra điểm cân bằng x̄ = 0 là hút toàn cục.

Giả sử α > 0. Hai định lý sau đây cho ta dấu hiệu nhận biết phương trình

(4.22) có duy nhất điểm cân bằng dương và mọi nghiệm dương của phương

trình này bị chặn.

Định lý 6.22. Giả sử g (α) > 1 và hàm f thỏa mãn giả thiết (H). Khi đó

phương trình sai phân (4.22) có duy nhất điểm cân bằng dương x̄.

Chứng minh: Giả sử x̄ là điểm cân bằng của phương trình (4.22). Ta có

x̄ = α +
x̄

g (x̄)
.

Xét hàm số

F : [α,∞) → R

x 7→ x− α− x

g(x)
.
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Rõ ràng F liên tục trên [0;∞), thỏa F (0) = −α < 0 và lim
x→+∞

F (x) = +∞.

Do đó tồn tại x̄ ∈ (0; ∞) sao cho F (x̄) = 0, hay

x̄ = α +
x̄

g (x̄)
.

Ta chứng minh x̄ là duy nhất. Thật vậy, ∀x, y ∈ [0; ∞) : x > y, ta có

F (x)− F (y) =

(
x− α − x

g (x)

)
−
(
y − α− y

g (y)

)

= (x− y)− xg (y)− yg (x)

g (x) g (y)

=
(x− y) g (x) g (y)− (x− y) g (x) + x [g (x)− g (y)]

g (x) g (y)

=
(x− y) g (x) [g (y)− 1] + y [g (x)− g (y)]

g (x) g (y)
.

Do g (x) > g (y) > g (α) > 1 nên F (x)− F (y) > 0, suy ra F là hàm tăng trên

[0; ∞). Vậy x̄ là điểm cân bằng dương duy nhất của phương trình (4.22).

Định lý 6.23. Giả sử g (α) > 1 và hàm f thỏa mãn giả thiết (H). Khi đó

mọi nghiệm với điều kiện ban đầu x−k, x−k+1, · · ·, x0 là các số thực dương sẽ

bị chặn bởi số

M0 := max {x−k, x−k+1, · · ·, x0}+
αg (α)

g (α) − 1
.

Chứng minh: Thật vậy, giả sử (xn)
∞
n=−k là một nghiệm tuỳ ý của phương trình

(4.22). Vì xn > α, ∀n ≥ 1 nên

xn+1 = α +
xn−k

f (xn, · · ·, xn−k+1)
< α +

xn−k

g (α)
, n = 0, 1, · · ·.

Với bất kỳ m ∈ N và r ∈ {0, 1, · · ·, k}, ta có

x(k+1)m+r+1 < α+
x(k+1)m+r−k

g (α)
.
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Mặt khác

x(k+1)m+r−k = x(k+1)m+r−k−1+1 = x(k+1)(m−1)+r+1

< α+
x(k+1)(m−1)+r−k

g (α)
.

Mà

x(k+1)(m−1)+r−k < α +
x(k+1)(m−2)+r−k

g (α)
,

nên

x(k+1)m+r+1 < α+
1

g (α)

(
α+

1

g (α)
x(k+1)(m−2)+r−k

)

< α +
α

g (α)
+

1

g2 (α)

(
α+

x(k+1)(m−3)+r−k

g (α)

)

= α +
α

g (α)
+

α

g2 (α)
+

1

g3 (α)
x(k+1)(m−3)+r−k

.

.

.

< α +
α

g (α)
+

α

g2 (α)
+ · · ·+ α

gm (α)
+

1

gm+1 (α)
xr−k

< α

(
1 +

1

g (α)
+

1

g2 (α)
+ · · ·+ 1

gm (α)

)
+

1

gm+1 (α)
xr−k

= α

(
1 +

1

g (α)
+

1

g2 (α)
+ · · ·+ 1

gm (α)

)
+

1

gm+1 (α)
xr−k.

Đặt q = 1
g(α)

< 1 (do g (α) > 1). Ta có

x(k+1)m+r+1 < α
m∑

j=1

qj + xr−kq
m+1 <

α

1 − q + xr−k,



6.6. Một số lớp phương trình sai phân phi tuyến có chậm 319

suy ra

xn 6 max {x−k, · · ·, x0}+
α

1 − 1
g(α)

.

Hay

xn 6 max {x−k, · · ·, x0}+
αg (α)

g (α) − 1
:= M0.

Các định lý sau đề cập đến tính hút toàn cục của nghiệm dương phương

trình (4.22).

Định lý 6.24. Giả sử α > 0, g (α) > 1 và hàm f thỏa mãn giả thiết (H).

Khi đó, nếu hàm x 7→ g(x)−g(α)
x−α

giảm trên (α; ∞) thì mọi nghiệm dương của

phương trình (4.22) hội tụ.

Chứng minh: Giả sử (xn)
∞
n=−k là nghiệm dương của phương trình (4.22), theo

Định lý 6.23 thì (xn)
∞
n=−k bị chặn. Do đó tồn tại

lim
n→∞

inf xn := l (α 6 l <∞) và lim
n→∞

supxn := L (l 6 L <∞) . Hiển

nhiên g(L) là một số thực xác định. Lấy giới hạn trên và giới hạn dưới hai vế

của (4.22), ta được

l ≥ α + l
g(L)

và L 6 α+ L
g(l)
.

Ta có

l ≥ α+
l

g (L)
,

suy ra

(l − α) g (L) ≥ l.

Hay

(l − α) [g (L) − g (α)] ≥ αg (α) + [1− g (α)] l. (4.25)

Tương tự

L 6 α +
L

g (l)
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⇔ (L − α) [g (l)− g (α)] ≥ αg (α) + [1− g (α)]L. (4.26)

Nếu l = α thì α ≥ α + α
g(L)

, suy ra α 6 0 (vô lý). Do đó l > α, nên

g (l) > g (α) .

Giả sử rằng l < L. Từ (4.25) và (4.26), ta có

(l − α) [g (L) − g (α)] ≥ αg (α) + [1− g (α)] l

≥ αg (α) + [1 − g (α)]L

≥ (L − α) [g (l)− g (α)] ,

suy ra

(l − α) [g (L) − g (α)] ≥ (L− α) [g (l)− g (α)] .

Nên
g (L)− g (α)

L− α
≥ g (l)− g (α)

l− α
.

Mặt khác, hàm g(x)−g(α)
x−α

giảm trên (α; ∞), nên với α < l < L ta có

g (l)− g (α)

l − α >
g (L) − g (α)

L − α .

Khi đó
g (l)− g (α)

l − α >
g (l)− g (α)

l − α .

(Ta có điều vô lý).

Vậy L = l, tức là mọi nghiệm dương của phương trình (4.22) hội tụ.

Hệ quả 6.4. Giả sử α > 0, g (α) > 1 và hàm f thỏa mãn giả thiết (H). Khi

đó, nếu hàm g lõm chặt trên (α; ∞) thì mọi nghiệm dương của phương trình

(4.22) hội tụ.

Chứng minh: Đặt
G : (α; ∞)→ R

x 7→ G (x) = g(x)−g(α)
x−α

.
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Theo Định lý 6.24, ta chỉ cần chứng minh hàm G(x) giảm trên (α; ∞) .

Tức là chứng minh G′ (x) < 0, ∀x ∈ (α; ∞).

Ta có

G′ (x) =
(x− α) g′ (x)− [g (x)− g (α)]

(x− α)2 .

Vì g khả vi trên (α; ∞), nên theo Định lý Langrange tồn tại c ∈ (α; x) sao

cho
g (x)− g (α)

x− α = g′ (c) ,

hay

g (x)− g (α) = (x− α) g′ (c) .

Mặt khác, g lõm chặt trên (α; ∞) nên g′′ (x) < 0, ∀x ∈ (α; ∞), tức là g′(x)

giảm trên (α; ∞), suy ra

g′ (c) > g′ (x) .

Vậy

G′ (x) =
(x− α) g′ (x)− (x− α) g′ (c)

(x− α)2

=
(x− α) [g′ (x)− g′ (c)]

(x− α)2 < 0, ∀x ∈ (α; ∞) .

Ta kí hiệu M1 := αg(α)
g(α)−1

.

Định lý 6.25. Giả sử α > 0, g (α) > 1 và hàm f thỏa mãn giả thiết (H). Nếu

hàm g thỏa mãn bất đẳng thức

|ug (u)− vg (v)| 6 g2 (α) |u− v| , u, v ∈ [α; M1] ,

thì mọi nghiệm dương của phương trình (4.22) hội tụ về điểm cân bằng x̄.

Chứng minh:Giả sử (xn)
∞
n=−k là nghiệm dương của phương trình (4.22). Theo

Định lý 6.23 thì xn ∈ (α; M0] , ∀n ≥ 1, với M0 := M1 +max {x−k
, · · · , x0}. Sử
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dụng Mệnh đề 1.2, ta có hai dãy giới hạn đầy (ym) và (zm) thỏa mãn phương

trình sai phân (4.22) với mọi m ∈ Z và

lim
n→∞

inf xn = z0 6 zm, ym 6 y0 = lim
n→∞

sup xn, ∀m ∈ Z. (4.27)

Dễ nhận thấy tất cả số hạng của hai dãy (ym) , (zm) đều thuộc [α; M1].

Giả sử rằng z0 < y0. Từ công thức (4.22), ta có

y0 6 α +
y0

g (z0)
, (4.28)

và

z0 ≥ α +
z0

g (y0)
. (4.29)

Từ (4.28) ta có

y0 6 α +
y0

g (z0)
6 α+

y0

g (α)
,

suy ra

y0

(
1− 1

g (α)

)
6 α.

Nên

y0 6
α

1− 1
g(α)

=
αg (α)

g (α) − 1
:= M1 6 M0.

Do đó, tất cả các số hạng của hai dãy giới hạn đầy thuộc [α; M1].

Từ bất đẳng thức (4.29) và tính đơn điệu của hàm g, ta có

y0 − z0 6
y0

g (z0)
− z0

g (y0)
<
y0g (y0)− z0g (z0)

g2 (α)
6 y0 − z0.

(Ta có điều vô lý).

Vậy

y0 = z0.

Định lý 6.26. Giả sử α > 0, g (α) > 1 và f là hàm thỏa mãn giả thiết (H).

Nếu hàm g khả vi và thỏa mãn một trong các điều kiện sau:

g′ (v) <
1

α
[g (v)− 1]2 , v ∈ [α; M1] , (4.30)
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g′ (v)

g2 (v)
<

1

α

(
1− 1

g (α)

)2

, v ∈ [α; M1] , (4.31)

g′ (v)

g (v) [g (v)− 1]
<
g (α) − 1

αg (α)
, v ∈ [α; M1] , (4.32)

thì mọi nghiệm dương của phương trình (4.22) hội tụ về điểm cân bằng x̄.

Chứng minh: Gọi (xn)
∞
n=−k là nghiệm dương của phương trình (4.22). Khi đó,

như Định lý 6.25 có hai dãy giới hạn đầy (ym) , (zm) thỏa (4.27), (4.28), (4.29)

và thỏa mãn phương trình sai phân (4.22) với mọi m ∈ Z.

• Hàm g thỏa điều kiện (4.30), ta cần chứng minh y0 = z0. Giả sử y0 > z0.

Định nghĩa hàm

Φ(u, v) :=
u

α
− g (v)

g (v)− 1
,

và đặt

φ (r) := Φ [(1− r) z0 + ry0, (1 − r) y0 + rz0] .

Ta có

φ (0) = Φ (z0, y0) =
z0

α
− g (y0)

g (y0)− 1
≥ 0,

và

φ (1) = Φ (y0, z0) =
y0

α
− g (z0)

g (z0)− 1
6 0.

Như vậy

φ (1) 6 0 6 φ (0) .

Mặt khác

∃r0 ∈ (0; 1) thỏa mãn φ (1)− φ (0) = φ′ (r0) ,

suy ra

φ′ (r0) 6 0.

Nhận xét rằng

φ (r) =
(1 − r) z0 + ry0

α
− g [(1− r) y0 + rz0]

g [(1 − r) y0 + rz0]− 1
,
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suy ra

φ′ (r) =
1

α
(y0 − z0)−

(y0 − z0) g
′ [(1 − r) y0 + rz0]

(g [(1− r) y0 + rz0]− 1)2 .

Do φ′ (r0) 6 0 nên

1

α
(y0 − z0)−

(y0 − z0) g
′ (v0)

[g (v0)− 1]2
6 0, (v0 = (1 − r) y0 + rz0 ∈ [α; M1]) ,

suy ra
1

α
− g′ (v0)

[g (v0)− 1]2
6 0.

Hay

g′ (v0) ≥ 1
α

[g (v0)− 1]2 (trái giả thiết).

Vậy

y0 = z0 = x̄.

• Hàm g thỏa điều kiện (4.31), ta cần chứng minh y0 = z0. Giả sử y0 > z0.

Định nghĩa hàm

Ψ(u, v) := 1 − α

u
− 1

g (v)
,

và đặt

ψ (r) := Ψ [(1− r) z0 + ry0, (1 − r) y0 + rz0] .

Ta có

ψ (0) = Ψ (z0, y0) = 1− α

z0
− 1

g (y0)
≥ 0,

và

ψ (1) = Ψ (y0, z0) = 1− α

y0
− 1

g (z0)
6 0.

Như vậy

ψ (1) 6 0 6 ψ (0) .

Mặt khác,

∃r0 ∈ (0; 1) thỏa mãn ψ (1) − ψ (0) = ψ′ (r0) ,



6.6. Một số lớp phương trình sai phân phi tuyến có chậm 325

suy ra

ψ′ (r0) 6 0.

Khi đó

α

u2
0

6 g′ (v0)

g2 (v0)
, u0 = (1− r) z0 + ry0, v0 = (1− r) y0 + rz0.

Nhận xét rằng

u0 ∈ [α; M1] ,

nên
α

u2
0

≥ α

M2
1

=
α[

αg(α)
g(α)−1

]2 =
[g (α)− 1]

2

αg2 (α)
.

Do đó
g′ (v0)

g2 (v0)
≥ α

u2
0

≥ [g (α) − 1]2

αg2 (α)
=

1

α

(
1 − 1

g (α)

)2

.

(Mâu thuẫn với giả thiết).

Vậy

y0 = z0 = x̄.

• Hàm g thỏa điều kiện (4.32), ta cần chứng minh y0 = z0. Giả sử y0 > z0.

Định nghĩa hàm hai biến

Z (u, v) := u− α− u

g (v)
,

và đặt

ζ (r) := Z [(1 − r) z0 + ry0, (1− r) y0 + rz0] .

Ta có

ζ (0) = Z (z0, y0) = z0 − α−
z0

g (y0)
≥ 0,

và

ζ (1) = Z (y0, z0) = y0 − α−
y0

g (z0)
6 0.
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Như vậy

ζ (1) 6 0 6 ζ (0) .

Theo Định lý Langrange

∃r0 ∈ (0; 1) thỏa mãn ζ (1)− ζ (0) = ζ ′ (r0) ,

suy ra

ζ ′ (r0) 6 0.

Khi đó

1 − 1

g (v0)
6
u0g

′ (v0)

g2 (v0)
, u0 = (1− r) z0 + ry0, v0 = (1 − r) y0 + rz0,

suy ra

g (vo) [g (vo)− 1] 6 u0g
′ (v0) .

Hay
g′ (v0)

g (vo) [g (vo)− 1]
≥ 1

u0
.

Do

u0 ∈ [α; M1] ,

nên
1

u0
≥ 1

M1
=
g (α)− 1

αg (α)
.

Khi đó
g′ (v0)

g (vo) [g (vo)− 1]
≥ 1

u0
≥ g (α)− 1

αg (α)
.

(Mâu thuẫn với giả thiết).

Vậy

y0 = z0 = x̄.

Định lý 6.27. Giả sử α > 0, g (α) > 1, hàm f thỏa mãn giả thiết (H) và h

là hàm cho bởi công thức h (u) := α
1− 1

g(u)

. Nếu hàm hợp h ◦ h lõm trên [α; M1]

thì mọi nghiệm dương của phương trình (4.22) hội tụ.
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Chứng minh:Giả sử (xn)
∞
n=−k là một nghiệm của phương trình (4.22). Khi đó

tồn tại hai dãy giới hạn đầy (ym), (zm) thỏa mãn phương trình (4.22) với mọi

m ∈ Z, mà tất cả số hạng của hai dãy này đều thuộc [α; M1] sao cho

lim
n→∞

inf xn = z0 6 zm, ym 6 y0 6 lim
n→∞

supxn

và z0, y0 thỏa

z0 ≥ α+
z0

g (y0)
, y0 6 α +

y0

g (z0)
.

Ta có

z0 ≥ α+
z0

g (y0)
≥ α+

z0

g (M1)
,

suy ra

z0

(
1 − 1

g (M1)

)
≥ α.

Hay

z0 ≥
αg (M1)

g (M1)− 1
:= N1.

Khi đó

y0 6 α +
y0

g (z0)
6 α+

y0

g (N1)
,

suy ra

y0

(
1 − 1

g (N1)

)
6 α,

hay

y0 6
αg (N1)

g (N1)− 1
:= M2.

Mặt khác, ta có

z0 ≥ α+
z0

g (y0)
≥ α+

z0

g (M2)
,

suy ra

z0 ≥
α

1 − 1
g(M2)

≥ αg (M2)

g (M2)− 1
:= N2.
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Cứ như vậy, ta nhận được hai dãy (Mn) và (Nn) mà các số hạng của hai dãy

này thuộc [α, M1], được định nghĩa như sau:

Nn :=
αg (Mn)

g (Mn)− 1
, Mn :=

αg (Nn−1)

g (Nn−1)− 1
.

Dễ dàng chứng minh được dãy (Nn) không giảm và dãy (Mn) không tăng (do

hàm số y = x
x−1

giảm trên (1; ∞)). Vì vậy giới hạn của hai dãy này tồn tại và

thỏa điều kiện

N0 6 z0 6 y0 6 M0,

với N := lim
n→∞

Nn, M := lim
n→∞

Mn, M = h (N) , N = h (M).

Khi đó

h ◦ h (M) = h (N) = M, h ◦ h (N) = h (M) = N. (4.33)

Giả sử rằng N < M , ta có

h [h (α)] = h

(
αg (α)

g (α) − 1

)
= h (M1) =

α

1− 1
g(M1)

= N1 > α.

Vì h◦h lõm trên [α; M1] và h [h (α)] > α nên đồ thị hàm số h◦h (x) cắt đường

phân giác thứ nhất tại nhiều nhất là một điểm (mâu thuẫn với (4.33)). Vậy

M = N,

dẫn đến

N0 = z0 = y0 = M0.

• Trường hợp g (α) < 1.

Trong phần này, ta xét trường hợp g (α) < 1, k = 2m+1 và các số hạng lẻ

của nghiệm không ảnh hưởng đến mẫu của phương trình (4.22), tức là nghiên

cứu trường hợp

f (u1, u2, u3, · · ·, u2m−1, u2m, u2m+1) := F (u1, u3, · · ·, u2m−1, u2m+1)
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và phương trình (4.22) có dạng

xn+1 = α +
xn−2m−1

F (xn, xn−2, · · ·, xn−2m)
. (4.34)

Khi đó giả thiết (H) đối với hàm F được phát biểu lại như sau:

(H ′) : F : [0;∞)
m+1 → (0; ∞) là một hàm liên tục, không giảm với mỗi

biến và tăng với ít nhất một biến.

Vì hàm g (u) := F (u, u, · · ·, u) là hàm tăng nên có hàm ngược g−1. Ta có

định lý sau:

Định lý 6.28. Giả sử α ≥ 0, g (α) < 1 và hàm F thỏa mãn giả thiết

(H ′). Hơn nữa
{
x > α : g (x) > b

b−α

}
6= ∅, trong đó b cố định thuộc khoảng

mở (α; g−1 (α)). Xét nghiệm (xn)
∞
n=−k , n = −k, −k+1, · · · của phương trình

(4.34) sao cho với mọi j = m, m− 1, · · ·, 1, 0 ta có

α 6 x−2j−1 < b,

và

x−2j > g−1

(
b

b− α

)
:= P.

Khi đó

lim
n→∞

x2n =∞,

và

lim
n→∞

x2n+1 =
α

1 − 1
L

,

trong đó L =: lim
u→∞

g (u) .

Trong trường hợp g không bị chặn, ta đặt 1
L

= 0.

Chứng minh: Từ tính đơn điệu tăng của hàm g, ta có

L ≥ g (P ) = g

(
g−1

(
b

b− α

))
=

b

b− α > 1.
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Ta có

α < x1 = α +
x−2m−1

F (x0, x−2, · · ·, x−2m)
< α+

b

g (P )
,

suy ra

α < x1 < α +
b
b

b−α

= b < g−1 (1) .

Lại có

x2 = α+
x−2m

F (x1, x−1, · · ·, x−2m+1)
.

Vì x−2i+1 < b, i = 0, m và F là hàm liên tục, không giảm với mỗi biến, tăng

với ít nhất một biến, nên ta có

F (x1, x−1, · · ·, x−2m+1) < g (b) .

Do đó

x2 > α+
1

g (b)
x−2m > x−2m > P.

Tương tự

α < x3 = α+
x−2m+1

F (x2, x0, · · ·, x−2m+2)
< α+

b

g (P )
= b < g−1 (1) ,

và

x4 = α +
x−2m+2

F (x3, x2, · · ·, x−2m+3)
> α+

1

g (b)
x−2m+2 > P.

.

.

.

x2r+1 = α +
x2r−2m−1

F (x2r, x2r−2, · · ·, x2r−2m)
< α +

b

g (P )
= b < g−1 (1) ,

x2r+2 = α + x2r−2m

F (x2r+1 , x2r−1 , ···, x2r−2m+1)
> α + 1

g(b)
x2r−2m > x2r−2m > P.

Như vậy

x2r+1 ∈ (α; b) , x2(r+1) > α +
1

g (b)
x2r−2m = α+

1

g (b)
x2([r−(m+1)+1]).
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Quy nạp, ta có

x2[(m+1)r+j] > α+
1

g (b)
x2[(m+1)r−(m+1)+j]

= α +
1

g (b)
x2[(m+1)(r−1)+j]

> α +
1

g (b)

[
α+ x2[(m+1)(r−2)+j]

]

= α+
α

g (b)
+

1

g2 (b)
x2[(m+1)(r−2)+j]

.

.

.

> α+
α

g (b)
+

α

g2 (b)
+ · · ·+ α

gr−1 (b)
+

x2j

gr (b)

> rα +
1

gr (b)
x2j, ∀j ∈ {−m, −m+ 1, · · ·, −1, 0} .

Khi đó

lim
n→∞

x2n =∞.

Tiếp theo ta chứng minh

lim
n→∞

x2n+1 =
α

1 − 1
L

.

Vì lim
n→∞

x2n =∞ và L = lim
u→∞

g (u) nên

lim
n→∞

F (x2n, x2n−2, · · ·, x2n−2m) = L.

Từ điều này và từ x2r+1 ∈ (α; b), suy ra tồn tại giới hạn hữu hạn li :=

lim
n→∞

inf x2n+1, ls := lim
n→∞

sup x2n+1 thỏa mãn

li ≥ α+
li
L
,
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và

ls 6 α +
ls
L
.

Khi đó

li
(
1 − 1

L

)
≥ α và ls

(
1 − 1

L

)
6 α,

suy ra
α

ls
≥ 1− 1

L
≥ α

li
,

nên

li ≥ ls.

Vậy

lim
n→∞

x2n+1 = li = ls =
α

1− 1
L

.

• Trường hợp g (α) = 1

Xét phương trình (4.22) trong trường hợp g (α) = 1. Nếu α > 0 thì chứng

minh tương tự như Định lý 6.22, ta có phương trình (4.22) có điểm cân bằng

dương duy nhất x̄.

Định lý sau là kết quả chính của mục này:

Định lý 6.29. Giả sử α > 0 và hàm liên tục f (z1, · · ·, zk) không giảm với

mỗi biến thỏa g (α) = 1. Khi đó mỗi nghiệm không dao động (xn)
∞
n=−k của

phương trình (4.22) hội tụ đến nghiệm (ωn) có chu kỳ (k + 1). Hơn nữa, nếu

có một chỉ số i0 ∈ {1, 2, · · ·, k} mà hàm f (z1, · · ·, zk) tăng tại zi0 trong một

lân cận phải của α thì mọi nghiệm không dao động của phương trình (4.22)

hội tụ đến điểm cân bằng x̄.

Chứng minh:Giả sử (xn)
∞
n=−k là nghiệm không dao động của phương trình

(4.22). Khi đó ta có các trường hợp sau:

Trường hợp 1: xn ≥ x̄, ∀n ≥ −k. Ta có

xn+1 − x̄ = α+
xn−k

f (xn, · · ·, xn−k+1)
−
(
α+

x̄

g (x̄)

)
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=
xn−k

f (xn, · · ·, xn−k+1)
− x̄

g (x̄)

=
xn−k − x̄

f (xn, · · ·, xn−k+1)
− x̄ [f (xn, · · ·, xn−k+1)− g (x̄)]

g (x̄) f (xn, · · ·, xn−k+1)
.

Vì

xn ≥ x̄ > α, ∀n ≥ −k,

nên

f (xn, · · ·, xn−k+1) > f (α, · · ·, α) = g (α) = 1.

Do đó

xn+1 − x̄ 6 xn−k − x̄,

suy ra

xn+1 6 xn−k.

Từ điều này và bằng quy nạp, ta nhận được

xr(k+1)+n 6 xr(k+1)+n−k−1 = x(r−1)(k+1)+n, ∀r ≥ 0, n ≥ 0.

Vì vậy tồn tại giới hạn

ωn := lim
r→∞

xr(k+1)+n, ∀n.

Mặt khác

ωn = lim
r→∞

xr(k+1)+n = lim
r→∞

x(r−1)(k+1)+n+k+1 = ωn+(k+1).

Vậy, mọi nghiệm không dao động (xn)
∞
n=−k của phương trình (4.22) hội tụ

đến nghiệm (ωn) có chu kỳ (k + 1).

Trường hợp 2: xn < x̄, ∀n ≥ −k

Chứng minh tương tự như trường hợp 1, ta được điều cần chứng minh.
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Tiếp theo, giả sử có i0 ∈ (1, 2, · · ·, k) mà f (z1, z2, · · ·, zk) tăng tại zi0

trong một lân cận phải của α, ta chứng minh mọi nghiệm không dao động của

phương trình (4.22) hội tụ đến điểm cân bằng x̄.

Vì mỗi nghiệm không dao động của phương trình (4.22) hội tụ đến nghiệm

ωn có chu kỳ (k + 1) nên ta chỉ cần chứng minh ωn = x̄, ∀n ≥ −k. Thật vậy,

không mất tính tổng quát, ta giả sử xn ≥ x̄, ∀n ≥ −k.

Nếu ∃n0 ≥ −k : ωn0 > x̄ thì

ωn0 − x̄ 6
ωn0−(k+1) − x̄

f (ωn0−1, · · ·, ωn0−k)
,

suy ra

f (ωn0−1, · · ·, ωn0−k) 6 1.

Lại có

1 = g (α) 6 f (ωn0−1, · · ·, ωn0−k) ,

nên

f (ωn0−1, · · ·, ωn0−k) = 1 = g (α) = f (α, · · ·, α) .

Như vậy

ωn0−i0 = α < x̄ (vô lý).

Vậy

∀n ≥ −k : ωn = x̄.

Định lý 6.30. Giả sử α = 0, f (u1, · · ·, uk) là hàm liên tục và tăng với mỗi

biến trong lân cận phải của 0. Nếu g(0) = 1 thì mọi nghiệm dương của phương

trình

xn+1 =
xn−k

f (xn, xn−1, · · ·, xn−k+1)
, n = 0, 1, · · ·, (4.35)

hội tụ đến nghiệm có chu kỳ (k + 1) dạng p, 0, 0, · · ·, 0, p, 0, 0, · · ·, 0, p, · · ·,

với p ∈ [0, ∞) .
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Chứng minh:Trước tiên ta chứng minh phương trình (4.35) có duy nhất điểm

cân bằng x̄ = 0. Thật vậy, x̄ là nghiệm của phương trình

x̄ =
x̄

g (x̄)

⇔ x̄

(
1 − 1

g (x̄)

)
= 0

⇔ x̄ = 0 hoặc 1 − 1

g (x̄)
= 0

⇔ x̄ = 0 hoặc g(x) = 1 = g(0)

⇔ x̄ = 0.

Gọi (xn)
∞
n=−k là nghiệm dương của phương trình (4.35) với điều kiện ban

đầu dương. Khi đó (xn)
∞
n=−k không dao động và hội tụ đến nghiệm có chu kỳ

(k + 1), kí hiệu là (ωn). Giả sử ∃n0 : ωn0 > 0.

Từ phương trình (4.35) ta có

ωn0 =
ωn0−(k+1)

f (ωn0−1, ωn0−2, · · ·, ωn0−k)
=

ωn0

f (ωn0−1, ωn0−2, · · ·, ωn0−k)
,

suy ra

1 = g (0) 6 f (ωn0−1, ωn0−2, · · ·, ωn0−k) = 1.

Nên

ωn0−j = 0, ∀j = 1, k.

Tức là, (xn)
∞
n=−k hội tụ đến nghiệm (ωn) có chu kỳ (k + 1) dạng

ωn0 , 0, 0, · · ·, 0, ωn0 , 0, 0, · · ·, 0, ωn0 , · · ·.

Về lớp phương trình sai phân hữu tỷ bậc (k − 1) trên bậc k

Xét phương trình sai phân hữu tỷ bậc (k − 1) trên bậc k

xn+1 = A+
f(xn, · · · ,xn−k+1)

xn−k
, n = 0, 1, · · ·, (4.36)
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trong đó k là số tự nhiên dương, A ∈ (0;∞) và f : Rk
+ → R+ là hàm liên tục,

không giảm với mỗi biến.

Ta sẽ nghiên cứu tính bị chặn, hội tụ của nghiệm phương trình (4.36) với

các giả thiết trên.

Trong mục này, ta nghiên cứu sự tồn tại và tính duy nhất của điểm cân

bằng dương x̄ của phương trình (4.36).

Định lý sau cho ta dấu hiệu nhận biết sự tồn tại và tính duy nhất của điểm

cân bằng dương x̄.

Định lý 6.31. Xét phương trình sai phân (4.36), với A > 0 và f : Rk
+ → R+

là hàm liên tục. Giả sử rằng hàm g(u) = f(u, u, · · ·, u) thỏa mãn ít nhất một

trong các điều kiện sau:

lim
u→+∞

inf
g(u)

u2
< 1, (4.37)

u > v ≥ A⇒ g(u)− g(v) 6 A(u− v), (4.38)

u > v ≥ A⇒ g(u)

u
6
g(v)

v
. (4.39)

Khi đó tập S gồm tất cả các điểm cân bằng của phương trình (4.36) là tập

con khác rỗng của (A;∞). Hơn nữa, nếu điều kiện (4.38) hoặc điều kiện (4.39)

được thỏa mãn thì tập S chỉ có một phần tử, tức là phương trình (4.36) có duy

nhất điểm cân bằng.

Chứng minh:Ta cần chứng minh phương trình g(u) = u(u−A) có nghiệm lớn

hơn A.

Thật vậy, giả sử phương trình g(u) = u(u − A) không có nghiệm lớn hơn

A, tức là đồ thị hai hàm số g(u) và u(u−A) không có giao điểm có hoành độ

thuộc (A; ∞ ). Nhận xét rằng hàm số g(u) tăng trên (0; ∞ ) và nhận giá trị

trong (0; ∞ ) nên từ điều giả sử trên ta có

g(u) > u(u−A), ∀u > A.
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• Giả sử điều kiện (4.37) được thỏa mãn, ta có

lim
u→+∞

inf g(u)
u2 ≥ lim

u→+∞
inf
(
1−A

u

)
= 1 (vô lý).

Như vậy phương trình g(u) = u(u−A) luôn có nghiệm lớn hơn A, giả sử là x̄.

Khi đó

g(x̄) = x̄(x̄−A),

suy ra

x̄−A =
g(x̄)

x̄
.

Do đó

S 6= ∅.

• Giả sử điều kiện (4.38) được thỏa mãn. Khi đó với bất kỳ u > A, ta có

g (u)− g (A) 6 A (u−A) ,

suy ra

g (A) +A (u−A) ≥ g (u) > u (u−A) .

Nên

g (A) > u (u−A)−A (u−A) = (u−A)
2
, ∀u > A. (4.40)

Vì lim
u→+∞

(u−A)
2

= +∞ và g(A) là một số thực xác định nên từ (4.40), ta có

điều vô lý.

Vậy phương trình g(u) = u(u−A) có nghiệm x̄ > A. Ta chứng minh x̄ là duy

nhất. Thật vậy, giả sử x̄, ȳ là hai nghiệm của phương trình g(u) = u(u − A)

thỏa A < x̄ < ȳ. Khi đó

0 < g (y∗)− g (x̄) = ȳ (ȳ −A)− x̄ (x̄−A)

= (ȳ − x̄) (ȳ + x̄−A) 6 A (ȳ − x̄) ,

suy ra

ȳ + x̄ 6 2A (vô lý).
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Vậy x̄ = ȳ.

• Giả sử điều kiện (4.39) được thỏa mãn. Đặt

h (u) =
g (u)

u
− (u−A) .

Khi đó

h (A) =
g (A)

A
> 0.

Với u > g(A)
A

+A thì h (u) = g(u)
u
− u+A 6 g(A)

A
− u+A < 0, nghĩa là

g (u)

u
− (u−A) < 0, ∀u > g (A)

A
+A.

Hay

g (u) < u (u−A) , ∀u > g(A)
A

+A (vô lý).

Vậy phương trình g(u) = u(u − A) luôn có nghiệm x̄ > A. Ta chứng

minh x̄ là duy nhất. Thật vậy, giả sử x̄, ȳ là hai nghiệm của phương trình

g (u) = u (u−A) thỏa A < x̄ < ȳ. Khi đó

g (ȳ)

ȳ
6
g (x̄)

x̄
,

suy ra

ȳ −A 6 x̄−A.

Hay

ȳ 6 x̄ (vô lý).

Vậy

x̄ = ȳ.

Định lý 6.32. Xét phương trình sai phân (4.36), với A >0 và f : Rk
+ → R+

là hàm liên tục. Giả sử rằng hàm g(u) = f(u, u, · · ·, u) thỏa mãn điều kiện

lim
u→+∞

g(u)

u2
< 1.

Khi đó S là tập compact.
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Chứng minh: Giả sử lim
u→+∞

g(u)
u2 < 1, ta chứng minh S compact. Thật vậy, nếu

tồn tại một dãy (uk) trong S dần tới +∞ thì g(uk)

u2
k

= 1− A
uk
→ 1, ta có điều

vô lý. Do đó ∀ (uk) ⊂ S thì (uk) bị chặn, nghĩa là S bị chặn.

Ta còn phải chứng minh S đóng. Thật vậy, ∀ (uk) ⊂ S : uk → u0, ta chứng

minh u0 ∈ S.

Vì g liên tục nên g (uk)→ g (u0), mặt khác uk ∈ S nên

uk = A+
f (uk, uk, · · ·, uk)

uk

= A+
g (uk)

uk

,

suy ra

lim
k→+∞

uk = A+
lim

k→+∞
g (uk)

lim
k→+∞

uk

,

nên

u0 = A+
g (u0)

u0
.

Hay

u0 ∈ S.

Vậy S đóng và bị chặn, nên S compact.

Định lý sau cho phép ta xác định được độ dài tối đa của mỗi nửa chu trình

của nghiệm.

Định lý 6.33. Giả sử A > 0, f : Rk
+ → R+ là một hàm liên tục, tăng với

mỗi biến và thỏa điều kiện (4.39). Gọi x̄ là điểm cân bằng dương duy nhất và

(xn)
∞
n=−k là nghiệm dương, dao động bất kỳ của phương trình (4.36). Khi đó,

mỗi nửa chu trình dương và mỗi nửa chu trình âm của (xn)
∞
n=−k xung quanh

x̄ có không quá (2k + 1) số hạng.

Chứng minh: Giả sử xs, xs+1, · · ·, xs+2k+1 là (2k + 2) số hạng liên tiếp của

(xn)
∞
n=−k thỏa xs+i ≥ x̄, i ∈ {0, 1, · · ·, 2k + 1}. Gọi i0 là phần tử lớn nhất
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trong tập {0, 1, · · ·, 2k + 1} thỏa

xs+i0 = max {xs, xs+1, · · ·, xs+2k+1} .

• Nếu i0 ∈ {0, 1, · · ·, k} thì max {xs+i0+k, · · ·, xs+i0+1} < xs+i0 . (Vì nếu

max {xs+i0+k, · · ·, xs+i0+1} = xs+i0 thì ∃ i′ = i0 + n0, 1 6 n0 6 k: xs+i0 =

xs+i′ = xs+i0+n0 , mâu thuẫn với i0 = max {0, 1, · · ·, 2k + 1}).

Vì f là hàm liên tục, tăng với mỗi biến nên

xs+i0+k+1 = A+
f (xs+i0+k, · · ·, xs+i0+1 )

xs+i0

< A+
f (xs+i0 , · · ·, xs+i0 )

xs+i0

,

suy ra

xs+i0+k+1 < A+
g (xs+i0 )

xs+i0

.

Do xs+i0 ≥ x̄ nên áp dụng (4.39) ta được

g (xs+i0 )

xs+i0

6
g (x̄)

x̄
.

Khi đó

xs+i0+k+1 < A+ g(x̄ )
x̄

= x̄ (vô lý).

• Nếu i0 ∈ {k + 1, · · ·, 2k + 1} và min{xs+i0−1, · · ·, xs+i0−k−1} < xs+i0 thì ta

có

x(s+i0−1)+1 = A+
f (xs+i0−1, · · ·, xs+i0−k)

xs+i0−k−1
,

suy ra

xs+i0 .xs+i0−k−1 = Axs+i0−k−1 + f (xs+i0−1, · · ·, xs+i0−k) .

Hay

xs+i0−k−1 =
Axs+i0−k−1 + f (xs+i0−1, · · ·, xs+i0−k)

xs+i0

<
Axs+i0 + f (xs+i0 , · · ·, xs+i0)

xs+i0

6 A+
g (x̄)

x̄
= x̄.
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Như vậy

xs+i0−k−1 < x̄ (vô lý).

• Nếu k < xs+i0 = xs+i0−1 = · · · = xs+i0−k−1 thì ta có

xs+i0−k−1 =
Axs+i0−k−1 + f (xs+i0−1, · · ·, xs+i0−k)

xs+i0

=
Axs+i0 + f (xs+i0 , · · ·, xs+i0)

xs+i0

6 A+
g (x̄)

x̄
= x̄.

Suy ra

xs+i0−k−1 < x̄ (vô lý).

Vậy mỗi nửa chu trình dương của (xn)
∞
n=−k xung quanh x̄ có không quá

(2k + 1) số hạng.

Chứng minh tương tự cho trường hợp nửa chu trình âm.

Tiếp theo ta nghiên cứu tính bị chặn của nghiệm dương phương trình (4.36).

Định lý 6.34. Xét phương trình sai phân (4.36), với A > 1 và f : Rk
+ → R+

thỏa tính chất

∀y1, · · ·, yk ∈ R+ : f (y1, · · ·, yk) 6 cmax {y1, · · ·, yk}+ b,

trong đó b, c cố định thỏa c ∈ (0;A) , b ≥ 0. Khi đó mọi nghiệm dương của

phương trình (4.36) bị chặn.

Chứng minh: Giả sử tồn tại nghiệm (xn)
∞
n=−k chứa một dãy con (xsn) dần đến

+∞, ta có thể giả sử xm < xsn, ∀m < sn.

Với mọi sn ≥ k + 2, ta có

xsn = A+
f (xsn−1, · · ·, xsn−k)

xsn−k−1
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6 A+
cmax {xsn−1, · · ·, xsn−k}+ b

xsn−k−1

6 A+
b

A
+
cxsn

A
,

suy ra

Axsn 6 A2 + b+ cxsn.

Hay

xsn 6 A2+b
A−c

(vô lý).

Vậy mọi nghiệm dương của phương trình (4.36) bị chặn.

Định lý 6.35. Giả sử f : Rk
+ → R+ là hàm tăng với mỗi biến và thỏa điều

kiện

f (u1, u2, · · ·, uk) 6
k∑

i=1

aiui; ∀ui ≥ 0, i = 1, · · ·, k.

Nếu A thỏa mãn bất đẳng thức

∑

i1+···+ij+1 6=k+1, j=1,t

ai1ai2 · · · ait+1 < At+1, (4.41)

(với t là số tự nhiên dương cho trước) thì mọi nghiệm dương của phương trình

(4.36) bị chặn.

Chứng minh: Giả sử rằng tồn tại nghiệm (xn) chứa một dãy con (xsn) dần đến

+∞, ta có thể giả sử xm < xsn , ∀m < sn. Với n đủ lớn, ta có

xn = A+
f (xn−1, · · · , xn−k)

xn−(k+1)

6 A+
1

xn−(k+1)

k∑

i=1

aixn−i.

Suy ra

xn 6 A+
1

xn−(k+1)

k∑

i1=1

ai1

[
A+

1

xn−i1−(k+1)

k∑

i2=1

ai2xn−i1−i2

]

6 A+
k∑

i1=1

ai1 +
k∑

i1=1, i2=1

ai1ai2

xn−i1−i2

xn−(k+1)xn−i1−(k+1)

(do xn > A, ∀n)
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= A+
k∑

i1=1

ai1 +
∑

i1+ i2=k+1

ai1ai2

xn−i1−i2

xn−(k+1)xn−i1−(k+1)

+
∑

i1+ i2 6=k+1

ai1ai2

xn−i1−i2

xn−(k+1)xn−i1−(k+1)

6 A+
k∑

i1=1

ai1 +
1

A

∑

i1+ i2=k+1

ai1ai2 +
∑

i1+ i2 6=k+1

ai1ai2

1

xn−(k+1)xn−i1−(k+1)

x
n−i1−i2

.

Suy ra

xn 6 A+

k∑

i1=1

ai1 +
1

A

∑

i1+ i2=k+1

ai1ai2

+
∑

i1+ i2 6=k+1

ai1ai2

1

xn−(k+1)xn−i1−(k+1)

[
A+

1

xn−i1−i2−(k+1)

k∑

i3=1

ai3xn−i1−i2−i3

]

6 A+
k∑

i1=1

ai1 +
1

A

∑
ai1ai2 +

1

A2

∑

i1+i2 6=k+1i1+i2+i3=k+1

ai1ai2ai3

+
∑

i1+i2 6=k+1i1+i2+i3 6=k+1

ai1ai2ai3

xn−i1−i2−i3

xn−(k+1)xn−i1−(k+1)xn−(i1+i2)−(k+1)

6 A+
k∑

i1=1

ai1 +
1

A

∑

i1+ i2=k+1

ai1ai2 +
∑

i1+ i2 6=k+1

ai1ai2

1

xn−(k+1)xn−i1−(k+1)

x
n−i1−i2

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

xn 6 B +
k∑

i1, i2,··· ,it+1=1i1+i2+···+ij+1 6=k+1, ∀j=1, t

ai1ai2 · · · ait+1

×
xn−(i1+i2+···+it+1)

xn−(k+1)xn−i1−(k+1) · · · xn−(i1+i2+···+it)−(k+1)

,

với

B = A+
∑

ai1 +
1

A

∑
ai1ai2 +

1

A2

∑

i1+i2 6=k+1

ai1ai2ai3 + · · ·+ 1

At

×
∑

i1+i2+···+ij+1 6=k+1, j=1,t−1i1+i2+···+ij+1=k+1

ai1ai2 · · · ait+1 .

Suy ra

xsn 6 B +

k∑

i1, i2,··· ,it+1=1 i1+i2+···+ij+1 6=k+1, ∀j=1, t

ai1ai2 · · · ait+1
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×
xsn−(i1+i2+···+it+1)

xsn−(k+1)xsn−i1−(k+1) · · ·xsn−(i1+i2+···+it)−(k+1)

(4.42).

Vì xm < xsn, ∀m < sn và xn > A, ∀n nên từ (4.42) ta có

xn 6 B +

k∑

i1, i2,··· ,it+1=1 i1+i2+···+ij+1 6=k+1, ∀j=1, t

ai1ai2 · · · ait+1

xsn

At+1
,

suy ra

xsn −
k∑

i1 , i2,··· ,it+1=1 i1+i2+···+ij+1 6=k+1, ∀j=1, t

ai1ai2 · · · ait+1

xsn

At+1
6 B

hay

xsn


1−

k∑

i1, i2 ,··· ,it+1=1 i1+i2+···+ij+1 6=k+1, ∀j=1, t

ai1ai2 · · · ait+1

1

At+1


 6 B

hay

xsn 6
B

1 −
k∑

i1, i2,··· ,it+1=1 i1+i2+···+ij+1 6=k+1, ∀j=1, t

ai1ai2 · · · ait+1

1
At+1

.

Do đó (xsn) bị chặn (Vô lý). Định lý được chứng minh.

Trường hợp đặc biệt, với k = 1, điều kiện (4.41) trở thành A > 0. Do đó

trong trường hợp này ta có kết quả: Với mỗi số thực dương A > 0, mọi nghiệm

dương của phương trình xn+1 = A+ xn

xn−1
, n = 0, 1, · · · bị chặn.

Trong mục này, ta nghiên cứu tính hút toàn cục của nghiệm dương phương

trình (4.36).

Định lý 6.36. Giả sử f : Rk
+ → R+ là hàm liên tục, không giảm với mỗi

biến và tăng với biến thứ nhất, hàm g(u) = f(u, u, · · ·, u) thỏa mãn điều kiện

(4.38). Khi đó mỗi nghiệm bị chặn của phương trình (4.36) hội tụ đến điểm

cân bằng x̄.
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Chứng minh: Giả sử (xn)
∞
n=−k là nghiệm bị chặn của phương trình (4.36). Khi

đó, có hai dãy giới hạn đầy (ym) và (zm) của (xn)
∞
n=−k thỏa phương trình (4.36)

với mọi m ∈ Z và

lim
n→∞

inf xn = z0 6 zm, ym 6 y0 6 lim
n→∞

sup xn.

Giả sử dãy (xn)
∞
n=−k không hội tụ, khi đó z0 < y0. Từ (4.36) và vì f là hàm

không giảm với mỗi biến, nên ta có

y0 < A+
g (y0)

z0

và

z0 > A+
g (z0)

y0

.

Do đó

g (y0) +Az0 > z0y0 > Ay0 + g (z0) ,

suy ra

g (y0)− g (z0) > A (y0 − z0) (vô lý).

Định lý được chứng minh.

Định lý 6.37. Xét phương trình sai phân (4.36), với A > 1 và f : Rk
+ → R+

là hàm liên tục thỏa mãn các điều kiện

a) f không giảm với mỗi biến và tăng với biến thứ nhất.

b) g (u)− g (v) 6 c (u− v) , ∀u > v ≥ 0; c cố định thuộc [0;A).

Khi đó mọi nghiệm dương của phương trình (4.36) hội tụ đến điểm cân bằng

dương của phương trình này.

Chứng minh: Do f không giảm với mỗi biến và tăng với biến thứ nhất nên

f (y1, y2, · · ·, yk) 6 g (max {y1, y2, · · ·, yk}) , ∀y1, y2, · · ·, yk ∈ R.

Do (b) ta có

g (max {y1, y2, · · ·, yk})− g (0) 6 cmax {y1, y2, · · ·, yk} ,
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suy ra

g (max {y1, y2, · · ·, yk}) 6 cmax {y1, y2, · · ·, yk}+ g (0) .

Do đó

f (y1, · · ·, yk) 6 g (max {y1, · · ·, yk}) 6 cmax {y1, · · ·, yk}+ g (0) .

Vậy

f (y1, y2, · · ·, yk) 6 cmax {y1, y2, · · ·, yk}+ g (0) .

Từ điều này và Định lý 6.34, ta có mọi nghiệm dương của phương trình

(4.36) thì bị chặn. Bởi hàm g thỏa điều kiện (4.38) của Định lý 6.31 nên

phương trình (4.36) có duy nhất điểm cân bằng x̄ > A. Do Định lý 6.36, nên

mọi nghiệm dương của phương trình (4.36) hội tụ đến điểm cân bằng x̄.

Định lý được chứng minh.

Định lý 6.38. Xét phương trình sai phân (4.36), với A > 1 và f : Rk
+ → R+

là hàm liên tục, không giảm với mỗi biến và thỏa mãn điều kiện sau

g (y) = f (y, y, · · ·, y) = y, y ∈ R+.

Khi đó, mọi nghiệm dương của phương trình (4.36) hội tụ tới điểm cân bằng

A+ 1.

Chứng minh: Ta có phương trình (4.36) có duy nhất điểm cân bằng x̄ = A+1

vì thỏa điều kiện

g (u)− g (v) 6 A (u− v) , ∀u > v ≥ A.

Ta có

f (y1, · · ·, yk) 6 f (max {y1, y2, · · ·, yk} , · · ·, max {y1, y2, · · ·, yk})

= g (max {y1, · · ·, yk}) = max {y1, · · ·, yk} , ∀y1, · · ·, yk ∈ R+.
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Theo Định lý 6.34 thì dãy (xn)
∞
n=−k bị chặn (với c = 1 < A và b = 0). Mặt

khác, do hàm g thỏa điều kiện

g (u)− g (v) = 1. (u− v) , ∀u > v ≥ 0,

nên theo Định lý 6.36, dãy (xn)
∞
n=−k hội tụ đến điểm cân bằng x̄ = A+1. Định

lý được chứng minh.

Về một lớp phương trình sai phân phi tuyến có chậm

Xét phương trình sai phân phi tuyến với một chậm dạng

xn+1 = λxn + F (xn−m), (4.43)

trong đó m là một số nguyên dương cố định, n ∈ N0; xi, (i = −m, 0) là các

số dương cho trước; λ ∈ (0, 1) và F ∈ C([0,∞)). Phương trình (4.43) xuất

hiện trong nhiều ứng dụng và có thể được xem như là kết quả của sự rời rạc

hoá phương trình vi phân phi tuyến có chậm

ẋ(t) = −µx(t) + f(x(t− τ )), (4.44)

trong đó t > 0, f ∈ C([0,∞)), µ và τ là các tham số dương.

Trong mục này chúng ta nghiên cứu một số tính chất của nghiệm phương

trình sai phân phi tuyến với một chậm (4.43). Cụ thể là, ta sẽ xác định một

số điều kiện để mọi nghiệm của phương trình trên là hội tụ về 0, giới nội ngặt

hay hội tụ tới trạng thái cân bằng dương duy nhất. Đặc biệt là điều kiện để

tồn tại nghiệm tuần hoàn không tầm thường của (4.43).

Xét phương trình sai phân phi tuyến có chậm (4.43). Ta có công thức biến

thiên hằng số như sau

xn+1 = λn+1x0 +
n∑

i=0

λn−iF (xi−m) với n ∈ N0. (4.45)
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Công thức (4.45) được chứng minh dễ dàng bằng cách sử dụng phương pháp

quy nạp theo n.

Định lý sau sẽ cho ta một điều kiện cần và đủ để mọi nghiệm của (4.43)

hội tụ tới 0.

Định lý 6.39. Điều kiện cần và đủ để mọi nghiệm {xn}n của (4.43) hội tụ

tới 0 khi n tiến ra vô cùng là F (u) < (1− λ)u với mọi u > 0.

Chứng minh: Trước hết giả sử rằng F (u) < (1− λ)u với mọi u > 0. Gọi {xn}n
là một nghiệm của (4.43) và M := max−m6i60 xi. Ta chứng minh rằng xn 6 M

với mọi n. Thật vậy, dùng phương pháp quy nạp giả sử rằng xk 6 M với mọi

k 6 n. Ta có

xn+1 = λxn + F (xn−m)

6 λM + (1− λ)M = M.

Vì vậy xn 6 M với mọi n. Đặt

`1 = lim sup
n→∞

xn < +∞,

`2 = lim sup
n→∞

F (xn−m) < +∞.

Lấy ε > 0 là một số nhỏ tùy ý. Đặt N = N(ε) sao cho F (xn−m) < `2 + ε

với mọi n > N . Với n > N ta có

xn+1 = λxn + F (xn−m)

< λxn + `2 + ε.

Lấy giới hạn trên hai vế ta nhận được

`1 6
`2 + ε

1 − λ .

Vì ε là số nhỏ bao nhiêu tùy ý nên điều này cho ta

`1 6
`2

1 − λ. (4.46)
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Mặt khác, {xn}n và {F (xn−m)}n là các dãy bị chặn nên ta có thể chọn một

dãy con {nk} của tập số tự nhiên sao cho

`2 = lim
k→∞

F (xnk−m).

Ta cũng có thể giả sử rằng dãy con {xnk−m} hội tụ tới giới hạn `3. Vì F là

hàm liên tục nên ta có `2 = F (`3). Nếu `3 > 0, thì

`2 = F (`3) < (1− λ)`3.

Rõ ràng, `3 6 `1. Vì vậy `2 < (1− λ)`1. Từ (4.46) ta có

`2 < (1− λ)`1 6
1− λ
1− λ`2 = `2.

Tức là `2 < `2 (vô lý). Vậy `3 = 0 do đó

`2 = F (`3) = F (0) = 0 suy ra `1 = 0.

Như vậy,

lim
n→∞

xn = 0.

Ngược lại, giả sử rằng F (u) < (1−λ)u không thỏa mãn với mọi u > 0. Hai

trường hợp sau có thể xảy ra:

(i) Tồn tại a > 0 sao cho F (a) = (1− λ)a.

(ii) F (u) > (1 − λ)u với mọi u > 0.

Trong trường hợp thứ nhất dãy {xn}n với xn = a, ∀n là một nghiệm

dương nên không hội tụ đến 0. Ta xét trường hợp thứ hai. Đặt xi = 2, i =

−m, 0. Ta chứng minh rằng xn > 1 với mọi n. Bằng quy nạp, giả sử rằng

xk > 1 với k 6 n. Thế thì

xn+1 = λxn + F (xn−m)

> λ + (1− λ) = 1.
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Vì vậy xn > 1 với mọi n, do đó xn không hội tụ tới 0. Định lý được chứng

minh.

Nhận xét 6.5. Dễ thấy rằng nếu F (x) ≡ c (hằng số) thì limn→∞ xn = c
1−λ

.

Thật vậy, phương trình xn+1 = λxn +c có nghiệm tổng quát là xn = αλn + c
1−λ

.

Do λ ∈ (0, 1) nên ta có ngay limn→∞ xn = c
1−λ

.

Định lý sau là một điều kiện đủ để mọi nghiệm của (4.43) là giới nội ngặt.

Định lý 6.40. Giả sử rằng F (x) = H(x, x), trong đó H : [0,∞) × [0,∞) →

[0,∞) là hàm liên tục, đồng biến theo biến thứ nhất nhưng nghịch biến theo

biến thứ hai và H(x, y) > 0 nếu x, y > 0. Giả thiết thêm rằng

lim sup
(x,y)→(∞,∞)

H(x, y)

x
< 1 − λ, (4.47)

lim inf
(x,y)→(0,0)

H(x, y)

x
> 1− λ. (4.48)

Khi đó mọi nghiệm {xn}n của (4.43) là giới nội ngặt.

Chứng minh: Trước hết ta chứng minh rằng {xn}n là bị chặn trên. Bằng phương

pháp chứng minh phản chứng, giả sử lim supn→∞ xn =∞. Với mỗi số nguyên

n > −m, ta định nghĩa

kn := max{ρ : −m 6 ρ 6 n, xρ = max
−m6i6n

xi}.

Nhận xét rằng k−m 6 k−m+1 6 · · · 6 kn →∞ và do đó

lim
n→∞

xkn =∞.

Chọn n0 > 0 sao cho kn0 > 0. Với n > n0 ta có

xkn = λxkn−1 +H(xkn−1−m, xkn−1−m)

6 λxkn +H(xkn−1−m, 0)
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và vì vậy

lim
n→∞

H(xkn−1−m, 0) =∞.

Điều này kéo theo

lim
n→∞

xkn−1−m =∞.

Mặt khác

xkn = λxkn−1 +H(xkn−1−m, xkn−1−m)

6 λxkn +H(xkn , xkn−1−m)

(vì xkn > xkn−1−m và H(x, y) là hàm đồng biến theo biến x) nên ta có

lim sup
(x,y)→(∞,∞)

H(x, y)

x
> lim sup

n→∞

H(xkn, xkn−1−m)

xkn

> 1− λ.

Điều này mâu thuẫn với (4.47). Do đó, {xn}n bị chặn trên.

Tiếp theo, ta chứng minh rằng lim infn→∞ xn > 0. Bằng phương pháp chứng

minh phản chứng, giả sử rằng lim infn→∞ xn = 0. Với mỗi số nguyên n > −m,

ta định nghĩa

sn := max{ρ : −m 6 ρ 6 n, xρ = min
−m6i6n

xi}.

Rõ ràng, s−m 6 s−m+1 6 · · · 6 sn →∞ và do đó

lim
n→∞

xsn = 0.

Gọi C là một cận trên của {xn}n và n0 > 0 sao cho sn0 > 0. Với n > n0 ta

có

xsn = λxsn−1 +H(xsn−1−m, xsn−1−m)

> λxsn +H(xsn−1−m, C)

và do đó

lim
n→∞

H(xsn−1−m, C) = 0.
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Điều này dẫn đến

lim
n→∞

xsn−1−m = 0.

Mặt khác,

xsn = λxsn−1 +H(xsn−1−m, xsn−1−m)

> λxsn +H(xsn , xsn−1−m)

(1− λ)xsn > H(xsn, xsn−1−m)

(vì xsn 6 xsn−1−m và H(x, y) là hàm đồng biến theo biến x) nên ta nhận được

lim inf
(x,y)→(0,0)

H(x, y)

x
6 lim inf

n→∞

H(xsn , xsn−1−m)

xsn

6 1− λ

điều này trái với (4.48). Định lý được chứng minh.

Định nghĩa 6.13. Với một nghiệm giới nội ngặt {xn}n của (4.43) ta gọi tập

tất cả các điểm tụ của dãy các véc tơ {vn = (xn−m, xn−m+1, · · · , xn)}n là tập

giới hạn ô mê ga của {xn}n và kí hiệu là ω(x).

Nhận xét 6.6. Tập giới hạn ω(x) compact và bất biến đối với ánh xạ

T : Rm+1
+ −→ Rm+1

+

xác định bởi Tvn = vn+1. Nếu một nghiệm {xn}n là tuần hoàn thì tập hợp giới

hạn ω(x) gồm hữu hạn điểm. Ngược lại, nếu tập hợp giới hạn ω(x) gồm hữu

hạn điểm, thì bản thân nó là một nghiệm tuần hoàn (xem [?]). Hơn nữa, ánh

xạ T : ω(x) −→ ω(x) là toàn ánh. Vì vậy, tồn tại hai nghiệm có nguồn gốc

{Pn}n∈Z và {Qn}n∈Z (giá trị ban đầu được chọn trong tập giới hạn ω(x)) của

phương trình (4.43) với mọi n sao cho

lim sup
n→∞

xn = P0, lim inf
n→∞

xn = Q0

và

Q0 6 Pn 6 P0, Q0 6 Qn 6 P0, ∀n ∈ Z.
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Ta có

P0 = λP−1 + F (P−m−1), Q0 = λQ−1 + F (Q−m−1),

và hệ quả là,

P0 6
F (P−m−1)

1 − λ , Q0 >
F (Q−m−1)

1− λ .

Từ công thức này ta có

1

1 − λ · inf
x>0

F (x) 6 lim inf
n→∞

xn 6 lim sup
n→∞

xn 6
1

1− λ · sup
x>0

F (x).

Từ đây ta luôn giả sử rằng phương trình x = λx + F (x) có nghiệm duy

nhất x = x ∈ (0,∞). Ta sẽ xác định điều kiện để mọi nghiệm của (4.43) hội

tụ tới trạng thái cân bằng duy nhất x với tất cả các chậm.

Định lý 6.41. Giả sử F là hàm đơn điệu tăng và

lim sup
x→∞

F (x)

x
< 1− λ, (4.49)

lim inf
x→0

F (x)

x
> 1 − λ. (4.50)

Khi đó mọi nghiệm {xn}n của (4.43) hội tụ đến x.

Chứng minh: Với mỗi x ∈ [0,∞) đặt H(x, y) = F (x),∀y ∈ [0,∞), thế thì điều

kiện (4.47) và (4.48) là thỏa mãn và định lý 6.40 được áp dụng. Điều này có

nghĩa rằng mọi nghiệm của (4.43) là giới nội ngặt. Vì vậy, với mỗi nghiệm

{xn}n của (4.43), tồn tại hai nghiệm có nguồn gốc {Pn}n∈Z và {Qn}n∈Z của

(4.43) sao cho

lim sup
n→∞

xn = P0, lim inf
n→∞

xn = Q0 (4.51)

và

Q0 6 Pn 6 P0, Q0 6 Qn 6 P0, ∀n ∈ Z.

Hơn nữa,

P0 6
F (P−m−1)

1− λ 6
F (P0)

1− λ (4.52)
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và tương tự

Q0 >
F (Q−m−1)

1− λ >
F (Q0)

1 − λ . (4.53)

Đặt

ξ(x) =
F (x)

x
− (1 − λ).

Từ (4.52) và (4.53) ta thu được ξ(P0) > 0 và ξ(Q0) 6 0. Mặt khác, từ (4.49)

suy ra lim supx→∞ ξ(x) < 0, và từ (4.50) ta nhận được lim infx→0 ξ(x) > 0. Do

đó, hai trường hợp sau có thể xảy ra: Hoặc là trong (0, Q0] và [P0,∞) có hai

điểm K
′
,K

′′
khác nhau sao cho ξ(K

′
) = ξ(K

′′
) = 0, hoặc P0 = Q0 = x. Theo

giả thiết thì trường hợp thứ hai xảy ra. Định lý được chứng minh.

Định lý 6.42. Giả sử F là hàm đơn điệu giảm. Đặt

f(x) =
F (x)

1 − λ.

Giả thiết thêm rằng hệ hai phương trình sau

α = f(β), β = f(α)

có nghiệm duy nhất α = β. Khi đó mọi nghiệm {xn}n của (4.43) hội tụ đến x.

Chứng minh: Với mỗi y ∈ [0,∞) đặt H(x, y) = F (y),∀x ∈ [0,∞), thế thì điều

kiện (4.47) và (4.48) là thỏa mãn và định lý 6.40 được áp dụng. Do vậy, với

mỗi nghiệm {xn}n của (4.43), tồn tại hai nghiệm có nguồn gốc {Pn}n∈Z và

{Qn}n∈Z của (4.43) sao cho

lim sup
n→∞

xn = P0, lim inf
n→∞

xn = Q0

và

Q0 6 Pn 6 P0, Q0 6 Qn 6 P0, ∀n ∈ Z.

Vì vậy,

P0 6
F (P−m−1)

1 − λ 6
F (0)

1 − λ = f(0) =: b1
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và tương tự

Q0 >
F (Q−m−1)

1 − λ > f(∞) =: a1.

Xét hệ các phương trình sai phân sau

an+1 = f(bn), bn+1 = f(an) với n ∈ N.

Thế thì cả P0 và Q0 cùng thuộc vào đoạn [an, bn] với mọi n ∈ N. Dãy {an}n
là đơn điệu tăng và dãy {bn}n là đơn điệu giảm. Vì vậy tồn tại hai giới hạn

tương ứng là α và β. Hơn nữa, các giới hạn này thỏa mãn hệ

α = f(β), β = f(α).

Theo giả thiết của ta thì α = β = x. Vì vậy, limn→∞ an = limn→∞ bn = x và

do đó, P0 = Q0 = x. Định lý được chứng minh.

Tiếp theo, ta giả sử rằng với y0 > 0, ta có

F (y0) = max
x>0

F (x)

và F là hàm đơn điệu tăng trong [0, y0], đơn điệu giảm trong (y0,∞). Trong

trường hợp này F được gọi là hàm hình chuông. Đặt

f(x) =
F (x)

1 − λ.

Giả thiết thêm rằng {xn}n là một nghiệm giới nội ngặt của (4.43). Gọi {Pn}n∈Z

và {Qn}n∈Z là hai nghiệm có nguồn gốc của phương trình (4.43) sao cho

lim sup
n→∞

xn = P0, Q0 6 Pn 6 P0, ∀n ∈ Z. (4.54)

Vì vậy,

P0 6
F (P−m−1)

1 − λ 6
F (y0)

1 − λ = f(y0). (4.55)
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Định lý 6.43. Giả sử rằng f(y0) 6 y0 và (4.50) cũng được giả thiết là đúng.

Giả sử {xn}n là một nghiệm giới nội ngặt của (4.43). Thế thì {xn}n hội tụ

đến x.

Chứng minh: Từ (4.54) và (4.55) ta có Pn 6 P0 6 y0, ∀n ∈ Z. Nhưng F là

hàm tăng trong [0, y0] nên ta thu được

P0 6
F (P−m−1)

1− λ 6
F (P0)

1− λ (4.56)

và tương tự

Q0 > F (Q−m−1)

1− λ > F (Q0)

1 − λ . (4.57)

Đặt

ξ(x) =
F (x)

x
− (1 − λ).

Từ (4.56) và (4.57) suy ra

ξ(P0) > 0, ξ(Q0) 6 0.

Mặt khác, rõ ràng lim supx→∞ ξ(x) < 0 và từ (4.50) ta có lim infx→0 ξ(x) > 0.

Do đó, hai trường hợp sau có thể xảy ra: Hoặc là trong (0, Q0] và [P0,∞) có

hai điểm K
′
,K

′′
khác nhau sao cho ξ(K

′
) = ξ(K

′′
) = 0, hoặc P0 = Q0 = x.

Do giả thiết của ta trường hợp thứ hai xảy ra. Định lí được chứng minh.

Xét trường hợp f(y0) > y0. Trước tiên, ta nhắc lại định lý sau của Ivanov

đã được trình bày trong [?]:

Định lý 6.44. [?] Giả sử tồn tại một đoạn I trong R là bất biến đối với ánh

xạ f ∈ C(R), tức là f(I) ⊂ I. Giả thiết thêm rằng, có duy nhất một điểm

x ∈ intI là điểm hút toàn cục của f , tức là f(x) = x và limn→∞ fn(x) = x

với mọi x ∈ intI. Thế thì, mọi nghiệm {xn}n∈N−m , xi ∈ intI, i = −m, 0

của phương trình

xn+1 =
µ

µ + 1
xn +

1

µ + 1
f(xn−m), µ > 0

hội tụ tới x.
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Đặt I là đoạn [0, f(y0)]. Rõ ràng hàm f đưa I vào chính nó. Từ (4.55) ta

có xn ∈ I với tất cả n trừ một số hữu hạn chỉ số n. Mặt khác, vì x là nghiệm

dương duy nhất của phương trình x = λx+F (x) nên nó cũng là nghiệm dương

duy nhất của phương trình f(x) = x. Điều này có nghĩa x ∈ intI là điểm cố

định duy nhất của f . Ta có bổ đề sau:

Bổ đề 6.4. Giả sử rằng limn→∞ fn(x) = x với tất cả x ∈ I. Thế thì mọi

nghiệm giới nội ngặt của (4.43) hội tụ tới x.

Chứng minh: Như đã đề cập ở trên với một nghiệm giới nội ngặt {xn}n ta phải

có xn ∈ I với tất cả n trừ một số hữu hạn chỉ số n. Vì vậy không mất tính

tổng quát ta giả sử rằng xn ∈ I với mọi n. Theo định lý 6.44 ta có điều phải

chứng minh.

Bổ đề 6.5. Giả sử hàm f có đạo hàm đến cấp 3 trên I, |f ′(x)| 6 1 và đạo

hàm Schwarzian

Sf(x) =
f ′′′(x)

f ′(x)
− 3

2

(
f ′′(x)

f ′(x)
)2

của f âm trong I \ {x}. Thế thì limn→∞ fn(x) = x với tất cả x ∈ I.

Phép chứng minh của bổ đề 6.5 có thể tìm thấy ở [?], [?]. Bổ đề 6.4 và 6.5

cho ta định lý sau:

Định lý 6.45. Giả sử hàm f có đạo hàm đến cấp 3 trên I, |f ′(x)| 6 1 và đạo

hàm Schwarzian

Sf(x) =
f ′′′(x)

f ′(x)
− 3

2

(
f ′′(x)

f ′(x)
)2

của f âm trong I \ {x}. Thế thì mọi nghiệm giới nội ngặt của (4.43) hội tụ

tới x.
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Bây giờ chúng ta nghiên cứu hiệu suất của chậm m đối với sự hội tụ của

nghiệm phương trình (4.43) tới trạng thái cân bằng dương x. Ta giả thiết

f(y0) > y0. Điều này kéo theo x > y0.

Mệnh đề 6.3. Với mỗi nghiệm giới nội ngặt {xn}n của (4.43) ta có

λm+1x < lim inf
n→∞

xn 6 x 6 lim sup
n→∞

xn 6 f(y0).

Chứng minh: Gọi {Pn}n∈Z và {Qn}n∈Z là các nghiệm có nguồn gốc của phương

trình (4.43) với P0 = lim supn→∞ xn và Q0 = lim infn→∞ xn. Ta có

Q0 = λQ−1 + F (Q−1−m) > λQ0 + F (Q−1−m),

do đó Q0 > f(Q−1−m). Nhưng Q0 6 Q−1−m, vì vậy Q−1−m > f(Q−1−m). Mặt

khác, ta có y < f(y) với mọi y ∈ (0, x). Vì vậy, Q−1−m > x. Từ đây suy ra

P0 > x. Hơn nữa, từ công thức biến thiên hằng số ta có

Q0 = λQ−1 + F (Q−1−m)

= λ(λQ−2 + F (Q−2−m)) + F (Q−1−m)

= λ2Q−2 + λF (Q−2−m) + F (Q−1−m)

= λm+1Q−1−m +

m∑

j=0

λjF (Q−1−m−j) > λm+1x.

Mặt khác,

P0 = λP−1 + F (P−1−m) 6 λP0 + F (P−1−m),

nên P0 6 f(P−1−m) < f(y0). Nhưng P0 > P−1−m, do đó P−1−m 6 f(P−1−m).

Mặt khác, ta có y > f(y) với mọi y ∈ (x,∞). Vì vậy, P−1−m 6 x. Từ đây suy

ra Q0 6 x. Mệnh đề được chứng minh.

Định lý 6.46. Giả sử tồn tại các hằng số dương L1, L2 sao cho hàm f thoả

mãn điều kiện

0 6 f(x)− x 6 L1(x− x) với mọi x ∈ [λm+1x, x],
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0 6 x− f(x) 6 L2(x− x) với mọi x ∈ [x, f(y0)]. (4.58)

Khi đó mọi nghiệm giới nội ngặt {xn}n của (4.43) hội tụ đến x nếu

λm+1 > 1− 1√
L1L2

.

Chứng minh: Gọi {Pn}n∈Z và {Qn}n∈Z là các nghiệm có nguồn gốc của phương

trình (4.43) với P0 = lim supn→∞ xn và Q0 = lim infn→∞ xn. Từ mệnh đề 6.3

ta có

λm+1x < Q0 6 P−m−1 6 x 6 Q−m−1 6 P0 6 f(y0).

Từ công thức biến thiên hằng số ta có

x−Q0 = x− λm+1Q−1−m −
m∑

j=0

λjF (Q−1−m−j)

6 x
(
1 − λm+1

)
− (1− λ)

m∑

j=0

λjf(Q−1−m−j)

= (1− λ)
m∑

j=0

λj(x− f(Q−1−m−j ))

6 (1− λ)
∑

{06j6m: x>f(Q−1−m−j)}

λj(x− f(Q−1−m−j))

6 (1− λm+1)(P0 − x)L2.

Tương tự,

P0 − x = λm+1P−1−m − x+
m∑

j=0

λjF (P−1−m−j)

6 (λm+1 − 1)x+ (1 − λ)
m∑

j=0

λjf(P−1−m−j )

= (1 − λ)
m∑

j=0

λj(f(P−1−m−j )− x)

6 (1 − λ)
∑

{06j6m: f(P−1−m−j)>x}

λj(f(P−1−m−j )− x)
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= (1− λ)
m∑

j=0

λjL1(x−Q0)

=
(
1 − λm+1

)
L1(x−Q0)

6
(
1 − λm+1

)2
L1L2

(
P0 − x

)
.

Nhưng từ giả thiết của ta,

(
1 − λm+1

)2
L1L2 < 1,

nên P0 = Q0 = x. Định lý được chứng minh.

Mệnh đề 6.4. Giả sử các giả thiết của định lý 6.46 được thoả mãn. Cho

m0 > 0 là một số nguyên sao cho m0 < m và

λm0+1 > 1− 1√
L1L2

.

Thế thì mỗi nghiệm (khác hằng) {xn}n của (4.43) không tuần hoàn với chu kì

m−m0.

Chứng minh: Giả sử trái lại, tức tồn tại {xn}n là một nghiệm tuần hoàn (khác

hằng) với chu kì m−m0. Thế thì {xn}n là nghiệm của phương trình

xn+1 = λxn + F (xn−m0).

Chậm trong phương trình này là m0, nên áp dụng định lý 6.46, ta có

lim
n→∞

xn = x.

Nhưng {xn}n là dãy tuần hoàn nên xn = x với mọi n. Điều này mâu thuẫn với

giả thiết {xn}n là nghiệm khác hằng. Mệnh đề được chứng minh.

Trên đây ta đã nghiên cứu hiệu suất của chậm m đối với sự hội tụ của

nghiệm phương trình (4.43). Ta đã chứng minh rằng với chậm nhỏ và F là

hàm phi tuyến hình chuông, thì mỗi nghiệm giới nội ngặt hội tụ đến trạng thái
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cân bằng dương x. Bây giờ ta sẽ nghiên cứu tính tuần hoàn của nghiệm trong

trường hợp chậm m đủ lớn. Với giả thiết f(x) > x khi x < x và f(x) < x khi

x > x, ta đã chứng minh rằng tất cả các nghiệm giới nội ngặt {xn}n của (4.43)

thỏa mãn

λm+1x < lim inf
n→∞

xn 6 x 6 lim sup
n→∞

xn 6 max
λm+1x6x6x

f(x). (4.59)

Hệ quả là, nếu một nghiệm giới nội ngặt không dao động xung quanh trạng

thái cân bằng dương x, thì nó phải hội tụ đến x. Cũng vậy, rõ ràng rằng mỗi

nghiệm tuần hoàn khác hằng số phải dao động xung quanh x. Cho nên, trong

mục này ta chỉ quan tâm nghiệm dao động xung quanh trạng thái cân bằng

dương x.

Ta giả sử tồn tại một đoạn compact I = [a, b] 3 x sao cho f(I) ⊆ I,

f(x) > x với x ∈ (a, x) và f(x) < x với x ∈ (x, b]. Kí hiệu K là khối [x, b]m+1.

Rõ ràng, K là tập lồi compact của Rm+1. Ta nghiên cứu nghiệm dao động của

(4.43) xuất phát từ K.

Mệnh đề 6.5. Giả sử {xn}n là một nghiệm của (4.43) xuất phát từ K. Thế

thì xn ∈ I với tất cả n ∈ N.

Chứng minh: Ta chứng minh quy nạp theo n. Giả sử xk ∈ I = [a, b] với tất cả

k 6 n. Thế thì

xn+1 = λxn + (1− λ)f(xn−m) > λa+ (1− λ)a = a,

bởi vì f ánh xạ đoạn I vào chính nó. Tương tự, xn+1 6 b, và do đó, xn+1 ∈ I.

Mệnh đề được chứng minh.

Mệnh đề 6.6. Tồn tại một nghiệm dao động của (4.43) xuất phát từ K.

Chứng minh: Giả sử trái lại rằng mỗi nghiệm xuất phát từ K là không dao

động. Thế thì từ (4.59) ta suy ra tất cả các nghiệm đều hội tụ đến trạng thái
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cân bằng x. Mặt khác, xét ánh xạ

K : K −→ K

(x−m, x−m+1, · · · , x0) 7→ (xm, xm+1, · · · , x2m).

Rõ ràng K là một ánh xạ liên tục. Đỉnh (x̄, x̄, · · · , x̄) là một điểm bất động

cực biên của ánh xạ K. Theo định lý điểm bất động (không cực biên) Browder

(xem [?]), K có một điểm bất động khác ở bên trong K. Gọi {yn}n là một

nghiệm của (4.43) xuất phát từ điểm bất động này. Thế thì {yn}n là một

nghiệm tuần hoàn khác hằng của (4.43). Điều này mâu thuẫn với giả thiết

rằng mỗi nghiệm xuất phát từ K hội tụ tới trạng thái cân bằng dương. Mệnh

đề được chứng minh.

Định nghĩa 6.14. Một nghiệm {xn}n của (4.43) xuất phát từ K được gọi là

dao động chậm xung quanh trạng thái cân bằng dương x nếu tồn tại dãy các

số nguyên dương

n1 < n2 < · · · < nk < · · ·

sao cho nk+1 − nk > m và

xn2k
, xn2k+1, · · · , xn2k+m > x,

xn2k−1
, xn2k−1+1, · · · , xn2k−1+m < x

với tất cả các số nguyên dương k.

Mệnh đề 6.7. Mọi nghiệm dao động của (4.43) xuất phát từ K là dao động

chậm.

Chứng minh: Xét một nghiệm dao động {xn}n xuất phát từ K. Từ định nghĩa

của K ta có x−m, x−m+1, · · · , x0 > x. Giả sử n1 là chỉ số nhỏ nhất sao cho

xn1 < x. Thế thì xn1 , xn1+1, · · · , xn1+m < x. Thật vậy, giả sử trái lại, tức là có

k ∈ [0,m) sao cho xn1+k+1 > x và xn1+k < x. Khi đó,

(1 − λ)f(xn1+k−m) = xn1+k+1 − λxn1+k > x− λx,
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suy ra f(xn1+k−m) > x. Nhờ giả thiết trên hàm f , ta nhận được xn1+k−m < x.

Điều này mâu thuẫn với tính nhỏ nhất của n1. Vì vậy,

xn1 , xn1+1, · · · , xn1+m < x.

Bây giờ giả sử n2 > n1 là chỉ số nhỏ nhất sao cho xn2 > x. Rõ ràng, n2 > n1+m.

Ta sẽ chứng minh rằng xn2, xn2+1, · · · , xn2+m > x. Thật vậy, giả sử trái lại,

tồn tại k ∈ [0,m) thoả mãn xn2+k+1 < x và xn2+k > x. Khi đó,

(1− λ)f(xn2+k−m) = xn2+k+1 − λxn2+k < x− λx,

kéo theo f(xn2+k−m) < x. Nhờ giả thiết của hàm f , ta nhận được xn2+k−m > x.

Điều này mâu thuẫn với tính nhỏ nhất của n2. Vì vậy,

(xn2 , xn2+1, · · · , xn2+m) ∈ K.

Bằng quy nạp, ta có thể xác định dãy

n1 < n2 < · · · < nk < · · ·

các số nguyên dương sao cho nk+1 − nk > m và

xn2k
, xn2k+1, · · · , xn2k+m > x,

xn2k+1
, xn2k+1+1, · · · , xn2k+1+m < x

với tất cả các số nguyên dương k. Mệnh đề được chứng minh.

Bây giờ ta nghiên cứu sự tồn tại nghiệm tuần hoàn không tầm thường của

(4.43) khi chậm m đủ lớn. Tuyến tính hoá (4.43) tại trạng thái cân bằng (đặt

xn = x+ εyn, với ε > 0 là một số nhỏ tuỳ ý) ta được

yn+1 = λyn + F ′(x)yn−m.

Tìm nghiệm dưới dạng yn = zn, ta nhận được phương trình đặc trưng

zm+1 = λzm + F
′
(x).
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Sự ổn định tuyến tính ở đây được xác định nhờ độ lớn của z. Điều kiện ổn

định là | z |< 1 và không ổn định khi | z |> 1. Trường hợp | z |= 1 thì hiện

tượng rẽ nhánh Hopf xảy ra. Hệ số rẽ nhánh được xác định như sau: Chọn

z = cos θ + i sin θ và đặt D = F
′
(x), ta có

(cos θ + i sin θ)m+1 = λ(cos θ + i sin θ)m +D,

cos(m+ 1)θ + i sin(m+ 1)θ = λ(cosmθ + i sinmθ) +D.

Từ đây ta nhận được

cos(m+ 1)θ = λ cosmθ +D,

sin(m+ 1)θ = λ sinmθ.

Suy ra

1 = λ2 +D2 + 2λD cosmθ,

hay

cosmθ =
1− λ2 −D2

2λD
,

hay

mθ = arccos
1− λ2 −D2

2λD
.

Mặt khác, ta cũng có

cosmθ cos θ − sinmθ sin θ = λ cosmθ+D,

sinmθ cos θ + cosmθ sin θ = λ sinmθ.

Giải hệ này ta được

cos θ =
1 + λ2 −D2

2λ
,

hay

θ = arccos
1 + λ2 −D2

2λ
.
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Do đó, hệ số rẽ nhánh là

m∗ =
arccos 1−λ2−D2

2λD

arccos 1+λ2−D2

2λ

,

trong đó F ′(x) ∈ [−1− λ,−1 + λ] ∪ [1− λ, 1 + λ].

Theo nguyên lý rẽ nhánh Hopf ta có kết quả sau cho sự tồn tại nghiệm

tuần hoàn không tầm thường của (4.43).

Định lý 6.47. Nếu hàm F khả vi tại x và chậm m thoả mãn điều kiện

m >
arccos 1−λ2−D2

2λD

arccos 1+λ2−D2

2λ

(
D = F ′(x) ∈ [−1−λ,−1+λ]∪[1−λ, 1+λ]

)
(4.60)

thì (4.43) nhận một nghiệm tuần hoàn không tầm thường, xuất phát từ K và

dao động chậm xung quanh trạng thái cân bằng dương x.

Định nghĩa 6.15. Một nghiệm {xn}n của mô hình quần thể (4.43) được gọi

là diệt vong nếu limn→∞ xn = 0; được gọi là trường tồn nếu

0 < lim inf
n→∞

xn 6 lim sup
n→∞

xn <∞

và được gọi là phát triển bền vững nếu tồn tại giới hạn limn→∞ xn ∈ (0,∞).

Ví dụ 6.51. (Mô hình quần thể chim cút ở bang Wisconsin)

Khảo sát sự diệt vong, trường tồn, phát triển bền vững và tuần hoàn của

mô hình quần thể chim cút ở bang Wisconsin hợp chủng quốc Hoa Kỳ

xn+1 = λxn +
µxn−m

1 + xk
n−m

(0 < λ < 1, µ, k > 0).

Phương trình này thuộc dạng (4.43) với

F (x) =
µx

1 + xk
, f(x) =

F (x)

1− λ
.

Sự diệt vong
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Nếu λ+ µ 6 1 hay µ 6 1− λ thì

F (x) =
µx

1 + xk
6

(1− λ)x
1 + xk

< (1− λ)x, x > 0.

Theo định lý 6.39 ta có limn→∞ xn = 0.

Sự trường tồn

Tiếp theo ta xét λ + µ > 1. Đặt

H(x, y) = µx
1

1 + yk
.

Rõ ràng, H là hàm đồng biến trên [0,+∞) đối với x và nghịch biến trên

[0,+∞) đối với y; hơn nữa H liên tục và F (x) = H(x, x). Ta có

lim sup
(x,y)→(∞,∞)

µx 1
1+yk

x
= lim sup

y→∞

µ

1 + yk
= 0 < 1− λ,

lim inf
(x,y)→(0,0)

µx 1
1+yk

x
= lim inf

y→0

µ

1 + yk
= µ > 1 − λ.

Vậy theo định lý 6.40 ta có

0 < lim inf
n→∞

xn 6 lim sup
n→∞

xn <∞.

b Sự phát triển bền vững

Ta có

F
′
(x) = µ · 1 + (1− k)xk

(1 + xk)2
.

Do đó nếu k 6 1 thì F
′
(x) > 0 và F là hàm đồng biến. Hơn nữa các điều kiện

(4.49) và (4.50) của định lý 6.41 được thỏa mãn. Tức là

lim sup
x→∞

F (x)

x
= lim sup

x→∞

µ

1 + xk
= 0 < 1 − λ,

lim inf
x→0

F (x)

x
= lim inf

x→0

µ

1 + xk
= µ > 1 − λ.
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Xét phương trình F (x) = (1 − λ)x, x > 0 ta có µx
1+xk = (1 − λ)x từ đó ta

thu được x = k

√
λ+µ−1

1−λ
duy nhất (vì x > 0). Theo định lý 6.41 ta có

lim
n→∞

xn =
k

√
λ + µ− 1

1− λ .

Bây giờ ta xét trường hợp k > 1. Trong trường hợp này dùng định lý 6.43

ta tính được

F
′
(x) = 0 =⇒ 1 + (1− k)xk = 0

=⇒ x = k

√
1

k − 1
> 0.

Xét y0 = k

√
1

k−1
> 0 ta có

F (y0) = max
x>0

F (x)

F (y0) =
µy0

1 + yk
0

=
(k − 1)µ

k
y0

và ta nhận được rằng nếu 0 < k < µ
λ+µ−1

thì

F (y0) = (1− 1

k
)µy0 6 (1 − λ + µ− 1

µ
)µy0 = (1− λ)y0,

từ đó suy ra

lim
n→∞

xn =
k

√
λ + µ− 1

1− λ .

Tiếp theo ta xét trường hợp

k >
µ

λ+ µ− 1
.

Để áp dụng định lí 6.45, trước hết ta tính f ′(x). Ta có

f ′(x) =
1

µ
{µ − k(λ+ µ − 1)}.

Ta cần tìm điều kiện để | f ′(x) |6 1. Điều này cho ta

k 6
2µ

λ+ µ − 1
.
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Ta sẽ chứng minh rằng với k > 2 đạo hàm Schwarzian Sf là âm trên đoạn

[0, f(y0)]. Ta có

Sf(x) = −k(k − 1)xk{(k − 1)(k − 2)xk + 2(k + 1)}
2x2{(k − 1)xk − 1}2 .

Vì vậy Sf(x) < 0 với mọi x > 0 nếu k > 2.

Trong trường hợp 1 < k < 2 ta phải giả thiết thêm rằng

µ

1 − λ 6 k

√
2(k + 1)

2 − k ·
k

k − 1

để nhận được sự ổn định tiệm cận toàn cục của x. Thật vậy, điều kiện để đạo

hàm Schwarzian âm trong [0, f(y0)] là

(k − 1)(k − 2)xk + 2(k + 1) > 0

⇐⇒ x <
k

√
2(k + 1)

2− k
k

√
1

k − 1
=

k

√
2(k + 1)

2 − k · y0.

Ngoài ra ta còn cần

k

√
2(k + 1)

2− k · y0 > f(y0) =
(k − 1)µ

k(1 − λ) · y0

k

√
2(k + 1)

2 − k >
(k − 1)µ

k(1 − λ)
µ

1− λ 6 k

√
2(k + 1)

2− k ·
k

k − 1
.

Để áp dụng định lí 6.46 ta tìm số L sao cho

|f(x)− x| 6 L|x− x| với mọi x ∈ [y0, f(y0)].

Ta có

f
′
(x) =

F
′
(x)

1 − λ =
µ

1 − λ
[(1 + xk)− kxk−1x]

(1 + xk)2
=

µ

1− λ
[1 + (1− k)xk]

(1 + xk)2
.

Đặt

φ(y) =
µ

1− λ
[1 + (1− k)y]

(1 + y)2
, với y = xk.
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Vì φ(y) luôn âm nên ta xét

ϕ(y) =| φ(y) |= µ

1 − λ
(k − 1)y − 1

(1 + y)2
, y > yk

0 .

Dễ dàng tính được

ϕ
′
(y) =

µ

(1− λ)(1 + y)4
[(1− k)y2 + 2y + k + 1]

và phương trình ϕ
′
(y) = 0 có 2 nghiệm y1 = −1, y2 = k+1

k−1
. Vậy

max
y∈[yk

0 ,f(y0)k ]
ϕ(y) = ϕ(

k + 1

k − 1
) =

µ

1 − λ ·
(k − 1)2

4k
= L = L1 = L2.

Do đó, nếu

λm+1 > 1− 1

L

và nếu f(λm+1x) > x, tức là, nếu

λ + µ− 1

1 − λ >
1 − λm+1

λm+1 − λ(m+1)k
,

thì ta có

lim
n→∞

xn = x

với mỗi nghiệm {xn}n của (4.43).

Tổng hợp lại các kết quả ở trên ta được:

Nếu λ+ µ 6 1 thì mọi nghiệm diệt vong.

Nếu λ+ µ > 1 thì mọi nghiệm trường tồn. Với điều kiện này thì trạng thái

cân bằng dương duy nhất của mô hình là

x = k

√
λ + µ− 1

1− λ
.

Khi đó mọi nghiệm phát triển bền vững (limn→∞ xn = x) nếu một trong hai

điều kiện sau đây thoả mãn:

(i) k ∈
(
0, µ

λ+µ−1

]
∪
[
2, 2µ

λ+µ−1

)
,

(ii) 1 − λm+1 < 4k
(k−1)2

· 1−λ
µ

và 1−λm+1

λm+1−λ(m+1)k 6 λ+µ−1
1−λ

.
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Nhận xét 6.7. Kết quả này là mới và có ý nghĩa, bởi vì trước đây (xem [?],

[?], [?]), các tác giả đã chứng minh sự ổn định toàn cục với tất cả các chậm,

tuy nhiên sử dụng thêm giả thiết khác.

Trong [?] các tác giả đã chứng minh rằng nếu

k <
2

1− λ
· µ

λ + µ− 1

thì trạng thái cân bằng dương x là ổn định tiệm cận địa phương. Kết quả của

ta là ổn định tiệm cận toàn cục nên đòi hỏi phải thêm điều kiện về các tham

số.

Bây giờ ta nghiên cứu tính chất tuần hoàn của nghiệm. Giả sử

k >
2µ

λ+ µ − 1
và y0 = k

√
1

k − 1
.

Thế thì

F (y0) =
(k − 1)µ

k
y0 = max

x>0
F (x),

và

F ′(x) =
1 − λ
µ

[µ− k(λ+ µ− 1)] < 0.

Rõ ràng, f(y0) > y0 và f đơn điệu tăng trong đoạn [y0, f(y0)]. Tồn tại một

đoạn đóng I = [a, b] ⊆ [y0, f(y0)] sao cho f ánh xạ đoạn này vào chính nó.

Khi đó, với chậm m đủ lớn tồn tại một nghiệm tuần hoàn khác hằng số xuất

phát từ khối [x, b]m+1. Chú ý rằng, để nhận được (4.60) đòi hỏi phải có

k <
2µ

λ+ µ − 1
· 1

1− λ.

Ví dụ 6.52. (Mô hình quần thể ruồi xanh Nicholson).

Khảo sát sự diệt vong, trường tồn, phát triển bền vững và tuần hoàn của

mô hình quần thể ruồi xanh Nicholson

xn+1 = λxn + pxn−me
−qxn−m , λ ∈ (0, 1), p, q ∈ (0,∞).
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Phương trình này thuộc dạng (4.43) với

F (x) = pxe−qx, f(x) =
F (x)

1 − λ.

Rõ ràng, hàm phát triển trong mô hình này là hàm hình chuông với bất kì

p, q ∈ (0,∞); trong khi đó, với 0 < k 6 1 thì hàm phát triển trong mô hình

quần thể chim cút là hàm đơn điệu tăng trên [0,∞).

Ta dễ dàng nhận được các điều kiện sau cho sự diệt vong, trường tồn, phát

triển bền vững và tuần hoàn của quần thể ruồi xanh Nicholson:

Nếu p 6 1 − λ thì mọi nghiệm diệt vong.

Nếu p > 1− λ thì mọi nghiệm trường tồn.

Nếu p > 1− λ thì trạng thái cân bằng dương duy nhất là

x =
1

q
ln

p

1 − λ.

Khi đó nếu một trong 2 điều kiện sau thoả mãn thì mọi nghiệm là phát triển

bền vững:

(i) p 6 e2(1− λ),

(ii) e2(1− λ) < p < e2 và m <
ln

p−(1−λ)e2

pλ

ln λ
.

Nếu p > e2 và

m >
arccos

1−λ2−[(1−λ)(1−ln p
1−λ

)]2

2λ[(1−λ)(1−ln p
1−λ

)]

arccos
1+λ2−[(1−λ)(1−ln p

1−λ
)]2

2λ

thì tồn tại nghiệm tuần hoàn khác hằng số.

Bài tập
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1. Chứng minh định lý sau: "Giả sử hàm f đơn điệu giảm theo biến x với

mỗi y > 0 và đơn điệu tăng theo biến y với mỗi x > 0. Giả thiết thêm rằng,

M := supx,y>0 f(x, y) <∞ và hệ phương trình

u = f(v, u),

v = f(u, v)

có nghiệm duy nhất u = v = `. Khi đó mọi nghiệm của

xn+1 =
α+ γxn−1

A+Bxn + xn−1

hội tụ đến `".

2. Giả sử γ > α/A. Chứng minh rằng, nếu một trong các điều kiện sau thoả

mãn thì mọi nghiệm của phương trình sai phân

xn+1 =
α+ γxn−1

A+Bxn + xn−1

hội tụ đến ` =

√
(γ−A)2+4α(B+1)+γ−A

2(B+1)
:

(i) γ 6 A;

(ii) γ > A và B 6 1;

(iii) γ > A,B > 1 và (γ −A)2 6 4α/(B − 1).

3. Cho dãy (xn)
∞
n=−1 xác định theo công thức

xn+1 = α +
xn−1

xn
, n = 0, 1, · · ·,

trong đó x−1, x0 là các số thực dương cho trước. Chứng minh rằng

a) Nếu α > 1 thì dãy (xn)
∞
n=−1 hội tụ.

b) Nếu 0 6 α < 1 và x−1, x0 thỏa 0 6 x−1 < 1, x0 ≥ 1
1−α

thì

lim
n→∞

x2n =∞,
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và

lim
n→∞

x2n+1 = α.

4. Cho dãy (xn)
∞
n=−k xác định theo công thức

xn+1 = α+
βxn−k

1 + xα
n

, n = 0, 1, · · ·,

trong đó x−k, · · ·, x0 là các số thực dương cho trước, 0 < α < 1 và β ∈

(0; 1 + αα). Chứng minh rằng dãy (xn)∞n=−k bị chặn.

5. Cho dãy (xn)
∞
n=−k xác định theo công thức

xn+1 = α+
xn−k

β + xρ1
n x

ρ2
n−1 · · · x

ρk
n−k+1

, n = 0, 1, · · ·,

trong đó x−k, · · ·, x0 là các số thực dương cho trước, ρj ∈ (0; 1) , j = 1, k sao

cho ρ1 + ρ2 + · · · + ρk =: λ ∈ (0; 1) , β ≥ 1. Chứng minh rằng dãy (xn)∞n=−k

hội tụ.

6. Cho dãy (xn)
∞
n=−k xác định theo công thức

xn+1 = α +
xn−k

1 + τ1x
ρ1
n + τ2x

ρ2
n−1 + · · ·+ τkx

ρk

n−k+1

, n = 0, 1, · · ·,

trong đó x−k, · · ·, x0 là các số thực dương cho trước, α > 0; τj ≥ 0, j = 1, k

sao cho
k∑

j=1

τj > 0, ρi ∈ (0; 1) , j = 1, 2, · · ·, k. Chứng minh rằng dãy (xn)∞n=−k

hội tụ.

7. Cho dãy (xn)
∞
n=−k xác định theo công thức

xn+1 = α+
xn−k

txλ1
n x

λ2
n−1 · · · x

λk
n−k+1

, n = 0, 1, · · ·.

trong đó x−k, · · ·, x0 là các số thực dương cho trước, λ1, λ2, · · ·, λk là các số

thực dương, sao cho λ1 + λ2 + · · · + λk = 1. Chứng minh rằng, dãy (xn)∞n=−k

hội tụ nếu một trong các điều kiện sau được thỏa mãn

a)α > 0, t > 0 và tα ≥ 3.

b)α > 0 và 2tα ≥ 3 +
√

5.
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8. Cho dãy (xn)
∞
n=−k xác định theo công thức

xn+1 = α+
(λ1 + λ2 + · · ·+ λk)xn−k

λ1xθ
n + λ2xθ

n−1 + · · ·+ λkxθ
n−k+1

, n = 0, 1, · · ·,

trong đó x−k, · · ·, x0 là các số thực dương cho trước, α > 1, θ > 0,λi > 0, i =

1, 2, · · · k. Chứng minh rằng, dãy (xn)
∞
n=−k hội tụ nếu một trong các điều kiện

sau được thỏa mãn:

a) θ + 2 < αθ + α−θ.

b) 2αθ > θ + 2 +
√
θ2 + 4θ.

9. Cho dãy (xn)
∞
n=−1 xác định theo công thức

xn+1 = A+
xn

xn−1
, n = 0, 1, · · ·,

trong đó A > 0, x−1, x0 là các số thực dương cho trước. Chứng minh rằng dãy

(xn)
∞
n=−1 bị chặn.

10. Cho dãy (xn)
∞
n=−2 xác định theo công thức

xn+1 = A+
a1xn + a2xn−1

xn−2
, n = 0, 1, · · ·,

trong đó x−2, x−1, x0, a1, a2, A là các số thực dương cho trước. Chứng minh

rằng

a) Nếu a2 < A thì mọi nghiệm của phương trình bị chặn.

b) Nếu a1 + a2 < A thì mọi nghiệm của phương trình hội tụ đến điểm cân

bằng x̄ = A+ a1 + a2.

11. Cho dãy (xn)
∞
n=−4 xác định theo công thức

xn+1 = 2 +
4xn + 2xn−1 + xn−2 + xn−3

8xn−4

, n = 0, 1, · · ·,

trong đó x−4, x−3, x−2, x−1, x0 là các số thực dương cho trước. Chứng minh

dãy (xn)
∞
n=−4 hội tụ về điểm 3.

12. Cho dãy (xn)
∞
n=−k xác định theo công thức

xn+1 = A+
a1xn + a2xn−1 + · · ·+ akxn−k+1

xn−k
, n = 0, 1, · · ·,
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trong đó x−k, x−k+1, · · ·, x0, a1, a2, · · ·, ak là các số thực dương cho trước,

A > 1. Chứng minh rằng, nếu a1 + a2 + · · ·+ ak = 1 thì dãy (xn)
∞
n=−k hội tụ

về điểm cân bằng x̄ = A+ 1.
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Phụ lục A

Hàm sinh và áp dụng

P-1 Ví dụ minh họa

Trước hết ta xét hai ví dụ sau

Ví dụ P.1. Với n ∈ N∗ ta kí hiệu ln là số cách phân tích n thành tổng của các

số tự nhiên lẻ, còn kn là số cách biểu diễn n thành tổng của các số tự nhiên

đôi một khác nhau. Chứng minh rằng ln = kn, ∀ n ∈ N∗.

Lời giải. Với |x| < 1, xét các hàm số

p(x) =
∏

i∈N, i lẻ

(
1 + xi + x2i + x3i + · · ·

)
, q(x) =

∏

j∈N

(1 + xj). (0)

Ta có các nhận xét sau:

Hệ số của xn trong khai triển p(x) trong (0) chính là ln vì nó bằng số cách

chọn các thừa số xt sao cho tổng các lũy thừa của x bằng n.

Hệ số của xn trong khai triển vế phải của q(x) chính là kn.

Chú ý rằg khi x ∈ (−1; 1), ta có 1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + · · · = 1

1− x ,

do đó

p(x) =
1

1− x
1

1− x3

1

1− x5
· · · .

Còn q(x) =
1 − x2

1 − x
1− x4

1− x2

1− x6

1− x3
· · · = 1

1 − x
1

1 − x3

1

1− x5
· · · .

Vậy nên p(x) = q(x), suy ra ln = kn, ∀ n ∈ N∗.

517



518 Phụ lục A

Ví dụ P.2. Cho (an) ⊂ N, (n ∈ N) là dãy số không giảm sao cho mọi số tự

nhiên đều có thể biểu diễn một cách duy nhất dưới dạng ai + 2aj + 4ak trong

đó i, j, k ∈ N, không nhất thiết phải khác nhau. Hãy tính a2004.

Lời giải. Đặt F (x) = xa0 + xa1 + xa2 + · · · với |x| < 1. Khi đó

F
(
x2
)

= x2a0 + x2a1 + x2a2 + · · · ; F
(
x4
)

= x4a0 + x4a1 + x4a2 + · · · .

Từ đó ta có F (x)F
(
x2
)
F
(
x4
)

=
∑

i;j;k∈N
xai+2aj+4ak := M(x).

Theo giả thiết, mọi số tự nhiên đều có thể phân tích được dưới dạng ai +2aj +

4ak, nên ta có M(x) =
+∞∑

n=0

xn ⇒M(x) =
1

1 − x · Ta có dãy biến đổi sau

F (x)F
(
x2
)
F
(
x4
)

=
1

1 − x ⇒ F
(
x2
)
F
(
x4
)
F
(
x8
)

=
1

1− x2

⇒ (1 + x)F
(
x2
)
F
(
x4
)
F
(
x8
)

=
1

1− x = F (x)F
(
x2
)
F
(
x4
)

⇒ F (x) = (1 + x)F
(
x8
)

= (1 + x)
(
1 + x8

)
F
(
x82
)

· · · · · · · · · · · ·

= (1 + x)
(
1 + x8

)(
1 + x82

)(
1 + x83

)
· · · .

Vậy ai là các số tự nhiên mà khi viết theo cơ số 8 chỉ có mặt các chữ số 0

và 1. Để xác định a2004 trước hết ta biểu diễn số 2004 theo cơ số 2 rồi thay

cơ số 2 bởi cơ số 8. Mà 2004 = 22 + 24 + 26 + 27 + 28 + 29 + 210 nên ta được

a2004 = 82 + 84 + 86 + 87 + 88 + 89 + 810.

P-2 Khái niệm về hàm sinh

Trong lời giải của hai ví dụ trên ta đã sử dụng khái niệm hàm sinh (Gener-

ating function). Khái niệm này còn được sử dụng trong các dạng bài tập khác

về dãy số nên ta sẽ nhắc qua ở đây. Bạn đọc quan tâm có thể đọc bài viết

của Srini Devadas và Eric Lehman trong tạp chí "Mathematic for Computer
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Science", April, 2005.

Có hai khái niệm trong Toán phổ thông mà ở đây ta muốn mở rộng, đó là:

1. Khái niệm tổng của cấp số nhân lùi vô hạn (Sách giáo khoa Đại số và Giải

tích 11 nâng cao, trang 133).

2. Khái niệm đa thức P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · + anx

n :=
n∑

k=0

akx
k.

Định nghĩa P.1. Cho dãy hàm (un(x)) với un(x) ∈ F(X), X ⊆ R. Cho

Ω ⊆ X.

Gọi Sn(x) =
n∑

k=0

uk(x) là tổng riêng thứ n của dãy. Nếu (Sn(x)) ⇒ S(x) trên

Ω, thì S(x) còn được gọi là tổng vô hạn các số hạng của dãy hàm (un(x)).

Ta viết S(x) =
+∞∑

n=0

un(x).

Kí hiệu
+∞∑

n=0

un(x) hay là
+∞∑
n=0

un(x) còn được gọi là chuỗi (hàm) với số hạng

tổng quát un(x), còn S(x) được gọi là tổng của chuỗi đó. Ta còn nói rằng chuỗi
+∞∑
n=0

un(x) hội tụ về S(x) trên Ω và ký hiệu là
+∞∑

n=0

un(x) ⇒ S(x) trên Ω hay là

+∞∑
n=0

un(x) ⇒ S(x) nếu đã rõ miền Ω.

Định nghĩa P.2. Chuỗi
+∞∑
n=0

anx
n với an ∈ R được gọi là chuỗi lũy thừa.

Ví dụ P.3. Chuỗi
+∞∑
n=0

u1x
n là một chuỗi lũy thừa.

+∞∑
n=0

u1x
n ⇒ u1

1 − x
trên

(−1; 1),

hay là
+∞∑
n=0

u1x
n = u1 + u1x+ u1x

2 + · · · = u1

1 − x, ∀ x ∈ (−1; 1).

Chú ý P.1.

1. Chuỗi lũy thừa
+∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ anx
n + · · · là mở rộng

của tổng vô hạn
+∞∑
n=0

u1x
n khi các hệ số của tổng khác nhau, cũng là mở rộng
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của đa thức P (x) khi số số hạng là vô hạn. Có thể coi chuỗi lũy thừa là đa

thức bậc vô cùng.

2. Trong chuỗi
+∞∑
n=0

anx
n lấy x = 1, được chuỗi số a0 +a1 +a2 + · · ·+an + · · · :=

+∞∑
n=0

an. Đối với chuỗi số ta cũng có các khái niệm tổng riêng, hội tụ, phân kì,

v.v. như với chuỗi hàm. Có thể coi chuỗi số là trường hợp riêng của chuỗi hàm

với un(x) = an.

Định lý P.1 (Điều kiện cần để chuỗi số hội tụ). Nếu
+∞∑
n=0

an hội tụ thì an → 0.

Hệ quả P.1. Chuỗi
+∞∑
n=0

an với (an) không phải là một VCB thì phân kì.

Định lý P.2. Nếu ∀ n ∈ N : un(x) ∈ C(X) và
+∞∑
n=0

un(x) ⇒ f(x) trên X thì

f(x) ∈ C(X).

Định lý P.3. Nếu ∀ n ∈ N : un(x) có đạo hàm trên X và
+∞∑
n=0

un(x) ⇒ f(x)

trên X thì f(x) cũng có đạo hàm trên X và
+∞∑
n=0

u′n(x) ⇒ f ′(x) trên X.

Định lý P.4. Nếu ∀ n ∈ N : un(x) ∈ C([a; b]), (a < b) và
+∞∑
n=0

un(x) ⇒ f(x)

trên [a; b] thì f(x) ∈ C([a; b]). Ngoài ra,
+∞∑
n=0

x∫
a

un(t) dt ⇒
x∫
a

f(t) dt với mọi

x ∈ [a; b].

Hiển nhiên chuỗi lũy thừa thỏa mãn tất cả các điều kiện của ba định lí trên.

Để xác định sự hội tụ của một chuỗi hàm, thường sử dụng tiêu chuẩn Weier-

strass

Định lý P.5 (Tiêu chuẩn hội tụ Weierstrass cho chuỗi hàm). Cho chuỗi hàm
+∞∑
n=0

un(x) với un : X → R. Nếu tồn tại dãy số (cn) ⊂ R+ sao cho |un(x)| 6

cn, ∀ x ∈ X, ∀ n ∈ N và chuỗi số
+∞∑
n=0

cn hội tụ thì chuỗi hàm
+∞∑
n=0

un(x) hội tụ

đều trên X.



P-2. Khái niệm về hàm sinh 521

Định nghĩa P.3 (Khai triển Taylor).
1. Biểu diễn (hình thức) hàm số f(x)1 và khai triển Maclaurin2 dưới dạng

f(x) = f(a)+(x−a)
f ′(a)

1!
+(x−a)2

f ′′(a)
2!

+· · ·+(x−a)n f (n)(a)
n!

+· · · :=
∑ f (n)(a)

n!
(x−a)n

được gọi là khai triển hàm số đó thành chuỗi Taylor.

2. Đặc biệt, khi a = 0, chuỗi Taylor còn được gọi là chuỗi Maclaurin

f(x) = f(0) +
f ′(a)

1!
x+

f ′′(a)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
xn + · · · :=

∑ f (n)(a)

n!
xn.

Ta sẽ không đi sâu hơn mà chỉ lưu ý rằng trong hai biểu diễn trên, chưa chắc

vế phải đã hội tụ về vế trái. Tuy nhiên, nếu xảy ra sự hội tụ thì khai triển

dạng đó là duy nhất. Trong phần này ta quy ước nếu viết được dưới một trong

hai dạng trên thì vế trái hội tụ về vế phải.

Định lý P.6 (Khai triển Maclaurin của một số hàm số sơ cấp).

1. Với mọi x ∈ R, có ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · · + xn

n!
+ · · · . (1)

2. Với mọi x ∈ R, có e−x = 1 − x

1!
+
x2

2!
− x3

3!
+ · · · + (−1)nx

n

n!
+ · · · . (2)

3. Với mọi x ∈ R, có cosh x :=
ex + e−x

2
= 1+

x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ x2n

(2n)!
+ · · · (3)

4. Với mọi x ∈ R, có sinhx :=
ex − e−x

2
= x+

x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ x2n+1

(2n+ 1)!
+

· · · (4)

5. Với mọi x ∈ R, có cos x = 1− x
2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ · · · .(5)

6. Với mọi x ∈ R, có sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n + 1)!
+ · · · (6)

Chú ý P.2. Ta đã không sử dụng đến điều kiện x ∈ R nên các công thức trên

cũng đúng với x ∈ C. Trong công thức (1) thay x bởi iz ta được

eiz = 1 +
iz

1!
+

(iz)2

2!
+

(iz)3

3!
+ · · · + (iz)n

n!
+ · · ·

1Brook Taylor (1685-1731), nhà toán học người Anh, cùng thời với Newton và Leibniz. Khái

niệm chuỗi Taylor được Ông đưa ra khi mới 29 tuổi, trong cuốn " Methodus incrementorum directa
et inversa", London, 1715.

2Colin Maclaurin (1698-1746), nhà toán học người Scotland. Khai triển này được ông đưa ra
năm 1742.
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=
(
1− z2

2!
+
z4

4!
− z6

6!
+ · · ·

)
+ i
(
z − z3

3!
+
z5

5!
− · · ·

)
. Suy ra

eiz = cos z + i sin z. (7)

Tương tự, có

e−iz = cos z − i sin z (8)

Từ (7) và (8) ta được hai công thức sau

cos z =
eiz + e−iz

2
= cosh(iz) (9)

sin z =
eiz − e−iz

2i
=

1

i
sinh(iz) hay là sinh(iz) = i sin z. (10)

Các công thức (9), (10) gọi là các công thức Euler. Với z = x+ iy, x; y ∈ R,

ta có

ez = ex+iy = exeiy = ex(cos y + i sin y) (11)

Ta biết rằng mọi số phức đều có thể viết dưới dạng lượng giác z = r(cosϕ +

i sinϕ). Theo (7) còn có thể viết số phức z dưới dạng z = reiϕ. Đó là dạng mũ

của số phức.

Định lý P.7 (Một số khai triển Maclaurin khác).

1. Với mọi x ∈ (−1; 1), có

1

1− x = 1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + · · · . (12)

2. Với mọi x ∈ (−1; 1), t ∈ R, có

(1 + x)t = 1 +
t

1!
x+

t(t− 1)

2!
x2 + · · ·+ t(t− 1) · · · (t− n+ 1)

n!
xn + · · · . (13)

3. Với mọi x ∈ (−1; 1), có

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
· · ·+ (−1)n x

n+1

n+ 1
+ · · · . (14)

Bằng phép thế ; lấy đạo hàm hai vế ; lấy tích phân hai vế ta có thể tìm được

khai triển của các hàm số khác nữa.
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Ví dụ P.4. Chứng minh chuỗi điều hòa 1 +
1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
+ · · · phân kì.

Lời giải. Xét dãy các tổng riêng Sn =
n∑

j=1

1

j
. Gọi k ∈ N, sao cho

2k 6 n < 2k+1 ⇔ k 6 log2 n < k + 1⇒ k = [log2 n].

Ta có
1

2k
>

1

n
>

1

2k+1
. Thực hiện dãy biến đổi và đánh giá sau

Sn = 1 +
1

2
+
(1

3
+

1

4

)
+ · · ·+

( 1

2k + 1
+ · · ·+ 1

2k+1

)
+

1

2k+1 + 1
+ · · · + 1

n

>
k∑

i=0

( 1

2i + 1
+ · · ·+ 1

2i+1

)
(do 1 >

1

2
và bỏ đi các số hạng dương ở cuối)

>
k∑

i=0

1

2

(
vì
( 1

2i + 1
+ · · ·+ 1

2i+1

)
>

2i∑

l=1

1

2i+1
=

1

2
·
)

=
k + 1

2
=

1

2

(
[log2 n] + 1

)
→ +∞⇒ Sn → +∞.

Ví dụ P.5. Chứng minh rằng tập các số nguyên tố ¶ là vô hạn.

Lời giải.3 Với mọi p ∈ ¶, ta có chuỗi
+∞∑
n=0

1

pn
hội tụ (vì |1

p
| 6 1

2
< 1).

Giả sử tập ¶ là hữu hạn và ¶ = {p1; p2; · · · ; pl}.

Khi đó, do mỗi chuỗi
+∞∑
n=0

1

pn
j

, (j ∈ 1..l) hội tụ nên chuỗi
l∏

j=1

( +∞∑

n=0

1

pn
j

)
:=

+∞∑

n=0

cn cũng hội tụ. Nhưng các số cn có dạng
1

pk1
1 p

k2
2 · · · p

kl
l

nên theo khai triển

tiêu chuẩn của số nguyên dương, ta có
+∞∑
n=0

cn =
+∞∑
n=0

1

n
là phân kì theo ví dụ

P.4. Điều mâu thuẫn đó chứng tỏ giả sử của ta là sai, tức là tập ¶ vô hạn.

Ví dụ P.6. Chứng minh rằng
π

4
= 1 − 1

3
+

1

5
− 1

7
+

1

9
− · · · (16)4

3Lời giải của Leonard Euler (1707-1783).
4Kết quả này được G.W.Leibnitz đưa ra năm 1666.
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Lời giải. Có
1

1 + x2
=

+∞∑
n=0

(−1)nx2n, ∀ x ∈ [−1; 1]. Từ đó, với mọi x ∈ [0; 1],

ta có

arctan x =

x∫

0

dt

1 + t2
=

+∞∑

n=0

x∫

0

(−1)nt2ndt =

+∞∑

n=0

(−1)n x
2n+1

2n + 1
, ∀ x ∈ [−1; 1].

Cho x = 1 ta được điều phải chứng minh.

Định nghĩa P.4 (Hàm sinh). Hàm sinh của dãy số (gn) với dạng khai triển

< g0; g1; g2; · · · ; gn; · · · > là một chuỗi lũy thừa hình thức G(x) := g0 + g1x +

g2x
2 + · · ·+ gnx

n + · · · :=
+∞∑
n=0

gnx
n.

Ta viết "chuỗi hình thức" vì chưa chắc chuỗi
+∞∑
n=0

gnx
n đã hội tụ. Nếu chuỗi đó

hội tụ về hàm số G(x) thì ta viết

< g0; g1; g2; · · · ; gn; · · · >←→ g0+g1x+g2x
2+· · ·+gnx

n+· · · = [≡ ∨ ⇒]G(x).

Hay là ngắn gọn hơn (gn)←→ G(x).

Ví dụ P.7. 1. < 0; 0; 0; · · · >←→
+∞∑
n=0

0xn = 0.

2. < a; 0; 0; · · · >←→ a+ 0x+ 0x2 + · · ·+ 0xn + · · · = a.

3. < a0; a1; a2; · · · an; 0; 0; 0; · · · >←→
n∑

k=0

akx
k.

4. < 1; 1; 1; 1; · · · >←→ 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · = 1

1 − x ·

Định lý P.8 (Các phép toán đối với hàm sinh).

1. Nếu (gn)←→ g(x) ; (fn)←→ f(x) và a, b là các hằng số thì

(a · gn + b · fn)←→ a · g(x) + b · f(x).

2. Nếu < f0; f1; f2; · · · >←→ f(x) thì < 0; 0; · · · ; 0︸ ︷︷ ︸
k chữ số 0

; f0; f1; f2; · · · >←→

xkf(x)

3. Nếu < f0; f1; f2; f3; · · · >←→ f(x) thì < f1; 2f2; 3f3; · · · >←→ f ′(x).
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Ví dụ P.8. Tìm hàm sinh của dãy các số chính phương (n2).

Lời giải. Xét dãy tương ứng sau

< 1; 1; 1; 1; · · · >←→ 1

1− x ⇒< 1; 2; 3; 4; · · · >←→
( 1

1 − x

)′
=

1

(1− x)2

⇒< 0; 1; 2; 3; · · · >←→ x

(1 − x)2
⇒< 1; 4; 9; 16; · · · >←→

( x

(1 − x)2

)′
=

1 + x

(1 − x)3

⇒ (n2) ≡< 0; 1; 4; 9; 16; · · · >←→ x(1 + x)

(1− x)3
·

Ví dụ P.9. 1. Tìm hàm sinh của dãy số (an) cho bởi

a0 = 0 ; a1 = 1 ; an+2 = 3an+1 − 2an. (15)

2. Từ đó, hãy xác định số hạng tổng quát của dãy số này.

Lời giải. 1. Giả sử (an)←→ f(x). Ta có dãy biến đổi
< 0 1 0 0 0 · · · > ←→ x

+ < 0 3a0 3a1 3a2 3a3 · · · > ←→ 3xf(x)
< 0 0 −2a0 −2a1 −2a2 · · · > ←→ −2x2f(x)

< a0 a1 a2 a3 a4 · · · > ←→ f(x)

Vậy f(x) = x + 3xf(x) − 2x2f(x) ⇒ f(x) =
x

2x2 − 3x+ 1
là hàm sinh cần

tìm.

2. Viết
+∞∑
n=0

anx
n ≡ f(x) =

1

1 − 2x
− 1

1 − x · Suy ra

f(x) =
(
1 + (2x) + (2x2) + · · ·+ (2x)n · · ·

)
−
(
1 + x+ x2 + · · · + xn + · · ·

)

=
+∞∑

n=0

(2n − 1)xn ⇒ an = 2n − 1 là số hạng tổng quát cần tìm.

P-3 Một số ví dụ áp dụng

Ví dụ P.10. Cho p1; p2; · · · ; pn; · · · là dãy các số nguyên tố liên tiếp.

Cho x0 ∈ (0; 1). Dãy số (xk) được xác định như sau

xk =





0 nếu xk−1 = 0{
pk

xk−1

}
nếu xk−1 6= 0,
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trong đó ta ký hiệu {a} := a− [a] là phần phân của số thực a.

Tìm x0 để trong dãy số (xk) chỉ có hữu hạn số khác 0.

Lời giải. Nhận xét rằng nếu xk ∈ Q (Q := tập các số hữu tỷ) thì

Khi xk = 0, ta có

[
xk−1 = 0
pk

xk−1
∈ N∗ ⇒ xk−1 ∈ Q.

Khi xk 6= 0, ta có xk =
pk

xk−1
−
[
pk

xk−1

]
⇒ xk−1 =

pk

xk +

[
pk

xk−1

] ⇒ xk−1 ∈ Q.

Vậy nếu xk ∈ Q thì xk−1 ∈ Q. Ta cần phải chứng minh tồn tại k để xk = 0.

Khi đó các số hạng tiếp theo đều bằng 0 và trong dãy số có không quá k số

hạng khác 0 là x0;x1; · · · ;xk−1. Thế nhưng, nếu xk = 0 ∈ Q thì theo trên

xk−1 ∈ Q⇒ xk−2 ∈ Q⇒ · · · ⇒ x0 ∈ Q.

Ngược lại, nếu x0 ∈ Q⇒ x0 =
m

n
với 0 < m < n thì x1 =

r

m
trong đó r là số

dư trong phép chia np1 cho m. Từ đó suy ra mẫu số của x1 nhỏ hơn mẫu số

của x0.

Tương tự, chứng minh được tồn tại xl sao cho mẫu số của xl bằng 1 và khi đó
pk

xl
∈ N∗, suy ra xl+1 =

{
pk

xl

}
= 0 nên tồn tại k, (k = l+1), sao cho ;xk = 0.

Vậy x0 ∈ Q là các giá trị cần tìm.

Ví dụ P.11. Tìm số các tam giác có số đo các cạnh là các số nguyên dương

không vượt quá 2n.

Lời giải. Gọi f(n) là số cần tìm ; f1(n) là số các tam giác có số đo một cạnh

là 2n+ 1, số đo các cạnh kia không quá 2n+ 1 ; f2(n) là số các tam giác có số

đo một cạnh là 2n+ 2, số đo các cạnh kia không quá 2n+ 2. Khi đó dễ thấy

f(1) = 3 ; f(n + 1) = f(n) + f1(n) + f2(n)

(có 3 tam giác có số đo các cạnh không quá 2 là các tam giác (1; 1; 1) ; (1; 2; 2) ; (2; 2; 2)).

Gọi a > b > c là số đo ba cạnh của một tam giác thì f1(n) là số các tam giác
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có

a = 2n+ 1 ; b = 2n+ 1 − k, (k ∈ 0..2n) ; c = x (với x ∈ N∗, x 6 b).

Nhưng

b+c > a⇒ 2n+1−k+x > 2n+1⇒ x > k ⇒ k+1 6 x 6 2n+1−k ; k 6 n.

Vậy với mỗi giá trị của k 6 n, x nhận 2n+ 1 − 2k giá trị và do đó

f1(n) =

n∑

k=0

(2n+ 1 − 2k) = · · · = (n+ 1)2.

Hoàn toàn tương tự ta cũng được f2(n) =
n∑

k=0

(2n + 2 − 2k) = · · · = (n +

1)(n+ 2).

Từ đó suy ra f(n+1) = f(n)+(n+1)2 +(n+1)(n+2) = f(n)+2n2 +5n+3.

Giải phương trình sai phân tuyến tính cấp 1 trên với f(1) = 3 ta được f(n) =
n(n+ 1)(4n + 5)

6
là số cần tìm.

Ví dụ P.12. Cho Sn = {1; 2; · · · ; n}. Phần tử j ∈ Sn được gọi là điểm bất

động của song ánh5, p : Sn → Sn nếu p(j) = j.

Gọi f(n) là số song ánh từ Sn lên Sn không có điểm bất động, còn g(n) là số

song ánh có đúng một điểm bất động. Chứng minh rằng |f(n)− g(n)| = 1.

Lời giải. Gọi p là một song ánh từ Sn lên Sn mà có đúng một điểm bất động

j.

Có n cách chọn j ∈ Sn và f(n − 1) cách lập các song ánh từ Sn \ {j} lên

Sn \ {j} mà không có điểm bất động. Vậy

g(n) = nf(n − 1), ∀n > 2. (1)

Bây giờ, gọi r là song ánh từ Sn lên Sn mà không có điểm bất động.

Khi đó, r(1) = j với j 6= 1 và có n− 1 cách chọn j như vậy.

5Về khái niệm song ánh, xem trong chuyên đề Phương trình hàm
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Nếu r(j) = 1 thì có f(n − 2) các song ánh từ Sn \ {1; j} lên Sn \ {1; j} mà

không có điểm bất động. Nếu bổ sung thêm r(1) = j, r(j) = 1 thì song ánh

r đó từ Sn lên Sn cũng không có điểm bất động. Vậy có (n − 1)f(n − 2) các

song ánh từ Sn lên Sn loại này.

Nếu r(j) 6= 1 thì có f(n − 1) các song ánh từ Sn \ {1} lên Sn \ {1} mà không

có điểm bất động. Gọi q là một song ánh như vậy. Bằng cách đặt
{
p(i) = q(i) nếu q(i) 6= j
p(i) = 1, p(1) = j nếu q(i) = j

ta cũng được song ánh p không có điểm bất động từ Sn lên Sn. Vậy có (n −

1)f(n − 1) các song ánh từ Sn lên Sn loại này. Tóm lại, ta có

f(n) = (n− 1)f(n − 2) + (n − 1)f(n − 1), ∀n > 3. (2)

Từ (1) và (2) suy ra với mọi n > 2 ta luôn có

f(n+1)−g(n+1) = n[f(n)+f(n−1)]−(n+1)f(n) = nf(n−1)−f(n) = g(n)−f(n).

Mà f(1)− g(1) = 0− 1 = −1⇒ f(2)− g(2) = 1, · · · . Bằng phương pháp quy

nạp ta chứng minh được f(n) − g(n) = (−1)n ⇒ |f(n)− g(n)| = 1.

Ví dụ P.13. Trên mặt phẳng cho 2n + 1 đường thẳng (n ∈ N∗). Chúng cắt

nhau tạo thành các tam giác.

Chứng minh rằng số các tam giác nhọn tạo thành không vượt quá
n(n+ 1)(2n + 1)

6
.

Lời giải. Gọi số các tam giác nhọn tạo thành là f(n). Ta phải chứng minh

f(n) 6 n(n+ 1)(2n + 1)

6
, ∀n ∈ N∗.

Có thể giả sử trong 2n+ 1 đường thẳng đã cho không có hai đường thẳng nào

song song, không có hai đường thẳng nào vuông góc với nhau và không có ba

đường thẳng nào đồng quy.

Thật vậy, nếu có hai đường thẳng song song hoặc vuông góc thì ta chỉ việc
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quay chúng một góc đủ nhỏ sao cho các tam giác nhọn vẫn là các tam giác

nhọn, khi đó số các tam giác nhọn không giảm. Nếu có ba đường thẳng nào

đồng quy thì ta tịnh tiến song song một đường một khoảng đủ nhỏ, số tam

giác nhọn cũng không giảm.

Như vậy, ba đường thẳng bất kì trong số các đường thẳng đã cho luôn cắt

nhau và tạo thành một tam giác hoặc nhọn hoặc tù.

Gọi g(n) là số các tam giác tù. Ta gọi một tam giác tạo bởi ba đường thẳng

a, b, c nào đó là giả nhọn cạnh a nếu các góc chung cạnh a của tam giác đó là

các góc nhọn. Chọn một đường thẳng l nào đó và coi nó là trục hoành. Các

đường thẳng còn lại được chia thành hai tập: Tập T+ gồm các đường thẳng

với hệ số góc dương và tập T− gồm các đường thẳng với hệ số góc âm. Hai

đường thẳng tạo với l một tam giác giả nhọn nếu một đường thuộc T+, đường

kia thuộc T−. Gọi p là số đường thẳng thuộc T+, q là số đường thẳng thuộc

T−. Khi đó p + q = 2n và số tam giác giả nhọn cạnh l sẽ là pq. Nhớ rằng

pq 6
(p+ q

2

)2

= n2.

Nhưng l có thể là đường thẳng bất kì trong số 2n + 1 đường thẳng đã cho

nên ta có số cặp (đường thẳng l ; tam giác giả nhọn cạnh l) sẽ không quá

n2(2n+ 1).

Trong cách tính trên mỗi tam giác nhọn được tính 3 lần (theo 3 cạnh) còn mỗi

tam giác tù chỉ được tính một lần nên 3f(n) + g(n) 6 n2(2n + 1).

Thế nhưng tổng số các tam giác là C3
2n+1, tức là

f(n) + g(n) = C3
2n+1 =

(2n+ 1)(2n)(2n − 1)

6
·

Vậy ta có f(n) 6 n2(2n + 1)− (f(n) + g(n))

2
=
n(n + 1)(2n+ 1)

6
·

Ví dụ P.14. Cho (f(n)), (n ∈ N) là dãy số tự nhiên không giảm sao cho mọi số

tự nhiên đều có thể biểu diễn một cách duy nhất dưới dạng f(i)+2f(j)+4f(k)

trong đó i, j, k ∈ N, không nhất thiết phải khác nhau. Hãy tính f(2004).
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Lời giải. (Đây là lời giải khác của ví dụ P.2). Ta có các nhận xét sau

Nhận xét P.1. Dãy (f(n)) tăng ngặt.

Thật vậy, nếu f(j) = f(j+1) thì n = f(i)+ 2f(j)+ 4f(k) = f(i)+ 2f(j+

1) + 4f(k) là điều vô lí vì số n đó có hai cách biểu diễn khác nhau.

Nhận xét P.2. Có duy nhất một dãy (f(n)) thoả mãn yêu cầu đề bài.

Thật vậy, giả sử có hai dãy (f(n)), (g(n)) cùng thoả mãn yêu cầu bài ra.

Gọi n là chỉ số nhỏ nhất mà f(n) 6= g(n), tức là f(i) = g(i), ∀i < n.

Giả sử f(n− 1) < g(n) < f(n). Hiển nhiên, f(0) = g(0) = 0. Do g(n) ∈ N nên

g(n) = f(i) + 2f(j) + 4f(k), với i, j, k < n.

Mà g(n) < f(n) nên ta có

f(i) = g(i), f(j) = g(j), f(k) = g(k)⇒ g(n) = g(i) + 2g(j) + 4g(k).

Nhưng g(n) = g(n)+2g(0)+4g(0) suy ra điều vô lí. Vậy dãy (f(n)) thoả mãn

yêu cầu bài ra là duy nhất.

Ta xác định một số số hạng ban đầu. Có f(0) = 0, f(1) = 1. Với m 6 7 có

m = x0 + 2x1 + 4x2, (xi ∈ {0; 1})⇒ f(2) = 8, f(3) = 9.

Với m 6 63 có m = x0 +2x1 +22x2 +23x3 +24x4 +25x5, (xi ∈ {0; 1}), suy ra

m = (x0 + 8x3) + 2(x1 + 8x4) + 4(x2 + 8x5).

Nhưng xi +8xi+3 ∈ {0; 1; 8; 9} và 9+2.9+4.9 = 63 nên f(4) = 64, f(5) = 65.

Nói chung, nếu m = x0 + 2x1 + 22x2 + 23x3 + · · · (xi ∈ {0; 1}) thì

m = (x0 +8x3 +82x6 + · · · )+2(x1 +8x4 +42x7 + · · · )+4(x2 +8x5 +82x8 + · · · )
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nên ta chọn f(n) dưới dạng f(n) = y0 + 8y1 + 82y2 + · · · (yi ∈ {0; 1}).

Do (f(n)) tăng ngặt nên nếu n = n0 + 2n1 + 22n2 + · · · là cách biểu diễn số n

theo hệ cơ số 2 thì f(n) = n0 + 8n1 + 82n2 + · · · .

Đặc biệt, do 2004 = 22 + 24 + 26 + 27 + 28 + 29 + 210 nên ta được

f(2004) = 82 + 84 + 86 + 87 + 88 + 89 + 810.

Ví dụ P.15. Cho f(x) ∈ Q[x], degf > 2. Dãy các số (ai) ⊂ Q thỏa mãn điều

kiện f(an+1) = an với mọi n ∈ N∗. Chứng minh rằng tồn tại k 6= l để ak = al.

Lời giải. Trước hết ta chứng minh tập {an} giới nội. Thật vậy do deg f > 2

nên tồn tại x0 > 0 sao cho |f(x0)| > 2|x| với mọi x thỏa mãn |x| > x0. Giả sử

tồn tại n sao cho với |an| > x0 ta có f(an) > 2|an|. Thế thì

an−1 = f(an) > 2|an| > 2x0 ⇒ an−2 = f(an−1) > 2|an−1| > 22|an| > 22x0

· · · · · ·

⇒ a1 > 2n−1x0 ⇒ n hữu hạn⇒ {an} bị chặn.

Ta chứng minh số mẫu số của các phân số a1, a2, a3, . . . là hữu hạn. Thật vậy,

kí hiệu L là mẫu số chung nhỏ nhất của các số hệ số trong đa thức f(x). Ta

có

f(x) =
1

L
(b0x

n + b1x
n−1 + · · · + bn−1x+ bn), (bi ∈ Z).

Khi đó với m tuỳ ý thuộc N∗

am = f(am+1) =
1

L

n∑

j=0

bja
n−j
m+1 ⇒

n∑

j=0

bja
n−j
m+1 = Lam. (1)

Đặt t = b0b, b ∈ Z, sao cho t chia hết cho mẫu số của am. Nhân hai vế của (1)

với bn−1
0 bn ta được bn0b

nan
m+1 +b1b

n−1
0 bnan−1

m+1 + · · ·+bnbn−1
0 bn = bn−1

0 bnLam ∈ Z.

Suy ra b0bam+1 = tam+1 là nghiệm của một phương trình đa thức với các hệ

số nguyên và hệ số chính bằng 1 nên tam+1 ∈ Z suy ra t chia hết cho mẫu số
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của am+1. Vậy t chia hết cho mẫu số của tất cả các số an (do ở trên ta chọn m

bất kì, thuộc N∗). Vậy các mẫu số của các số an chỉ có thể là các ước số của

một số t cố định. Do đó, số mẫu số của các phân số a1, a2, a3, · · · là hữu hạn.

Trở lại bài toán. Do tập các phân số {an} là bị chặn và số các mẫu số của các

phân số an là hữu hạn nên các số an chỉ nhận hữu hạn giá trị. Nhưng có vô số

các số an nên theo nguyên lí Dirichlet, tồn tại k 6= l để ak = al.

Ví dụ P.16. Cho f(x) = x3 − 6x2 + 9x.

Hãy xác định số nghiệm của phương trình f(f(· · · f(f(x)) · · · ))︸ ︷︷ ︸
7 lần lấy hàm hợp f

= 0.

Lời giải. Nhận xét rằng phương trình f(x) = 0 ⇔ x = 0 ∨ x = 3. Ký

hiệu fk(x) = f(f(· · · f(f(x)) · · · ))︸ ︷︷ ︸
k lần lấy hàm f

. Giả sử phương trình fk(x) = 0 có ak

nghiệm ; phương trình fk(x) = 3 có bk nghiệm. Vì fk(x) = 0 ⇔ fk−1(x) =

0 ∨ fk−1(x) = 3 nên

ak = ak−1 + bk−1. (1)

Từ bảng biến thiên của hàm số y = f(x) ta có f : [0; 4] → [0; 4] và với mỗi

a ∈ [0; 4], phương trình f(x) = a có đúng ba nghiệm phân biệt nên bk = 3bk−1

mà b1 = 3⇒ bk = 3k. Từ (1) và do a1 = 2 (dễ thấy), ta được

ak = ak−2 + bk−2 + bk−1 = ak−3 + bk−3 + bk−2 + bk−1 = · · ·

= a1 + b1 + b2 + · · ·+ bk−1 = 2 + 3 + 32 + · · ·+ 3k−1

= 2 +
3k − 3

3 − 1
=

3k + 1

2
⇒ a7 =

37 + 1

2
= 1094. � .

Ví dụ P.17. Cho dãy số (an) xác định bởi a0 =
1

2
; an+1 =

2an

1 + a2
n

và dãy

số (bn) xác định bởi b0 = 4 ; bn+1 = b2n − 2bn + 2.

Chứng minh rằng với mọi n ∈ N∗ ta luôn có an =
2b0b1b2 · · · bn−1

bn
.
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Lời giải. Xét hàm số f(x) =
1− x
1 + x

. Ta có

f(an+1) =
1− an+1

1 + an+1

=

1− 2an

1 + a2
n

1 +
2an

1 + a2
n

=
(1 − an

1 + an

)2

= f2(an). (1)

Áp dụng liên tiếp (1) với f(a0) =
1− 1

2

1 +
1

2

=
1

3
, ta được

f(an+1) = f2(an) = f22

(an−1) = · · · = f2n+1

(a0) =
(1

3

)2n+1

· (2)

Suy ra
1− an+1

1 + an+1
=
(1

3

)2n+1

⇒ an+1 =
32n+1 − 1

32n+1 + 1
⇒ an =

32n − 1

32n + 1
·

Lại xét hàm số g(x) = x− 1.

Có f(bn+1) = bn+1 − 1 = b2n − 2bn + 1 = (bn − 1)2 = f2(bn). Vậy

bn − 1 = f(bn) = f2(bn−1) = f22

(bn−2) = · · · = f2n

(b0) = 32n ⇒ bn = 32n

+ 1.

Từ đó có

anbn = 32n − 1 = (32n−1

+ 1) · · · (321

+ 1)(321 − 1) = bn−1bn−2 · · · b1.2.b0⇒ �.

Chú ý P.3. Lập luận mà ta đã sử dụng trong (2) được gọi là đệ quy. Phương

pháp tìm số hạng tổng quát của dãy số sử dụng trong ví dụ trên được gọi là

phương pháp hàm lặp. Ta thường xác định các hàm số f(x), h(x) sao cho

f(un) = h(f(un−1)). Áp dụng đệ quy suy ra

f(un) = h(f(un−1)) = h(h(f(un−2))) := h2(f(un−2)) = · · · = hn(f(u0)).

Từ đó thu được biểu thức của un. Hàm số f(x) được gọi là hàm số phụ, còn

hàm số h(x) được gọi là hàm lặp. Trong ví dụ trên, ở cả hai trường hợp ta đều

có hàm lặp là h(x) = x2.

Về khái niệm hàm lặp, xem trong chuyên đề "Phương trình hàm".
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Ví dụ P.18. Cho k ∈ N∗ và dãy số (an) thỏa mãn điều kiện

a0 = 0 ; a1 = 1 ; an+2 = 4an+1 − an. Chứng minh rằng an
... 3k ⇔ n

... 3k.

Lời giải. Dễ thấy an =
pn − qn

2
√

3
với p := 2 +

√
3, q := 2−

√
3, pq = 1.

Có 3an(4a
2
n + 1) = 12

(pn − qn

2
√

3

)3

+ 3
pn − qn

2
√

3
=
p3n − q3n

2
√

3
= a3n, ∀ n.

Từ a1 = 1, a2 = 4 và an+3 = 15an+1 − 4an suy ra nếu n không chia hết cho

3 thì an cũng không chia hết cho 3. Đặt n = 3s.t với (t; 3) = 1. Theo trên, at

không chia hết cho 3. Ta có

an = a3st = 3a3s−1t(4a
2
3s−1t + 1) = · · · = 3sal

s−1∏

k=0

(4a2
3kt + 1) := 3s.at.M.

Do ∀ n ∈ N, số (4n2 +1) không chia hết cho 3 nên at.M không chia hết cho 3.

Vậy số mũ của 3 trong khai triển chính tắc của n bằng số mũ của 3 trong khai

triển chính tắc của an. Vậy n
... 3k ⇔ n = 3s.t, (s > k) ⇔ an = 3s.L, (L ∈

N)⇔ an
... 3k.

Ví dụ P.19. Chứng minh rằng tồn tại q ∈ R sao cho số

[
222·

··
2q ]

, (n lần

nâng lên lũy thừa) là số nguyên tố với mọi n ∈ N∗. (Ta kí hiệu [x] là phần

nguyên của số thực x.)

Lời giải. Gọi ¶ là tập các số nguyên tố và kí hiệu 2n(q) := 222·
··
2q

(n lần nâng

lên lũy thừa). Ta sẽ xây dựng dãy các đoạn thắt ∆n = [an; bn] thỏa mãn điều

kiện

∆1 ⊃ ∆2 ⊃ ∆3 ⊃ · · · sao cho với mọi q ∈ ∆n, tồn tại pn ∈ ¶ để pn = [2n(q)].

• Với n = 1, chọn ∆1 =

[
1;

3

2

]
. Khi đó [21(q)] = 2 ∈ ¶ với mọi q ∈ ∆1.

• Giả sử đã có đoạn ∆n và với mọi q ∈ ∆n, pn = [2n(q)] ∈ ¶. Ta có

pn = [2n(q)]⇒ pn 6 2n(q) < pn + 1⇒ 2pn 6 2n+1(q) < 2.2pn .

Nhưng với m > 2 thì giữa m và 2m luôn tồn tại ít nhất một số nguyên tố, nói
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cách khác, tồn tại pn+1 ∈ ¶, sao cho 2pn 6 pn+1 6 2.2pn . Ta dựng đoạn

∆n+1 =


log2(log2(· · · (log2(pn+1))))︸ ︷︷ ︸

n lần lấy hàm hợp

; log2(log2(· · · (log2

(
pn+1 +

1

2

)
)))

︸ ︷︷ ︸
n lần lấy hàm hợp


 .

Có ∆n+1 ⊂ ∆n và pn+1 6 2n+1(q) < pn+1 +
1

2
⇒ [2n+1(q)] = pn+1 ∈ ¶, ∀ q ∈

∆n+1. Vậy ta đã xây dựng được dãy các đoạn thắt (∆n) thỏa mãn yêu cầu đặt

ra.

Do ∆ =
∞⋂

n=1

∆n 6= ∅ nên tồn tại q ∈ ∆. Với số q đó ta có [2n(q)] ∈ ¶ với mọi

n ∈ N∗.

Ví dụ P.20. Chuỗi ζ(z) := 1 +
1

2z
+

1

3z
+ · · · + 1

nz
+ · · · được gọi là hàm

Zeta.

Sử dụng hàm Zeta hãy chứng minh

ζ(2) = 1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
+ · · · :=

+∞∑

n=0

1

n2
=
π2

6
· (1)

Lời giải. 6. Euler đã xuất phát từ ba nhận xét sau:

1. Nếu đa thức P (x) = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x+ an (a0 6= 0, an 6= 0) có

các nghiệm x1;x2; · · · ;xn ∈ R∗ thì

P (x) = an

(
1 − x

x1

)(
1 − x

x2

)
· · ·
(
1 − x

xn

)
. (1.1)

2. sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)n−1 x2n−1

(2n− 1)!
+ · · · . (1.2)

3. Hàm số
sinx

x
có vô số nghiệm thuộc R∗ là x±n = ±nπ, (n ∈ N∗).

Mở rộng công thức (1.1)7, Euler viết

sinx

x
=

+∞∏

n=1

(
1− x

nπ

)(
1 +

x

nπ

)
=

+∞∏

n=1

(
1 − x2

n2π2

)
(1.3)

6Của chính L.Euler
7Gần 100 năm sau, nhà toán học người Đức K. Weierstrass (1815-1897) mới chứng minh được

sự mở rộng này là đúng đắn!
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Hệ số của x2 ở vế phải của (1.3) là

− 1

π2
− 1

22π2
− · · · − 1

n2π2
− · · · = − 1

π2
ζ(2). (1.4)

Từ (1.2), hệ số của x2 trong khai triển của
sin x

x
là − 1

3!
= −1

6
·

Từ đó và từ (1.4) ta được

ζ(2) = 1 +
1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
+ · · · :=

+∞∑

n=0

1

n2
=
π2

6
·

Chú ý P.4. Về hàm Zeta, từ giữa thế kỷ XIX, nhà toán học người Đức Georg

Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) đã đưa ra giả thiết rằng mọi nghiệm

của hàm Zeta đều là số phức và có dạng zk =
1

2
+ iyk. Cho đến nay, giả thiết

Riemann vẫn là bài toán mở, chưa giải quyết được. Bằng máy tính điện tử,

người ta đã tìm được vài triệu nghiệm của hàm Zeta và chúng đều có dạng như

ở giả thiết Riemann. Tuy nhiên đối với Toán học điều đó chưa phải là chứng

minh!

Ví dụ P.21. Hãy tính xác suất để một phân số được lấy bất kì là phân số tối

giản.

Lời giải.8 Ta chọn trong số các phân số dạng
m

n
với 1 6 m;n 6 N , trong

đó N ∈ N∗ là số cho trước. Có tất cả N2 phân số như vậy. Gọi f(N) là số

các phân số tối giản trong số N2 phân số đó. Khi đó, xác suất p cần tìm là

p = lim
N→+∞

f(N)

N2
.

Số phân số có tử và mẫu có thể rút gọn cho 2 (tử và mẫu cùng chẵn) là
N

2
· N

2
=
N2

4
nên các phân số như vậy sẽ chiếm

1

4
=

1

22
phần của tổng số

các phân số. Do đó, số phân số mà không tối giản được cho 2 sẽ chiếm 1− 1

22

phần.

Tương tự, lượng phân số không tối giản được cho 3, 5, 7 sẽ chiếm tương ứng

8Của nhà toán học người Nga P.L.Chebyshev (1821-1894).
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là
(
1− 1

32

)
;
(
1− 1

52

)
;
(
1− 1

72

)
phần. Gọi q là ước số nguyên tố lớn nhất

của N thì số phân số không tối giản trong số N2 phân số nói trên là

N2
(
1− 1

22

)(
1 − 1

32

)
· · ·
(
1− 1

q2

)
.

Hiển nhiên, khi N → +∞ thì q→ +∞. Ta có

p = lim
N→+∞

f(N)

N2
= lim

q→+∞

(
1− 1

22

)(
1− 1

32

)
· · ·
(
1 − 1

q2

)
=
∏

q∈¶

(
1− 1

q2

)
.

Để tính p ta xét
1

p
và áp dụng khai triển của

1

1− x , được

1

p
=

1

1− 1

22

1

1− 1

32

· · · 1

1− 1

q2

· · ·

=
∏

q∈¶

( +∞∑

j=0

1

q2j

)
.

Lập luận tương tự như ở ví dụ P.5 và sử dụng kết quả của ví dụ P.20 ta được

1

p
= 1 +

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
+ · · · = π2

6
⇒ p =

6

π2
≈ 0, 6079.



Phụ lục B

Hệ động lực hồi quy và hệ động
lực tuần hoàn

Q-1 Ma trận lũy linh

Ma trận lũy linh và ma trận tuần hoàn là các vấn đề đã được đề cập đến.

Trong chương này, chúng ta sẽ nghiên cứu, khai thác mặt ứng dụng của chúng;

chẳng hạn như nếu ma trận cộng đồng trong các hệ sinh học là ma trận luỹ

linh hay tuần hoàn thì dáng điệu của hệ khi thời gian ra vô cùng sẽ dễ dàng

nhận được nhờ tính chất đặc biệt của các ma trận này. Mặt khác, sử dụng

khai triển Jordan chúng ta có thể tìm được công thức nghiệm tường minh và

một một phép chứng minh mới về tính ổn định nghiệm của hệ động lực (cả

rời rạc và liên tục).

Định nghĩa Q.5. Ma trận vuông A được gọi là ma trận lũy linh nếu tồn tại

số nguyên dương p sao cho Ap = 0 (ở đây 0 là ma trận không). Đa thức đặc

trưng của ma trận được định nghĩa bởi

χA(λ) = det(λI −A).

Định lý Q.9. Cho A là một ma trận vuông cỡ n× n trên trường bất kỳ. Thế

thì, A là ma trận lũy linh nếu và chỉ nếu

χA(λ) = λn.

539
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Chứng minh. Nếu đa thức đặc trưng của ma trận A có dạng λn thì áp dụng

định lý Caley - Hamilton ta được An = 0. Vậy A là ma trận luỹ linh. Để chứng

minh phần đảo lại của định lý ta nhận xét rằng với trường k bất kỳ luôn tồn

tại trường K là mở rộng của trường k sao cho trong K mọi đa thức với hệ số

trong k có đủ nghiệm, tức K là trường đóng đại số. Vì thế, không mất tính

tổng quát, ta giả sử trường đã cho là trường đóng đại số. Kí hiệu λ là một giá

trị riêng của ma trận luỹ linh A ứng với véc tơ riêng v của A. Khi đó Av = λv.

Theo giả thiết A là ma trận lũy linh nên tồn tại số nguyên dương p > 1 sao

cho Ap = 0. Do đó Apv = λpv = 0. Nhưng véc tơ riêng v không thể bằng 0 nên

λp = 0. Suy ra λ = 0. Vậy đa thức đặc trưng của A phải có dạng λn. Định lý

được chứng minh.

Nhận xét Q.3. Nhận xét rằng, nếu k là trường số thực R hoặc trường số

phức C thì ta có phép chứng minh khác. Thật vậy, vì k là không gian Banach

nên theo định lý của Gelfand, bán kính phổ

ρ(A) = sup{| λ |: λ ∈ σ(A)} = lim
n→∞

|| An || 1n .

Mà A là ma trận lũy linh nên tồn tại số nguyên dương p > 1 sao cho Ap = 0.

Do vậy ρ(A) = 0 nên λ = 0. Vậy đa thức đặc trưng của A phải có dạng λn.

Kết hợp định lý này với định lý Caley - Hamilton ta có

Hệ quả Q.2. Nếu A là một ma trận lũy linh cỡ (n× n), thì ta có An = 0.

Nhận xét Q.4. Hệ quả này nói rằng nếu ta cần kiểm tra tính luỹ linh của

một ma trận n × n thì chỉ cần tính đến luỹ thừa thứ n của nó là đủ. Nếu tới

luỹ thừa n mà vẫn chưa nhận được ma trận 0 thì ma trận đó chắc chắn không

thể là ma trận luỹ linh được. Hơn nữa ta cần chú ý rằng tổng cũng như tích

của hai ma trận luỹ linh không nhất thiết phải là luỹ linh. Thật vậy xét hai ma

trận luỹ linh (2× 2) sau đây

A =

(
0 1
0 0

)
và B =

(
0 0
1 0

)
.
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Ta có A2 = B2 = 0, do đó A và B là các ma trận lũy linh. Nhưng cả tổng

A+B =

(
0 1
1 0

)
và tích AB =

(
1 0
0 0

)

không là ma trận luỹ linh vì (A+ B)2 = I (ma trận đơn vị) và (AB)2 = AB.

(Cũng có thể tính trực tiếp được đa thức đặc trưng của A+B là λ2 − 1 và đa

thức đặc trưng của AB là λ2 − λ nên chúng không thể là luỹ linh). Mặt khác

nhận thấy rằng nếu hai ma trận luỹ linh A và B là tựa giao hoán với nhau

(AB = λ ·BA) thì rõ ràng cả tổng và tích của chúng là luỹ linh. Đảo lại ta có

hai mệnh đề quan trọng sau đây:

Mệnh đề Q.1. Nếu A,B và A +B là các ma trận lũy linh cỡ (2 × 2) thì ta

có AB = −BA. Từ đó, AB và BA là các ma trận lũy linh.

Chứng minh. Theo định lý Q.9 ta có A2 = B2 = (A+B)2 = 0. Vì vậy, AB+

BA = 0, do đó AB = −BA. Từ đó suy ra, (AB)2 = ABAB = −AABB = 0,

do đó AB là ma trận lũy linh. Tương tự ta thu được BA là ma trận lũy linh.

Mệnh đề được chứng minh

Mệnh đề Q.2. Nếu A,B và AB,BA là các ma trận lũy linh cỡ (2 × 2) thì

A+B là ma trận lũy linh và ta cũng thu được AB = −BA.

Chứng minh. Ta có

(A+B)2 = A2 +AB +BA+B2 = AB +BA.

Từ đó,

(A+B)4 = (AB +BA)2 = (AB)2 +ABBA+BAAB + (BA)2 = 0.

Điều này chứng tỏ A+B là ma trận lũy linh và nhờ mệnh đề trên ta thu được

AB = −BA. Mệnh đề được chứng minh.

Nhận xét Q.5. Đối với những ma trận luỹ linh cỡ lớn hơn 2× 2 thì mệnh đề

Q.1 và Q.2 không còn đúng. Ta lấy các ví dụ như sau:
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Ví dụ Q.22. Với A =

(
0 0 0
2 0 0
2 2 0

)
và B =

(
0 −2 1
0 0 1
0 0 0

)
. Dễ kiểm

tra được A,B,A+B là các ma trận luỹ linh nhưng ma trận

AB =

(
0 0 0
0 −4 2
0 −4 4

)

không là ma trận luỹ linh vì

(AB)3 =

(
0 0 0
0 −32 16
0 −32 32

)
6= 0.

Ví dụ Q.23. Với A =

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

)
và B =

(
0 0 0
0 0 0
1 0 0

)
. Dễ kiểm tra

được AB,BA,A,B là các ma trận luỹ linh nhưng ma trận

A+B =

(
0 1 0
0 0 1
1 0 0

)

không là ma trận luỹ linh vì

(A+B)2 = I.

Nhận xét Q.6. Ma trận luỹ linh xuất hiện trong lý thuyết hệ động lực như

một hệ động lực hồi quy đơn giản nhất. Nếu xuất phát từ một véc tơ bất kỳ

trong không gian n chiều thì hệ thống luôn quay về gốc toạ độ sau không quá

n bước. Tiếp theo ta đề cập đến một số khái niệm và tính chất của ma trận

tuần hoàn.

Q-2 Ma trận tuần hoàn

Định nghĩa Q.6. Ma trận vuông U được gọi là ma trận tuần hoàn nếu tồn

tại số nguyên dương k > 1 sao cho Uk = I (ở đây I là ma trận đơn vị).

Ma trận tuần hoàn là ví dụ đơn giản cho hệ động lực tuần hoàn. Sau p bước

hệ thống của ta trở về trạng thái ban đầu. Đây cũng là chu kỳ của hệ động
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lực. Các ma trận tuần hoàn đều là các ma trận nửa đơn (xem [?], p.613)).

Nhắc lại rằng ma trận nửa đơn là các ma trận có hệ véc tơ riêng đầy đủ (tức

là chúng đồng dạng với ma trận chéo). Chẳng hạn xét ma trận

U =

(
cos(2π/p) sin(2π/p)
− sin(2π/p) cos(2π/p)

)

ta có ngay Up = I nên U là ma trận tuần hoàn. Đây là một phép quay quanh

gốc toạ độ với góc 2π
p
. Rõ ràng là sau p bước ta quay về vị trí ban đầu. Một

lớp các ví dụ hấp dẫn khác là các ma trận hoán vị. Những ma trận này dùng

để biểu diễn các nhóm đối xứng. Để cụ thể hơn những vấn đề này ta ký hiệu V

là không gian véc tơ n chiều trên trường số phức với cơ sở là {v1, v2, · · · , vn}.

Kí hiệu Sn là nhóm đối xứng với các phần tử là các hoán vị của tập hợp

{1, 2, · · · , n}. Tương ứng với mỗi hoán vị σ ta thành lập ánh xạ tuyến tính Pσ

như sau Pσvj = vσ(j) với j = 1, 2, · · · , n. Ma trận của ánh xạ tuyến tính Pσ

trong cơ sở {v1, v2, · · · , vn} cũng được ký hiệu là Pσ và có tên là ma trận hoán

vị. Về mặt trực quan, các ma trận hoán vị là các bảng số vuông mà trong mỗi

dòng mỗi cột có đúng một số 1, các số còn lại đều bằng 0. Chẳng hạn

P(1,2) =

(
0 1 0
1 0 0
0 0 1

)
và P(1,3,2) =

(
0 1 0
0 0 1
1 0 0

)
.

với (1, 2) là hoán vị đổi chỗ 1 với 2, còn (1, 3, 2) là vòng xích đưa 1 vào 3, 3 vào

2 còn 2 thì trở về. Ta có P 2
(1,2) = P 3

(1,3,2) = I và đa thức đặc trưng của P(1,2) là

χP(1,2) = (λ2−1)(λ−1) còn đa thức đặc trưng của P(1,3,2) là χP(1,3,2) = (λ3−1).

Bây giờ ta sẽ nghiên cứu chi tiết đa thức đặc trưng của các ma trận tuần

hoàn.

Bổ đề Q.1. Nếu Up = U q = I, trong đó p và q là các số nguyên tố cùng nhau

thì U = I.

Chứng minh. Vì p và q là hai số nguyên tố cùng nhau, nên tồn tại các số
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tự nhiên m và n sao cho pm = nq + 1. Do đó,

Ump = Unq+1.

Theo giả thiết, ta có vế trái là I và vế phải là U . Bổ đề được chứng minh.

Định lý Q.10. Cho A là một ma trận cỡ n × n trên trường số hữu tỷ Q với

các giá trị riêng khác nhau trên trường số phức C. Giả thiết thêm là tồn tại

số nguyên tố p sao cho Ap = I. Thế thì đa thức đặc trưng của A phải có dạng

λp − 1 hoặc λp−1 + λp−2 + · · ·+ 1. Suy ra p = n hoặc p = n+ 1.

Chứng minh. Cho λ là một giá trị riêng của A. Thế thì λp = 1. Mặt khác

các giá trị riêng của A đều phân biệt nên đa thức đặc trưng của A phải là

thừa số của đa thức λp − 1. Khi phân tích đa thức λp − 1 ra thừa số nguyên

tố trên trường số hữu tỷ Q ta được

λp − 1 = (λ − 1)(λp−1 + λp−2 + · · ·+ 1).

Vậy đa thức đặc trưng của A chỉ có thể là một trong hai dạng trên. Ta đã

chứng minh xong.

Nhận xét Q.7. Điều kiện các giá trị riêng của A phải phân biệt là vô cùng

quan trọng không thể bỏ được. Ví dụ ma trận đơn vị I thoả mãn tất cả các điều

kiện khác của định lý này mà không có đa thức đặc trưng như hai dạng trên.

Hệ quả Q.3. Nếu p là số nguyên tố lớn hơn 2 thì ít nhất một trong hai số

{cos(2π/p), sin(2π/p)} phải là số vô tỷ.

Chứng minh. Ta xét ma trận sau

U =

(
cos(2π/p) sin(2π/p)
− sin(2π/p) cos(2π/p)

)
.

Khi đó Up = I. Nếu cả hai số {cos(2π/p), sin(2π/p)} là số hữu tỷ, ta sử dụng

định lý 1.2 và nhận được p = 2 hoặc 3. Theo giả thiết của ta p là số nguyên
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tố lớn hơn 2. Với p = 3 ta có ngay sin(2π/3) =
√

3/2 là số vô tỷ. Hệ quả được

chứng minh xong.

Bây giờ ta xét đa thức đặc trưng của các ma trận hoán vị. Trước hết nhận

xét rằng véc tơ v = v1 + v2 + · · ·+ vn là véc tơ riêng của mọi ma trận hoán vị

ứng với giá trị riêng bằng 1. Mặt khác nếu hoán vị σ không thay đổi vị trí của

j thì vj sẽ là véc tơ riêng của ma trận Pσ ứng với giá trị riêng bằng 1. Như vậy

nếu σ cố định k điểm thì đa thức đặc trưng của Pσ sẽ chia hết cho (λ − 1)k.

Cụ thể hơn ta có

Bổ đề Q.2. Giả sử σ ∈ Sn là một vòng xích độ dài p. Thế thì đa thức đặc

trưng χ(λ) của ma trận hoán vị Pσ là

(λp − 1)(λ − 1)n−p.

Chứng minh. Ta sẽ liệt kê tất cả các véc tơ riêng (độc lập tuyến tính) của

ma trận Pσ. Không mất tính tổng quát, giả sử σ là vòng xích (1, 2, · · · , p).

Khi đó {vp+1, · · · , vn} là n − p véc tơ riêng độc lập tuyến tính tương ứng với

giá trị riêng 1. Bây giờ đặt ς = cos(2π/p) + i sin(2π/p) là căn bậc p của 1 và

uj = ςjpv1 + ςj(p−1)v2 + · · ·+ ςjvp với j = 1, 2, · · · , p. Khi đó

Pσuj = ςjpv2 + ςj(p−1)v3 + · · ·+ ςjv1 = ςjuj.

Bởi định lý quen thuộc của VanderMonde ta có hệ véc tơ riêng ςj j = 1, 2, · · · , p

là độc lập tuyến tính. Suy ra đa thức đặc trưng của ma trận hoán vị Pσ là

(λ− ς)(λ− ς2) · · · (λ− ςp)(λ− 1)n−p = (λp − 1)(λ−)n−p.

Bổ đề được chứng minh.

Định lý Q.11. Giả sử τ ∈ Sn được biểu diễn dưới dạng tích của k vòng xích

rời nhau σ1, σ2, · · · , σk. Giả sử pi là độ dài của σi (với i = 1, 2, · · · , k) và
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q = n− (p1 + p2 + · · ·+ pk). Thế thì đa thức đặc trưng χ(λ) của ma trận hoán

vị Pτ là

(λp1 − 1)(λp2 − 1) · · · (λpk − 1)(λ − 1)q.

Chứng minh. Bằng quy nạp theo k và sử dụng bổ đề 1.2, ta có định lý đúng

với k = 2. Không mất tính tổng quát, ta giả sử σ1 là vòng xích (1, 2, · · · , p1) và

giả sử σ2 là vòng xích (p1 +1, p1 +2, · · · , p1 +p2). Trước hết ta có n−p1−p2 =

q véc tơ riêng độc lập tuyến tính của Pτ tương ứng với giá trị riêng 1 là

vp1+p2+1, · · · , vn. Bây giờ giả sử ς1 = cos(2π/p1) + i sin(2π/p1) là nghiệm phức

thứ p1 của 1 (ςp1 = 1) và giả sử ς2 = cos(2π/p2) + i sin(2π/p2) là nghiệm phức

thứ p2 của 1 (ςp2 = 1). Nhờ đó ta có thể viết các véc tơ riêng của Pτ tương

ứng với ς`
1 và ςj

2 trong đó ` = 1, 2, · · · , p1 và j = 1, 2, · · · , p2. Vì thế đa thức

đặc trưng χ(λ) của Pτ có dạng

χ(λ) = (λp1 − 1)(λp2 − 1)(λ− 1)n−p1−p2.

Định lý được chứng minh.

Tiếp theo ta ta nghiên cứu không gian véc tơ tuyến tính định chuẩn k chiều

V trên trường số phức C. Ma trận lũy đẳng là ma trận vuông U cỡ (k × k)

sao cho U − I là ma trận lũy linh. Rõ ràng, đa thức đặc trưng của ma trận

lũy đẳng U là (λ− 1)k. Vì vậy, bán kính phổ của ma trận lũy đẳng là 1. Để ý

rằng, chuẩn của các ma trận lũy linh có thể rất lớn, mặc dù bán kính phổ của

chúng là 0.

Ta định nghĩa

eAt = I +
t

1!
A+ · · ·+ tn

n!
An + · · · .

Rõ ràng, chuỗi này hội tụ với chuẩn của ma trận. Từ định nghĩa, dễ thấy

◦ (eAt)
′
= AeAt,

◦ Nếu A và B là các ma trận vuông giao hoán thì e(A+B)t = eAteBt,
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◦ Nếu λ là một giá trị riêng của A thì eλt là giá trị riêng của eAt,

◦ Nếu U2 = I thì eUt = I cosh t+ U sinh t.

◦ Nếu N là ma trận lũy linh cỡ (k × k) thì

eNt = I +
t

1!
N + · · · + tk−1

(k − 1)!
Nk−1

là ma trận lũy đẳng.

Ta hãy xét các ví dụ sau,

◦ Nếu U =

(
0 1
1 0

)
thì eUt =

(
cosh t sinh t
sinh t cosh t

)
(U2 = I);

◦ Nếu U =

(
0 1
−1 0

)
thì eUt =

(
cos t sin t
− sin t cos t

)
(U2 = −I).

Nhắc lại rằng, mọi ma trận A đều có thể biểu diễn duy nhất dưới dạng A =

S + N , trong đó S là ma trận nửa đơn, N là ma trận lũy linh và SN = NS

(khai triển Jordan cộng tính). Ta có định lý quen thuộc sau mà phép chứng

minh nó có thể thấy dễ dàng nhờ sử dụng khai triển này.

Định lý Q.12. Nghiệm của hệ u̇(t) = Au(t) với t > 0 có dạng u(t) = eAtu(0).

Hơn hữa, nếu A = S +N là khai triển Jordan cộng tính của A, trong đó S là

ma trận nửa đơn cỡ k × k có k véc tơ riêng độc lập tuyến tính v1, v2, · · · , vk

tương ứng với các giá trị riêng λ1, λ2, · · · , λk (không nhất thiết khác nhau), thì

nghiệm tổng quát của hệ có dạng

u(t) = α1e
λ1teNtv1 + α2e

λ2teNtv2 + · · ·+ αke
λkteNtvk với t ≥ 0. (4.1)

Nếu Re (λj) < 0 với tất cả j = 1, 2, · · · , k, thì

lim
t→∞

u(t) = 0. (4.2)
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Chứng minh. Từ SN = NS ta có

e(S+N)t = eSteNt

từ đó ta có (4.1). Ta chứng minh(4.2). Để ý rằng độ lớn của || eNtvj || là giá

trị của đa thức (t biến số) bậc k − 1 không đổi. Do đó,

lim
t→∞
| eλjt | · || eNtvj ||= 0,

và suy ra (4.2).

Chú ý rằng nghiệm của hệ
{
ẋ(t) = y(t)
ẏ(t) = 0

có dạng {
x(t) = a+ bt
y(t) = b

Ma trận A của hệ này là ma trận lũy linh và chỉ có một véc tơ riêng (độc lập

tuyến tính). Để ý rằng

eAt = I + tA =

(
1 t
0 1

)

và ta luôn có nghiệm của hệ u̇(t) = Au(t) với t > 0 là u(t) = eAtu(0).

Tiếp theo, ta chứng minh tính ổn định nghiệm của hệ động lực rời rạc bằng

cách dùng khai triển Jordan nhân tính. Nhắc lại rằng tất cả các ma trận khả

nghịch A đều có thể biểu diễn (duy nhất) dưới dạng tích (giao hoán được) của

một ma trận nửa đơn S và một ma trận lũy đẳng U (khai triển Jordan nhân

tính). Giá trị riêng của S chính là giá trị riêng của A. Ta có định lý quen thuộc

sau mà phép chứng minh nó có thể thấy dễ dàng nhờ sử dụng khai triển này.

Định lý Q.13. Nghiệm của hệ un+1 = Aun với n = 0, 1, · · · , có dạng un =

Anu0. Hơn nữa, nếu A = SU là khai triển Jordan nhân tính của A (A được

giả thiết là ma trận khả nghịch), trong đó S là ma trận nửa đơn cỡ (k × k) có
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k véc tơ riêng độc lập tuyến tính v1, v2, · · · , vk tương ứng với các giá trị riêng

λ1, λ2, · · · , λk (không nhất thiết khác nhau), thì nghiệm tổng quát của hệ có

dạng

un = α1λ
n
1U

nv1 + α2λ
n
2U

nv2 + · · ·+ αkλ
n
kU

nvk với n = 0, 1, · · · (4.3)

Nếu | λj |< 1 với tất cả j = 1, 2, · · · , k thì

lim
n→∞

un = 0. (4.4)

Chứng minh. Do v1, v2, · · · , vk là các véc tơ riêng độc lập tuyến tính trong

không gian k chiều, nên chúng tạo thành cơ sở của không gian này. Vì vậy, với

véc tơ u0 cho trước, ta có

u0 = α1v1 + α2v2 + · · ·+ αkvk.

Thay vào công thức un = Anu0 ta có ngay

un = Anu0 = UnSn(α1λ1 + α2λ2v2 + · · · + αkλkvk)

= α1λ
n
1U

nv1 + α2λ
n
2U

nv2 + · · ·+ αkλ
n
kU

nvk.

Nếu giá trị tuyệt đối của λ nhỏ hơn thì | λn |= (1 + a)−1 tiến tới 0 rất

nhanh khi n tiến tới vô cùng. Còn chuẩn của ma trận luỹ đẳng

Un = (I +N)n =
k−1∑

r=0

n(n− 1) · · · (n − r + 1)

r!
N r

sẽ bị chặn trên bởi đa thức

p(n) =

k−1∑

r=0

|| N ||r

r!
n(n−) · · · (n− r + 1)

có bậc là k− 1 (cố định) của n. Hàm số mũ có độ lớn rất nhiều so với hàm đa

thức. Nói một cách cụ thể hơn nếu p(n) là đa thức còn a là một số dương thì

lim
n→∞

| p(n) |
(1 + a)n

= 0.
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Vì vậy ta có limn→∞ un = 0. Định lý đã được chứng minh trong trường hợp

A là ma trận khả nghịch. Nếu A không khả nghịch ta có thể phân tích không

gian véc tơ đã cho thành tổng trực tiếp của hai không gian con bất biến là V1

và V2 = {v : Av = 0}. Hạn chế của ánh xạ tuyến tính A trên không gian con

V1 là khả nghịch nên ta có thể áp dụng kết quả vừa chứng minh ở trên để kết

luận limn→∞ un = 0.

Để ý rằng ma trận lũy linh

A =

(
0 1
0 0

)
.

có duy nhất một véc tơ riêng (độc lập tuyến tính)

v1 =

(
1
0

)

nên nghiệm tổng quát của hệ un+1 = Aun với n = 0, 1, 2, · · · , không có dạng

(4.3) trong định lý trên. Hơn nữa, u0 và u1 không nhất thiết là 0 và un = 0

với tất cả n > 1.
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