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Lời mở đầu 
 

“Nơi vật lý và hoá học dừng chân chính là nơi toán học bắt đầu” 
 
    Toán học mang một sự bao la phong phú vô tận của khoa học tự nhiên. 
Toán học như một bầu trời đêm thăm thẳm đầy sao lấp lánh. Một trong 
những ngôi sao sáng nhất là ngôi sao mang tên “Bất đẳng thức”. 
    Bất đẳng thức là một lĩnh vực đặc sắc. Đây là sự kết hợp hoàn hảo giữa 
Đại số và Hình học. Một vấn đề đã mang lại bao hứng thú cho các nhà toán 
học, cho giáo viên dạy toán, cho học sinh giỏi toán khắp mọi nơi. Tất cả đều 
mang nét quyến rũ bí ẩn đặc trưng của toán học. Vì vậy vấn đề hấp dẫn này 
sẽ mãi là đề tài nghiên cứu và khám phá cho mọi thế hệ người học toán trong 
quá khứ, hiện tại và tương lai. 
    Đọc đến đây có lẽ bạn đọc cho rằng tác giả hơi quá lời. Nhưng sự thật là 
vậy ! Sau khi đọc chuyên đề này, bạn đọc sẽ đồng ý với tác giả. Chuyên đề 
“Bất đẳng thức” sẽ đưa chúng ta từ những bất đẳng thức cơ bản dễ chứng 
minh đến những bài toán gay go phức tạp, từ phương pháp cổ điển quen 
thuộc đến phương pháp hiện đại mới mẻ. Vì vậy chuyên đề phù hợp cho mọi 
trình độ người đọc. 
    Chuyên đề “Bất đẳng thức ” được chia làm 6 chương : 
         Chương 1:   Các bước đầu cơ sở. 
              Chương này tác giả trang bị cho người đọc những “vật dụng” cần 
thiết cho việc chứng minh bất đẳng thức. 
         Chương 2:   Các phương pháp chứng minh. 
              Chương sẽ bao gồm hầu như toàn bộ các phương pháp thường dùng 
khi chứng minh bất đẳng thức.          
         Chương 3:   Áp dụng vào một số vấn  đề khác.  
              Các bất đẳng thức được vận dụng để giải quyết một số vấn đề khác 
trong giải phương trình, định tính tam giác, … 
         Chương 4:   Một số chuyên đề, bài viết hay, thú vị liên quan đến bất 
đẳng thức. 
         Chương 5:   Bất đẳng thức như thế nào là hay ? 
                              Làm sao có thể sáng tạo bất đẳng thức?  
              Đây lại là một chương thú vị về quan niệm bất đẳng thức của tác giả 
và một số ý kiến quan điểm của giáo viên toán, học sinh giỏi toán quen thân 
với tác giả được thu thập và trình bày. 
         Chương 6:   Hướng dẫn giải bài tập. 
              Trong từng phần của các chương đều có các bài tập tương tự với bài 
toán được trình bày trong chương đó để có thể luyện tập. Chương này sẽ là 
chương để trình bày lời giải hoặc hướng dẫn cho các bài tập này. 
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    Mong rằng chuyên đề “Bất đẳng thức” sẽ trở thành người bạn đồng hành 
trên con đường khám phá vẻ đẹp “Toán học muôn màu” của bạn đọc. 
    Cuối cùng  chân thành gửi lời cảm ơn đến các bạn HS chuyên toán khóa 
2008 – 2011 Trường THPT chuyên Lê Quý Đôn, Quảng Trị đã ủng hộ và hỗ 
trợ giúp cho chuyên đề trở nên phong phú đa dạng hơn.        
    Và cũng chân thành cảm ơn các cựu học sinh chuyên toán: 
         -   Trương Hữu Hà Ninh (HS chuyên Toán khóa 2002 – 2005 Trường 
THPT chuyên Lê Quý Đôn, Quảng Trị ).  
         -  Trương Hữu Đông Hà (HS chuyên Toán khóa 2000-2003 Trường 
THPT chuyên Lê Quý Đôn, Quảng Trị) 
        Và thầy giáo:  
         -  Nguyễn Văn Hiền (GV chuyên toán Trường THPT chuyên Lê Quý 
Đôn, Quảng Trị ). 
Đã giúp đỡ, đóng góp ý kiến để chuyên đề tốt hơn. 
                                                            Quảng Trị, ngày 25 tháng 02 năm 2009 
                                                                                                   
                                                     HS tổ 4, lớp chuyên toán khóa 2008 – 2011 
                                                Trường THPT chuyên Lê Quý Đôn, Quảng Trị 
 
 
    Mọi thắc mắc, ý kiến đóng góp về chuyên đề “Bất đẳng thức ” xin gửi 
cho tác giả theo email : truonggiang250293@yahoo.com hay nick 
truonggiang250293  trên www.diendantoanhoc.net, 
www.mathnfriend.net và www.diendan3t.net 
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Trong chuyên đề này, ta dùng gần như xuyên suốt các ký hiệu sau đây : 
 
 

ABC  : tam giác ABC 
 

CBA ,,  : các góc của tam giác ABC 
 

cba ,,  : các cạnh đối diện lần lượt với các góc CBA ,,  
 

cba hhh ,,  : các đường cao ứng với các cạnh 
 

cba mmm ,,  : các đường trung tuyến ứng với các cạnh  
 

cba lll ,,  : các đường phân giác ứng với các góc 
 

SRrp ,,,  nửa chu vi , bán kính nội tiếp, bán kính ngoại tiếp, diện tích tam 
giác ABC 
 

cba rrr ,,  bán kính đường tròn bàng tiếp ứng với các góc 
 
CMR : chứng minh rằng 
 
Đpcm : điều phải chứng minh.  
 
BĐT:  bất đẳng thức 
 
VP: vế phải 
 
VT: vế trái 
 
  : suy ra 
 
 : tương đương 
 
 : với mọi 
 
 
 
 
 



Truòng THPT chuyên Lê Quý Đôn                                       Chuyên đề Bất đẳng thức 

Tổ 4.vip.pro.friendly – lớp 10 Toán                                                       5 

Chương 1 : 
 
 

CÁC BƯỚC ĐẦU CƠ SỞ 
 
 
 
    Để bắt đầu một cuộc hành trình, ta không thể không chuẩn bị hành trang 
để lên đường. Toán học cũng vậy. Muốn khám phá được cái hay và cái đẹp 
của bất đẳng thức, ta cần có những “vật dụng” chắc chắn và hữu dụng, đó 
chính là chương 1: “Các bước đầu cơ sở”. 
    Chương này tổng quát những kiến thức cơ bản cần có để chứng minh bất 
đẳng thức. Theo kinh nghiệm cá nhân của mình, tác giả cho rằng những kiến 
thức này là đầy đủ cho một cuộc “hành trình”. 
    Trước hết là các bất đẳng thức đại số cơ bản ( AM – GM, BCS, Jensen, 
Nesbitt,…) Tiếp theo là các đẳng thức, bất đẳng thức liên quan cơ bản trong 
tam giác. Cuối cùng là một số định lý khác là công cụ đắc lực trong việc 
chứng minh bất đẳng thức       
 
    Mục lục : 
        1.1.      Các bất đẳng thức đại số cơ bản 
              1.1.1.    Bất đẳng thức Cauchy 
               1.1.1.1 Kĩ thuật chọn điểm rơi của BĐT Cauchy 
               1.1.1.2 Kĩ thuật Cauchy ngược dấu 
              1.1.2.    Bất đẳng thức BunhiaCốpxki 
               1.1.2.1 Kĩ thuật chọn điểm rơi của BĐT BunhiaCốpxki 
              1.1.3.    Bất đẳng thức Jensen 
              1.1.4.    Bất đẳng thức Nesbitt 
         1.2.      Các đẳng thức, bất đẳng thức trong tam giác 
              1.2.1.    Đẳng thức 
              1.2.2.    Bất đẳng thức 
         1.3.      Bất đẳng thức đối xứng ba biến 
              1.3.1     Bất đẳng thức có điều kiện 
              1.3.2     Bất đẳng thức không có điều kiện 
         1.4.      Bài tập 
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1.1.   Các bất đẳng thức cơ bản :  
 
1.1.1. Bất đẳng thức Cauchy : 
 
Với mọi số thực không âm naaa ,...,, 21  ta luôn có: 

                                 n
n

n aaa
n

aaa
...

...
21

21 
      

 
    Bất đẳng thức Cauchy là một bất đẳng thức quen thuộc và có ứng dụng 
rất rộng rãi. Đây là bất đẳng thức mà bạn đọc cần ghi nhớ rõ ràng nhất, nó 
sẽ là công cụ hoàn hảo cho việc chứng minh các bất đẳng thức. Sau đây là 
hai cách chứng minh bất đẳng thức này mà theo ý kiến chủ quan của mình, 
tác giả cho rằng là ngắn gọn và hay nhất.   
     
Chứng minh :  
 
         Cách 1 :  Quy nạp  
 
    Với 1n  bất đẳng thức hiển nhiên đúng. Khi 2n  bất đẳng thức trở 
thành  

                         0
2

2

2121
21 

 aaaaaa        (đúng!) 

    Giả sử bất đẳng thức đúng đến kn   tức là : 

                       k
k

k aaa
k

aaa
...

...
21

21 
  

    Ta sẽ chứng minh nó đúng với kn 2 . Thật vậy ta có : 
      

  

k
kkk

k
kkk

k
k

kkkkkkkk

aaaaa
k

aaakaaak

k
aaaaaa

k
aaaaaa

2
2121

22121

2212122121

......

......

......
2

......
















 

    Tiếp theo ta sẽ chứng minh với 1 kn . Khi đó : 

  1
121121

1
121

1
121121

1
121121

...1...

...

............



















k
kk

k
k

k k
kk

k
kk

aaakaaa

aaak

aaaaaakaaaaaa

 

    Như vậy bất đẳng thức được chứng minh hoàn toàn. 
         Đẳng thức xảy ra naaa  ...21  
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Cách 2 :   ( lời giải của Polya ) 
 

    Gọi 
n

aaa
A n


...21  

    Khi đó bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với 
                                n

n Aaaa ...21        (*) 
    Rõ ràng nếu Aaaa n  ...21  thì (*) có dấu đẳng thức. Giả sử chúng 
không bằng nhau. Như vậy phải có ít nhất một số, giả sử là Aa 1  và một số 
khác, giả sử là Aa 2  tức là 21 aAa  . 
    Trong tích naaaP ...21  ta hãy thay 1a  bởi Aa 1'  và thay 2a  bởi 

Aaaa  212' . Như vậy 2121 '' aaaa   mà 
     0'' 2121212221  AaAaaaAaaAaaaa  

2121 '' aaaa    
nn aaaaaaaa ...''... 321321   

    Trong tích naaaaP ...''' 321  có thêm thừa số bằng A . Nếu trong 'P  còn 
thừa số khác A  thì ta tiếp tục biến đổi để có thêm một thừa số nữa bằng A . 
Tiếp tục như vậy tối đa 1n  lần biến đổi ta đã thay mọi thừa số P  bằng A  
và được tích nA . Vì trong quá trình biến đổi tích các thừa số tăng dần. 

nAP  .  đpcm. 
 
 
Ví dụ 1: 
 
    Cho A,B,C là ba góc của một tam giác nhọn. CMR : 
                               33tantantan  CBA  
 
Lời giải : 
 
    Vì   C

BA
BACBA tan

tantan1
tantantantan 




  

                                      CBACBA tantantantantantan   
    Tam giác ABC nhọn nên tanA,tanB,tanC dương. 
    Theo Cauchy ta có : 

                          
33tantantan

tantantan27tantantan

tantantan3tantantan3tantantan
2

33







CBA

CBACBA

CBACBACBA

 

         Đẳng thức xảy ra  CBA  ∆ABC đều. 
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Ví dụ 2:  
 Cho a,b,c lµ c¸c sè d­¬ng. Chøng minh r»ng: 

                      .
222

333333

cba
ca

ac
bc

cb
ab

ba








                                        (1.1) 

 
Lời giải : 
 
   Ta sÏ sö dông B§T Cauchy nh­  sau: 

  Ta cã a3+b3   a2b + ab2     a3+b3  ab(a+b)     
ab

ba
2

33    
2

ba  ;  

 T­¬ng tù, ta còng cã:  
22

,
22

3333 ac
ca

accb
bc

cb 





   . 

Céng theo tõng vÕ c¸c B§T trªn l¹i víi nhau ta ®­îc B§T cÇn chøng minh. 
 
 
Ví dụ 3: Cho a, b, c lµ c¸c sè d­¬ng. Chøng minh r»ng: 
 
                     .1111

333333 abcabcacabccbabcba









                      

 
Lời giải:  
 
   Ta cã:  a3+b3   a2b + ab2     a3+b3  + abc   a2b + ab2 +abc   

                                                                          a3+b3  + abc  ab(a+b+c) 

,
)()(

11
33 cbaabc

c
cbaababcba 







  

   T­¬ng tù , ta cã: 

;
)(

1,
)(

1
3333 cbaabc

b
abcaccbaabc

a
abccb 







 

Céng c¸c B§T nµy l¹i víi nhau theo tõng vÕ ta ®­îc B§T cÇn chøng minh. 
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 1.1.1.1. Kĩ thuật chọn điểm rơi của BĐT Cauchy 
    Trong chứng minh bất đẳng thức, đôi khi việc ghép và sử dụng các bất 
đẳng thức cơ sở không được thuận lợi và dễ dàng. Khi sử dụng liên tiếp 
nhiều bất đẳng thức ta phải chú ý tời điều kiện để bất đẳng thức xảy ra, để 
điều kiện này luôn được thỏa mãn suốt quá trình ta sử dụng bất đẳng thức 
tring gian. Và bất đẳng thức Cauchy  là một trong những bất đẳng thức đó. 
Để thấy được kĩ thuật này như thế nào ta sẽ đi vào một số ví dụ sau: 
Ví dụ 1 :Cho a3.Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức S=a+

a
1  

Phân tích và tìm tòi lời giải 
*Xét bảng biến thiên của a,

a
1  và S để dự đoán Min S 

a 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 …. 30 

a
1  

3
1  

4
1  

5
1  

6
1  

7
1  

8
1  

9
1  

10
1  

11
1  

12
1  …. 

30
1  

S 3
3
1  4

4
1  5

5
1  6

6
1  7

7
1  8

8
1  9

9
1  10

10
1  11

11
1  12

12
1  …. 30

30
1  

 Nhìn lại bảng biến thiên ta thấy khi a tăng thì S càng lớn và từ đó dẵn đến 
việc dự đoán khi a=3 thì S nhận giá trị nhỏ nhất.Để dễ hiểu và tạo sự ấn 
tượng ta sẽ nói rằng Min S=

3
10  đạt tại “Điểm rơi : a=3”. 

Do bất đẳng thức côsi chỉ xảy ra dấu bằng tại điều kiện các số tham gia phải 
bằng nhau ,nên tại “Điểm rơi:a=3”ta không thể sử dụng bất đẳng thức côsi 
trực tiếp cho 2 số a và 

a
1  vì 3 

3
1 . Lúc này ta sẽ giả định sử dụng bất đẳng 

thức côsi cho cặp số 







a
a 1,


sao cho tại “điểm rơi:a=3”thì 
a

a 1



 tức là ta có 

lược đồ “điểm rơi” sau đây: 

Sơ đồ:  

3


a  

     

3

3
1
    

       
3
11


a

 

Từ đó ta biến đổi theo sơ đồ “Điểm rơi”được nêu trên. 

*Lời giải: S=a+
a
1 = 







a
a 1
9

+
9

8a
2.

a
a 1
9
 +

9
38  =

3
10  

Vậy với a=3 thì Min S=
3

10  

 
 

a=3 9  
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Ví dụ 2:Cho a2.Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức S=a+ 2

1
a

 

*Sơ đồ điểm rơi: 

2


a  

  
  


2


a  

 
     


2

4
1
    

 
4
11

2 
a

 

 

*Lời giải:S =a+ 2

1
a

 = 






2

1
88 a
aa +

8
6a

3 3
2

1
88 a
aa
  +

8
26   =

4
9  

Với a=2 thì Min S=
4
9  

 
Ví dụ 3 : Cho a6.Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức S=a 2  +

a
18  

*Sơ đồ điểm rơi : 

362


a  

           

36

6
18

      

        
 

6
1818


a

 

*Lời giải :S=a 2 +
a

18 = 









a
a 18

62

2

+ 









62
11 a 2    2.

a
a 18

62

2

 + 









62
11 a 2  

 

 =6.
6
aa + 2

62
11 a








 6. 26.

62
11

6
66









 =36 +3 6  

 
 Vậy với a=6 thì Min S=2a+3. 6  
 
 
 
 
 

a=2 
8  

a=6 62  
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Vi dụ 4: Cho 0<a 
2
1 .Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức S=2a+ 2

1
a

 

*Sơ đồ điểm rơi : 
 
 a=

2
1  

     

4

2
1
    

  

41

2 
a

 

*Lời giải : S=2a + 2

1
a

 = 





  28

1
a

aa + 28
7
a

   3. 3
28

1
a

aa   + 28
7
a

 

 
 = 28

7
2
3

a
  

8
47

2
3 
  =5 .Với a=

2
1  thì MinS=5 

 
 a,b >0 
Ví dụ 5:Cho .Tìm giá trị nhỏ nhất của S=ab+

ab
1   

                         a+b 1  
 
*Phân tích và tìm tòi lời giải :Biểu thức của S chứa 2 biến số a,b nhưng nếu 
đặt t=ab hoặc t=

ab
1 thì S=t+

t
1  là biểu thức chứa 1 biến số .Khi đổi biến số ta 

cần phải tìm miền xác định cho biến số mới,cụ thể là: 

Đặt t= 
ab
1 ab=

t
1  và t= 22

2
1
1

2

11

















 


baab

=4 

Bài toán trở thành:Cho t4.Tìm giá trị nhỏ nhất của S=t+
t
1  

*Lời giải :S=t+
6

17
16

4.15
4
2

16
15

4
2

16
151

16
2

16
151

16
1







 

tt
t

tt
t

t
t

 

Với t=4 hay a=b=
2
1  thì MinS=

4
17  

 
 
 
 
 
 

a=
2
1  8  
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Ví dụ 6: Cho a,b >0.Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức S=
ba

ab
ab

ba



  

 
*Phân tích và tìm tòi lời giải:Do S là một biểu thức đối xứng với a,b nên dự 
đoán MinS đạt tại a=b>0 
*Sơ đồ điểm rơi 
 

  

22




a
a

ab
ba  

   

2

2
1   

2
1

2


 a
a

ba
ab  

*Lời giải : 

 S=    
ab

ba
ba

ab
ab
ba

ab
ba

ba
ab

ab
ba

ba
ab

ab
ba

4
3

4
.2

4
.3

4





























  

 =1+
2
5

2
3
 .Với a=b>0 thì Min S=

2
5  

 
Ví dụ 7: a,b,c>0 
         Cho                                .Tìm giá trị nhỏ nhất của S=a+b+c+

cba
111

  

a+b+c
2
3

   

  
*Phân tích và tìm tòi lời giải:Do S là một biểu thức đối xưng với a,b nên dự 
đoán MinS đạt tại a=b=c =

2
1  

*Sơ đồ điêm rơi: 
 
 
 a=b=c=

2
1  

   

2

2
1  

 1 1 1 2
a b c   
    

*Lời giải :S=a++b+c+ 





 






 

cbacba
cba

cba
111

4
3

4
1

4
1

4
1111   

a=b 4  

a=b=c=
2
1  4  
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3
36

1
4
93111.3

4
3

4
1

4
1

4
1.6

abccbacba
abc 










3

1
4
93

cba 
  

 =3+
2

15

2
3
1

4
2731

4
27





cba

  

 Với a=b=c=
2
1 thì MinS=

2
15  
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    1.1.1.2. Kĩ thuật Cauchy ngược dấu: 
 
    Kĩ thuật Cô si ngược dấu là một trong những kĩ thuật hay và khéo léo, 
mới mẻ và ấn tượng nhất của bất đẳng thức Cauchy . Để thấy được điều đó 
bạn Trần Tiến Minh đã thực hiện phần này với các ví dụ sau: 
 
Ví dụ 1:   Các số dương a,b,c thỏa mản điều kiện a+b+c=0.Chứng minh bất 
đẳng thức: 
                                    

2
3

111 222 






 a

c
c

b
b

a  

Lời giải:  
 
    Ta không thể giải bài này bằng cách dùng BĐT cô si với mẩu số vì bấy 
đẳng sau đó sẻ đổi chiều 
        

2
3

222111 222 






 a

c
c

b
b
a

a
c

c
b

b
a (điều này trái với giả thiết ?) 

Ta có thể giai bằng cách khác 

        21 b
a


 a
221

2

2

2 aba
b

aba
b

ab



 

Từ BĐT trên,xây dựng hai BĐT tương tự với b,c rồi cộng cả ba BĐT lại suy 
ra: 
         .

2
3

2111 222 











cabcabcba
a

c
c

b
b

a  

 
Vì ab+bc+ca 3. Đẳng thức chỉ xảy ra khi a=b=c. 

 
 
 
Ví dụ 2 :   Chứng minh rằng với a,b,c,d là các số thực dương có tổng bằng 4 
ta có BĐT: 
              .2

1111 2222 









 a

d
d

c
c

b
b

a  

 
Lời giải: 
 
    Tương tự như bài trên ta có 

               
2211

2

2

2

2

aba
b

aba
b

aba
b

a






. 

Từ BĐT trên, xây dựng 3 BĐT tương tự với b,c,d rồi côsi cả 4 BĐT lại suy 
ra 
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           2
21111 2222 














dacdbcabdcba

a
d

d
c

c
b

b
a  

vì ta có ab+bc+cd+da4.Đẳng thức xảy ra a=b=c=d. 
 
 
 
Ví dụ 3:  Chứng minh với mọi số thực dương a,b,c,d ta luôn có: 

             
222

3

22

3

22

3

22

3 dcba
ad

d
dc

c
cb

b
ba

a 












 . 

 
 
 
Lời giải:  
 
   Sử dụng BĐT cô si với hai số dương ta có 

             
22

2

22

2

22

3 ba
ab

aba
ba

aba
ba

a






. 

Tương tự ta có 

               
2

;
2

;
2 22

3

22

3

22

3 dd
ad

dcc
dc

cbb
cb

b









 

Cộng vế theo vế các BĐT trên ta có 

         ).(
222

3

22

3

22

3

22

3

đpcmdcba
ad

d
dc

c
cb

b
ba

a 












 

Đẳng thức xảy ra  a=b=c=d 
Tương tự như trên ta cũng có một bài toán 
 
Ví dụ 4:   Chứng minh với mọi số thực a,b,c,d ta luôn có: 
 

.
32222 33

4

33

4

33

4

33

4 dcba
ad

d
dc

c
cb

b
ba

a 












 

 
 
Giải như ví dụ 3: 
 
   Sử dụng BĐT cô si cho 3 số dương ta có 

       
3
2

3
22

2 2

3

333

3

33

4 ba
ab
aba

bba
aba

ba
a







 

Tương tự ta có 

      
3
2

2 33

4 cb
cb

b



  ; 

3
2

2 33

4 dc
dc

c



  ; 

3
2

2 33

4 ad
ad

d



 

Cộng vế theo vế các BĐT ta có điều phải chứng minh 
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 Đẳng thức xảy ra a=b=c=d. 
 
Ví dụ 5:   Chứng minh với mọi số dương a,b,c,d thỏa mản điều kiện 
a+b+c+d=4 ta có: 
         2

1111 2222 









 ab

d
da
c

cd
b

bc
a . 

 
Lời giải:   
 
  Theo BĐT cô si cho hai số dương ta có: 

2211

2

2

2

2

caba
cb
caba

cb
caba

bc
a







              

)(
4
1

14
)(

2
..

2 abcaba
cb

aacabacaaba 





  

Hoàn toàn tương tự ta có các BĐT sau 
   

41 2

bcdbcb
dc

b 



 ; 

41 2

cdacdc
dc

c 



 ; 

41 2

dabdad
ad

d 



 

 
Cộng vế theo vế các BĐT trên ta có 











 ba

d
ad

c
dc

b
cb

a
2222 1111

 

)(
4
1 dabcdabcdabcdacdbcabdcba   

Từ BĐT cô si dể dàng chứng minh được các BĐT : 
      4)(

4
1 2  dcbadacdbcab  

     4)(
16
1 3  dcbadabcdabcdabc  

 
Do đó  

     2242
1111 2222 











dcba
ba

d
ad

c
dc

b
cb

a
 

  Đẳng thức xảy ra a=b=c=d=1. 
 
      1)()()(

3
2 3

2
3

2
3

2






  cabcabcba 3)()()( 3

2
3

2
3

2
 cabcab  

  BĐT này hiển nhiên đúng vì theo BĐT côsi thì 
       3

2
)(3 abbaba   , 3

2
)(3 bccbcb    , 3

2
)(3 caacac  , ngoài ra dể 

thấy 3ab+bc+ca nên ta có điều phải chứng minh. 
  Đẳng thức xảy ra a=b=c=1. 
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1.1.2. Bất đẳng thức Bunhia Cốpxki :  
 
Với hai bộ số  naaa ,...,, 21  và  nbbb ,...,, 21  ta luôn có : 
              22

2
2

1
22

2
2

1
2

2211 ......... nnnn bbbaaabababa    
    Nếu như Cauchy là “cánh chim đầu đàn” trong việc chứng minh bất 
đẳng thức thì Bunhia Cốpxki  lại là “cánh tay phải” hết sức đắc lực. Với 
Cauchy ta luôn phải chú ý điều kiện các biến là không âm, nhưng đối với 
Bunhia Cốpxki  các biến không bị ràng buộc bởi điều kiện đó, chỉ cần là số 
thực cũng đúng. Chứng minh bất đẳng thức này cũng rất đơn giản.       
 
Chứng minh : 
 
         Cách 1 :  
 
    Xét tam thức : 
                        22

22
2

11 ...)( nn bxabxabxaxf   
    Sau khi khai triển ta có : 
           22

2
2

12211
222

2
2

1 ......2...)( nnnn bbbxbababaxaaaxf   
    Mặt khác vì Rxxf  0)(  nên : 

      22
2

2
1

22
2

2
1

2
2211 .........0 nnnnf bbbaaabababa  

đpcm. 

         Đẳng thức xảy ra 
n

n

b
a

b
a

b
a

 ...
2

2

1

1   (quy ước nếu 0ib  thì 0ia ) 

         Cách 2 : 
 
    Sử dụng bất đẳng thức Cauchy ta có : 

        22
2

2
1

22
2

2
1

22
2

2
1

2

22
2

2
1

2

......

2
......

nn

ii

n

i

n

i

bbbaaa

ba
bbb

b
aaa

a








   

    Cho i chạy từ 1 đến n rồi cộng vế cả n bất đẳng thức lại ta có đpcm. 
    Đây cũng là cách chứng minh hết sức ngắn gọn mà bạn đọc nên ghi nhớ! 
 
    Bây giờ với sự tiếp sức của bất đẳng thức Bunhia Cốpxki , Cauchy như 
được tiếp thêm nguồn sức mạnh, như hổ mọc thêm cánh, như rồng mọc thêm 
vây, phát huy hiệu quả tầm ảnh hưởng của mình. Hai bất đẳng thức này bù 
đắp bổ sung hỗ trợ cho nhau trong việc chứng minh bất đẳng thức. Chúng 
đã “lưỡng long nhất thể”, “song kiếm hợp bích” công phá thành công nhiều 
bài toán khó.  
    “Trăm nghe không bằng một thấy”, ta hãy xét các ví dụ để thấy rõ điều 
này. 
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Ví dụ 1:    Cho 0,, cba  và cybxa  cossin . CMR : 

               33

222 11sincos
ba

c
bab

y
a

x


  

 
Lời giải : 
 
    Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với : 

                              
 *cossin

11cos1sin1

33

222

33

222

ba
c

b
y

a
x

ba
c

bab
y

a
x












 

    Theo Bunhia Cốpxki  thì : 
                        2

2
2

1
2

2
2

1
2

2211 bbaababa   
 

     với       












bbbaab
b

ya
a
xa

21

21

;

cos;sin
 

            233
22

cossincossin ybxaba
b

y
a

x









  

    do 033  ba  và  *cossin  cybxa  đúng   đpcm. 

         Đẳng thức xảy ra 22
2

2

1

1 cossin
b

y
a

x
b
a

b
a

   

                                     





























33

2

33

2

22

cos

sin

cossin

cossin

ba
cby

ba
cax

cybxa
b

y
a

x

 

 
 
Ví dụ 2. 
 
    Chứng minh rằng : 

                  







2
;08sincos 4 xxx  

 
Lời giải : 
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    Áp dụng bất đẳng thức BCS liên tiếp 2 lần ta có : 

                  
     

    
4

2222222

2224

8sincos

8sincos1111

sincos11sincos







xx

xx

xxxx

  

         Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi  
4


x  
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1.1.2.1 Kĩ thuật chọn điểm rơi bất đẳng thức Bunhiacốpxki 
 
Cũng như bất đẳng thức Cauchy bất đẳng thức này cũng cần có một phương 
pháp để cân bằng các hệ số  khi ta giải các bài toán liên quan đến bất đẳng 
thức này.  
.Bất đẳng thức Bunhiacốpski. 
*Dạng 1:     22211

22
2

2
1

22
2

2
1 ........... nnnn babababbbaaa   

*Dạng 2:     nnnn babababbbaaa ........... 2211
22

2
2

1
22

2
2
1   

*Dạng 3:     nnnn babababbbaaa  ......... 2211
22

2
2
1

22
2

2
1  

Dấu bằng: Dạng 1, dạng 2
n

n

b
a

b
a

b
a

 ....
2

2

1

1 ;dạng 3 0...
2

2

1

1 
n

n

b
a

b
a

b
a  

 a,b,c>0 
Ví dụ 1:Cho 
 .Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức: 
 a+b+c 6 
 
 

 S= 2
2

2
2

2
2 111

a
c

c
b

b
a   

*Phân tích và tìm tòi lời giải:Xét dang đặc biệt với n=2: 

   2211
2
2

2
1

2
2

2
1 ][ bababbaa   .Dấu bằng xẩy ra 0

2

2

1

1 
b
a

b
a  

*Ý nghĩa:Chuyển đổi một biểu thức ở trong căn thành một biểu thức khác ở 
ngoài căn. Xét đánh giá giả định vói các số α, β 
 

   





 


























b
a

b
a

b
a 





 22

22
2

2

222
2 1111    (1) 

    +    





 


























a
b

c
b

c
b 





 22

22
2

2
2

222
2 1111    (2) 

   





 






















a
c

a
c

a
c 




 22

222

222
2 1111  (3) 

      ______________________________________________________  

  022

111)(1 S
cba

cbaS 













 


 


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Do S là một biểu thức đối xứng với a, b, c nên dự đoán S=So tại điểm rơi 
a=b=c=2, khi đó tất cả các bất đẳng thức (1), (2), (3) đồng thơi xảy ra dấu 
bằng tức là ta có sơ đồ điểm rơi sau: 
 
 

bb
a


1

  

*Sơ đồ: a=b=c=2  
c

b

1

    
1
4

111


a

c

c

b

b

a

      

 
a

c

1

  
 Kết hợp với biến đổi theo “kỹ thuật điểm rơi trong cối ” ta có lơi giải sau: 
 
*Lời giải đúng: 

 





 






 

b
a

b
a

b
a 14

17
1)14(1

17
11 22

2
2

2
2  

  +  





 






 

c
b

c
b

c
b 14

17
1)14(1

17
11 22

2
2

2
2  

 





 






 

a
c

a
c

a
c 14

17
1)14(1

17
11 22

2
2

2
2  

 ________________________________  
 
 S 














 






 

cba
cbacba

cba
cba 111

444
)(

4
15

17
1111444

17
1  

 
2
173

3
2
4517

1111
444

66
4

15
17
1

6 






 










cba

cba  

 Với a=b=c=2 thì Min S=
2
173  

 
 
                 a,b,c > 0 

Ví dụ 2: Cho              Tìm Min của S= 
ba

c
ac

b
cb

a









111 222  

     6 cba  
 
 
 

4  

1  
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Bình luận và lời giải 
*Phân tích để tìm lời giải: Xét đánh giá giả định với các số  ,  
 

  
 

  
cb

a
cb

a



























 22
2

2 1   (1) 

   

 +  
ac

b
ac

b



























 22
2

2 1   (2) 

  
ba

c
ba

c



























 22
2

2 1   (3) 

 _________________________________  
   


















accbba
cbaS 111)(.22   

     oS
accbba

cbaS 



























1111

22



 

Do biểu thức đối xứng với a,b,c nên dứ đoán S=So tại điểm rơi a=b=c=2, khi 
đó các bất dẳng thức (1), (2), (3) dồng thời  xảy ra dáu bằng tức là có sơ đồ 
điểm rơi sau đây:   
 
*Sơ đồ điểm rơi: 
  
 

b
a


1

  

 a=b=c=2   
1
4

111
1

a

c

c

b

b

a
b

b




 

  
a

c

1

  

 Từ đó ta có lời giải sau đây: 
 
 
 
 
 

4  

1  
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*Lời giải đúng: 

 
cb

a
cb

a

























14)14(1 22

2
2    

  + 
ac

b
ac

b

























14)14(1 22

2
2   

 
ba

b
ba

c

























14)14(1 22

2
2   

  
  


















accbba
cbaS 111)(4.17  

accbba
cba

accbba
cba







9)(4
..

3)(4
3

 

       )(6
9)(4

)111(
9)(4

3 222 cba
cba

accbba
cba





   

)(62
9

)(62
9

8
)(

8
31

cbacba
cbacba








  

2
51

4
9

4
93

)(62
9.

)(62
9

8
36

8
31

3 






cbacba

cba  

.
2
17.3

17.2
17.3

172
51

 S   Với a=b=c=2 thì min S=
2
173  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ví dụ3: Cho a, b, c > 0 thoả mãn a+b+c+ .102 abc  Chứng minh rằng  

 S= 66
42

98
42

98
42

98 222

2

222

2

222

2 
cba

c
bac

b
acb

a
 

 
Lời giải:  
 Dự đoán điểm rơi: a = b = c = 2 
 Sử dụng bất đẳng thức bunhiacôpski có: 
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 cab
a

acb
a

 94
42

98.4182
222

2  

 + abc
b

bac
b

 94
42

98.4182
222

2  

 bca
c

cba
c

 94
42

98.4182
222

2  

 _______________________________  

 





 

cba
S 1114.24 +9(a+b+c)+ab+bc+ca 

)(6222424242

)(6)2()2()2(444

cbaabcabcabcc
c

b
b

a
a

cbaabccabbbcac
c

b
b

a
a









 






 






 

 

6624/727210.612)2(612  Sabccba  
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1.1.3. Bất đẳng thức Jensen : 
 
Hàm số )(xfy   liên tục trên đoạn  ba,  và n điểm nxxx ,...,, 21  tùy ý trên 
đoạn  ba,  ta có : 
    i)  0)('' xf  trong khoảng  ba,  thì : 

              





 


n

xxx
nfxfxfxf n

n
...

)(...)()( 21
21  

    ii)  0)('' xf  trong khoảng  ba,  thì : 

              





 


n

xxx
nfxfxfxf n

n
...

)(...)()( 21
21  

 
    Bất đẳng thức Cauchy và bất đẳng thức Bunhia Cốpxki thật sự là các đại 
gia trong việc chứng minh bất đẳng thức nói chung. Nhưng riêng đối với 
chuyên mục bất đẳng thức lượng giác thì đó lại trở thành sân chơi riêng cho 
bất đẳng thức Jensen. Dù có vẻ hơi khó tin nhưng đó là sự thật, đến 75% 
bất đẳng thức lượng giác ta chỉ cần nói “theo bất đẳng thức Jensen hiển 
nhiên ta có đpcm”. 
 
 

    Cho RRf :  thỏa mãn 





 

 Ryxyxfyfxf ,
2

2)()(  Khi đó với 

mọi  Rxxx n,...,, 21  ta có bất đẳng thức : 

               





 


n

xxx
nfxfxfxf n

n
...

)(...)()( 21
21  

 
 
 
    Sự thật là tác giả chưa từng tiếp xúc với một chứng minh chính thức của 
bất đẳng thức Jensen trong phát biểu có )('' xf . Còn việc chứng minh phát 
biểu thì rất đơn giản. Nó sử dụng phương pháp quy nạp Cauchy. Do đó sẽ 
không trình bày chứng minh ở đây. 
 
    Ngoài ra, ở một số tài liệu có thể  gặp khái niệm lồi lõm khi nhắc tới bất 
đẳng thức Jensen. Nhưng hiện nay trong cộng đồng toán học vẫn chưa quy 
ước rõ ràng đâu là lồi, đâu là lõm. Cho nên bạn đọc không nhất thiết quan 
tâm đến điều đó. Khi chứng minh ta chỉ cần xét )('' xf  là đủ để sử dụng bất 
đẳng thức Jensen. Ok! Mặc dù bất đẳng thức Jensen không phải là một bất 
đẳng thức chặt, nhưng khi có dấu hiệu manh nha của nó thì bạn đọc cứ tùy 
nghi sử dụng .  
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Ví dụ 1. 
 
    Chứng minh rằng với mọi ABC  ta có : 

                                    
2

33sinsinsin  CBA  

 
Lời giải : 
 
    Xét xxf sin)(   với  ;0x   
    Ta có  ;00sin)(''  xxxf . Từ đó theo Jensen thì : 

                          





 


2

33
3

sin3
3

3 CBAfCfBfAf đpcm. 

             Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC  đều 
 
Ví dụ 2. 
 
    Chứng minh rằng với mọi ABC  đều ta có : 
                         3

2
tan

2
tan

2
tan 

CBA  

 
Lời giải : 
 

    Xét   xxf tan   với  







2
;0 x  

    Ta có   







2
;00

cos
sin2'' 3

x
x
xxf . Từ đó theo Jensen thì : 

            
















 





















 3

6
sin3

3
2223

222


CBA

fCfBfAf đpcm. 

    Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC  đều. 
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1.2. Các đẳng thức bất đẳng thức trong tam giác : 
 
    Sau đây là hầu hết những đẳng thức, bất đẳng thức quen thuộc trong tam 
giác và trong lượng giác được dùng trong chuyên đề này hoặc rất cần thiết 
cho quá trình học toán của bạn đọc. Ta có thể dùng phần này như một từ 
điển nhỏ để tra cứu khi cần thiết.Hay  cũng có thể chứng minh tất cả các kết 
quả như là bài tập rèn luyện. Ngoài ra cũng xin nhắc với bạn đọc rằng 
những kiến thức trong phần này khi áp dụng vào bài tập đều cần thiết được 
chứng minh lại. 
 
 
1.2.1. Đẳng thức : 
 
                                  R

C
c

B
b

A
a 2

sinsinsin
  

 

             
Cabbac
Bcaacb
Abccba

cos2
cos2
cos2

222

222

222







                
AbBac
CaAcb
BcCba

coscos
coscos
coscos





 

 

                                   

     
   cpbpapp

rcprbprap

prCBAR
R

abc

CabBcaAbc

hchbhaS

cba

cba











sinsinsin2
4

sin
2
1sin

2
1sin

2
1

.
2
1.

2
1.

2
1

2  

 

          

4
22
4

22
4
22

222
2

222
2

222
2

cbam

bacm

acbm

c

b

a










                 

ba

Cab
l

ac

Bca
l

cb

Abc
l

c

b

a










2
cos2

2
cos2

2
cos2

                 

 
        tan tan tan 4 sin sin sin

2 2 2 2 2 2
A B C A B Cr p a p b p c R        
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





 







 











 







 











 







 





2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

2
tan

AC

AC

ac
ac

CB

CB

cb
cb

BA

BA

ba
ba

                       

S
cbaCBA

S
cbaC

S
bacB

S
acbA

4
cotcotcot

4
cot

4
cot

4
cot

222

222

222

222













 

 

  

  

  

  
ab

bpapC
ca

apcpB
bc

cpbpA










2
sin

2
sin

2
sin

             

 

 

 
ab

cppC
ca

bppB
bc

appA










2
cos

2
cos

2
cos

             

  
 

  
 

  
 cpp

bpapC

bpp
apcpB

app
cpbpA
















2
tan

2
tan

2
tan

 

 

                                   

CBACBA
R
rCBACBA

CBACBA
CBACBA

R
pCBACBA

coscoscos21coscoscos

1
2

sin
2

sin
2

sin41coscoscos

coscoscos12sinsinsin
sinsinsin42sin2sin2sin

2
cos

2
cos

2
cos4sinsinsin

222

222











 

                                         

1cotcotcotcotcotcot

1
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

2
cot

tantantantantantan









ACCBBA

ACCBBA

CBACBA
CBACBA
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1.2.2. Bất đẳng thức : 
 

                                       
acbac

cbacb

bacba







       
ACac
CBcb
BAba





     

            

3cotcotcot

33tantantan
2

33sinsinsin

2
3coscoscos









CBA

CBA

CBA

CBA

                       

33
2

cot
2

cot
2

cot

3
2

tan
2

tan
2

tan

2
3

2
sin

2
sin

2
sin

2
33

2
cos

2
cos

2
cos









CBA

CBA

CBA

CBA

 

 
 

                      

1cotcotcot
9tantantan
4
9sinsinsin

4
3coscoscos

222

222

222

222









CBA
CBA

CBA

CBA

          

2
cot

2
cot

2
cot

1
2

tan
2

tan
2

tan

2
sin

2
sin

2
sin

2
cos

2
cos

2
cos

222

222

222

222

CBA

CBA

CBA

CBA









 

 

                      

33
1cotcotcot

33tantantan
8

33sinsinsin

8
1coscoscos









CBA

CBA

CBA

CBA

                      

33
2

cot
2

cot
2

cot

33
1

2
tan

2
tan

2
tan

8
1

2
sin

2
sin

2
sin

8
33

2
cos

2
cos

2
cos









AAA

AAA

CBA

CBA
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1.3. Bất đẳng thức đối xứng ba biến 
                     
 
     Bất đẳng thức đối xứng là một trong các phần quan trọng nhất của bất 
đẳng thức sơ cấp , rất được yêu thích không chỉ với các bạn đã thành thạo 
mà còn hấp dẫn với những bạn mới bắt đầu .Có lẽ lí do đơn giản là các bất 
đẳng thức dạng này đều đẹp và rất chuẩn về hình thức . 
 
 

Dạng tổng quát :     
                        

                                    f ( a,b,c) ≥ 0 
 
Trong đó f (a,b,c) là hàm đối xứng của 3 biến a,b,c hay nói cách khác 

                             f (a,b,c) = f (c,b,a) = f (b,a,c).                                      
      Chẳng hạn : f (a,b,c) = a2 + b2 + c2 + 3ab + 3bc + 3ca +5abc + a2b2c2        
   
Tính chất quan trọng nhất của các biểu thức đối xứng là vai trò bình đẳng 
giữa các biến ,và do đó ta có thể sắp xếp lại theo một trật tự tuỳ ý giá trị các 
biến số đó trong chứng minh .Các tính chất và định nghĩa này được mở rộng 
tương tự với các biểu thức của n biến x1,x2,x3,…xn. 
 
 
 
1.3.1. Bất đẳng thức thuần nhât không có điều kiện . 
 
     Hàm  f (a,b,c) được gọi là thuần nhất với các biến trên miền I nếu nó 
thỏa mãn điều kiện  
                                                   f (ta,tb,tc) = tk f (a,b,c)   
với mọi  t,a,b,c Є I và k là một hằng số không phụ thuộc vào a,b,c,t mà chỉ 
phụ thuộc vào bản thân hàm f .Trong phạm vi của đa thức thì một đa thức là 
thuần nhất nếu nó là tổng của các đơn thức đồng bậc . 
 
     Chẳng hạn : f (a,b,c) = a5bc3 + a2b3c4 + ab6c2 là đa thức thuần nhất 
không đối xứng 
 
    Ví dụ:  một hàm số thuần nhất không là đa thức : 

                                   f (x) = 22 xc
c


  + cx
x
  
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 Bất đẳng thức liên quan : Bất đẳng thức Cauchy :  
Với mọi số thực dương a1,a2,…,an  có bất đẳng thức: 

                 n
aaa n ...21  ≥ n

naaa ...21  

Một số ví dụ: 
 
  Ví dụ 1: (Bất đẳng thức Schur). Với mọi số thực không âm a,b,c ta luôn 
có bất đẳng thức : 

 
                          a3 + b3 + c3 + 3abc  ≥ ab(a + b) + bc(b + c) + ca(c + a) .(1)  
 
Lời giải : 
 
  Do tính đối xứng của bất đẳng thức ta có thể giả sử a ≥ b ≥ c. 
  Đặt x = a − b ,y = b − c ,khi đó (1) trở thành: 
 
                c(x + y)y − (c + y)xy + (c + x + y)x(x + y) ≥ 0 
          ‹=› c(x2 + xy +y2) + x2(x + 2y) ≥ 0 
 
  Bất đẳng thức trên hiển nhiên đúng vì các biến c,x,y đều không âm 
  Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = y = 0 hoặc x = c =0 hay a = b = c  
  hoặc a = b, c = 0 
 
1.3.2:  Bất đẳng thức đối xứng có điều kiện : 
 
Các bất đẳng thức đối xứng có điều kiện và không có điều kiện là 2 đối 
tượng riêng rẽ tồn tại đọc lập nhưng thật ra lại có mối quan hệ chặt chẽ với 
nhau. Sau đây là một số ví dụ: 
  
Ví dụ 1: CMR với mọi số thực a,b,c không âm thì : 
            

                              3
cabcab 

 ≤ 3
8

))()(( accbba 
 

Lời giải: 
 
  Giả sử ab + bc + ca = 3,khi đó a + b + c ≥ 3 và abc ≤ 1  
  Mà (a + b)(b + c)(c + a) = (a + b + c)(ab + bc +ca) − abc  
                                            = 3(a + b + c) − abc ≥ 8 

                 => 3
cabcab 

= 1 ≤ 3
8

))()(( accbba 
 



Truòng THPT chuyên Lê Quý Đôn                                       Chuyên đề Bất đẳng thức 

Tổ 4.vip.pro.friendly – lớp 10 Toán                                                       32 

  Suy ra điều phải chứng minh.Dấu “=” xảy ra <=> a = b = c 
 

Ví dụ 2: CMR với mọi số a.b.c không âm ta luôn có : 
     a2(b + c) + b2(c + a) + c2(a + b) ≥ (ab + bc + ca) 3 ))()(( accbba   
 
Lời giải: 
 Giả sử (a + b)(b + c)(c + a) = 8 , cần chứng minh : 
                  a2(b + c) + b2(c + a) + c2(a + b) ≥ 2 (ab + bc + ca) 
 Tiếp đó chứng minh 2 bất đẳng thức : 
                                         ab + bc + ca ≤ 3 (1) 
                         a2(b + c) + b2(c + a) + c2(a + b) ≥ 6 (2) 
 Thật vậy ,với bất đẳng thức (1) ta có : 

            8 = (a + b + c)(ab + bc + ca) − abc => ab + bc + ca =
cba

abc


8
 

  Theo bất đẳng thức Cauchy thì :  
                          8 = (a + b)(b + c)(c + a) ≥ 8abc => abc ≤ 1 

             8 = (a + b)(b + c)(c + a) ≤ ( 3
)(2 cba  )3 => a + b + c ≥ 3 

 Do đó :   ab + bc + ca ≤ 
3

)8( abc
 ≤  3 

 a2(b + c) + b2(c + a) + c2(a + b)=(a + b)(b + c)(c + a) − 2abc = 8−2abc ≥ 6 
                                              Suy ra đpcm. 
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1.4. Bài tập : 
Bài 1:   Cho a, b, c lµ c¸c sè d­¬ng. Chøng minh r»ng: 

                      .
32

3

22

3

22

3 cba
acac

c
cbcb

b
baba

a 









 

Bài 2:   Cho a,b,c0 và a+b+c=3. Chứng minh: 

                    1
222 2

2

2

2

2

2








 ac

c
cb

b
ba

a  

Bài 3:   Cho a,b,c 0 và a+b+c=3.Chứng minh rằng: 

                  3

2

2ba
a


1
22 3

2

3

2








ac

c
cb

b  

Bài 4:    Chứng minh với mọi số dương a,b,c,d có tổng bằng 3 thì  
                   3

1
1

1
1

1
1

222 











a
c

c
b

b
a  

Bài 5:    Chứng minh rằng với mọi số dương a,b,c,d có tổng bằng 4 thì 
                  4

1
1

1
1

1
1

1
1

2222 















a
d

d
c

c
b

b
a . 

Bài 6:     Chứng minh rằng  với mọi a,b,c,d dưng có tổnh bằng 4 thì 
                    2

1
1

1
1

1
1

1
1

2222 









 dcba

 

Bài 7:     Cho a, b, c > 0 và .12
2

1
2

1
2

1 
























 ccbbaa  Chứng minh: 

 

293
8

19
24

516
8

19
24

516
8

19
24

516 32

2

32

2

32

2 
abb

c
bab

a
acb

a
S  

Bài 8:     CMR với mọi số thực a,b,c : 
 
                       a6 + b6 + c6 + a2b2c2 ≥ 

3
2 (a5(b + c) + b5(c + a) + c5(b+c))  
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Chương 2 : 
 
 

Các phương pháp chứng minh 
 
 
 
 
    Chứng minh bất đẳng thức đòi hỏi kỹ năng và kinh nghiệm. Không thể 
khơi khơi mà ta đâm đầu vào chứng minh khi gặp một bài bất đẳng thức. Ta 
sẽ xem xét nó thuộc dạng bài nào, nên dùng phương pháp nào để chứng 
minh. Lúc đó việc chứng minh bất đẳng thức mới thành công được. 
    Như vậy, để có thể đương đầu với các bất đẳng thức lượng giác, bạn đọc 
cần nắm vững các phương pháp chứng minh. Đó sẽ là kim chỉ nam cho các 
bài bất đẳng thức. Những phương pháp đó cũng rất phong phú và đa dạng : 
tổng hợp, phân tích, quy ước đúng, ước lượng non già, đổi biến, chọn phần 
tử cực trị … Nhưng theo ý kiến chủ quan của mình, những phương pháp thật 
sự cần thiết và thông dụng sẽ được tác giả giới thiệu trong chương 2 : “Các 
phương pháp chứng minh”. 
 
    Mục lục : 
         2.1.      Biến đổi tương đương, các tính chất của bất đẳng thức 
         2.2.      Sử dụng các bước đầu cơ sở  
         2.3.      Đưa về vector và tích vô hướng   
         2.4.      Phương pháp quy nạp 
         2.5.      Phương pháp phản chứng 
         2.6.      Phương pháp dùng tam thức bậc hai 
         2.7.      Sử dụng một số bất đẳng thức phụ 
         2.8.      Sử dụng định lí Viét 
         2.9.      Bài tập  
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2.1.   Biến đổi tương đương : 
 
    Có thể nói phương pháp này là một phương pháp “xưa như Trái Đất”. Nó 
sử dụng các công thức và sự biến đổi qua lại giữa các bất đẳng thức. Để có 
thể sử dụng tốt phương pháp này bạn đọc cần trang bị cho mình những kiến 
thức cần thiết 
 

A. Kiến thức cần nhớ: 
_ 0A B A B     
_ Ta biến đổi bất đẳng thức( BĐT) cần chứng minh tương đương với BĐT 
đúng hoặc bất đẳng thức đã được chứng minh đúng. 
_ Chú ý các hằng đẳng thức sau:  
  

 

 
 

   

2 2 2

2 2 2 2

3 3 3 2 2 2

2

2 2 2

3

a b a ab b

a b c a b c ab bc ca

a b c abc a b c a b c ab bc ca

   

       

          

 

_ Chú ý các phép biến đổi tương đươngBĐT: 
  A B A C B C      
  Với C>0: A B AC BC    
  Vơí C<0: A B AC BC    
  Với A,B>0 thì 1 1A B

A B
    

B. Các ví dụ: 
C.  

I.Bài toán có đi kèm với điều kiện: 
 
Ví dụ 1: Chứng minh rằng với x,y,z thoả mãn điều kiện 2 2 2 1x y z    thì ta 
có 
 1 1

2
xy yz zx      

Giải:  
Ta cần chứng minh bất đẳng thức kép: 

   2 2 2 2 2 21
2

x y z xy yz zx x y z          

* Ta có: 

 

 

 

2 2 2

2 2 2

2

1
2

2 2 2 0

0

x y z xy yz zx

a b c xy yz zx

x y z

     

      

   
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BĐT trên luôn đúng nên ta có: 

 2 2 21
2

x y z xy yz zx       

 
* Mặt khác ta có: 

 
 

     

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

0

xy yz zx x y z

xy yz zx x y z

x y y z z x

    

     

      

 

Bất đẳng thức trên đúng nên ta có:  2 2 2xy yz zx x y z      

Như vậy ta có điều phải chứng minh: 1 1
2

xy yz zx      

 
Ví dụ 2: a,b,c là ba số tuỳ ý thuộc đoạn [0;1]. Chứng minh rằng: 
 2 2 2 2 2 21a b c a b b c c a       
 
Lời giải: 
 
Nhận xét rằng: 

      1 1 1 0
1 0
a b c

a b c ab bc ca abc
   

        
 

BĐT cần chứng minh tương đương với BĐT: 
      2 2 21 1 1 1a b b c c a       

Vì 0 , , 1a b c  nên 2 2 2, ,a a b b c c   . Do đó: 
            2 2 21 1 1 1 1 1a b b c c a a b b c c a            
Vì vậy ta cần chứng minh: 

     1 1 1a b b c c a     1  

    
1 0
1 1 1 0

a b c ab bc ca
a b c abc

       

     
 

BĐT trên luôn đúng nên ta có điều phải chứng minh 
 
*Từ các bài toán trên ta thấy rằng khi gặp các bài toán chứng minh bất 
đẳng thức mà có cho điều kiện: Ta sẽ cố gắng biến đổi từ điều kiện để có 
thể sử dụng triệt để điều kiện đó.  
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II. Bài toán không có điều kiện: 
 
 
 
Ví dụ 1:Chứng minh rằng với mọi a,b Ta có: 

 
1 1

a b a b
a b a b
 


   

Dấu bằng xảy ra khi nào? 

Lời giải: 
Ta có: 

      
1 1

1 1

a b a b
a b a b

a b a b a b a b

a b a b

 


   

       

   

 

Bất đẳng thức luôn đúng. Vây:
1 1

a b a b
a b a b
 


   

 

 
Ví dụ 2:Chứng minh rằng với 3 số dương a,b,c bất kì ta có: 

 
3 3 3

2 2 2 2 2 2 3
a b c a b c

a ab b b bc c c ca a
 

  
     

 

 
 
Lời giải: 
Ta có:  

   

   

3

2 2

3 2 2

3 3 2 2

2

2
3

3 2

0

0

a a b
a ab b

a a b a ab b

a b a b ab

a b a b




 
    

    

   

 

Bất đẳng thức trên đúng nên ta có:
3

2 2

2
3

a a b
a ab b




 
 

Tương tự ta có

3

2 2

3

2 2

2
3

2
a 3

b b c
b bc c

c c a
c ca




 



 

 

Cộng theo vế các BĐT thức trên ta có điều phải chứng minh 
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2.2.   Sử dụng các bước đầu cơ sở : 
 
     Ta sẽ đưa các bất đẳng thức cần chứng minh về các bất đẳng thức cơ bản 
bắng cách biến đổi và sử dụng các đẳng thức cơ bản. Ngoài ra, khi tham gia 
các kỳ thi, tác giả khuyên bạn đọc nên chứng minh các đẳng thức, bất đẳng 
thức cơ bản sử dụng như một bổ đề cho bài toán. 
 
 
Ví dụ 1. 
 
    CMR trong mọi tam giác ta đều có : 
                     

2
sin

2
sin

2
sin4

4
7sinsinsinsinsinsin CBAACCBBA   

 
Lời giải : 
 
    Ta có :   

2
sin

2
sin

2
sin41coscoscos CBACBA   

    Bất đẳng thức đã cho tương đương với : 
                 1coscoscos

4
3sinsinsinsinsinsin CBAACCBBA   

 
    mà :  

            
BABAC
ACACB
CBCBA

coscossinsincos
coscossinsincos
coscossinsincos





  

   nên : 
               2

4
3coscoscoscoscoscos1  ACCBBA   

    Thật vậy hiển nhiên ta có : 
               3coscoscos

3
1coscoscoscoscoscos 2CBAACCBBA   

    Mặt khác ta có :  
2
3coscoscos  CBA  

                                 3  đúng  2  đúng đpcm. 
         Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC  đều. 
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Ví dụ 2. 
 
    Cho ABC  bất kỳ. CMR : 
     1

coscos4cos21
1

coscos4cos21
1

coscos4cos21
1








 ACCCBBBAA

 

 
Lời giải : 
 
    Đặt vế trái bất đẳng thức cần chứng minh là T. 
    Theo Cauchy ta có :  
             19coscoscoscoscoscos4coscoscos23  ACCBBACBAT   

    mà :  
2
3coscoscos  CBA  

    và hiển nhiên : 
 

4
3

3
coscoscoscoscoscoscoscoscos

2





CBAACCBBA  

           29coscoscoscoscoscos4coscoscos23  ACCBBACBA  
    Từ    2,1  suy ra  1T đpcm. 
 
 
Ví dụ 3. 
 
    CMR với mọi ABC  bất kỳ, ta có : 
                     222222 34 accbbaScba   
 
Lời giải : 
 
    Bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với : 
               1342 222 cbaScabcab      
    Ta có : 

                     

S
cbaC

S
bacB

S
acbA

4
cot

4
cot

4
cot

222

222

222










 

    Khi đó : 
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   

3
2

tan
2

tan
2

tan

3cot
sin

1cot
sin

1cot
sin

1

cotcotcot434
sin

1
sin

1
sin

141









 






 






 







 

CBA

C
C

B
B

A
A

CBASS
CBA

S

 

              đpcm. 
         Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC  đều 
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A

B C

e

e
e

1

2

3

2.3   Đưa về vectơ và tích vô hướng : 
 
    Phương pháp này luôn đưa ra cho bạn đọc những lời giải bất ngờ và thú 
vị. Nó đặc trưng cho sự kết hợp hoàn giữa đại số và hình học. Những tính 
chất của vector lại mang đến lời giải thật sáng sủa và đẹp mắt. Nhưng số 
lượng các bài toán của phương pháp này không nhiều. Trước khi đến với 
những ví dụ về cách chứng minh các bất đẳng thức bằng cách đưa về vector 
và tích vô hướng, ta cần ghi nhớ một số các đẳng thức sau: 

_ 

 

       

2 2

2 2
A

* ,

* , , ,

*

*

* .

A B B B A B A

a x y a x y

A x y B x y A B x x y y

a b a b

a b a b

a b a b

   

    

  

  

 

r r

r r r r

r r r r

r r r r

 

Ta có phương pháp chung cho các bài toán bất đẳng thức sử dụng đưa 
về vector và tích vô hướng là: Khi gặp các bài toán bất đẳng thức nói riêng 
và các bài tập đại số nói chung mà các biểu thức dưới dấu căn( ,A B ) được 
biểu diễn dưới dạng tổng của hai bình phương thì ta cố gắng tìm trên hệ trục 
toạ độ Đềcác các vector có độ dài lần lượt bằng ,A B . Sau đó nghiệm lại 
tổng các vector bằng không hoặc có một vector bằng tổng các vector còn lại 
rồi sử dụng BĐT về độ dài của 3 cạnh một tam giác hoặc BĐt về độ dài 
đường gấp khúc để đi đến kết quả của bài toán. Còn với các bài toán hình 
học ta đưa chúng về véctơ đơn vị. 

Để làm sáng tỏ điều vừa nêu trên thì sau đây có một số ví dụ và bài 
tập: 
 
Ví dụ 1. 
    
     CMR trong mọi tam giác ta có : 
  

2
3coscoscos  CBA  

Lời giải : 
 
    Lấy các vector đơn vị 321 ,, eee  lần lượt trên các cạnh CABCAB ,, . 
    Hiển nhiên ta có : 
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 
     

 

2
3coscoscos

0coscoscos23
0,cos2,cos2,cos23

0

133221

2

321









CBA

CBA
eeeeee

eee

 

      đpcm. 
 
Ví dụ 3: Cho x,y,z là ba số tuỳ ý, Chứng minh rằng: 

             
   

3 3 3, , , , ,
2 2 2 2 2 2

3 3;
2 2

y z xa x y b y z c z x

a b c x y z x y z

     
             
     

 
         

 

r r r

r r r
 

Lời giải: 
 
Trong mặt phẳng toạ độ, xét các điểm 

3 3 3, ; 0, ; ,0
2 2 2 2 2 2
y y zA x z B y z C

                    
 

Khi đó ta có: 

 

22
2 2

22
2 2

22
2 2

3
2 2

3
2 2

3
2 2 2

yAB x y x xy y

zAC x z x xz z

y zBC y z y yz z

              

              

               

 

Khi đó (1) AB AC BC  
uuur uuur uuur

đúng 
 
Ví dụ 4: Chứng minh rằng x ta có: 
       2 2 22 2 1 2 3 1 1 2 3 1 1 3x x x x x x                 (1) 
 
Lời giải: 

Ta có: (1)  
2 22 2

22 3 1 3 11 3
2 2 2 2

x x x x x x
                               
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Trên mặt phẳng toạ độ xét   3 1 3 10,1 ; , ; ,
2 2 2 2

A B C
   

       
   

và T(x,x) 

 thì (1) TA+TB+TC >3 
Dễ thấy AB=BC=CA và OA=OB=OC như vậy tam giác ABC đều và 

có tâm là gốc toạ độ O 
Bổ đề: Nếu tam giác ABC đều thì TA+TB+TC > OA+OB+OC, trong 

đó O là tâm của tam giác đều 
Từ bổ đề trên ta có TA+TB+TC>OA+OB+OC 
Mà OA=OB=OC=1 3TA TB TC    (đúng) 
dấu bằng xảy ra khi và chỉ khi x=0 
 

Ví dụ 5: Cho x,y,z là 3 số dương và x+y+z 1  

Chứng minh rằng: 2 2 2
2 2 2

1 1 1 82x y z
x y z

       

Lời giải: 

Với mọi ,u v
r r

 ta có (1) 

( vì ). 

Đặt , 

 áp dụng (1) ta có :  

Vậy  

Ta có :  

. 

Vậy 82P   

Sau đây là một số bài toán về bất đẳng thhức tđđng tự các bài toán trên: 

1. Chứng minh rằng với mọi số thực x ta luôn có:  
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 2 22 2 2 2 2 2x x x x       
2. Với a,b là hai số thực tuỳ ý ta luôn có: 

 
2 2

2 2 10 13 3 13 15 132 6 9 2 4 4
3 9 2 9 13
ab a ab b b a          
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2.4. Phương pháp quy nạp 
 

Các nhà toán học thường nói đùa rằng “khi ta không thể giải được một bài 
toán cụ thể nào thì lại có thể giải được những bài toán tổng quát và khó 
khăn hơn”. Đó có thực sự là câu nói đùa, hay là một kinh nghiệm quý báu 
trong toán học? Khi tìm hiểu qua phương pháp quy nạp trong chứng minh 
bất đẳng thức chúng ta sẽ thấy được những điều đó. 
   Để phương pháp này có thể hiểu được và làm được nhuần nhuyễn thì ta 
cần có kiến thức thật tốt phần này: “Chứng minh một bất đẳng thức (*) đúng 
với n p  (với (*) phụ thuộc vào số tự nhiên n, p là hằng số và *p N ) ta 
tiến hành các bước sau: 
Bước 1: Kiểm tra (*) đúng với n p  
Bước 2: Giả sử (*) đúng với *,n k p k N    
Bước 3: Ta chứng minh (*) đúng với 1n k   
Bước 4: Kết luận bất đẳng thức (*) đúng với mọi n p ” 
 
Ví dụ 1: CMR:2 12  nn với mọi số nguyên dương n 3  
 
  Lời giải : 
 

Với n=3 thì 2 713.283  hay bđt đã cho đúng với n=3 
Gỉa sử bđt đúng với số nguyên dương n=k bất kì ,có nghĩa : 

           2 2)12(2.212  kk kk  
        1)1(2222242 1   kkkkk  
        Vậy bđt đã cho cũng đúng với n=k+1,do đó ta có  Znnn ,122 và 
n3 
 
 Ví dụ 2: CMR:2 nnn baba

n

)()(1   (1) với a+b>0,a 1,  nb  
 
 Lời giải: 
 
     Với  n=2,(1)có dạng:2(a 222 )() bab  (2)  
     Vì a b ta có bđt đúng (a-b) ,02  cộng 2vế bđt này với (a+b) 2 ta có (2) 
đúng 
     Gỉa sử (1) đúng với số n=k nào đó , 
              2 )3()()(1 kkkk baba   
     Để CM (1) cũng đúng cho n=k+1,ta nhân 2vế (3)với a+b vì a+b>0  ta 
nhận bđt đúng :    
            2 )4()())(( 11   kkkk bababa  
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     Như vậy để chứng minh (1) đúng với n=k+1 bây giờ ta chỉ cần chứng 
minh  
             2 2)( 11   kkk ba ))((1 baba kkk  (5) 
    Sau khi biến đổi và đơn giản 2 vế ta được bđt tương đương 
: abbaba kkkk   11  
từ đó ta suy ra:(a 0))(  bab kk  (6) 
    Xét 2 trường hợp : 
        TH1:nếu a>b,và điều kiện đã cho là a>-b,suy ra a> b ,vì vậy a kk b .Do 
đó bđt (6) đúng 
        TH2:nếu a<b,lý luận tương tự phần trên tacó kk ba  ,trong trường hợp 
này (6) cũng đúng  
                  (ĐPCM) 
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2.5. Phương pháp phản chứng 
 

Nói đến chứng minh bất đẳng thức ta không thể không nhắc đến phương 
pháp phản chứng. Phương pháp có thể dùng rất đa dạng, đủ mọi loại toán 
phổ thông chũng ta hiện nay đang học. Điều quan trọng của phương pháp 
này là nó giúp chúng ta luôn có một lời giải sáng sủa hoặc con đường chứng 
minh dễ dàng hơn. 
 
Ví dụ 1: Cho a,b là 2 số dương và ( 2)1

ba
ab

 <1.Chứng minh rằng không thể 

đồng thời xảy ra a<1 và b<1 
 
Lời giải : Giả sử đồng thời xảy ra a<1 và b<1 1,1 22  ba   
Ta có: (1-a 22222222 )(10)(10)1)( baabbaabb   

1)1()()1(22)(1 222222 




ba

abbaababbaabab  

 
   BĐT cuối mâu thuẫn với giả thiết bài toán ( 1)1 2 




ba
ab  

 
       Vậy ta có đpcm. 
 
Ví dụ 2: Cho a,b,c,d R và a+b=2cd .CMR ít nhất 1 trong 2bđt sau đây là 
đúng c bda  22 ,  
 
 Lời giải : 
 
   Gỉa sử 2 bđt trên đều sai ,có nghĩa ta được : 
   c 22222 0,0, cbdacbda  -a-b+d 02  
 

0)(020)( 22222  dccddcbadc  
     Kết quả này mâu thuẫn ,vậy ít nhất 1 trong 2bđt đã cho phải đúng. 
 
Ví dụ 3: Gỉa sử x,y,z là độ dài 3 cạnh của 1 tam giác và 3111


zyx

tìm giá 

trị nhỏ nhất của  
   P= yzxxzyzyx   
 
 Lời giải: 
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  Xét bđt : 2222222 )(
10111

cbaaccbba 









  

   Cho a+b+c= 10 ,suy ra 1111
222222 







 accbba
  

  Từ bđt trên ta suy ra bđt phản chứng là  
  Nếu các số dương a,b,c thỏa mãn điều kiện : 1111

222222 






 accbba

 thì 

ta luôn có a+b+c 10 thật vậy bđt trên tương đương với  
Nếu a 1  ,b 11 ,c >0 thỏa mãn  1111

111


cba

thì  

   52111111111  bcaacbcba  

    Do đó nếu 3111


zyx
 thì 

3
52

 yzxxzyzyx  
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 2.6.      Phương pháp dùng tam thức bậc hai 
Trong phương pháp này chúng ta sẽ sử dụng định lí về dấu của tam thức bậc 
hai để chứng minh bất đẳng thức. 

Muốn chứng minh được bất đẳng thức này chúng ta cần đưa bất đẳng thức 
cần chứng minh về dạng     (*)A  

Khi đó ta có thể xem vế trái của (*) là một tam thức bậc hai của một biến 
nào đó rồi sử dụng định lí thuận hoặc định lí đảo của tam thức bậc hai để 
chứng minh (*). 
 
Dạng 1 : Sử dụng định lí thuận về dấu của tam thức bậc hai 

*Định lí về dấu tam thức bậc 2: 
Cho tam thức bậc 2 :   2:ax 0( 0)f x bx c a     

+ Nếu 0 thì af(x)>0 với mọi x 
+ Nếu 0 thì 0)( xaf với mọi x 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a
bx
2

  

+Nếu 0  lập bảng xét dấu. 

Ví dụ  1: Cho a,b,c là 3 cạnh của 1 tam giác còn x,y,z là ba số thỏa mãn 
điều kiện ax+by+cz=0.Chứng minh 0 zxyzxy (1)  

Lời giải: 

Từ ax+by+cz=0 
c

byaxz 
 Vậy: 

(1) 0)( 


 yx
c

byaxxyzxyzxy  

 0)( 22  bycbaxyax  (2) 

Nếu y=0 thì (2) 02  ax  (2) đúng  (1) đúng. 

Nếu 0y ,khi đó: 
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(2) 0)(
2









 b

y
xcba

y
xa  

Quan niệm vế trái của (3) là tam thức bậc hai của 
y
x

có hệ số của 
2









y
x là a>0 

và bcacabcbaabcba 2224)( 2222   

Từ |b-c|<a=> 222 2 acbcb   , tương tự  222 2 bcbca   và 
222 2 cbbca   

Vậy cabcabcba 22222  => 022222  cabcabcba  
nên vế trái của (3) luôn lớn hơn 0 => (3) đúng  => (1) được chứng minh. 

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi x = y = z = 0 

Ví dụ 2: Cho 363 a  và abc=1.Chứng minh rằng: 

                                                                                                        

2
2 2

3
a b c ab bc ca      

Lời giải: 

Từ abc=1 => a
bc 1

  và do 363 a  nên chắc chắn a>0.Ta có: 

)(2)(
2

2
2

cbabcbccba
  

0
3

3)()(
2

2 
abccbacb (1) 

Xét tam thức bậc hai 
3

3)(
2

2 abcaxxxf   

Ta có hệ số của x2 là 1>0 và 0
3

3612
3

4 22
2 




a
abcaa  
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Theo định lí thuận về dấu của tam thức bậc hai thì f(x)>0 với mọi x =>                 

f(b+c) = (b+c)2 – a(b+c)-3bc+ 3

2a
đúng =>đpcm 

Dạng 2: Sử dụng định lí đảo về dấu của tam thức bậc hai : 

*Định lí đảo về dấu cho tam thức bậc 2: 
Cho:f(x): ax2+bx+c = 0 (a  0) 
Nếu tồn tại a  R sao cho af(x)<p thì f(x) có 2 nghiệm pb và  x1 < a < x2 

Ví dụ  Cho (a+c)(a+b+c)<0. Chứng minh: 

                            (b-c)2>4a(a+b+c) 

Lời giải:  

  Nếu a=0 thì từ giả thiết ta có c(b+c)<0  (1) 

  Bất đẳng thức phải chứng minh có dạng (b-c)2>0  (2) 

  Từ (1) suy ra b cvậy (2) đúng => đpcm 

  Nếu a 0 xét tam thức bậc hai sau : 

  f(x) = ax2+(b-c)x+a+b+c 

  Từ f(0)=a+b+c ; f(-1)=2(a+c) -->từ gải thiết ta có f(0)f(-1)<0.Theo định lí 
đảo về dấu của tam thức bậc hai suy ra phương trình f(x)=0 có hai nghiệm 
phân biệt .Hay   (b-c)2 – 4(a+b+c)>0 (b-c)2 > 4(a+b+c)  đpcm 

Hệ quả: Nếu tồn tại a, b R sao cho f(a).f(b) > 0 thì f(x) có 2 nghiệm 
phân biệt và trong 2 số a,b có một số nằm ngoài khoảng hai nghiệm. 
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 2.7.      Sử dụng một số bất đẳng thức phụ 

Trong phương pháp này chúng ta sẽ sử dụng một sô bất đẳng thức phụ để 
chứng minh các bất dẳng thức khác. 

Để vận dụng các bất đẳng thức này ta chỉ cần đưa bất đẳng thức cần chứng 
minh về dạng của chúng. 

Sau đây là một số bất dẳng thức phụ cách chứng minh chúng và một số ví 
dụ. 

Bất đẳng thức I : Cho a,b>0 thì : 

2
a
b

b
a

( I ) 

Chứng minh: Áp dụng BĐT Cauchy cho 2 số dương là a,b ta được  

22 
a
b

b
a

a
b

b
a

(đpcm) 

Ví dụ :Cho a,b,c,d là những số dương và abcd = 1 

Chứng minh rằng: 102222  cddbbcadacabdcba . 

Chứng minh:  

Theo BĐT Cauchy ta có : abba 222  (1)  và cddc 222  (2) 

(vì a,b,c,d > 0) 

Dễ thấy ab,cd > 0 và do abcd = 1 nên cd
ab 1

  

21
 cd

cd
cdab (3)(Áp dụng BĐT (I)) 

Tương tự 2 bdac (4) 

        2 bcad (5) 
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        422  cdab (6) 

Cộng theo vế (1),(2),(3),(4),(5),(6) ta được đpcm 

Bất đẳng thức II : Cho a,b,c>0 thì : 

   )(9111







 

cba
cba   

Chứng minh: 
Để chứng minh BĐT (II) ta sử dụng BĐT Cauchy cho 3 số dương 

là cba
1,1,1

và a,b,c như sau: 

Ta có:            

cbaabc
abccba

abccba






31.3

,1.3111

3
3

3

 

Khi đó ta có:  
cbacba 


9111 . Đây là BĐT cần chứng minh. 

Vấn đề đặt ra là khi giải những bài toán chưa có dạng như vậy thì ta phải 
biến đổi như thế nào 
Ta hãy xét ví dụ sau: 

VD1: Cho a,b,c  0 chứng minh: 

6
3

433












ac
b

cb
ac

ba
ca

          (2) 

Chứng minh: 

Để giải những bài toán dạng này ta xây dưng cách giải như sau: 
Ta sẽ biến đổi để xuất hiện dạng (II) 
Trước hết ta tìm 2 số x,y sao cho: 

Mcbyacbaxca  )()3()()3(  
cyybacxbax )1(33)1(   

sử dụng phưong pháp đồng nhất thức ta có : 

và 







cbaMyxy
x

323,2,31
31
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Bây giờ ta tìm m,n sao cho: 
)323()(4 cbanacmb   

Tương tự trên ta tìm được m=6,n=2 

Đến đây ta chứng minh (2) như sau 
Ta có (2) tương đương với 

1642323



















ac
b

cb
ac

ba
ca

 
tức là 

16211)323( 
















accbba
cba

 
VP tương đương với 
 

         161111


















acaccbba
acaccbba

  (đúng) 

=>đpcm 

Bây giờ ta sẽ dùng BĐT (II) để chứng minh một số BĐT khác: 

Ví dụ 2: Cho a,b,c >0;CMR 

                      cbaaccbba 









3

2
1

2
1

2
1

.                                  

 
Chứng minh: 
 
Ta vận dụng BĐT(II)cho3 số dương là2a+b,2b+c,2c+a ta có 

cbaaccbba

cbaaccbbaaccbbaaccbba



































3

2
1

2
1

2
1

)(3
9

2
1

2
1

2
1

222
9

2
1

2
1

2
1

 
Đây là BĐT cần chứng minh 
 
Bất đẳng thức III: Nếu a   0 và b 0 thì  a3+b3    a2b + ab2.   (III) 
Chứng minh:(Dùng phép biến đổi tương đương). 
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Ta có :  a3+b3   a2b + ab2  (a+b)(a2 – ab + b2)   ab(a+b) 
  (a+b)(a2– ab +b2 - ab)   0   (a-b)2(a+b)   0.(Đúng) 
 
Ví dụ : Cho a,b,c>o.CMR: 

                      .
222

333333

cba
ca

ac
bc

cb
ab

ba









                                        

 
Lời giải: 
 
Ta sẽ sử dụng BĐT (III) như sau : 

Ta có a3+b3   a2b + ab2     a3+b3  ab(a+b)     
ab

ba
2

33 
  2

ba 
; Tương tự, 

ta cũng có:  22
,

22

3333 ac
ca

accb
bc

cb 






  . 

Cộng theo vế các BĐT trên lại với nhau ta được BĐT cần chứng minh. 
 
Bất đẳng thức IV. Cho a, b là các số dương .ta luôn có: 

                     .411
baba 

  (IV)                                                                

Chứng minh. 
 
 
Cách 1: (Dùng phương pháp biến đổi tương đương). 

Ta có BĐT  
baba 


411

  baab
ba




 4
 

 (a+b)2   4ab  (a-b)2   0. BĐT này luôn đúng với mọi a, b nên BĐT 
(IV) luôn đúng với mọi a,b dương. 
 
Cách 2: (Dùng BĐT Cauchy cho hai số dương ). 

Áp dụng BĐT Cauchy cho hai số dương là: ba
1,1

 ta có: 

ababba
21211

 , lại áp dụng BĐT Caychy cho hai số dương là  a vvà 

b, ta có: 

a+b
baab

ab



212 . Từ hai BĐT trên ta được BĐT (IV). 

 
Ví dụ : Cho a, b là các số dương .Chứng minh rằng: 
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                      222 )(
1

8
1

44
1

baabba 



.                 

                   
Lời giải: 
 
Ta vận dụng BĐT (VI) để chứng minh BĐT này như  sau: Ta áp dụng BĐT 
(VI) cho hai số 4a2+4b2 và 8ab. Ta có: 

2222222 )(
1

8
1

44
1

844
4

8
1

44
1

baabbaabbaabba 









. 

Đây là BĐT cần chứng minh.. 
 
Bất đẳng thức V: Cho a, b là các số dương, ta luôn có: 

                    2)(
41
baab 

   (V)          

                                                 
Chứng minh. 
 
Cách 1:(Dùng phương pháp biến đổi tương đương) 
Ta có BĐT (4) 0)(4)( 22  baabba . Đây là BĐT đúng. 
Cách 2: (Dùng BĐT Cauchy). 
Ta áp dụng BĐT Cauchy cho 2 số dương là a và b, ta cã:   ab 

2
2

)(
41)

2
(

baab
ba





  

 
Ví dụ : Cho a, b, c là các số dương. CMR: 
                     2)(

3
)2)(2(

1
)2)(2(

1
)2)(2(

1
cbaacabcacbbcba 










      

 
Chứng minh. 
 
Ta vận dụng BĐT (V) cho 2 số dương là 2a+b và 2c+b ta có: 

2

22

)(
1

)2)(2(
1

)222(
4

)2)(2(
1

)22(
4

)2)(2(
1

cbabcba

cbabcbabcbabcba
















  

Tương tự ta có: 
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2

2

)(
1

)2)(2(
1

,
)(

1
)2)(2(

1

cbaacab

cbacacb









 . 

Cộng theo vế các BĐT trên lại với nhau ta được BĐT cần chứng minh. 
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 2.8.      Sử dụng định lí Viét 
 
      Đây là một trong những phương pháp chứng minh bất đẳng thức rất hay 
và rất mạnh giúp người chứng minh có thể có thể sử dụng một cách có hiệu 
quả và tiết kiệm thật nhiều thời gian cho việc chứng minh. Sau đây là một số 
ví dụ giúp chúng ta có thể thấy được sức mạnh của phương pháp này. 
 
Ví dụ 1: Cho các số thực x,y,z khác 0 và thoả mãn các điều kiện 
x + y +z =xyz, 2x = yz. Chứng minh rằng: 2x 3 
 
Lời giải: 
 
 Dễ thấy 

3

2
y + z  =  { x x
y z x


  

Vậy y,z là nghniệm của phương trình: 2 3 2( ) 0u x x u x                               (1) 
Ta có: 2 2 2((1 ) 4)x x                                                                                   (2) 
Bởi vì (1) có nghiệm khi và chỉ khi 0  , do x 0 , nên từ (2) suy ra 
   2 22 21 4 0 1 4x x       
 1 2x 2hoặc1 2x  -2 
Dễ thấy 1- 2x 2 vô nghiệm, do đó ta có 
1 2x  -2 2x 3(đpcm) 
 
 
Ví dụ 2: Các số thực x,y,z thoả mãn điều kiện x + y + z =5 và  
yz + xz +xy =8. Chứng minh rằng: 

1  x,y,z 7
3

  

 
Lời giải:  
 
 Từ các điều kiện bài toán ta có: 

5
8 ( 5 ){ y z x

yz x x
  
    

Dẫn đến y,z là nghniệm của phương trình: 
2u +(x-5) u + 2x -5x +8 =0 

Bởi vì phương trình trên có nghiệm, nghĩa là: 
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 2 2

0

5 4( 5 8) 0
71
3

x x x

x

 

     

  

 

Vai trò x,y,z như nhau nên ta cũng có 
 
1y,z 7

3
 (đpcm) 

 
 
Ví dụ 3: Giả sử 1x , 2x  là nghiệm của phương trình 2x + kx + a = 0 (a   0). 
Tìm tất cả các giá trị của k để có bất đẳng thức: 

3 3

1 2

2 1

52x x
x x

   
    

   
( a,k R ) 

 
Lời giải:  
 
 Ta xét a trong 2 trường hợp: 
* Nếu a<0 thì = 2 4 0k a  với mọi k. Khi đố phương trình đã cho luôn có 
hai nghiệm khác nhau và khác dấu. Điều đó dẫn đến bất đẳng thức đã cho 
đũng với mọi k R . 
* Nếu a>0 
Ta có 3 3 2 2( )( )x y x y x xy y      
Áp dụng công thức trên ta có  
 

3 3

1 2

2 1

x x
x x
   

   
   

= 1 2

2 1

x x
x x

 
 

 

2

1 2

2 1

3x x
x x

  
      

 

nhưng 1 2

2 1

x x
x x

 
 

 
= 

2 2
1 2

1 2

x x
x x
 =  2

1 2 1 2

1 2

2x x x x
x x

 
=

2

2k
a

 
 

 
( Theo định lí Viét) 

Do đó 
3 3

1 2

2 1

x x
x x

   
   

   
=

2

2k
a

 
 

 

22

2 3k
a

  
      

 

đặt 
2k t

a
 , Ta có: 



Truòng THPT chuyên Lê Quý Đôn                                       Chuyên đề Bất đẳng thức 

Tổ 4.vip.pro.friendly – lớp 10 Toán                                                       60 

(t-2)(  22 3t   )52 
 (t-6)( 2t + 9) 0 
Ta thấy 2t + 9>0 với mọi t,do đó t-60, hay 

2k
a

-6  0 

 2k  6a(do a>0) 
 - 6a k 6a  
Vậy với 

                        

0{a
k R

  

Hoặc 

                           

0
- 6a 6{a

k a


   

Thì 
3 3

1 2

2 1

52x x
x x

   
    

   
 

 
 
 
 
‘ 
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2.9.   Bài tập : 
Bài 1:       Cho ABC bất kỳ. CMR : 

                          

2
tan

2
tan

2
tancotcotcot

2223222

CBA
cba

CBA
cba










  

 
Bài 2:      Cho ABC bất kỳ. CMR : 
                               SrR 4 3  
 
Bài 3:        Cho ABC nhọn. CMR : 
                       

2
32cos2cos2cos  CBA      

Bài 4:       Cho x,y,z >0 Chứng minh rằng: 

  2 2 2 2 2 2 3x xy y x xz z y yz z x y z            
 

Bài 5:     Tìm GTNN của hàm số 2 2 2 22 2 2 2y x px p x qx q      (p#q) 

Bài 6:   Chứng minh rằng:                     
   2 22 2 2 2m n p q m p n q       , , ,m n p q R   

 
Bài 7:       Chứng minh bất đẳng thức sau: 
                

n
1

2
11   > n             (n=2,3, )  (1) 

 
Bài 8:       Chứng minh .(*),,654552)( 22 yxyyxyx   
 
Bài 9:       (đề thi HSG tỉnh)Cho ai>0; i = 1, 2, 3, 4 CMR: 

             4
14

24

43

13

32

42

42

31 















aa
aa

aa
aa

aa
aa

aa
aa

.(1) 

 
Bài 10:   Cho a,b,c,d là 4 số dương.chứng minh: 

              2









 ba

d
ad

c
dc

b
cb

a
.(1) 
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Bài 11:     Cho a,b,c >0. Chứng minh rằng : 

                
cbaab

c
ac
b

bc
a 111

 . 

 
Bài 12: Cho a,b,c  0 chứng minh: 

           
6

3
433












ac
b

cb
ac

ba
ca

  
 
Bài 13:    Giả sử 1x , 2x  là nghiệm của phương trình 2x + 2kx + 4 =0. Tìm tất 
cả các giá trị k sao cho có bất đẳng thức: 

                             
2 2

1 2

2 1

3x x
x x

   
    

   
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Chương 3 : 
 
 

Áp dụng vào một số vấn đề khác 
 

“Có học thì phải có hành” 
 
 
    Sau khi đã xem xét các bất đẳng thức cùng các phương pháp chứng minh 
thì ta phải biết vận dụng những kết quả đó vào các vấn đề khác. 
    Trong các chương trước ta có các ví dụ về bất đẳng thức lượng giác mà 
dấu bằng thường xảy ra ở trường hợp đặc biệt : tam giác đều, cân hay vuông 
…Vì thế lại phát sinh ra một dạng bài mới : định tính tam giác dựa vào điều 
kiện cho trước. 
    Mặt khác với những kết quả của các chương trước ta cũng có thể dẫn đến 
dạng toán tìm cực trị lượng giác nhờ bất đẳng thức. Dạng bài này rất hay : 
kết quả được “giấu” đi, bắt buộc người làm phải tự “mò mẫm” đi tìm đáp án 
cho riêng mình. Công việc đó thật thú vị ! Và tất nhiên muốn giải quyết tốt 
vấn đề này thì ta cần có một “vốn” bất đẳng thức “kha khá”.    
    Bây giờ chúng ta sẽ cùng kiểm tra hiệu quả của các bất đẳng thức lượng 
giác trong chương 3 : “Áp dụng vào một số vấn đề khác” 
 
    Mục lục : 
         3.1.      Định tính tam giác 
              3.1.1.    Tam giác đều 
              3.1.2.    Tam giác cân 
              3.1.3.    Tam giác vuông 
         3.2.      Vận dụng bất đẳng thức vào giải toán 
         3.3.      Bài tập 
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3.1.   Định tính tam giác : 
 
3.1.1.   Tam giác đều : 
 
    Tam giác đều có thể nói là tam giác đẹp nhất trong các hình mà ta đã 
biết. Ở nó ta có được sự đồng nhất giữa các tính chất của các đường cao, 
đường trung tuyến, đường phân giác, tâm ngoại tiếp, tâm nội tiếp, tâm bàng 
tiếp tam giác … Và các dữ kiện đó lại cũng trùng hợp với điều kiện xảy ra 
dấu bằng ở các bất đẳng thức lượng giác đối xứng trong tam giác. Do đó 
sau khi giải được các bất đẳng thức lượng giác  thì ta cần phải nghĩ đến việc 
vận dụng nó trở thành một phương pháp khi nhận dạng tam giác đều. 
 
 
Ví dụ 1. 
 
    CMR ABC  đều khi thỏa :  Rmmm cba 2

9
  

 
Lời giải : 
 
    Theo BCS ta có : 

              

   
   
   CBARmmm

cbammm

mmmmmm

cba

cba

cbacba

22222

2222

2222

sinsinsin9
4
9

3







 

mà : 
4
9sinsinsin 222  CBA  

              
 

Rmmm

RRmmm

cba

cba

2
9

4
81

4
99 222




 

    Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC  đều đpcm. 
 
 
Ví dụ 2. 
 

    CMR nếu thỏa   
c
abBA

42
sin

2
sin     thì ABC đều. 

 
Lời giải : 
 



Truòng THPT chuyên Lê Quý Đôn                                       Chuyên đề Bất đẳng thức 

Tổ 4.vip.pro.friendly – lớp 10 Toán                                                       65 

    Ta có :  

 

2
cos8

1

2
sin8

2
cos

2
cos

2
sin2.8.2

2
cos

2
sin2.2

sin8.2
sinsin2

84 BAC

BA

CCR

BABAR

CR
BAR

c
ba

c
ab
















  

                           

0
2

sin
2

cos
2

cos2

01
2

cos
2

cos4
2

cos4

01
2

cos
2

cos
2

cos4

1
2

sin
2

sin
2

cos8

2
cos8

1
2

sin
2

sin

2
2

2










 




















 














BABABA

BABABA

BABABA

BABA

BA
BA

 

         đpcm. 
 
 
Ví dụ 3. 
 
    CMR ABC  đều khi nó thỏa :      32 cbahhh cba   
 
Lời giải : 
 
    Điều kiện đề bài tương đương với : 

                  

 

2
3

2
cot

2
cot

1

2
cot

2
cot

1

2
cot

2
cot

1
2
3

32.2




















 

ACCBBA

c
r

b
r

a
r

cba
c
r

b
r

a
rp

 

    Mặt khác ta có : 

            





 




















 2

tan
2

tan
4
1

2
cot

1

2
cot

1
4
1

2
cot

2
cot

1 BA
BABA

 

    Tương tự : 
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





 









 



2
tan

2
tan

4
1

2
cot

2
cot

1

2
tan

2
tan

4
1

2
cot

2
cot

1

AC
AC

CB
CB

 

     

3
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2

tan
2
1

2
3

2
tan

2
tan

2
tan

2
1

2
cot

2
cot

1

2
cot

2
cot

1

2
cot

2
cot

1







 







 










CBACBA

CBA
ACCBBA

 

đpcm. 
 
 
Ví dụ 4. 
 

    CMR nếu thỏa   
2
33RrS    thì ABC  đều. 

 
Lời giải : 
 
    Ta có : 

       

RrRr

CBARrCBARCBAR

CBACBARCBARS

2
33

8
334

2
cos

2
cos

2
cos4

2
cos

2
cos

2
cos4

2
sin

2
sin

2
sin4

2
cos

2
cos

2
cos

2
sin

2
sin

2
sin.2.2.2.2sinsinsin2 22







 

              đpcm. 
 
 
Ví dụ 5. 
 
    CMR ABC  đều khi nó thỏa  pSmmm cba   
 
Lời giải : 
 
    Ta có :  

     
2

coscos1
2
1cos2

4
122

4
1 2222222 AbcAbcAbccbacbma   

mà :  
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            

 appm
bc

app
bc

acb
bc

bcacbA

bc
acbA

bc
acbA

a 
















44
2cos

2
1

2
cos2

2
cos

22222
2

222
2

222

 

    Tương tự : 

        
 
 

    pScpbpapppmmm

cppm

bppm

cba

c

b













 

    đpcm. 
 
 
3.1.2.   Tam giác cân : 
 
    Sau tam giác đều thì tam giác cân cũng đẹp không kém. Và ở đây thì 
chúng ta sẽ xét những bất đẳng thức có dấu bằng xảy ra khi hai biến bằng 
nhau và khác biến thứ ba. Ví dụ 

3
2;

6


 CBA  . Vì thế nó khó hơn trường 

hợp xác định tam giác đều. 
 
Ví dụ 1. 
 
    CMR ABC cân khi nó thỏa điều kiện 

2
tan2tantan 222 BABA 

  và nhọn. 

 
Lời giải : 
 
    Ta có :     

      CBA
C

BABA
BA

BA
BABA

coscos
sin2

coscos
sin2

coscos
sintantan










  

    vì      
2

sin2cos1coscos1cos 2 CCCBABA    

 

2
tan2tantan

2
tan2

2
cot2

2
sin2

2
cos

2
sin4

2
sin2

sin2
coscos

sin2
22

BABA

BAC
C

CC

C
C

CBA
C










 

    Từ giả thiết : 
2

222

2
tantan2

2
tan2tantan 






 





BABABA  

                          BABABA tantan2tantantantan2 2222   
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 

BA
BA
BA





tantan

0tantan 2

 

          đpcm. 
 
 
Ví dụ 2. 
 
    CMR ABC  cân khi thỏa 

2
cos Abcha   

 
Lời giải :  
 
    Trong mọi tam giác ta luôn có :  

2
cos2 A

cb
bclh aa 

   

mà bc
bc

bc
cb

bcbccb 



22   

    
2

cos
2

cos
2

cos2 AbchAbcA
cb

bc
a 


  

         Đẳng thức xảy ra khi ABC  cân đpcm. 
 
 
Ví dụ 3. 
 
    CMR nếu thỏa  

2
sin4 BRrr a   thì  ABC  cân. 

 
Lời giải : 
 
    Ta có :  

       

2
sin4

2
cos

2
sin4

2
cos

2
sin

2
cos

2
cos4

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin4

2
cos

2
sin

sinsin2
2

tan
2

tan2
2

tan
2

tan

BRCABRB

B
CABRB

B
CACAR

B

B

CARBcaBbpBpBbprr a














 

2
sin4 BRrr a     Đẳng thức xảy ra khi ABC  cân đpcm. 
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Ví dụ 4. 
 
    CMR nếu   22

4
1 baS   thì  ABC  cân. 

 
Lời giải : 
 
    Ta có :   SCababbaabba  sin

2
1

2
1

4
12 2222  

   Sba 22

4
1 ABC  cân nếu thỏa điều kiện đề bài. 

 
 
Ví dụ 5. 
 
    CMR ABC  cân khi thỏa  

4
9coscoscos2  CBA  

 
Lời giải : 
 
    Ta có :  

4
9

4
9

2
sin

4
1

2
cos

2
1

2
sin2

4
9

4
1

2
cos

4
1

2
cos

2
1

2
sin2

4
9

4
1

2
cos

2
sin2

2
sin4

2
cos

2
cos2

2
sin212coscoscos2

2
2

2
2

2

2










 












 














 

CBCBA

CBCBACBAA

CBCBACBA

    Đẳng thức xảy ra khi  CB đpcm. 
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3.1.3. Tam giác vuông : 
 
    Cuối cùng ta xét đến tam giác vuông, đại diện khó tính nhất của tam giác 
đối với bất đẳng thức lượng giác. Dường như khi nhận diện tam giác vuông, 
phương pháp biến đổi tương đương các đẳng thức là được dùng hơn cả. Và 
ta hiếm khi gặp bài toán nhận diện tam giác vuông mà cần dùng đến bất 
đẳng thức lượng giác.  
 
 
 
 
 
Ví dụ 1. 
 
    CMR ABC  vuông khi thỏa  15cos8sin4sin6cos3  CBCB  
 
Lời giải : 
    Theo Bunhiacopxki ta có : 

                   
  
  









10cossin86cos8sin6

5sincos43sin4cos3
2222

2222

CCCC

BBBB
 

    15cos8sin6sin4cos3  CCBB  
              Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi : 

2
cottan

3
4cot

3
4tan

8
cos

6
sin

4
sin

3
cos

10cos8sin6
5sin4cos3 






































CBCB
C

B

CC

BB

CC
BB  

         đpcm. 
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3.2. Vận dụng bất đẳng thức vào giải toán 
 

Vận dụng bất đẳng thức vào giải toán là một trong những phương pháp tối 
ưu để giải những bài toán hóc búa. Đôi khi một bài tóa dễ nhưng chúng ta 
không biết vận dụng đúng lúc sẽ gây khó khăn. Vì vậy vận dụng bất đẳng 
thức vào giải toán là một phương pháp chũng ta cần biết tới. Để thấy được 
điều đó ta sẽ có một số ví dụ sau: 

 
Ví dụ 1: Cho a, b, c là số đo độ dài các cạnh của một tam giác thoả mãn 

điều kiện: 
  (a+b)(b+c)(c+a) = 8abc 
Chứng minh rằng a, b, c là các cạnh của một tam giác đều. 
 
Giải: 
 
*Vì a, b, c là các cạnh của một tam giác nên ta luôn có: 

                                          
acca

bccb

abba

2

2

2







 

*Vì a+b>0, b+c>0, c+a>0 và các số ở vế phải đều không âm nên ta có thể 
viết: 

.88))()(( 222 abccbaaccbba   
Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi: a=b=c. 
Từ đó ta có điều phải chứng minh. 
 
Ví dụ 2: 
 Tìm phần nguyên của số thực sau: 

                     38164 222  xxxxA   với x là số nguyên dương. 
Giải: 
Với x>0, ta có: 
  (4x+1)2<16x2+8x+3<(4x+2)2 
Suy ra tiếp: 
  .)22(38164)12( 2222  xxxxx  
Từ đó ta có thể viết: 



Truòng THPT chuyên Lê Quý Đôn                                       Chuyên đề Bất đẳng thức 

Tổ 4.vip.pro.friendly – lớp 10 Toán                                                       72 

  
.21

2381641 222




xAx
xxxxxx  

Theo định nghĩa về phần nguyên của số A ta có [A]=x+1. 
 
Ví dụ 3:  
Tìm tất cả các nghiệm nguyên dương của phương trình: 

  2111


zyx
          (1) 

 
Giải: 
 
Không mất tính tổng quát, ta giả sử xyz. 
Sau khi tìm được ba số nguyên dương thoả mãn (1) ta hoán vị bộ ba số đó 

sẽ được các nghiệm khác. 
*Theo giả thiết, theo điều giả sử ta có: 

  
zzyx
31112   

   2z  3 mà z nguyên dương, vậy z=1. 
*Thay z=1 vào (1), ta được: 

  111


yx
 

Theo giả sử xy nên có: 

  
yyx
2111   

    y2, mặt khác y nguyên dương, bởi vậy y=2 hoặc y=1. 
Giá trị y=1 không thích hợp, còn với y=2 ta cso x=2. 

Thử lại  21
2
1

2
1

   thoả mãn (1). 

Vậy (2, 2, 1) là một nghiệm của phương trình. 
*Phương trình (1) có các nghiệm là bộ ba số sau: 
(2, 2, 1) ; (2, 1, 2) ; (1, 2, 2). 

 
Ví dụ 4:  
Tìm các cặp số nguyên (x,y) thỏa mãn phương trình: 

  yxx               (1) 
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Giải: 
 
*Với x=0, y=0 ta được một nghiệm thoả mãn phương trình (1). 
*Ta tìm được các nghiệm nguyên dương thoả mãn (1) vì x<0, y<0 phương 

trình (1) không có nghĩa. 
Bình phương hai vế ta được:  2yxx   
    xyx  2   cũng là số nguyên dương. 
Đặt kx    (k nguyên dương). 
  2)1( ykk   
Nhưng 22 )19)1(  kkkk  
Suy ra: 1)1( 222  kykkyk  vì k>0, y>0. 
Nhưng giữa hai số nguyên dương liên tiếp không tồn tại số nguyên dqương 

nào cả. không có cặp số nguyên dương nào thảo mãn (1). 
Vậy phương trình (1) có nghiệm x=0, y=0. 
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3.3.   Bài tập : 
 
 Bài 1:  CMR ABC  đều nếu nó thỏa một trong các đẳng thức sau : 
a.   

4
3coscoscoscoscoscos  ACCBBA  

b.    CBACBA sinsinsin2sin2sin2sin   

c.    CBA
CBA

tantantan
2
1

2
3

2sin
1

2sin
1

2sin
1

   

d.    

2
tan

2
tan

2
tancotcotcot

2222222

CBA
cba

CBA
cba










  

 
Bài 2:  Giải phương trình: 

           .
5

46
6
43 





  xx  

Bài 3: Chứng minh rằng vơí mọi số tự nhiên ta luôn có: 
      241  nnn  
Bài 4:  Tìm năm số thực dương sao cho mỗi số bằng bình phương của tổng 
bốn số còn lại. 
Bài 5:   Cho tam giác ABC. Ở miền trong tam giác có điểm M. Các đường 
thẳng AM, BM và CM cắt các cạnh của tam giác lần lượt tại các điểm A1, 
B1, C1 thoả mãn điều kiện: 

Chứng minh rằng M là trọng tâm tam giác ABC. 
Bài 6:     Cho tứ giác ABCD có diện tích S, hai đường chéo AC và BD cắt 
nhau tại O. 

Gọi s1, s2 lần lượt là diện tích tam giác AOB và tam giác COD. 
Chứng minh rằng AB//CD khi và chỉ khi .21 Sss   
 

Bài 7:   Cho tam giác ABC. Một đường thẳng song song với cạnh BC cắt AB 
tại D, cắt AC tại E. Chứng minh rằng với mọi điểm P trên cạnh BC ta luôn 
có diện tích tam giác PDE không lớn hơn ¼ diện tích tam giác ABC. Đường 
thẳng DE ở vị trí nào thì tam giác PDE đạt giá trị lớn nhất? 
Bài 8:   Cho hình bình hành ABCD và P là điểm nào đó ở miền trong hình 
bình hành. Qua P kẻ hai đường thẳng song song với các cạnh của hình bình 
hành, ta phân chia được hình bình hành ABCD thành bốn hình bình hành 
không có điểm chung.Chứng minh rằng một trong hai hình bình hành với 
đường chéo là AP hoặc CP có diện tích không lớn hơn ¼ diện tích hình bình 
hành ABCD. 
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Bài 9:    Giải phương trình:   xxx 543    (1) trong tập số nguyên. 
Bài 10:   Giải phương trình: .271064 2  xxxx  
Bài 11:   Giải hệ phương trình với x, y, z là các số dương: 

   














1
1
1

2

2

2

xz
zy
yx

     
)3(
)2(
)1(

 

Bài 12:    Giải các phương trình: 
a) 02021642  xxx  

     b) .022224  xxx  
Bài 13:     Giải phương trình: 

               
























x
z

z

z
y

y

y
x

x

2

2

2

2

2

2

21
2

21
2

21
2

       

)3(

)2(

)1(

 

Bài 14:     Giải phương trình: 
   .3111 44 24 2  xxx  
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Chương 4 : 
 
 

Một số chuyên đề bài viết hay, 
thú vị liên quan đến bất đẳng thức 

 
 
    Đúng như tên gọi của mình, chương này sẽ bao gồm các bài viết chuyên 
đề về bất đẳng thức. Tác giả của chúng đều là các giáo viên, học sinh giỏi 
toán mà tác giả đánh giá rất cao. Nội dung của các bài viết chuyên đề đều dễ 
hiểu và mạch lạc. Chúng ta có thể tham khảo nhiều kiến thức bổ ích từ 
chúng. Vì khuôn khổ chuyên đề nên chỉ tập hợp được một số bài viết thật sự 
là hay và thú vị : 
 
 
 
 
    Mục lục :  
      4.1.  Về một bất đẳng thức có nhiều cách chứng minh 
      4.2.  Ứng dụng của đại số vào việc phát hiện và chứng minh bất đẳng 
thức trong  tam giác   
      4.3. Thử trở về cội nguồn của môn Lượng giác 
      4.4. Từ một bài toán quen thuộc về bất đẳng thức 
      4.5. Những bài toán không thuộc dạng thông thường. 
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4.1. Về một bất đẳng thức có nhiều cách chứng minh 
 
       Bài viết này giới thiệu các phương pháp chứng minh một bất đẳng thức. 
Nội dung bài toán cần giải như sau: 
“Các số a,b,c,d thõa mãn các đẳng thức 2 2 2 2+ = 1, + = 1a b c d . Chứng minh 
rằng -ac bd ≤ 1” 
 
4.1.1. Phương pháp biến đổi tương đương 
  
Ta có:     -ac bd ≤ 1    (1) 
          ( )2-ac bd ≤1 
          2 2 2 2- 2 +a c abcd b d ≤1 
          ( ) ( )2 22 2 2 21 - - 2 + 1-a d abcd b c ≤1 
          2 2 2 2 2 2- - 2 + -a a d abcd b b c ≤1 
          2 2 2 2- - 2 -a d abcd b c ≤0 
          ( )2+ad bc ≥0         (2) 
Dễ thấy (2) đúng, bởi vậy (1) đúng 
 
4.1.2. Phương pháp tổng hợp 
 
        Xuất phát từ bất đẳng thức cần chứng minh, ta có: 

-ac bd ≤ 1 1
1

ac bd
ac bd

 
    

 

                   2 2 2
2 2 2

ac bd
ac bd

 
    

 

 
Từ đó để ý đến các bất đẳng thức 

                       
   

2 2

2 2

0

0

a c b d

a c b d

   

   
 

Đến đây ta có 
   
   

   
   

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 20

2 20

2 2 2 1
2 2 2 1

1

a b c d ac bda c b d

a b c d bd aca c b d

ac bd ac bd
bd ac ac bd

ac bd

          
         

    
       
  
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4.1.3. Phương pháp phản chứng  
  
Giả sử 1ac bd > , nghĩa là 

                         1
1

ac bd
ac bd


  

>
<

 

  

     
   

   
   

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2

2

0

0

ac bd a b c d

ac bd a b c d

a c b d

a c b d

    

     
   

   

>

<

<

<

 

Điều này không xảy ra. Vậy ta có: 
                                    -ac bd ≤ 1     
 
 
4.1.4. Phương pháp dùng bất đẳng thức quen thuộc 
 
    Áp dụng bất đẳng thức -x y ≤ +x y  ta có: 

-ac bd ≤ 2 2 2 2+ = +ac bd a c b d          (1) 
   Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức Côsi đối với các cặp số 2 2à ca v , 2 2à db v , 
ta có: 

      
2 2 2 2+ +

+
2 2

a c b d ≥ 2 2 2 2+a c b d  


2 2 2 2+ + +

2
a b c d ≥ 2 2 2 2+a c b d  

 1≥ 2 2 2 2+a c b d    (2) 
Từ (1) và (2) suy ra -ac bd ≤ 1    (dpcm) 
 
4.1.5. Phương pháp đánh giá 
 
       Trong trường hợp này, từ điều kiện cho trước của bài toán, thông qua 
việc biến đổi đồng nhất , ta có: 
   1   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2a b c d a c a d b c b d        

            
   

2 2 2 2

2 2

2 2ac abcd bd ad abcd bc

ac bd ad bc

     

   
 

Dễ thấy  
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     
     

2 2 2

2 2 2

ac bd ad bc ac bd

ac bd ad bc ad bc

     

     

 

Nghĩa là           221 1ac bd ac bd      
 
4.1.6. Phương pháp dùng tích vô hướng của hai vectơ 
 
Đặt     ( )= ;-x a b

r
 

           ( )= ;y c d
ur

 
(Điều này xuất phát từ hai đẳng thức cho trước) 
      Giả sử α  là góc xen giữa hai vectơ , .x y

r ur
 

Ta có         = -x y ac bd
r ur

 
                  . = -x y ac bd

r ur
 

Mặt khác   . = osx y x y c α
r ur r ur

≤ x y
r ur

    

(vì ( ) ( )2 2 2 2= + + à cosx y a b c d v α
r ur

≤1) 

Nghĩa là - = .ac bd x y
r ur

≤ = 1x y
r ur

 
 
4.1.7. Phương pháp lượng giác 
 
       Trên đường tròn lượng giác, ta lấy hai điểm A(a;b) , b(c;d). Ta kí hiệu 

,α β  là góc lập bởi bán kính OA và OB (O là gốc tọa độ) với trục Ox (chiều 
dương). Khi đó: 
                    a=cosα , b=sin α  
                    c=cos β , d=sin β  
     Dễ thấy ( )- = os cos -sin sin = os +ac bd c α β α β c α β ≤1 
     Nghĩa là  -ac bd ≤ 1     
 
    Đôi điều kết luận: Bài toán trên đây không xa lạ, nhưng cách giải bài toán 
lại rất phong phú. Cũng có thể nói các cách giải tự nhiên, dễ hiểu và tổng 
hợp được nhiều kiến thức về bất đẳng thức. 
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4.2. Ứng dụng của đại số vào việc phát hiện và chứng minh bất đẳng 
thức trong tam giác 
 
 

1/ Chúng ta đi từ bài toán đại số sau: Với  
 
 

x 
  


 ta luôn có: 

 x x 2x< tg < < sinx < x
2 2 π

. 

Chứng minh: Ta chứng minh 2 bất đẳng thức: 2sin xx


  và 2
2
x xtg


 . 

Đặt 1( ) sinf x x
x

  là hàm số xác định và liên tục trong 0,
2
 

  
. 

Ta có: 2

os x- sin x'( ) xcf x
x

 . Đặt ( ) os x- sin xg x xc  trong 0,
2
 

  
 khi đó 

   ' sin 0g x x x g x     nghịch biến trong đoạn 0,
2
 

  
 nên    0g x g =0 

với 0,
2

x    
. Do đó  ' 0f x  với 0,

2
x     

 suy ra   2
2

f x f 


   
 

 hay 

2sin xx


  với 0,
2

x    
 

. 

Đặt   1h x tgx
x

  xác định và liên tục trên 0,
2
 

  
. 

Ta có  
2 2

sin' 0
2 os

2

x xh x xx c


  0,

2
x    

 
 nên hàm số  h x  đồng biến, do 

đó  
2 2
xh x h    

 
 hay 2

2
x xtg


  với 0,

2
x    

 
. 

Còn 2 bất đẳng thức 
2 2
x xtg   và sin x x  dành cho bạn đọc tự chứng minh. 

 Bây giờ mới là phần đáng chú   ý: 
 Xét ΔABC : BC = a , BC = b , AC = b . Gọi A, B, C là độ lớn các góc bằng 

radian; r, R, p, S lần lượt là bán kính đường tròn nội tiếp, bán kính đường 
tròn ngoại tiếp, nửa chu vi và diện tích tam giác; la, ha, ma, ra, tương ứng là 
độ dài đường phân giác, đường cao, đường trung tuyến và bán kính đường 
tròn bàng tiếp ứng với đỉnh A... 
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Bài toán 1: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 
2 2 2os os os

4
p pAc x Bc B Cc C
R R

     

Nhận xét: 
Từ định lí hàm số sin quen thuộc trong tam giác ta có: 

sin sin sin pA B B
R

    và bài toán đại số ta dễ dàng đưa ra biến đổi sau 

2 2 24os 2 os sin os
2
AAc A tg c A A Ac A


   , từ đó đưa đến lời giải như sau. 

Lời giải: 
Ta có: 2 2 24os 2 os sin os

2
AAc A tg c A A Ac A


        2os sin pAc A A

R
     

và  2 24 os sin os
4

p pAc A A Ac A
R R




      . Từ đây suy ra đpcm. 

Trong một tam giác ta có nhận xét sau: 1
2 2 2 2 2 2
A B B C C Atg tg tg tg tg tg    kết 

hợp với 2
2
x xtg


  nên ta có 2 2 2 2 2 2 1

2 2 2 2 2 2
A B B C C A A B B C C Atg tg tg tg tg tg
     

       

  
2

. . .
4

A B B C C A 
    (1). Mặt khác 

2 2
x xtg   nên ta cũng dễ dàng có 

1
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
A B B C C A A B B C C Atg tg tg tg tg tg       từ đây ta lại có 

. . . 4A B B C C A    (2). Từ (1) và (2) ta có bài toán mới. 
Bài toán 2: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 

2

. . . 4
4

A B B C C A
     

Lưu ý: Khi dùng cách này để sáng tạo bài toán mới thì đề toán là ABC  

phải là nhọn vì trong bài toán đại số thì 0,
2

x    
 

. Lời giải bài toán tương 

tự như nhận xét ở trên. Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức 
 2

3
a b c

ab bc ca
 

    thì ta có ngay  2 2

. . .
3 3

A B C
A B B C C A  

     . Từ 

đây ta có bài toán “chặt” hơn và “đẹp” hơn: 
2 2

. . .
4 3

A B B C C A 
     

Bây giờ ta thử đi từ công thức la, ha, ma, ra  để tìm ra các công thức mới. 
Trong ABC  ta luôn có: 2 sin sin sin

2 2a a
A AS bc A cl bl    
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 
1 1 1 1

A 2 22 os
2

a

b c b c
l bc b cbcc

       
 

 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 sin sin sina b cl l l a b c R A B C

          
 

 1 1 1 1 1 1 1
2a b cl l l R A B C

       
 

.  

Như vậy chúng ta có Bài toán 3. 
Bài toán 3: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 
1 1 1 1 1 1 1

2a b cl l l R A B C
      
 

 

Mặt khác, ta lại có  2 sin sin
A2 os 2sin
2 2 2

a

R B Cbc b c
Al c 


 

  
 

. Áp dụng bài toán đại 

số ta được: 

 
 2

2 2
a

B C
RR B C bc

AA l







 
 


   

 
4

a

R B C R B Cbc
B C l B C




 
 

 


4

a

bc RR
l




  . 

Hoàn toàn tương tự ta có: 4

c

ab RR
l




   và 4

b

ca RR
l




  . Từ đây, cộng 3 

chuỗi bất đẳng thức ta được: 
Bài toán 4: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 
12 3

c a b

R ab bc ca R
l l l




     

Trong tam giác ta có kết quả sin b ch hA
c b

   , sin c ah hB
a c

   và 

sin a bh hC
b a

  , mà từ kết quả của bài toán đại số ta dễ dàng có 

2 sin sin sinA B C     , mà   1 12 sin sin sin aA B C h
b c

     
 

 

1 1 1 1
b ch h

c a a b
         
   

 , từ đây ta có được Bài toán 5. 

Bài toán 5: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 
1 1 1 1 1 14 2a b ch h h
b c c a a b

                
     

 

Ta xét tiếp bài toán sau:  
Bài toán 6: Chứng minh rằng trong tam giác nhọn ta luôn có: 

 
2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

4
3

a b cm m mA B C A B C
R

 
       
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Nhận xét:Liên hệ với 2
am  trong tam giác ta có 

2 2 2
2

2 4a
b c am 

  , từ đó ta 

suy ra    2 2 2 2 2 2 2 2 2 23 3 sin sin sin
4a b cm m m a b c R A B C        và từ đưa đến 

lời giải. 
Lời giải: 

Áp dụng bài toán đại số ta được:
2

2 2
2

4 sinx x x


   ta lần lượt 

có:
2

2 2
2

4 sinA A A


  , 
2

2 2
2

4 sinB B B


   và 
2

2 2
2

4 sinC C C


  .  

Cộng 3 chuỗi bất đẳng thức trên ta được: 
  2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

4 sin sin sinA B C A B C A B C


        , mà ta có: 

 2 2 2 2 2 2 23 sin sin sina b cm m m R A B C      
2 2 2

2 2 2
2 sin sin sin ,

3
a b cm m m A B C

R
 

    từ 

đây ta được:   
2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2

4
3

a b cm m mA B C A B C
R

 
       (đpcm). 

Bây giờ ta thử sáng tạo một bất đẳng thức liên quan tới ra, ta có công 
thức tính ra là 

2a
Ar ptg , từ bài toán đại số 2

2 2
x x xtg


   chắc chắn ta dễ 

dàng tìm thấy 2
2

arA A
p 

   , tương tự ta cũng có 2
2

arB B
p 

   và 2
2

arC C
p 

  , 

cộng 3 chuỗi bất  

đẳng thức ta thu được  2
2

a b c A B Cr r rA B C
p 

   
  và ta thu được Bài 

toán 7. 
Bài toán 7: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 

 2
2

a b c A B Cr r rA B C
p 

   
   

Ta tìm hiểu bài toán sau: 
Bài toán 8: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 
   2 4 2R r aA bB cC R r        

Nhận xét: Ta có các kết quả: 
2a
Ar ptg , 

2b
Br ptg , 

2c
Cr ptg ,  

2
Ar p a tg    

   
2 2
B Cp b tg p c tg     dẫn đến 

2a
Ar r atg  , 

2b
Br r btg  , 

2c
Cr r ctg   và 

4a b cr r r R r    (các kết quả này bạn đọc tự chứng minh), từ đó ta suy ra 

4 3
2 2 2
A A AR r r ptg ptg ptg      và nhờ kết quả này ta dễ dàng đánh giá tổng 

aA bB cC   từ bài toán đại số nên ta dễ có lời giải như sau. 
Lời giải: 
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Ta có: 
2a
Ar ptg , 

2b
Br ptg , 

2c
Cr ptg ,      

2 2 2
A B Cr p a tg p b tg p c tg      , 

từ đó dẫn đến 
2a
Ar r atg  , 

2b
Br r btg  , 

2c
Cr r ctg  . Mà ta lại có: 

4a b cr r r R r     suy ra 4 3
2 2 2
A A AR r r ptg ptg ptg     . Áp dụng bài toán đại 

số ta được: 
●  24 3 3

2 2 2
A A AR r r ptg ptg ptg r aA bB cC


        

 2R r aA bB cC      

●  14 3 3
2 2 2 2
A A AR r r ptg ptg ptg r aA bB cC        

 4 2R r aA bB cC      
Kết hợp 2 điều trên ta có điều phải chứng minh. 
Sau đây là các bài toán được hình thành từ các công thức quen thuộc để 

các bạn luyện tập: 
Bài toán: Chứng minh rằng trong tam giác ABC nhọn ta luôn có: 
a/    2 8 2 2p R r aA bB cC p R r          . 

b/          2
2
S p a p b p b p c p c p a S
          . 

c/      2 2 2

2
abc a p a b p b c p c abc

       . 

d/ 1 1 1 1 1 14 2a b cl l l
b c c a a b

                
     

. 

 
 
2/Chúng ta xét hàm:  

in
xf x =

s x
  với  x 0,   . 

Ta có  f x  là hàm số xác định và liên tục trong  0,  và 

 '
2

s inx-xcosx
sin

f x
x

 . Đặt   s inx-xcosxg x  ,  0,x  , ta có  ' sin 0g x x x     

 g x đồng biến trong đoạn   0,     0 0g x g    ' 0f x   nên hàm 
 f x  đồng biến . 
Chú ý 3 bất đẳng thức đại số: 

1. Bất đẳng thức Cauchy: 
Cho n số thực dương 1 2, ,..., na a a , ta luôn có: 

1 2
1 2

... ...n n
n

a a a a a a
n

  
  

Dấu “=” xảy ra 1 2 ... na a a    . 
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2. Bất đẳng thức Cauchy-Schwarz: 
Cho 2 bộ n số  1 2, ,..., na a a và  1 2, ,..., nb b b trong đó 0, 1,ib i n  . Ta luôn có: 

 222 2
1 21 2

1 2 1 2

...
...

...
nn

n n

a a aaa a
b b b b b b

  
   

  
 

Dấu “=” xảy ra 1 2

1 2

... n

n

aa a
b b b

    . 

3/ Chúng ta xét bất đẳng thức sau: 2xsinx
π

  với  
  

x 
  


(phần chứng 

minh bất đẳng thức này dành cho bạn đọc). 
Theo định lí hàm số sin ta có sin

2
aA
R

  và kết hợp với bất đẳng thức trên 

ta được 2 4
2
a A a R
R A 
   , từ đó ta dễ dàng suy ra 12

cyc

a R
A 
 . 

4/ Bất đẳng thức: 
2 2

2 2

sin x π - x
x π + x

  với  x    (bất đẳng thức này xem 

như bài tập dành cho bạn đọc). 

Bất đẳng thức trên tương đương 
2

2 2

sin 21x x
x x

 


   
3

2 2

2sin xx x
x

 


 (1). 

Trong tam giác ta có: 3 3sin sin sin
2

A B C    (2) (bạn đọc tự chứng 

minh).Từ (1) và (2) ta thu được 
3 3 3

2 2 2 2 2 2

3 3 sin 2
2 cyc

A B CA A B C
A B C  

 
          
    

3 3 3

2 2 2 2 2 2

3 3 2
2

A B C
A B C


  
 

       


3 3 3

2 2 2 2 2 2

3 3
2 4

A B C
A B C


  

   
  

. 

Mặt khác, áp dụng bất đẳng thức cho 3 góc A, B, C ta thu được 
2 2

2 2

sin A A
A A








, 

2 2

2 2

sin B B
B B








 và 

2 2

2 2

sin C C
C C








, cộng các bất đẳng thức ta 

được: 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

sin sin sinA B C A B C
A B C A B C

  
  

  
    

  
, từ đây áp dụng định lí 

hàm số sin sin
2
aA
R

 ta có
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2
a b c

A B CR R R
A B C A B C

  
  

  
    

  
 hay 

2 2

2 22
cyc

a AR
A A







  . 
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4.3. Thử trở về cội nguồn của môn lượng giác 
 

 
    “Lượng giác học” có nguồn gốc từ Hình học. Tuy nhiên phần lớn học sinh 
khi học môn Lượng giác học (giải phương trình lượng giác, hàm số lượng 
giác …), lại thấy nó như là một bộ phận của môn Đại số học, hoặc như một 
công cụ để giải các bài toán hình học (phần tam giác lượng) mà không thấy 
mối liên hệ hai chiều giữa các bộ môn ấy. 
    Trong bài viết này, tôi hy vọng phần nào có thể cho các bạn một cách nhìn 
“mới” : dùng hình học để giải các bài toán lượng giác. 
    Trước hết, ta lấy một kết quả quen thuộc trong hình học sơ cấp : “Nếu G 
là trọng tâm tam giác ABC và M là một điểm tùy ý trong mặt phẳng chứa 
tam giác đó thì” : 
            2222222

9
1

3
1 cbaMCMBMAMG     (Định lý Lép-nít) 

Nếu OM   là tâm đường tròn ngoại tiếp ABC  thì 2222 3RMBMBMA   
nên áp dụng định lý hàm số sin, ta suy ra : 

 CBARROG 222222 sinsinsin
9
4

   

                  1sinsinsin
4
9

9
4 22222 






  CBAROG  

Từ đẳng thức  1 , suy ra : 

                        2
4
9sinsinsin 222  CBA  

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi OG  , tức là khi và chỉ khi ABC  đều. 
Như vậy, với một kiến thức hình học lớp 10 ta đã phát hiện và chứng minh 
được bất đẳng thức  2 . Ngoài ra, hệ thức  1  còn cho ta một “nguồn gốc 
hình học” của bất đẳng thức  2 , điều mà ít người nghĩ đến. Bằng cách tương 
tự, ta hãy tính khoảng cách giữa O và trực tâm H của ABC . Xét trường hợp 

ABC  có 3 góc nhọn. Gọi E là giao điểm của AH với đường tròn ngoại tiếp 
ABC . Thế thì : 

  HAHEROHOH .22
/   

Do đó :  *.22 HEAHROH   
với : 

AR
C
ACR

C
AAB

C
AFAH cos2

sin
cossin2

sin
cos.

sin
   

và CBABCBKHKHE cotcos2cot22    
           CBR

C
CBCR coscos4

sin
coscossin2.2   

Thay vào  *  ta có : 
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                    3coscoscos
8
18 22 






  CBAROH  

Nếu 090BAC  chẳng hạn, thì  3  là hiển nhiên. Giả sử ABC  có góc A tù. 
Khi đó   HEHAOHROH .22

/   trong đó ARAH cos2  nên ta cũng suy 
ra  3 . 
Từ công thức  3 , ta suy ra : 

                                  4
8
1coscoscos CBA  

(Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ABC đều). 
Cũng như bất đẳng thức  2 , bất đẳng thức  4  đã 
được phát hiện và chứng minh chỉ với kiến thức lớp 
10 và có một “nguồn gốc hình học” khá đẹp. Cần 
nhớ rằng, “xưa nay” chưa nói đến việc phát hiện, chỉ 
riêng việc chứng minh các bất đẳng thức đó, người 
ta thường phải dùng các công thức lượng giác 
(chương trình lượng giác lớp 11) và định lý về dấu 
tam thức bậc hai. 
Có được  1  và  3 , ta tiếp tục tiến tới. Ta thử sử dụng “đường thẳng Ơle”. 
Nếu O, G, H là tâm đường tròn ngoại tiếp, trọng tâm và trực tâm ABC  thì 
O, G, H thẳng hàng và : OHOG

3
1

 . Từ 22

9
1 OHOG  . 

Từ   31  ta có : 

                   CBACBA coscoscos81
4
1sinsinsin

4
9 222   

hay   CBACBA coscoscos22sinsinsin 222   
Thay 2sin  bằng 2cos1  vào đẳng thức cuối cùng, ta được kết quả quen 
thuộc : 
                         51coscoscos2coscoscos 222  CBACBA  
Chưa nói đến việc phát hiện ra  5 , chỉ riêng việc chứng minh đã làm “nhức 
óc” không biết bao nhiêu bạn trẻ mới làm quen với lượng giác. Qua một vài 
ví dụ trên đây, hẳn các bạn đã thấy vai trò của hình học trong việc phát hiện 
và chứng minh các hệ thức “thuần túy lượng giác”. Mặt khác, nó cũng nêu 
lên cho chúng ta một câu hỏi : Phải chăng các hệ thức lượng giác trong một 
tam giác khi nào cũng có một “nguồn gốc hình học” làm bạn đường ? Mời 
các bạn giải vài bài tập sau đây để củng cố niềm tin của mình. 

1.  Chứng minh rằng, trong một tam giác ta có 





 

2
sin

2
sin

2
sin8122 CBARd  

trong đó d là khoảng cách giữa đường tròn tâm ngoại tiếp và nội tiếp tam 
giác đó. 
Từ đó hãy suy ra bất đẳng thức quen thuộc tương ứng.     
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 2.  Cho ABC . Dựng trong mặt phẳng ABC  các điểm 1O  và 2O  sao cho 
các tam giác ABO1  và ACO2  là những tam giác cân đỉnh 21,OO  với góc ở 
đáy bằng 030  và sao cho 1O  và C ở cùng một nửa mặt phẳng bờ AB, 2O  
và B ở cùng một nửa mặt phẳng bờ AC. 

a) Chứng minh : 
                          ScbaOO 34

6
1 2222

21   

b) Suy ra bất đẳng thức tương ứng : 
                        CBACBA sinsinsin32sinsinsin 222   
3. Chứng minh rằng nếu ABC  có 3 góc nhọn, thì : 
                                   2

coscoscos
sinsinsin





CBA
CBA  

4. Cho tứ diện OABC có góc tam diện đỉnh O ba mặt vuông, 
OCOBOA  . Chứng minh rằng : 

                    BACOACOAB  cossin  
(Hãy dùng phương pháp ghép hình) 
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4.4. Từ một bài toán quen thuộc về bất đẳng thức 
 
Về các bài toán chứng minh bất đẳng thức chúng ta gặp khá nhiều. Bái viết 
này chúng tôi muốn đề cập đến một bất đẳng thức quen thuộc nhưng lại có 
thể sử dụng nó để làm câu nối cho việc chứng minh các bất đẳng thức khác 
phức tạp hơn và nói chung không đơn giản. 
 
1. (Một bất đẳng thức quen thuộc) 
Giả sử a,b,c là các số dương. Chứng minh rằng: 

                        + +
+ + +
a b c

b c a c a b
≥ 3

2
                (*) (BĐT Nesbbit) 

Giải: 
Ta kí hiệu vế trái của (*) là A và biến đổi như sau: 

      A+3=   1 1 1a b c
a b a c b c

        
 

Đặt , , ,u a b v a c t b c      ta có 

      A+3=  1 1 1 1
2

u v t
u v t

     
 

 

Bây giờ ta biến đổi tích: 

      B=   1 1 1 3 v u t u t vu v t
u v t u v u t v t

                        
       

 

Áp dụng bất đẳng thức Côsi, ta được B≥9 
Từ đó suy ra: 3

2
A   

     Dễ thấy đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi : a b c  . 
     Đến đây ta hãy tìm cách khai thác bài toán trên. 
    Để ý thấy rằng nếu ta nhân hai vế của (*) với a b c   ta có bất đẳng thức: 

   
2 2 2

3
2

2

a b ca b c a b c
b c a c a b

a b c a b c
b c a c a b

           
 

   
  

 

Kết quả trên dẫn đến các phép biến đổi bài tóa hai như sau: 
 
2. Giả sửa,b,c là các số dương. Chứng minh rằng: 

             
2 2 2

2
a b c a b c

b c a c a b
 

  
  

                    (1) 
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Giải:  
 
       Ta thấy rằng từ vế phải của  (1) nếu thêm điều kiện abc=1 thì theo bất 
đẳng thức Côsi ta có:  
                  33 3a b c abc     
     Khi đó vế phải của (1) biến đổi và từ tính chất bắc cầu của bất đẳng thức 
ta có bài toán 3: 
 
3. Giả sử a,b,c là các số dương thõa mãn điều kiện abc=1. Chứng minh 
rằng: 

                
2 2 2 3

2
a b c

b c a c a b
  

  
                         (2) 

 
Giải 
 
Như vậy muốn chứng minh bất đẳng thức (2) ta phải xuất phát từ bất đẳng 
thức (*), sau đó thực hiện hai bước sau ta sẽ có khẳng định: 
- Bước 1: Nhân hai vế của  (*) với a+b+c và biến đổi. 
- Bước 2: Chứng minh bất đẳng thức 3

2 2
a b c 

  

Đến đây, nếu từ (2)và từ giả thiết ta biến đổi theo các bước: 
- Bước 1: Bình phương hai vế cua (2) 
- Bước 2: Nhân hai vế của bất đẳng thức sau bước 1 với 1

2
. 

- Bước 3: Thay thế các biểu thức 2 2 2 2 2 2, ,a b a c b c  bằng các biểu thức tương 
ứng: 
                                   2 2 2

1 1 1, ,
c b a

. 

Từ ba bước biến đổi trên ta dẫn đến bài toán 4: 
4. Giả sử a,b,c là các số dương thõa mãn điều kiện abc=1. Chứng minh 
rằng: 

              
4 4 4

2 2 2 2 2 2

1 1 1 9
82 2 2

a b c
c a c b c b a b b c a a c a bb c a c a b

     
       

 
Giải:  
 
Lại tiếp tục biến đổi và từ các bài toán 1,2,3 , bài tóa sau đây sẽ phức tạp 
hơn, bởi vậy khi giải phải tìm mối liên hệ giữa nó với các bài toán quen 
thuộc. 
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5. Giả sử a,b,c là các số dương thõa mãn điều kiện abc=1. Chứng minh 
rằng: 
                            

     3 3 3

2 2 2 3
a b c b a c c a b

  
  

              (3)  

 
Giải: 
 
  Dễ thấy bất đẳng thức cần chứng minh tương đương với bất đẳng thức: 
         

     3 3 3

1 1 1 3
2a b c b a c c a b

  
  

                                (4) 

  Để chứng minh (4), ta đặt: 
                    1 1 1, , .x y z

a b c
    

  Khi đó mua bất đẳng thức (4) có dạng: 

                  
2 2 2 3

2
x y z

y z x z x y
  

  
                                         (**) 

    Rõ ràng bất đẳng thức trên chính thức là nội dung bài toán 3 (do x,y,z là 
các số dương và xyz=1). Bởi vậy bất đăng thức đó được chứng minh nhờ sử 
dụng kết quả của bài toán 1 và 2. 
Đê ý thêm chút nữa từ các bài toán 1,2 tương đương của bài toán 5 (**), ta 
có thể phát biểu bài toán 6 dưới dạng “mạnh” hơn: 
 
6. Với bất kì 1   và 0, 0, 0,x y z> > > đồng thời  xyz=1, ta có: 

                       3 .
2

x y zS
y z x z x y

  

    
  

 

 
Giải:  
 
Thật vậy, ta hãy để ý đên hai bất đẳng thức:  
                        3

3
a b c abc 

                                                (5) 

   và            1
3
2

x y zS
y z x z x y

   
  

                                  (6) 

Từ các bất đẳng thức (5) và (6) áp dụng cho bộ ba các số 
       , ,x y z

y z x z x y  
 và 1 1 1, ,x y z      

Ta được : 
 

 
1 1 1 11

3
3 3

3 2 2

S x y z
S xyz

   



    
   . 
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Dễ dàng kiểm tra lại tính đúng đắn của bất đăng thức trên. 
Chẳng hạn xét: 

                      
2 2 2

2
x y zS

z y x z x y
  

  
  

Ta phải chứng minh: 

  
 

2
3

3 2

x y z x y z
y z x z x y

S

 
                                        (***) 

Nghĩa là cần chứng minh hai bất đẳng thức: 

        
2 2 2

3
x y z x y z x y z

y z x z x y y z x z x y
  

           
         (7) 

Và 3
3 2

x y z x y z
y z x z x y

  
      

                                      (8)  

Dễ thấy (7) có dạng : 

            23 x y zS x y z
y z x z x y

 
        

 

        
2 2 2

2
x y z x y z

y z x z x y
 

   
  

                                    (9) 

      Rõ ràng (9) có dạng bài toán 2, bởi vậy (9) đúng. 
Mặt khác từ các bất đẳng thức: 
            3

2
x y z

y z x z x y
  

  
 

Và        3 1
3

x y z xyz 
   

Suy ra:  3
3 2

x y z x y z
y z x z x y

   
      

                              (10) 

Từ (9) và (10) ta có khẳng đinh (***). 
        Những ví dụ trên có thể xem là ý tưởng tìm tòi khi làm toán. Các ví dụ 
được nêu lên từ dễ đến khó và kế thừa nhau. Bởi vậy người viết tuy trình độ 
có hạn, nhưng hy vong các bạn yêu thích toán tìm thấy đổi điều lý thú khi 
đọc xong những nội dung đã trình bày ở trên. 
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4.5. Một số bài toán không thuộc dạng thông thường 
 
Không ai dám khẳng định là bất đẳng thức là dễ bởi vì bất đẳng thức là một 
trong những dạng toán rất nhiều sự biến hóa khôn lường. Một bài bất đẳng 
thức có thể khó với người này nhưng có thể khó với người khác vì vậy tiếp 
xúc nhiều với bất đẳng thức sẽ giúp ta làm quyen được với nó. Đặc biệt là 
các bài toán không thuộc dạng thông thường. Sau đây là một sô ví dụ cho ta 
thấy được điều đó. 
 
1.Chứng minh rằng với bất kì số tự nhiên 1n > , ta có bất đẳng thức: 

                        2

1 1 1 11 1 ... 1
4 9 2n

          
    

>  

 
Giải:  
 

Ta có: 
  

2 2 2

2 2 2

2 1 3 1 1. ...
2 3

1 11.3 2.4 3.5 1 1 1. . ... .
2.2 3.3 4.4 . 2 2

n
n

n n n
n n n

  

  
 >

 

Vậy 2

1 1 1 11 1 ... 1
4 9 2n

          
    

>  

 
2. Cho a,b,c là các số không âm. Chứng minh rằng: 
               2 2 2+ +a b c ≥ - + - + - .a b c b c a c a b  
 
Giải:  
 
     Bất đẳng thức đã cho có tính đối xứng khi thay đổi giữa a,b,c bởi vậy có 
thể giảu sử rằng a≥b≥c. khi đó: 
       2 2 2+ +a b c ≥ ( - ) + ( - ) + ( - )a b c b a c c a b  
      2 2 2+ +a b c -2 + 2ab bc ≥0 
      ( )2 2- + + 2a b c bc ≥0                           (*) 
Dễ thấy (*) đúng với mọi a,b,c≥0 
Bới vậy với các giá trị không âm thay đổi, bất đẳng thức luôn luôn đúng. 
 
3. Chứng minh rằng với các số a,b,c có bất đẳng thức 

, , ,a b c b c a c a b      thì một trong cá số đó có tổng bằng hai số còn 
lại. 
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Giải: 
Dễ thấy từ a b c   suy ra 
           2 2a b c   hay    0a b c a b c                     (1) 
Chứng minh tương tự, ta có: 

                                      
  

0.(2)

0.(3)

b c a b c a

c a b c a b

    

    
 

Từ (1), (2), (3) suy ra: 
            0a b c a b c b c a b c a c a b c a b              

     2 2 2 0a c b b c a c a b                                   (4) 
Vế trái của (4) là tích của các số không âm, bởi vậy đẳng thức xảy ra khi: 

                                 
0
0
0

a b c
b c a
c a b

  
   
   

 

Dẫn đến            
a b c
b c a
c a b

 
  
  

 

 
4. Chứng minh rằng: 
                         + +x y z ≤ + - + - + + - + +x y z x y z x y z  
      (Đề thi tuyển sinh lớp 10 chuyên toán – Trường THPT Quốc học Huế) 
Giải: 
Ta có: 
       + - + - +x y z x y z ≥ + - + - + = 2x y z x y z x                (1) 
       + - + - + +x y z x y z ≥ + - - + + = 2x y z x y z y              (2) 
       - + + - + +x y z x y z ≥ - + - + + = 2x y z x y z z  (3) 
Từ (1),(2),(3) suy ra: 
        ( )2 + - + - + + - + +x y z x y z x y z ≥ ( )2 + +x y z  
         + +x y z ≤ + - + - + + - + +x y z x y z x y z  
Nhận xét: Để giải bài toán trên ta sử dụng tính chất sau: 
    A + B ≥ +A B  , đẳng thức xảy ra khi AB≥0 
 
5. Xét dãy số 1 2 3 4 5 6 +1 1 2= 1, = 2, = 3, = 4, = 5, = 119, = ... -1n na a a a a a a a a a  với 
n≥5. 

Chứng minh rằng: 
2 2 2
1 2 70

1 2 70

+ + ... +
2 - 1.

...
a a a

a a a
>  
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Giải:  
Ta kí hiệu:      2 2 2

1 2 1 2= ... - - - ... - .n n nb a a a a a a  
Ta chứng minh rằng: 
                      +1 = -1n nb b  với n≥5              (*) 
Thật vậy: 

2 2 2 2
+1 1 2 +1 1 2 +1= ... - - - ... - -n n n n nb a a a a a a a a  

      ( ) ( )22 2 2
1 2 1 2 1 2 1 2= ... ... -1 - - - ... - - ... -1n n n na a a a a a a a a a a a  

      2 2 2
1 2 1 2= ... - - - ... - -1n na a a a a a  

      = -1nb  
Mặt khác: 2 2 2

5 1 2 5 1 2 5= ... - - - ... - = 65b a a a a a a  
Áp dụng (*), ta có: 

                         

6 5

7

70

= -1 = 64
= 63

....................
= 0

b b
b

b

 

Nghĩa là:          2 2 2
1 2 70 1 2 70... = + + ... +a a a a a a  

Suy ra:             
2 2 2
1 2 70

1 2 70

+ +
= 1 2 -1

...
a a a

a a a
>  

 
6. Dãy các số 0 1 2, , , ..., , ...na a a a  sao cho với tất cả các số không âm m và n 
(m≥n) có hệ thức: 

              ( )+ - 2 2

1
+ = + .

2m n m n m na a a a  

Chứng minh rằng nếu 1 = 1a , thì 
              1994 1995 1993 1996+ +a a a a<  
 
Giải: 
 

* Thật vậy, với m=n ta có 0 = 0a  
Giả sử n = 0, khi đó ta có: 

              ( )2 0

1
+ = +

2m m ma a a a  

Suy ra:   2 = 4m ma a                                              (1) 
Giả sử m = n+2. Khi đó 
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               ( )2 +2 2 2 +4 2

1
+ = +

2n n na a a a  

Áp dụng (1), ta có: 2 +4 +2= 4n na a  
                              2 = 4n na a  
Bởi vậy: 

             ( ) ( )2 +2 2 2 +4 2 +2

1 1
+ = + = 4 + 4

2 2n n n n na a a a a a  

             ( )+2= 2 +n na a                                         (2) 
Mặt khác: 
             ( ) ( )2 +2 2 +1 1 +1+ = 4 + = 4 + 1n n na a a a a       (3) 
Từ (2),(3) suy ra: 
             +2 +1= 2 - + 2n n na a a                                 (4) 
Áp dụng (4), ta tính được: 

             

2
2

3
3

2
4

= 4 = 2
= 9 = 3
= 16 = 4

a
a
a

                                           

             2=na n                                                   (5) 
Ta hãy chứng minh (5) bằng quy nạp: 
Rõ ràng với n = 0, n = 1 ta có (5) đúng. Giả sử (5) đúng với n=k-1và n=k 
(k≥1). 
Khi đó ta có: 
              ( ) ( )2 22

+1 -1= 2 - + 2 = 2 - -1 + 2 = + 1k k ka a a k k k  
Như vậy (5) đúng với n=k+1, nghĩa là đúng với mọi n không âm. 
Đến đây ta tính được 

              

2
1993

2
1994

2
1995

2
1996

= 1993
= 1994
= 1995
= 1996

a
a
a
a

 

 Từ đó có bất đẳng thức: 
              1994 1995 1993 1996+ +a a a a< . 
 
7. Xét tất cả các hàm số bậc hai: ( ) 2= ax + +f x bx c  sao cho a<b và 

( )f x ≥0 với mọi x. 

Chứng minh rằng: + +
-

a b c
b a

≥3. 
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Giải: 
Do ( )f x ≥0 với mọi x, nên ta có a>0 và 2Δ = - 4b ac ≤0 

Suy ra: c≥
2

4
b
a

 

Mặt khác b a> , nên - 0b a>  

Bởi vậy + +
-

a b c
b a

≥

2

+ +
4

-

b
a b

a
b a

 

             + +
-

a b c
b a

≥ ( )
2 24 + 4 +
4 -

a ab b
a b a

 

             + +
-

a b c
b a

≥
2 29 + 6 +

4
a ax x

ax
                       (1) 

(với -x b a b a x    ) 
Mặt khác, theo bất đẳng thức Côsi ta có: 

2 2 2 2 2 29 6 3 9 3 9 3
4 2 4 2 2

a ax x a x a x
ax ax ax

  
            (2) 

Từ (1) và (2) suy ra: 3a b c
b c
 




 

Đẳng thức xảy ra nếu 
2

2 2

4
9 ( i x=b-a)

bc
a

x a vo





 

 

Suy ra b=c-=4a 
 
8. Các số dương a,b,c thõa mãn điều kiện abc=1. Chứng minh rằng: 
       5 5 5 5 5 5 1.ab bc ac

a b ab b c bc a c ac
  

     
 

Khi nào đẳng thức xảy ra? 
(Dự tuyển vô địch Toán Quốc tế lần thứ 37 - 1996) 
 
Giải: 
Ta có:    5 5 4 3 2 2 3 4a b a b a a b a b ab b        

                2 2 2 2 2a b a b a ab b a b         

Do  2 0a b   và a,b,c >0, nên 
              2 2 2 0a b a ab b     
Suy ra  
             5 5 2 2a b a b a b    
Đẳng thức xảy ra khi a=b 
Do đó: 
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            

   

5 5 2 2

1 1 .(1)
1

ab ab
a b ab a b a b ab

c
ab a b ab a b c a b c


   

  
     

 

Chứng minh tương tự, ta có: 

            
5 5

5 5

.(2)

.(3)

bc a
a b cb c bc

ac b
a b ca c ac


  


  

 

Từ (1),(2),(3) ta có khẳng định và đẳng thức xảy ra khi a=b=c=1. 
 
9. Một số nào đó có 2000 ước số là số tự nhiên. Chứng minh rằng số đó lớn 
hơn 1000000. 
 
Giải: 
 
     Tất cả các ước số của n có thể phân thành cặp (nếu n không là số chính 
phương), trong cặp đó có một số bé hơn n , còn số thứ hai lơn hơn n  (nếu 

d bé hơn n , thì n
d

lớn hơn n  ). Như vậy số lượng ước số bé hơn 2 n . Khi 

đó 2 n >2000, suy ra n>1000000. 
 
10. Có hay không bất đẳng thức: 
                x y z <   nếu  0z >  và 3 3 3 0?x y xyz  <  
Giải: 
Do z>0, nên chia cả hai vế của bất đẳng thức 3 3 3 0x y xyz  <  cho 3z , ta có: 

                       
3 3

3

3 0x y xyz
z z z

       
   

<                  (1) 

Nếu ta kí hiệu ,x yu v
z z

   thì (1) có dạng: 

                      3 3 3 0u v uv  <                          (1’) 
                    3 3 1 0u v uv u v     <            (2) 
    Giả sử 1.u v  Nấu u và v khác dấu thì vế trái của (2) là sô dương. Nếu 
u,v cùng dấu thì u,v đều dương, điều này mâu thuẫn với (1’). Dẫn đến u+v 
<1, dó đó u,v cùng dấu âm, bởi vậy x<0, y<0 và x+y<0 nghĩa là x+y<z 
(dpcm) 
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11. Chứng minh rằng với các số x,y không âm bất kì, ta có bất đẳng thức: 
                             4 4 3 3 3 31 .x y xy x y x y y x      >  
 
Giải: 
 
Để chứng minh bất đẳng thức đã cho , ta chứng minh bất đăng thức sau: 
                            4 3y y y                        (1) 
                            3 1x x >                         (2) 
                         4 3 3x xy x y                    (3) 
Thật vậy, nếu 1y   thì 4 3y y  
Còn nếu 0 1y   thì 3.y y  Từ đó suy ra (1) đúng. 
Mặt khác nếu 1x   thì 3x x , còn nếu 0 1x  , thì 3 1 .x x >  Bởi vậy (2) 
đúng. 
Lại có nếu 0x y  , thì 4 3x x y , do đó (3) đúng, còn nếu 0 x y   hay 

0x y  .  
Khi đó (3) có dạng: 
              4 3 3 3 3 20 0x xy x y x x y x y        
Do 0x  , nên suy ra: 
              3 3 2 0x y x y    
           3 0x y y x y x                        (*) 
Dễ thấy (*) đúng, do đó (3) đúng. 
Vậy từ (1) (2) (3) suy ra điều phải chứng minh. 
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Chương 5 : 
 
 

Bất đẳng thức như thế nào là hay ? 
Làm sao có thể sáng tạo bất đẳng thức ? 

 
 
    Bạn đọc đã làm quen với bất đẳng thức từ THCS. Bước đầu các bạn có 
thể chỉ học các bất đẳng thức kinh điển : Cauchy, Bunhia Cốpxki, Jensen, 
Chebyshev, Nesbitt … hay bắt đầu đọc SOS, ABC,…Vậy đã bao giờ bạn tự 
hỏi Bất đẳng thức như thế nào là hay? Làm sao có thể sáng tạo bất đẳng 
thức ? Đó thực sự là những vấn đề thú vị đáng để quan tâm và bình luận. 
Sau đây là một số ý kiến của giáo viên toán, học sinh chuyên toán về vấn đề 
này : 
 
    
Thầy Nguyễn Văn Hiền (GV chuyên toán Trường THPT chuyên Lê Quý 
Đôn, Quảng Trị) : 
 
    Bất kỳ bất đẳng thức nào cũng đều có cái hay và cái đẹp riêng của nó. Đặc 
biệt những bất đẳng thức vận dụng nhiều khía cạnh của cái bất biến trong bất 
đẳng thức là bất đẳng thức hay!!! 
 
Thầy An (GV chuyên toán Trường THPT chuyên Lê Quý Đôn, Quảng Trị) :  
 
    Từ bất đẳng thức ban đầu mà suy ra được nhiều bất đẳng thức khác là bất 
đẳng thức hay!!! 
 
Cô Thái Thị Lan (GV dạy toán Trường THCS chuyên Hiếu Giang, Đông 
Hà, Quảng Trị) 
 
    Bất đẳng thức là một trong những đề tài được nhiều người quan tâm nhất. 
Quan hệ của chúng rất rộng, đi sâu vào là rất khó.Việc chứng minh bất đẳng 
thức lỏng là tương đối dễ, còn việc làm chặt chúng mới là một công việc khó 
khăn và đầy ký thú!!! 
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Thầy Trần Phương (GĐ Trung tâm hỗ trợ nghiên cứu và phát triển các sản 
phẩm trí tuệ, là tác giả nhiều cuốn sách hay về toán học sơ cấp) : 
 
    Chứng minh bất đẳng thức là công việc đòi hỏi trí thông minh sáng tạo và 
sự khéo léo. 
 
Phạm Kim Hùng (SV khóa 9 Cử nhân tài năng – Trường ĐHKHTN – 
ĐHQGHN, là tác giả cuốn sách “Secrets in Inequalities”(Sáng tạo bất 
đẳng thức) nổi tiếng) : 
 
Điều khó khăn nhất khi chúng ta tiếp cận với bất đẳng thức là sự khẳng định 
nó có đúng hay không. Thực tế thì khi giải một bài toán mang tính “giả 
thuyết” là một việc khá mạo hiểm và mất nhiều thời gian, thậm chí sau 
những cố gắng như vậy thì kết quả thu được chỉ là một phản ví dụ chứng 
minh bất đẳng thức sai. Nhưng trong toán học thì những điều như thế này 
hoàn toàn rất bình thường và các bạn không cần phải e ngại khi tự phủ định 
một bài toán mình đặt ra như vậy cả, vì đó sẽ là bước đầu tiên để bạn sáng 
tạo ra được một bài toán hay và có ý nghĩa.  
 
 Lê Dương Trường Giang (HS chuyên toán khóa 2008 – 2011 Trường 
THPT chuyên Lê Quý Đôn, Quảng Trị) 
 
 
Bất đẳng thức là một mảng toán rất khó, nhưng lại là sân chơi để cho những 
học sinh giỏi toán thể hiện năng lực của mình. 
 
Nguyễn Ngọc Phương Linh (HS chuyên toán khóa 2008 – 2011 Trường 
THPT chuyên Lê Quý Đôn, Quảng Trị) 
 
Bất đẳng thức hay là bất đẳng thức có những phát biểu đẹp và cách chứng 
minh thật đặc sắc, có thể khơi gợi trong những học sinh giỏi toán phát triển 
và tổng quát bài toán. 
 
Trần Tiến Minh (HS chuyên toán khóa 2008 – 2011 Trường THPT chuyên 
Lê Quý Đôn, Quảng Trị) 
 
Sáng tạo bất đẳng thức là tập hợp các nghiên cứu rời rạc, các bất đẳng thức 
đơn lẻ rồi “biến hoá” ra một bất đẳng thức mới. Khi đó ta sẽ càng ngày càng 
làm chặt nó hơn. Cuối cùng ta sẽ có một bất đẳng thức nhìn vào là hết biết 
đường làm.  
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Nguyễn Hương Cảnh (HS chuyên toán khóa 2008 – 2011 Trường THPT 
chuyên Lê Quý Đôn, Quảng Trị) 
 
Lấy ý tưởng từ một bất đẳng thức khác (khó!) và phát biểu dưới một cách 
khác sau khi đã áp dụng một số bổ đề.Tất nhiên khi đó trình độ phải cao 
hơn, cách làm phải khó hơn, thế mới là sáng tạo !!! 
 
Trương Hữu Hà Ninh (HS chuyên toán khóa 2002 – 2005 Trường THPT 
chuyên Lê Quý Đôn, Quảng Trị) 
 
Bất đẳng thức có tính tổng quát, khó, đẹp là bất đẳng thức hay!!! 
 
Trương Hữu Đông Hà (HS chuyên toán khóa 2000 – 2003 Trường THPT 
chuyên Lê Quý Đôn, Quảng Trị) 
 
Những bất đẳng thức ở dạng tổng quát mà trường hợp đặc biệt của nó là 
những bất đẳng thức cơ bản, quen thuộc là bất đẳng thức hay!!! 
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Chương 6 :   Hướng dẫn giải bài tập 
 
Bài tập chương 1: 
Bài 1: 
 
Ta cã: a3+b3   a2b + ab2     a3  - b3 + a2b + ab2 

           2a3 +a3  2a3 - b3 + a2b + ab2 
        3a3   a3 - b3 +a3+ a2b + ab2   
  3a3   ( a3 - b3 ) + (a3+ a2b + ab2) 
 
 3a3   (a - b)(a2 + ab +b2) +a(a2 +ab +b2)  3a3   (a2 + ab +b2)(2a - b) 

 ba
baba

a



222

3

.     Hoµn toµn t­¬ng tù cho c¸c biÓu thøc cßn l¹i, ta cã: 

.2,2 22

3

22

3

ac
acac

ccb
cbcb

b






 

 
Khi ®ã céng c¸c vÕ cña 3 B§T trªn l¹i víi nhau ta ®­îc B§T cÇn chøng 
minh. 
 
Bài 2: 
 
   Sử dụng biến đổi và BĐT cô si cho 3 số dương ta có  

    
3

)(2
3
2

2
2

2

3
2

3 4

2

2

2

2

2 aba
ab

aba
ba

aba
ba

a






 

  Hoàn toàn tương tự ta cũng có 2 BĐT  

       
3

)(2
2

3
2

2

2 bcb
cb

b



  ;  

3
)(2

2

3
2

2

2 cac
ac

c



 

  Từ đây ta chỉ cần CM 
 
Bài 3: 
 
 
 Chứng minh tương tự như bài 6, ta đưa BĐT về dạng  
                     33 23 23 2  cabcab  
   Sau đó sử dụng BĐT cô si 
                      )12(3

2
 abba  , )12(3

2
 bccb  , )12(3

2
 caac   

 Cộng theo vế các BĐT trên ta có điều phải chứng minh.  
        Đẳng thức xảy ra  a=b=c=1 
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Bài 4: 
 
Theo BĐT cô si dể thấy 

             .
2

1
2

)1(1
1

)1(1
1
1 2

2

2

2

baba
b

aba
b

baa
b
a 













 

      
    Tương tự ta củng có hai BĐT nữa với b và c rồi cộng lại  

     





 







 







 













2
1

2
1

2
1

1
1

1
1

1
1

222

acaccbcbbaba
a
c

c
b

b
a  

                         = 3
2

3 



cabcabcba  

   Đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a=b=c=1. 
            Bằng cách tương tự ta có bài toán với 4 số 
 
Bài 5: 
 
Tương tự như bài trên   
  Theo BĐTcô si ta có:

2
1

1
1;

2
1

1
1

22

cbcb
c
bbaba

b
a 







  

                                     
2

1
1
1;

2
1

1
1

22

adad
a
ddcdc

d
c 







  

    Cộng theo vế các BĐT trên lại ta có đièu phải chứng minh. 
  
Bài 6 
 
Cũng bằng phương pháp tương tự trên ta có   

                          
2

1
2

1
1

1
1

1 2

2

2

2

a
a

a
a

a
a







 

         Làm tương tự với b,c và d rồi cộng theo vế ta có 
 
       2

2
4

1
1

1
1

1
1

1
1

2222 














dcba
dcba

.(đpcm) 

      Đẳng thức xảy ra  a=b=c=d=1. 
 
 
Bài 7: 
 
Dự đoán dấu bằng xãy ra tạ điểm rơi: a = b = c = 2. Ta có: 
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22

19
22

58
8

19
24

516.19152
32

2

aacb
a

acb
a

  

 + 
22

19
22

58
8

19
24

516.19152
32

2

bbac
c

bac
b

  

 
22

19
22

58
8

19
24

516.19152
32

2

ccba
c

cba
c

  

 )(
2
1

2
82828.29 cba

cc
b

b
a

a
S 
















 






   

 + 




































222
9

222222222
ccbbaacccbbbaaa  

  
222

2)(
2
1282282282 aaacbac

c
b

b
a

a  

 









222
9

222
2

222
2 ccbbaacccbbb  











222
6)(

2
315 ccbbaacba  

 





































 1

22
21

22
21

22
23 ccbbaa   







 










2
3

2
3

2
33

222
6)(

2
315 cbaccbbaacba  

29.312.615
2

1
2

1
2

1615 







































ccbbaa  

 Vậy .29329/29.3 S  Dấu bằng xảy ra  2 cba  
 
Bài 8: 
 
    Sử dụng bất đẳng thức Schur ta có : 
         a6 + b6 + c6 + 3a2b2c2  ≥ a4(b2 + c2) + b4(c2 + a2) + c4(a2 + b2) (1) 
   Theo bất đẳng thức AM-GM thì : 
                           (a6 + a4b2) + (a6 + a4c2) ≥ 2a5(b + c) (2) 
                           (b6 + b4c2) + (b6 + b4a2) ≥ 2b5(c + a) (3) 
                           (c6 + c4a2) + (c6 + c4b2)  ≥ 2c5(a + b) (4) 
    Cộng (1),(2),(3),(4) vế theo vế suy ra đpcm 
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Bài tập chương 2: 
Bài 1: 
 
Ta có :  

            S
CBA

cba 4
cotcotcot

222



  

    nên bất đẳng thức đã cho tương đương với : 

                      1

2
tan

2
tan

2
tan

64
222

3

CBA
cbaS    

    Mặt khác ta cũng có : 

               
2

sin4

cos22cos2

22

2222

Abca

AbcbcaAbccba




 

                                  SAbcA

Abc

A
a 4sin2

2
tan

2
sin4

2
tan

2
2

              

    Tương tự ta cũng có : 

                                       SC
cSB

b 4

2
tan

;4

2
tan

22

                       

                      1  đúng đpcm.        
 
Bài 2: 
 
Ta có : 

             

  CBA
CBA

CBAR
S

p
Sr

CBA
SCBAR

S
abcR

sinsinsin
sinsinsin28

sinsinsin

sinsinsin28
sinsinsin2

4

3








 

    Vậy : 

      
CBA
CBA

CBA
S

CBA
SrR

sinsinsin
sinsinsin28

sinsinsin22
1

sinsinsin22
1


  

    Theo Cauchy ta có : 

              
3

sinsinsinsinsinsin8
sinsinsin

3 CBACBA
CBASSrR



  

mà : 
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O

A

B C

       

8
33sinsinsin

2
33sinsinsin





CBA

CBA
  

 SSSrR 43
4

3
33.274

4 đpcm. 

 
Bài 3: 
 
Gọi O, G lần lượt là tâm đường tròn ngoại tiếp và trọng tâm ABC . 
    Ta có : OGOCOBOA 3  
    Hiển nhiên : 
 

      
 

2
32cos2cos2cos

02cos2cos2cos23
0,cos,cos,cos23

0

22

22

2









CBA

BACRR
OAOCOCOBOBOARR

OCOBOA

 

đpcm. 
         Đẳng thức xảy ra ABCGOOGOCOBOA  00 đều. 
 
Bài 4: 
 

Đặt 3 3 3, , , , ,
2 2 2 2 2 2
y z xa x y b y z c z x

     
               
     

r r r
 

   3 3,
2 2

a b c x y z x y z
 

         
 

r r r
 

Ta có:  

Ta luôn có a b c a b c    
r r r r r r

 

    2 2 2 2 2 2 3x xy y x xz z y yz z x y z            
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Bài 5: 

 Đặt  
  ,

,
a x p p
b q x q
 

 

r
r  

 ,a b q p p q    
r r

 

Áp dụng bất đẳng thức a b a b  
r r r r

ta có 

2 2 2 22 2 2 2y x px p x qx q         22q p q p     

Vây. GTNN của y là    22q p q p    

 

Bài 6: 

Với , , ,m n p q R  ; Trong mặt phẳng toạ độ, ta đặt 

 
 

,

,

a m n

b p q





r

r  ,a b m p n q    
r r

 

Từ đó suy ra 

 a
r

= 2 2m n ; b
r

= 2 2p q ; a b
r r

 =    2 2m p n q    

Ta có áp dụng công thức a b a b  
r r r r

 từ đó ta có được đpcm 

Đối với bài toán trên thì ngoài cách chứng minh như trên ta còn có thể 
chứng minh bất đẳng thức bằng cách bình phương 2 vế rồi sau đó sử dụng 
bất đẳng thức Bunhiacôpxki. Cách đó cũng cho ra kết quả tương tự 
 
Bài 7: 
 
Với n=2 ta có bđt 1+ 2

2
1

 ,bđt này đúng qua kiểm tra trực tiếp .Gỉa sử (1) 

đúng với một giá trị n nào đó,ta chứng minh bđt cũng đúng với n+1,tức là 



Truòng THPT chuyên Lê Quý Đôn                                       Chuyên đề Bất đẳng thức 

Tổ 4.vip.pro.friendly – lớp 10 Toán                                                       109 

     1+ 1
1

1
2

1



 n

n
    (n=2,3….)    (2) 

       Thật vậy  cộng 2 vế bất đẳng thức (2) với số hạng  
1

1
n

ta có  

       1+ 1
1

1
2

1



 nn

n
          (3) 

 nhưng 1
1
1

1
1

1
1 22












 n
n

n
n

nn
n

n  

 

   Từ đây suy ra đpcm 

Bài 8: 

yxyyxyx ,,06546)5(2(*) 22   

Xét tam thức: 6546)5(2)( 22  yyxyxxf  

Ta có 6546)5(' 22  yyy  

6546)552( 2  yyyy  

22 )15(1525  yyy  

Ta thấy : .,,0' yx Suy ra : y.x,0,f(x)   

đẳng thức xảy ra 















5
1
5

4

y

x
 

Bài 9: 




























1432

42
4321

31
11)(11)()1(

aaaa
aa

aaaa
aaVT  






















4321

42
4321

31
4)(4)(

aaaa
aa

aaaa
aa (Vận dụng BĐT VI) 
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  44
4321

4321











 aaaa
aaaa

 

Dấu “=” xảy ra 
















42

31

1432

4321

aa
aa

aaaa
aaaa

 

Bài 10: 




























ba
a

dc
b

da
c

cb
a

VT(1)  

))((
)()(

))((
)()(

badc
dcdbab

adcb
dccada








  

2

22

2

22

)(
.4

)(
.4

dcba
ccdabb

dcba
cbcada








 (Áp dụng BĐT VI) 

2
)(

)()()(.2 2

222







dcba
dbcadcba

(đpcm) 

Bài 11: 

Ta có:  

                        ab
c

c
b

a
1.1.

2
1







  (Vận dụng BĐT I) 

Tương tự :        ba
c

c
a

b
1.1.

2
1







   

                          
ca

b
b
a

c
1.1.

2
1







   

Cộng theo vế các BĐT thức ta được đpcm. 

Bài 12: 

    Để giải những bài toán dạng này ta xây dưng cách giải như sau: 
   Ta sẽ biến đổi để xuất hiện dạng (II) 
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  Trước hết ta tìm 2 số x,y sao cho: 
Mcbyacbaxca  )()3()()3(  
cyybacxbax )1(33)1(   

sử dụng phưong pháp đồng nhất thức ta có : 

và 







cbaMyxy
x

323,2,31
31

 

   Bây giờ ta tìm m,n sao cho: 
)323()(4 cbanacmb   

     Tương tự trên ta tìm được m=6,n=2 

     Đến đây ta chứng minh (2) như sau 
    Ta có (2) tương đương với 

1642323



















ac
b

cb
ac

ba
ca

 
    tức là 

16211)323( 
















accbba
cba

 
   VP tương đương với 
 

         161111


















acaccbba
acaccbba

  (đúng) 

=>đpcm 

Bài 13: 

 
Dễ thấy 1x , 2x  0  

Ta có:

2 2

1 2 1 2

2 1 2 1

2 3 2x x x x
x x x x
   

      
   
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2

1 2

2 1

2 2
1 2

1 2

5

5

x x
x x

x x
x x

 
   

 


 

 

dễ thấy 
2 2
1 2

1 2

x x
x x


0 , do đó ta có: 

2 2
1 2

1 2

x x
x x
  2

1 2 1 2

1 2

2
5 5

x x x x
x x

 
                      (1) 

Theo định lí Viét, từ (1) ta có: 
2

2

( 2 ) 2 5
4

2 5

5 2

k

k

k


 

  

  

 

 
 

Nghĩa là 5 2k   hoặc k 5 2   thì ta có:
2 2

1 2

2 1

3x x
x x

   
    

   
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Bài tập chương 3: 

Bài 1: 

Chứng minh các bất đẳng thức sau rồi xét khi dấu bằng xảy ra : 
a.    

4
3coscoscoscoscoscos  ACCBBA  

 b.   CBACBA sinsinsin2sin2sin2sin   

 c.  CBA
CBA

tantantan
2
1

2
3

2sin
1

2sin
1

2sin
1

   

d.  

2
tan

2
tan

2
tancotcotcot

2222222

CBA
cba

CBA
cba










  

Bài 1: 

Vế trái là số nguyên, nên ta đặt yx



5

46   y là số nguyên. 

Ta tính x theo y 

  
6

45
546





yx

yx
 

Thay 
6

45 


yx   vào vế trái, ta được yy




 

36
342  

*Theo định nghĩa phần nguyên ta có thể viết: 

  
21634
3616340

13634200









y
y

yy

 

Giải ra ta được 1,2
8

17
8
1

 y  

y nhận các giá trị 0,1,2. 

*Với y=0 thì .
3
2

x Thử lại thấy: 

  
8

17
6

3
83



 do đó 0

8
17





  
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*Vậy y=1 thì .
2
3

x  Thử lại 
6
9

6
2

123



 do đó .1

6
9





  

*Vậy y=2 thì 
3
7

x  Thử lại 
18
37

6
3
283




 do đó .2
18
37





  

Phương trình có ba nghiệm .
3
7;

2
3;

3
2

321  xxx  

Bài 2: 

Ta chứng minh được với mọi số tự nhiên n, ta có bất đẳng thức: 
  241  nnn  
Thật vậy, vì 2)12()1(4  nnn  
         nên 12)1(2  nnn  

Do đó:   24)1(212)1( 2  nnnnnn  

          hay 241  nnn  (vì n, n+1,4n+2 không âm). 
*Từ kết quả trên ta có thể viết: 
     241  nnn  
Giả sử số noN thoả mãn: 
     241  ooo nnn  
Có nghĩa là tồn tại số tự nhiên mo thoả mãn: 
     241  oooo nmnn  
Bất phương trình kép trên được viết thành: 
  222 )12(1)1(4))12(()1(4  ooooooo nnnnmnn  

Vì Nnm oo  22 ))12((   nên .12))12(( 2  ooo nnm  

Suy ra )12(22  oo nm  

   2
om  là số chẵn chia hết cho 4. 

    2(2no+1) chia hết cho 4 dư 2. 
Do đó không tồn tại no, mo hay điều giả sử 
       241  nnn  không xảy ra. 
Mà ta luôn có    241  nnn  
Vậy    241  nnn . 
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Bài 3: 

Gọi các số thực dương cần tìm là x1, x2, x3, x4, x5 
Và không mất tính tổng quát, ta giả sử: 

54321x0 xxxx               (1) 
Theo giả thiết ta có: 

2
54321 )(x xxxx                  (2) 

2
54312 )( xxxxx   (3) 

2
54213 )( xxxxx   (4) 

 2
53214 )( xxxxx  (5) 

2
43215 )( xxxxx  (6) 

Đặt S=x1+ x2+ x3+ x4+ x5, các đẳng thức (1), (2), (3), (4), (5), (6) có thể 
viết: 

  

2
55

2
44

2
33

2
22

2
11

)(
)(
)(
)(

)(

xSx
xSx
xSx
xSx
xSx











 

Do giả thiết (1) ta có: 
  5

2
5

2
4

2
3

2
2

2
11 )()()()()( xxSxSxSxSxSx         (7) 

*Ta có đồng thời  51 xx     (suy từ (1)) 
   51 xx    (suy từ (7)). 
Ta suy ra: 
 5

2
5

2
4

2
3

2
2

2
11 )()()()()( xxSxSxSxSxSx  . 

do đó x1= x2= x3=x4=x5. 
Giải phương trình 1

2
1 )( xxS       )0( 1 x      (8) 

Ta được     1
2
116 xx            )0( 1 x (9) 

Nghiệm của (9) là  
16
1

1 x , thử lại ta thấy đúng. 

Đáp số: x1= x2= x3=x4=x5=
16
1 . 

Bài 4: 
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Ta kí hiệu diện tích các tam giác MBC, MCA lần lượt là s1, s2, s3. 
Dễ dàng chứng minh: 

  
1

321

1

1

s
sss

MA
AA 

  suy ra .
1

3

1

2

1 s
s

s
s

MA
MA

  

Tương tự ta có: 

 

6
1

3

3

1

2

3

3

2

2

1

1

2

111

3

1

3

2

1

2

3

2

1

1

































s
s

s
s

s
s

s
s

s
s

s
s

MC
MC

MB
MB

MA
MA

s
s

s
s

MC
MC

s
s

s
s

MB
MB

    

)0( is

  

)1(

 

*Gọi diện tích tam giác ABC là S. 
*Dấu đẳng thức của (1) xảy ra khi và chỉ khi: 

  .
3321
Ssss   

Từ đây suy ra M là trọng tâm tam giác ABC. 

Bài 5: 

Gọi s3, s4 lần lượt là diện tích của tam giác AOB  
và BOC. 

Dễ chứng minh: s1.s2=s3.s4. 
a)Giả sử AB//CD, ta chứng minh được s3=s4. 
Xét   s1+s2+s3+s4=S        (1) 
Vì s3=s4 nên s3+s4 = .22 2143 ssss   
Từ (1) ta có thể viết: 
 
  SssSssss  2

2121
2
2

2
1 )(2  

ta suy ra .21 Sss   

b)Giả sử .21 Sss   ta chứng minh AB//CD 

  Xét 22
21 )()( Sss    hay .2 2121 Sssss   

  Vì s1.s2=s3.s4 nên .2 4321 Sssss   

 Do s3, s4>0  nên 43432 ssss   

nên .2 43214321 Sssssssss   

D

A B 

C 

s3 

S1 

s2 

s4 

O 
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dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi s3=s4. 
*Với s3=s4 ta chứng minh không khó khăn: 
  s1+s3=s1+s4. 

Hai tam giác ABD và ABC có diện tích bằng nhau, suy ra AB//CD. 

Bài 6: 

 
 
  

 
Kẻ đường cao AH, nó cắt DE tại K. 
Đặt AH=h, AK=k 
*Ta có: 

   
h

kh
BC
DE

S
S

ABC

PDE 
 .    

 mà 
h
k

BC
DE

   

Do đó 2

)(
h

khk
S
S

ABC

PDE 
   

Ta có k, h-k là hai số không âm mà k+(h-k)=H không đổi, do đó tính k(h-
k) đạt giá trị lớn nhất khi và chỉ khi k=h-k hay .

2
hk   

Do đó: .
4
14)(

2

2

2 



h

h

h
khk

S
S

ABC

PDE  

Đó là điều phải chứng minh. 
*DE là đường trung bình của ∆ABC thì ∆PDE đạt giá trị lớn nhất. 

Bài 7: 

 
Gọi E, F, H, K là các giao điểm như  
trong hình vẽ. 
Gọi s1, s2, s3, s4 lần lượt là diện tích  
các hình bình hànhAEPH, EDKP, PKCF, HPFD  
và S là diện tích ABCD. 

A 

D 

B 
H P 

C 

E 

K 

k 

s1 

D 

E 

A H B 

F 

C 

K 

P s1 

s2 
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*Dễ dàng chứng minh s1.s3= s2. s4  
*Vì s1.s3= s2. s4 >0 nên ta áp dụng bất đẳng thức côsi, ta được: 

  
4231

3131

2

2

ssss

ssss




 

Suy ra 
4

 ssss 4321
31

S
a

ss 


  

Do đó s1,s3 đều lớn hơn 
4
S  thì .

16

2

31
Sss   

Vậy tồn tại s1 hoặc s3 không lớn hơn 
4
1 diện tích ABCD. 

Bài 8: 

Ta thấy x=2 là một nghiệm của phương trình. 
Ta cứng minh rằng ngoài x=2, phương trình không nhận nghiệm nào khác 
nữa. 
Thật vậy, phương trình đã cvho có thể viết: 

  1
5
4

5
3 22














  

a)Nếu x>2 thì 
2

5
3

5
3
















x

 

và 
2

5
4

5
4
















x

 

Nên 1
5
4

5
3
















xx

 

b)Nếu x<2: 
*Ta thấy x=1, x=0 đều không thoả mãn phương trình đã cho. 
*Với x là các số nguyên âm, ta đặt x=-y thì y là số nguyên dương. 

  
.

4
5

5
4

5
4

.
3
5

5
3

5
3

yyx

yyx

















































 

Ta cũng chứng minh được 
yy
















4
5

3
5 khác 1. 

Vâỵ phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là x=2. 
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Bài 9: 

*Điều kiện 4x6 
Ta thấy x2-10x+27=(x-5)2+22 

Mặt khác từ bất đẳng thức 
22

22 BABA 







   

Ta có:      1
2

)6()4(
2

64 222











  xxxx
 

Hay   .264  xx  
*Ta suy ra:   x2-10x+27=2           (1) 
   .264  xx    (2) 
Giải (1) ta được x=5. 
Thay x=5 vào (2) ta thấy giá trị hai vế bằng nhau. 
Vậy phương trình có nghiệm là x=5. 

Bài 10: 

 
Theo giả thiết x, y, z là các số dương và từ (1), (2), (3) ta có 
  x2>1, y2>1, z2>1. 
*Do tính đối xứng của hệ phương trình khi hoán vị vòng quanh 

xzyx   nên không mất tính tổng quát ta giả sử x là số lớn nhất. 
xyz 

*Từ (1) suy ra   y=x2-1          (4) 
*Từ (2) suy ra   z=y2-1          (5) 
*Từ (3) suy ra   x=z2-1          (4) 

Theo điều giả sử xy nên z2-1x2-1 hay z2x2
 mà x, y, z là các số dương, 

nên zx. 
Theo điều giả sử xz, mà ta có zx, do đó ta suy ra x=z. Chứng minh 

tương tự x=y. 
*Giải phương trinh x2-x=1 hay x2-x-1=0 

với x>0 ta được nghiệm: .
2

51
x  

*Hệ phương trình có nghiệm x=y=z=
2

51 . 
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Thử lại ta thấy thích hợp. 

Bài 11: 

a) Điều kiện x0 
b) *Phương trình đã cho có thể viết: 

  028)2(

0222(8)44(

016421684

22

2

2







xx

xxxx

xxxx

        
)1(
 

Ta luôn có:   .0)2(,0)29 22  xx  

Do đó   028)2(
22  xx  tương đương với hệ 

     









02

0)2(
2

2

x

x
      

)3(
)2(  

*Giải (2) ta được x=2. 
Thay x=2 vào (3) ta thấy nghiệm đúng. Ta lại thấy 2>0 thoả mãn điều 

kiện x0. 
Phương trình có nghiệm x=2. 

c) Điều kiện x0. Ta có: 
.)2(222 22  xxx  

 
Mà 0)2( 2 x  với mọi x không âm. 
Phương trình đã cho vô nghiệm. 

Bài 12: 

Ta thấy x=y=x=0 là một nghiệm của hệ. 
*Khi một trong ba ẩn số x, y ,z nhận giá trị khác 0 thì các giá trị còn lại cũng 
khác 0 và hơn nữa, chúng đều lớn hơn 0. 

*Ta có:  xyz
zyx

zyx


 )1)(1)(1(
8

222

222

 

Hay  ).1)(1)(1(8 222 zyxxyz   
Phương trình trên với các điều kiện đặt ra trở thành: 

   .8111







 














 

z
z

y
y

x
x  

*Nhưng với x, y, z> ta luôn có: 
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   .21;21;21







 















 

z
z

y
y

x
x  

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x=1 ; y=1 ; z=1. 
Thẻ lại ta thấy x=y=z=1 là nghiệm của phương trình đã cho. 
Vậy hệ phương trình trên có hai nghiệm (x, y, z)=(0, 0, 0)  
và (x, y, z)= (1, 1, 1). 

Bài 13: 

Điều kiện -1≤x≤1. 
*Theo bất đẳng thức Côsi ta có: 

   

2
11)1(11

2
11)1(11

2
11)1)(1(1

44

44

44 2

xxx

xxx

xxxxx










                

)3(

)2(

)1(

 

*Từ (1), (2), (3) suy ra: 

   xxxxx  111111
2444  

           .3
2
11

2
111 







xx  

*Dấu bất đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi: 

   
11

11

11







x

x

xx

             
)6(
)5(
)4(
 

Giải hệ phương trình này ta được x=0. 
*Kiểm tra lại thấy x=0 thoả mãn nên phương trình đã cho có nghiệm x=0. 
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