Mot sO bai tap vé nguyén ly Dirichlet

Tran Lé Bach
Lép 11A1 truong THPT Chuyén Lé Quy Don-Da Nang

Tém tat noi dung
Duéi day 1a mot s6 bai todn ap dung nguyén tac Dirichlet dugc suu tdm

tr nhiéu nguén khdc nhau. Hy vong tuyén tap nay sé& gilip cdc ban nim sau
hon cdc ting dung cua nguyén 1y Dirichlet.

(VAVAV

1.
Cics01,2,3,4,5,6, 7,8, 9 dugc chia lam ba tap hgp khac rong. Chiing minh
rang c¢6 mot tap hop ma tich tat ca cdc phéan tir vuot qua 77.

(VAVAV,

2.

Mot kién tudng c& vua c6 77 ngay dé xép lich du ddu. Anh ta muén choi it nhat
mot van moéi ngdy, nhung khong choi qua 132 van. Chiimg minh rang ¢6 moét s6
ngay lién tuc anh ta da choi 21 van co.

(VAVAV,

3.
Ching minh rang véi moi s6 nguyén c¢é 16 chit s6 bat ki, ta luon tim dugc mot
chubi cédc chit s6 lién ti€p sao cho tich cta ching 1a mot s6 chinh phuong.

(VAVAV,

4. (Putnam 1978)

Cho A 1a mot tap hop gébm 20 s6 bat ki chon ra tir ti€n trinh s6 hoc 1,4, 7, ..., 100.
Chiing minh réng luon tén tai hai s6 thuoc A c6 téng 1a 104.

Nhan xét: Ta c6 thé thay s6 20 bang 9.

(VAVAV,

5.
Chon mot tap hop gom 10 s6 nguyén bét ki tir 1 dén 99. Ching minh rang ton tai
hai tap con khong giao nhau clia tap d6 ¢6 téng cdc phan tir bing nhau.

(AVAV,



6.
Cho S 1a mot tap gom k s6 nguyén phan biét chon tir day 1, 2,...,10" — 1. Ching
minh rang néu

28 —1 k+1
n < log;, 7 + 5

thi ta c6 thé tim dugc hai tap con ciia S sao cho tong tat ca cac phan tir ciia chiing
béng nhau.

(VAVAY,

7. (BAMO)

T4t ca nhitng chiéc ghé trong 16p dugc x&p theo mot bang vuong n x n. Trén moi
chi€c ghé€ ¢6 mot hoc sinh. Thay gido muon sap xép lai cac hoc sinh theo nhiing
quy tac sau:

1. Mo6i hoc sinh phai doi sang ghé khac

2. Mbi hoc sinh chi dugc chon ché trong hang hoac cot cua chd ci.

Chitng minh réng tién trinh nay chi c¢6 thé hoan thanh néu n chén, va khong thé
xay ra khi n 1é.

(VAVAV,

8.

C6 n thuc khdch tai mét bita tiéc. Ching minh rang ¢6 hai thuc khach, ma trong
$0 1 — 2 ngudi con lai, ¢6 it nhat |2 — 1] trong s6 d6 mdi ngudi quen ca hai ngudi
hoac khong quen ca hai. Gia sir rang "quen" 12 mot quan hé ¢6 tinh d6i xing.

(VAVAY,

0.
C6 mot s6 doi tham gia tranh gidi béng da theo thé thiic vong tron mot lugt. Chiing
minh ring tai moi thdi diém, ton tai hai doi da dd cling so tran.

AV

10. (CMO)

Cic ki thu, ca chuyén nghiép 14n nghiép du, n ngudi téng cong, cling tham gia mot
gidi dau theo thé thitc vong tron mot lugt. Mbi tran thang dugc 1 di€ém, hoa duoc
+ diém va thua khong dugc diém nao. Sau khi cudc choi két thic, ngudi ta nhan
thdy ring mdi ngudi nhan duoc mot nira s6 diém téng cong co thé c¢6 khi dau véi
nhitng ki thi nghi¢p du. Ching minh rang /7 14 mot s6 nguyén.

(VAVAV,

11. (CMO)

Moi thanh vién cia mot doi cd 7 nguoi phai thi ddu v6i moi thanh vién cia mot
doi cd khdc. Chitng minh ring ngay khi di ¢6 22 van d4u dién ra, ta ¢ thé chon 4
ki thi ng6i quanh mot ban tron ma méi cap ngdi canh da ddu véi nhau.

(VAVAV,



12. (USAMO)
Ching minh rang v6i moi s6 nguyén duong n, ton tai mot s6 nguyén n chit s6 chia
hét cho 57, vdi tat ca cac chir s6 déu 1.

AV
13.
Cho S 1a tap n s6 nguyén. Chiing minh ton tai mot tap con ctia S sao cho tong tét
ca cac phan tlr clia chiing 12 boi s6 cua n.

(A
14.
LAy bat ki 10 tap con 8 phan tir tir tap 1, 2, ..., 38. Chitng minh rang lu6n ton tai 2
tap c6 sO phan tr phan giao khong nhd hon 2.

AV

15.
Chon n + 1 s6 nguyén bat ki tir tap {1, 2, 3, ..., 2n}. Khi d6 ton tai 2 s6 sao cho s6
nay chia hét cho s6 kia.

VIV,

16.
Chon 16 s6 nguyén bét ki trong 30 s6 nguyén tir 1 dén 30. Ching minh ring ton
tai 2 s6 ma do léch cla ching bang 3.
VAV
17.

Chon n + 2 s6 trong 3n s6 tu nhién ddu tién. Chiing minh ring bao giod cling tim
duoc 2 s6 a,b sao chon < a — b < 2n.

(VAVAV,

18. (BAMO)
Cho n s6 thuc bat ki, khong dong thoi bang 0 nhung téng ctia ching béng 0. Chiing
minh ludn ton tai cdch danh chi s6 cdc phan tir trong day sao cho

aias + asas + ... + a,_1a, + apa; <0

(VAVAV,

19.
Cho aq, as, ..., a4 1a cac s6 nguyén thoa man

O<ar <ae < ... <ag <125

Chiing minh rang ton tai it nhdt mot trong s6 43 hiéu d; = a;1 — a; 1ap lai it nhat
10 lan.



(VAVAV,

20.
Chon 51 s6 nguyén bt ki trong cdc s6 nguyén tir 1 dén 100. Chitng minh rang ton
tai 2 sO nguyén to cung nhau trong do.

(AVAY,

21.
Chiing minh t6n tai s6 nguyén k > 1 sao cho 3% két thic bang 0001.

(AVAV,

22.
C6 n thuc khich tai mot bita tiec. Chiing minh rang c¢6 hai thuc khéch ¢6 cung s6
nguoi quen.

(VAVAV,

23.

C6 n chit $6 0 va 1 duge ddnh ddu thanh mot vong tron. Ching minh rang néu s
lugng cia moét trong hai chit s6 vugt qua @ thi ton tai mot chuodi do dai k& cua
chir s6 do.

(VAVAV,

24,

Cho mot ma tran A m X n s6 thuc théa man a; < a; < ... < a;, V6i i = 1, m.
Cic phan tlr trén moi cot sau d6 duge sip x&p dé tao thanh mot ma tran B méi thda
man blj S ij S S bnj Vé'lj = ]_771. Chﬁ:ng minh rﬁng bil S big S S bzm voi
1=1,n.

(VAVAV,

25.
Cho mot ban ¢ n x n dugc ddnh ddu boi cdc chit s6 bat ki tir 1 dén n?. Ching
minh rdng ton tai 2 hinh vuoéng 1ién nhau ¢6 nhan léch it nhét n don vi.

(VAVAV,

26.
Céc s6 nguyén duoc dién vao bang 10 x 10 sao cho cdc s6 6 2 0 lién ké khong léch
qua 5 don vi. Chitng minh tit ca cdc s6 d6 phai bang nhau.

(VAVAY,

27.

Mot ban ¢ gom c6 4 hang va 7 ¢ot. Chon 2 hang lién ti€p va 2 hoac nhiéu hon
0 cot lién ti€p tao thanh mot ban co con. Gia st ca 28 6 vuong déu duoc to6 mau
trang hodc den. Chiing minh rang ton tai mot ban ¢d con ma ca 4 géc déu ¢6 cling
mau.



AV
28. (Putnam 1971)
Cho 9 diém nguyén trong khong gian Euclide 3 chiéu. Ching minh ring ton tai it
nhit 1 diém nguyén trén mot trong cdc duong thang noi cc diém da cho.

(VAVAV,

29. (Putnam 2003)
Cho 5 diém bat ki trong mot hinh cdu. Chiing minh ton tai 4 diém trong s6 d6 cling
thuoc mot ban cau.

(VAVAV,
30. (Olympic 30-4 2006)
Cho mot ngii gidc 16i v6i cdc dinh nguyén. Ching minh ton tai mot diém nguyén-
nam trén cdc canh hoac mién trong cua ngii gidc.

AV
31.
Tai méi diém nguyén khéc 0 thuoc R? v& cdc dudng tron ban kinh . Ching minh
rang mdi tia xuat phat tir goc toa do luon di qua it nhat mot dudng tron.

(VAVAV,

32. (Putnam 1974)

Goi mot tap hop cac s6 nguyén la "conspiratorial-c6 am muu” khi 3 s6 bat ki cua
ching déu tao thanh mot bo nguyén t6 cling nhau (uGc chung 16n nhat cua 3 s6
bang 1). Tim s6 phan tir 16n nhét cia mot tap "conspiratorial” 14 tap con cua cic
$0 nguyén tir 1 dén 16.

(VAVAV,

33. (Putnam 1977)
Tim tat ca cac so thuc x,y,z,w 1a nghiém cua hé

{x+y+z:w
1 1 1 _
E—F;—F;—

1
w

(VAVAV,

34.
Chiing minh t6n tai s6 nguyén & > 1 sao cho 3% két thic bang 0001.

(AVAY,

35.
Cho 41 quan xe dat trén mot ban c¢o 10 x 10. Chitng minh ton tai 5 quan xe khong
thé tan cong nhau.



(VAVAV,

36.

Cho truée mot s6 nguyén n > 1.

(a) Chiing minh ton tai mot s6 nguyén chi gom céc chit s6 0 va 1 chia hét cho n.
(b) Chitng minh rang ton tai mot s6 nguyén chia hét cho 2" chi gdm céc chit s6 1
va 2.

(VAVAV,

37.

Ching minh ring moi khoi da dién déu ton tai hai mat 1a nhiing da gidc c6 clng
0 canh, thuc t€ 1a moi khoi da dién déu ton tai it nhat hai mat khong ké nhau 1a
nhitng da gidc c6 cling s6 canh.

(AVAY,

38.
Chon 101 diém b4t ki trén hinh vuoéng don vi. Chitng minh ton tai 3 diém trong s6
d6 1a dinh cta mdt tam giac c6 dién tich khong vuot qua 0.01.

(VAVAV,

39.

Chon 5 diém trong mot hinh vuong don vi. Chitng minh ton tai 2 diém ma khodng
cach gitra chiing khong vugt qua ‘/75 VA, ton tai 2 diém ma khoang céch giita chiing
khong vuot qua \/Tg trong 8 diém thudc mot hinh vuoéng don vi.

(VAVAV,

40.
Chon 6 diém trong mot hinh chit nhat 3 x 4. Chdéng minh ton tai hai diém ma
khoang cach giita chiing khong vuot qua v/5.

(VAVAV,

41.
Cho a va b la cac so thuc duong. Chon r la nghiém cé gia tri tuyét déi nho nhat
cua phuong trinh 2° — ax + b — 0. Chitng minh réng

3b

b< <
— /}" R
a — 2a

(VAVAV,

42.
Ching minh ring trong 9 s6 thuc phan biét, luon tim duoc 2 s6, gia st 1a a va b
thdéa man

a—>b

<V2-—-1
1+ ab

0<




(VAVAV,

43.
Cho n diém phan biét trén mat phing. N6i tit ca cdc diém d6 lai. Chiing minh ring
c6 2 duong thiang xudt phat tir mot diém c6 géc khong vuot qué o

(VAVAV,

44. (IMO 1968)
C6 n diém trong mat phéng trong d6 khong c6 3 diém nao thang hang. Chitng minh
rang khi n > 4 t6n tai khong it hon ——C% td gidc 16i ¢6 cdc dinh 1a cac diém nay.

(VAVAV,

45. (IMO 1989)

Cho n, k 1a 2 s6 nguyén duong thdéa man n > k va S 1a tap hop gébm n diém trong
mat phang théa man 2 tinh chat:

1. Khong c6 3 diém nao ctia S thang hang.

2. V6i moi diém P € S c¢6 khong it hon k diém clia S céch déu P.

Ching minh ring £ < £ +1/2n

(VAVAV,

46.

(a) Hiy tim s6 6 vuong 16n nhét clia mot ban cd 8 x 8 ¢6 thé td mau xanh, sao cho
bat ¢t khoi-"L” gém 3 hinh vuong don vi ("tromino”) déu ¢6 mot 6 vudng khong
bi t6 mau? (b) Hay tim s6 6 vuong bé nhét ciia mot ban co 8 x 8 ¢6 thé to mau
xanh, sao cho bt ct khéi tromino déu ¢6 mot 6 vuong duge t6 mau?

(VAVAV,

47. (binh ly Dirichlet)
Vé6i moi s6 vo ti a, ton tai vo han cap s6 nguyén (h, k) véi k > 0 thoa man

AR

(VAVAV,

48.

Cho u 1a mot s6 vo ti. S la tap hgp tit ca cac s6 dang a + bu véi a,b 1a cac s6
nguyén. Chiing minh S tri mat trong R, ¢6 nghia 1a véi moi s6 thuc z, va véi moi
€ > 0, ton tai phan t y trong S thdoa méan |z — y| < €.

(VAVAV,

49.
Gia st  va 3 1a hai s6 vo ti duong. Ching minh rang hai tap hop A =



{naln =1,2,...} va B ={nf|n = 1,2, ...} riéng biét va chita tat ca cic s6 nguyén
duong khi va chi khi

50.
Gia stir a 1a mot s6 vo ti. Xét day z,, = na (6 day na 1a phan thuc cua na). Ching
minh rang v6i moi s6 nguyén m > 1, va s6 nguyén 0 < k < m, tadéuc6l > 0

thda man
<k k:+1>
xe | — —=
m m

(VAVAV,

51. (Dinh 1y Erdos-Szekeres)
Moi day s6 gom (m — 1)(n — 1) + 1 s6 thuc phan biét luon ¢6 mot day con tang
do dai m hoac mot day con giam do dai n.

(VAVAV,

52. (Hé qua cua dinh 1y Erdos-Szekeres)
Cho mot day gom mn + 1 s6 nguyén duong phan biét. Chiing minh rang luon ton
tai mot ddy con m + 1 phan tir sao cho méi s6 khong chia hét cho bat ki s6 nao
trong m s6 con lai, hoac mot day con n + 1 phan tir sao cho ton tai mot phan tir la
udc chung cua tat ca cac phan tr con lai.

(A,

53.
Chociacsonguyén 1 < a; < ... <ap <nval <b < ... <b, < m. Ching
minh rang ton tai p, ¢, r, s thoa man

q s
i=p i=r



