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Lo1 no1 dau

Nguyen I Dirichlet 1a mot cong cu rat hieu qua dung dé ching minh nhiéu két
qua sau sac clia toan hoc. N6 dac biét c6 nhiéu ap dung trong linh vuc khac nhau
clia toan hoc. Nguyeén 1 nay trong nhiéu truong hop nguoi ta dé dang ching minh
duge sy ton tai ma khong dua ra duge phuong phap tim duge vat cu the, nhung
trong thuyc té nhiéu bai toan ta chi can chi ra sy ton tai 14 di roi.

Luan van nay danh dé trinh bay cac ting dung ctia nguyén 1i Dirichlet dé giai
céc bai toan so cap.

Ngoai phan mdé dau luan van gom bon chuong va danh muc tai lieu tham khao.
Chuong I danh dé trinh bay céc kién thitc co ban (dic biét gidi thieu nguyen li
Dirichlet) sé diing dén trong cac chuong sau.

Chuong II vé6i tieu dé "Ung dung nguyeén 1y Dirichlet vao bai toan hinh hoc té
hop" trinh bay cac ting dung ctia nguyeén li Dirichlet dé giai cac bai toan trong linh
vuc hinh hoc to hop.

Can nhan manh rang sit dung nguyén li Dirichlet 13 mot trong nhiing phuong
phap hiéu qua nhat dé giai cac bai toan vé hinh hoc to hgp.

Chuong III trinh bay cach sit dung nguyén 1i Dirichlet dé giai cac bai toan vé
s6 hoc, dac biet 1a cic bai toan ve tinh chia hét, tinh chinh phuong ...

Phan con lai ctia luan van danh dé trinh bay cac ting dung ctia nguyeén li Dirichlet
vao cac bai toan khac.

Luan van nay dugc hoan thanh dudi sy hudéng dan tan tinh cta thay gido
PGS.TS Phan Huy Khai. Téi xin bay t6 long kinh trong va biét on sau sac dén
Thay. Toi xin tran trong cAm on ban lanh dao khoa Toan truong Dai hoc Khoa
hoc, khoa Sau dai hoc - DHTN, céac thay, co gido da trang bi kién thiic, tao diéu
kién cho toi trong thoi gian hoc tap tai day. Toi ciing giii 161 cAm on dén Ban giam
hiéu va cac dong nghiép ciia toi ¢ truong THPT Phuong X4 - Pht Tho da dong
vién, gitip do toi rat nhiéu trong qua trinh hoan thanh luan van nay.
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Chuong 1

Cac kién thic co ban

Nguyén li nhitng cai 1ong nhét cac chi thé da duge biét dén tir rat lau. Nguyen
Ii nay duge phat biéu dau tién bdi nha toan hoc ngusi Diic Perter Guster Lijeune
Dirichlet (1805-1859).

1.1 Nguyén ly Dirichlet co ban

Néu nhét n + 1 con thd vao n cai chuong thi bao gio ciing ¢6 mot chuong chita
it nhat hai con tho.

1.2 Nguyén ly Dirichlet mé rong

Néu nhot n con thé vho m > 2 cai chuong thi ton tai mot chuong c6 it nhat
n+m-—1
e
Ta chiing minh nguyeén Ii Dirichlet md rong nhu sau : Gia st trai lai moi chuong
thé khong c6 dén

] con thd, ¢ day ki hiéu [a] dé chi phan nguyén clia 86 a.

e il e i i

m m m

2 o ~. N X 2 N - 1 N 2
con, thi so tho trong moi chuong deu nho hon hoac bang {n—} con. Tu do6 suy
m

2 £ 5 ~ P n 5N N A 1e LN 2
ra tong so con tho khong vugt qua m. {—} >n — 1 con. Dieu nay vo li vi co6 n
m

con tho. Vay gid thiét phan ching la sai.
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Nguyén li Dirichlet va ing dung gidi todan so cap 2

Nguyén 1i Dirichlet mé rong duge chiing minh.

Nguyeén li Dirichlet tuéng chiimg don gidn nhu vay, nhung né 14 mot cong cu rat
hieu qua dung dé ching minh nhiéu két qua sau sic clia toan hoc. N6 dic biét c6
nhiéu 4p dung trong linh vite khac nhau ctia toan hoc. Nguyén 1i nay trong nhiéu
truong hop nguoi ta dé dang chiing minh dugde sy ton tai ma khong dua ra dugde
phuong phép tim duge vat cu thé, nhung trong thic té nhiéu bai toan ta chi can
chi ra su ton tai 1la du roi.

Nguyén li Dirichlet thuc chat 1a mot dinh 1i vé tap hitu han. Ngudi ta c6 thé
phat biéu chinh xac nguyeén li nay dudi dang sau day.

1.3 Nguyén li Dirichlet dang tap hop

Cho A va B la hai tap hgp khac rong c¢6 s6 phan tit hitu han, ma s6 luong phan
tlt ctia A 16n hon s6 lugng phan tit ctia B. Néu v6i mot quy tac nao do, mdi phan
tlt clia A cho tuong ng véi mot phan ti clia B, thi ton tai it nhat hai phan ti
khac nhau ctia A ma ching tuong ng v6i mot phan tit clia B.

Hinh 1.1

V6i cing mot cach dién dat nhu vay, nguyén i Dirichlet mé rong c¢6 dang sau
day.
1.4 Nguyén li Dirichlet dang tap hop md rong
Gia st A, B 1a hai tap hop hitu han va S(A), S(B) tuong ting ki hiéu 1a céc s6

lugng phan tit cia A va B. Gid st ¢6 mot s6 tu nhién k& nao d6 ma S(A) > k.S(B)
va ta c6 quy tiac cho tuong ting moi phan tit clia A v6i mot phan tit ctia B. Khi dé
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Nguyeén i Dirichlet va 1ing dung gidi todn so cap 3

ton tai it nhat £+ 1 phan t ciia A ma ching tuong ing véi cing mot phan tit clia
B.
Chu - Khi k=1, ta ¢6 ngay lai nguyén li Dirichlet.
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Chuong 2

Ij’ng dung nguyén ly
Dirichlet vao bai toan hinh
hoc to hop

Chuong nay trinh bay phuong phép stt dung nguyeén i Dirichlet dé giai cac bai
toan hinh hoc t6 hgp. Vi 1é d6, chiing toi xin trinh bay mot s6 ménh dé (thyc chat
1a mot s6 nguyen 1i Dirichlet 4p dung cho do dai cac doan thing, dién tich cac hinh
phang, thé tich cac vat thé) hay st dung nhiéu dén trong nhiéu bai toan hinh hoc
td hop dudce dé cap dén trong chuong nay.

Ménh dé 2.1 Nguyén li Dirichlet cho dién tich
Néu K la mot hinh phéng, con K1, Ko, ..., K, 1a cac hinh phéng sao cho K; C K
véii=T,n va

|K| < |Ki| + [Ka| + -+ | Ky].

0 day |K| la dién tich ctia hinh phang K, con |K;| la dién tich ctia hinh phang
K;,i=1,n, thi ton tai {t nhat hai hinh phang H;, H;, (1 <4 < j <n) sao cho H; va
Hj c6 diém trong chung, (O day ta noi rang P la diém trong ciia tap hop A trén
mit phang, néu nhu ton tai hinh tron tam P ban kinh da bé sao cho hinh tron nay
nam tron trong A ).

Tuwong tu nguyén li Dirichlet cho dién tich, ta c6 nguyén 1i Dirichlet cho do dai

cac doan théng, thé tich cac vat thé.
Nguyén 1i Dirichlet con dugc phét biéu cho truong hop vo han nhu sau.
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Nguyeén i Dirichlet va 1ing dung gidi todn so cap D

Ménh dé 2.2 (Nguyén li Dirichlet vé han) Néu chia mot tap hgp vo han cac
qua tdo vao hitu han cic ngan kéo, thi phai c¢6 it nhat mot ngan kéo chita vo han
qua tao.

Ta bét dau sit dung nguyen i Dirichlet dé giai cac bai toan hinh hoc t6 hgp sau
day.
Vi du 2.1 Trong mit phang cho sau diém, trong dé khong c6 ba diém nao thang
hang. Mbi doan thang noi ting cap diem dude boi mau doé hoac xanh. Chiing minh
rang ton tai ba diém trong s6 sau diém da cho, sao cho chiing 13 ba dinh ctia mot
tam giac ma cac canh ctia n6 duge boi ciing mot mau.

L&i giai:

By

By

Bs
Hinh 2.1

Xét A la mot trong s6 sdu diem da cho. Khi d6 xét nam doan thang (mdi doan
thang noi diem A véi nam diém con lai). Vi moi doan thang dugc boi chi mau do
hodc xanh, nén theo nguyén li Dirichlet c6 it nhat ba trong nam doan néi trén cling
mau. Gid st 1a cac doan ABy, ABy, AB3 va c6 thé cho rang ching cling mau xanh.

Chi ¢6 hai kha nang sau xay ra:

1. Néu it nhat mot trong ba doan BjBs, BoBs, B3B; mau xanh thi ton tai mot
tam giac vdi ba canh xanh va két luan ciia bai toan dang trong truong hop
nay.

2. Néu khong phai nhu vay, tiic 14 By Bs, BoBs, B3B; mau do, thi ba diém phai
tim la Bl, BQ, Bg, vi BleBg la tam giéC vGi ba Canh dé.O

Vi du 2.2 Cho hinh chép day la da giac chin canh. Tat ca cadc canh bén va 27
duong chéo ciia da gidc day ducgc boi bang mot trong hai mau dé hodc xanh.
Chtng minh rang ton tai ba dinh ctia hinh chép sao cho chiing 1a nhitng dinh cta
hinh tam giac v6i cac canh duge boi cuing mau.

S6 héa boi T rung tam Hoc liéu — Dai hoc Thai Nguyén http://www.Lrc-tnu.edu.vn



www.VNMATH.com

Nguyeén i Dirichlet va 1ing dung gidi todn so cap 6

Loi giai:

Xét chin canh bén. Vi chin canh nay chi duge boi bang hai mau dé hoac xanh,
nén theo nguyén 1i Dirichlet ton tai nam canh bén dudc boi cing mau. Khong giam
tong quat cé thé cho dé la cac canh bén SA;, SAs, SAs, SA4, SAs dude béi cling
mau dé, cac diem A, Ao, A3, Ay, A5 xép theo chiéu nguge chicu kim dong ho. Xét
da gidc A1 AyA3A4As. Co hai kha nang sau xay ra:

S

Ay
Hinh 2.2

1. Néu A;Ay 1a duong chéo ctia day, khi d6 di nhien AsAy, A4A; cling 1a cac
duong chéo cua day.
Lai c6 hai kha nang sau xay ra:

(a) Néu ca ba doan AlAQ, A2A4, A4A1 cimg boi mau xanh. Khi do Al, AQ, A4
13 ba dinh can tim, vi tam gidc A;A2A4 1a tam giac v6i ba canh xanh.

(b) Néu m@t tl"OIlg cac doan AlAQ,A2A4,A4A1 la do. Gia su A2A4 dé, thi
SAyAy 1a tam gidc v6i ba canh dé. Lic nay S, A, A4 14 ba dinh can tim.
Truong hop 1 da gidi quyét xong.

2. Néu A Ay 1a canh day. Khi d6 di nhién A; A3, A3As chac chan 1a duong chéo
day.
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Nguyeén i Dirichlet va 1ing dung gidi todn so cap 7

(a) Néu A;A5 1a duong chéo day thi ta quay vé truong hop 1 vita xét, véi
A1AsA5 la tam giac véi ba canh la ba duong chéo day.

(b) Néu A;As 1a canh ddy. Khi d6 ro rang A; Az, Ay Ay 1a cac dudng chéo dy.

NéuAs Ay 1a duong chéo ddy, ta quay vé truong hop 1, néu AsAy 1a canh bén.
Lai xét hai kha nang sau:

As As As
A
A ! Ay Ay Ay
Ay
A As Ay o A As
Hinh 2.3

1. Néu AsAz 1a duong chéo day, thi tam gidc AsA3As 1a tam giac véi ba canh 1a
ba duong chéo ddy, ta quay vée truong hop 1.

2. Néu Ay Az 1a canh day. Khi d6 xét tam gidc Ay A4As va quay vé truong hop 1.
Tém lai bai toan da duge gidi quyét xong hoan toan.O

Vi du 2.3 Trong hinh vuong don vi (canh bang 1) ¢6 101 diém. Chitng minh ring

c6 nam diém trong cac diem da chon dugc phit béi mot duong tron ban kinh =

Loi giai:

Chia hinh vuong ra lam 25 hinh vuong bang nhau, méi canh ctia hinh vuong 1a
0.2.Vi c¢6 101 diém, ma chi c6 25 hinh vuéng, nén theo nguyén li Dirichlet ton tai
hinh vuong nhé chita it nhat nam diém (trong 101 diém da cho). Vi hinh vuong

1
) V22
nay noi tiep trong dudng tron ban kinh R = S =10
\/Q 1 ~ ~ PN N N X ~ s N N . « X ~
Do 0 < = nen di nhién duong tron dong tam vdéi duong tron ngoai tiep trén

va ¢6 ban kinh 5 chtta it nhat nam diém néi trén. O
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Nguyeén i Dirichlet va 1ing dung gidi todn so cap 8
L
M~ ——
Hinh 2.4

Vi du 2.4 Trén mit phang cho 25 diem. Biét rang trong ba diém bat ki trong s6
d6 luon luon ton tai hai diém cach nhau nhé hon 1. Chitng minh rang ton tai hinh
tron ban kinh 1 chita khong it hon 13 diém da cho.

L&i giai:

Hinh 2.5

Lay A 1a mot trong s6 25 diém da cho. Xét hinh tron Q;(A;1) tam A, ban kinh
1. Chi ¢6 hai kha nang sau xay ra:

1. Néu tat ca cac diem da cho nam trong O thi két luan ctia bai toan hién nhién
dang.

2. Ton tai diem A # B (B thuoc trong s6 25 diém da cho), sao choB ¢ €. Vi
B ¢ Q1, nén AB > 1. Xét hinh tron Q(B,1) tam B, ban kinh 1. Lay C la
diém bat ki trong s6 25 diém da cho sao cho C' # A, C # B. Theo gia thiét
(va dya vio AB > 1), nén min {CA, CB} < 1. Vi thé C € Q; hoac C € Q.
Diéu khéng dinh nay chiing t6 ring cac hinh tron Qi va  chita tat ca 25
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Nguyeén i Dirichlet va 1ing dung gidi todn so cap 9

diém da cho. Vi thé theo nguyeén li Dirichlet, c6 it nhat mot trong hai hinh
tron noi trén chita khong it hon 13 diém da cho..

Chii 3j: Bai todn c6 dang tong quat nhu sau (cach giai hoan toan tuong tu).

Cho 2n + 1 diém trén mat phang(véi n > 3). Biét rang trong ba diém bat ki
trong s6 dé luon luon ton tai hai diém cach nhau nhé hon 1. Khi d6 ton tai hinh
tron ban kinh 1 chita khong it hon n + 1 diém da cho.

Vi du 2.5 Cho chin duong thing ciing c6 tinh chét 1a mdi duong thang chia hinh
vuong thanh hai t1 giac c6 ti s6 dieén tich bang =. Chitng minh rang c6 it nhat ba

duong théng trong s6 dé ciing di qua mot diém.
Loi giai:

B M cpB P c
y o g / J3
B rg A | D

T F
e / J4J

Hinh 2.6

Céc duong thang da cho khong thé cit cac canh ké nhau ctia hinh vuong, bai
néu thé chung chia hinh vuong thanh mot tam giac va mot ngi giac (chi khong
phéi chia hinh vuong thanh hai hinh ti giac). Vi 1& d6, moi dudsng thang (trong
chin duong thang) déu cat hai canh déi ctia hinh vuoéng va di nhién khong di qua
dinh nao ctia hinh vuéng ca. Gia st mot duong thang cat hai canh déi BC va AD
tai cac diem M va N. Ta co:

%AMBM+AN)
1

5-CD(MC + ND)

SABMN

2
SycpN 3

EJ
= =

— & E
3 JF 3

(O day F va F la cac trung diém clia AB va CD tuong ting), goi E, F, P,Q
tuong tng la cac trung diém ctia AB, BC,CD, DA.Goi Jy, Ja, J3, Jy 1a céc diém sao
cho Ji, Jo nam trén EF,Js, Jy nam trén PQ va thod méan:

EJi FJo PJy  QJy 2

JIF  E  J3Q P 3
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Nguyeén i Dirichlet va 1ing dung gidi todn so cap 10

Khi d6 tir lap luan trén suy ra mdi duong thing co tinh chat thod man yéu cau
dé bai phai di qua mot trong bén dieém Ji, Jo, Js, J4 néi trén. Vi c¢é chin dudsng thang,
nén theo nguyén li Dirichlet, phai ton tai it nhat mot trong bon diém Jy, Jo, J3, J4
sao cho qua n6 cé it nhat ba trong chin duong thing da cho. Vay c6 it nhat ba
duong thang trong sé chin dusng da cho di qua mot diém.O

Vi du 2.6 Cho mot bang kich thuéc 2n x 2n 6 vuong. Nguoi ta danh dau vao 3n 6
vuong bat ki ctia bang. Chiing minh rang c6 thé chon ra n hang va n cot ctia bang
sao cho cac 6 duge danh dau déu nam trén n hang va n cot nay.

Loi giai:
X X X
X X
X X
X
X
Hinh 2.7

Chon ra n hang c6 chita 6 duge danh dau nhiéu trén hang dé nhat. Ta ching
minh riang s6 6 duge danh dau con lai nho hon hosic bang n. Gia st trai lai khong
phai nhu vay, tic 1a s6 6 duge danh dau con lai 16n hon hodc bang n + 1. S6 cac
hang con lai chua chon la n. Vay theo nguyén 1i Dirichlet sé c6 it nhat mot hang
(trong s6 n hang con lai) chita it nhat hai 6 danh dau.

Chu y rang theo cach chon thi n hang da chon chita s6 6 duge danh dau nhicu
trén hang d6 nhat. Cé mot hang con lai chua chon c6 it nhat hai 6 danh dau, nén
suy ra moi hang trong s6 n hang da chon déu c6 it nhat hai 6 dugc chon, tic la
tréen n hang da chon khong c6 it hon 2n 6 da duge danh dau. Néu vay, s6 6 dugc
danh dau 16n hon hoiic bang 2n+ (n+1) > 3n. D6 1a diéu vo 1 (vi chi ¢6 3n 6 duge
danh dau). Vay nhan xét duge chiing minh.

Nhu vay, sau khi da chon ra n hang (v6i cach chon nhu trén), theo nhan xét
con lai khong qua n 6 duge danh dau. Vi thé c6 ciing 1am 13 ¢6 n cot chita ching.
Vi 1& d6 sé khong thay 6 danh dau ndo nam ngoai cic hang hay cot da chon.O

S6 héa boi T rung tam Hoc liéu — Dai hoc Thai Nguyén http://www.Lrc-tnu.edu.vn



www.VNMATH.com

Nguyén li Dirichlet va ing dung gidi todan so cap 11

Vi du 2.7 Cho hinh da giac déu chin canh. M6i dinh ciia n6 duge t6 bang mot
trong hai mau trang hodc den. Chiing minh ring ton tai hai tam gidc phan biét c6
dién tich bang nhau, ma cac dinh ciia mdi tam giac duge to cing mau.

Loi giai:

6
Hinh 2.8

Chin dinh Aj, As, ..., Ag clia da gidc déu dugc to bang hai mau trang hoac den,

nén theo nguyén li Dirichlet c6 it nhat ndm dinh trong s6 dé dugc to6 cling mau,
nam dinh nay tao ra C3 = 3?—;' = 10 tam gidc mau trang (tam gidc mau trang la
tam gidc c6 ba dinh mau trang). Goi Q 1a tap hop cac dinh ctia da giac da cho.
Thc la

(= {A, Ao, .., Ao}

Goi O 1a tam ctia da giac deu da cho. Xét phép quay cac goc:
0°,40° 80°,120°, 160°, 200°, 240°, 280°, 320°

xung quanh tam O. R6 rang ting véi mdi phép quay nay thi tap Q bién thanh chinh
Q (ttic 1 tap cac dinh clia da giac khong thay doi qua phép quay, mac du khi quay
dinh nay bién thanh dinh kia).

Sau chin phép quay trén thi 10 tam giac trang bién thanh 90 tam giac trang,

ma mdi tam gidc nay c6 cac dinh thuoc tap hop Q. Cha y rang s6 tam gidc khac

!
nhau ¢6 dinh trong Q 1a C§ = % = 84.
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Nguyén li Dirichlet va ing dung gidi todan so cap 12

Vi 84 < 90, nén theo nguyén li Dirichlet ton tai hai tam giac trang Ay, Ay sao
cho cac phép quay tuong ting trung véi mot tam giac. Vi phép quay bao toan hinh
dang va do 16n cta hinh (néi rieng bao toan dién tich), tic 1a Sa, = Sa,.0

Vi du 2.8 Chitng minh rang trong moi khoi da dién 16i ton tai it nhat hai mét co
ciing s6 canh.

Loi giai:

Ki hieu M 1a s6 mat c6 sd canh 16n nhat ctia khoi da dién. Gia sit mat M co k
canh. Khi d6 vi ¢6 k mit c6 canh chung véi M, nén da dién c6 it nhat k + 1 mit.
Vi Ia mat c6 s6 canh nhiéu nhat bang &, nén moi mit clia da dién c¢6 s6 canh nhan
mot trong cac gia tri{3,4, ..., k}.

Da dién c6 it nhat &£+ 1 mat,ma mdi mat sd canh ciia n6 nhan 1 trong k — 2 gia
tri. Vi thé theo nguyén 1i Dirichlet suy ra c6 it nhat hai mat ciia da dién c¢6 cung
s6 canh.[

Vi du 2.9 Cho 1000 diém M, M, ..., Migoo trén mit phing. Vé mot dudng tron
ban kinh 1 tuy y. Chiing minh riang ton tai diém S trén dudng tron sao cho:

SMy 4+ SMy + - - -+ SMigoo > 1000.

L&i giai:

Sy / S

Mi000
Hinh 2.9
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Xét duong kinh S1Sy tuy y clia dudng tron, 6 day Sq,S2 1a hai dau ctia duong
kinh.Vi S1S5 = 2 nén ta co:

(S1M1 + So My > 5159 =2
S1 My + So Mo > 515 =2

| S1M1000 + S2Mipo0 = 5152 = 2
Cong titg vé ctia 1000 bat dang thiic trén ta co:
(SlMl + SiMy+---+ SlMl()OO) + (SQMl + SoMsy + -+ Sleooo) > 2000. (2.1)

Tit (2.1) va theo nguyeén Ii Dirichlet suy ra trong hai tong ctia vé trai ctia (2.1),
c6 it nhat mot tong 16n hon hoac bang 1000.Gia si:

S1My + S1 Mo + - - - 4+ S1Migoo = 1000.
Khi do léy S=5..0

Vi du 2.10 Mot khu ritng thong c¢6 dang hinh vuong, mdi chiéu dai 1000m. Trong
khu ritng c6 4500 cay thong, cay to nhat duong kinh 0, 5m. Chitng minh rang trong
khu ring c6 it nhat 60 manh dat, dién tich mdi manh 200m? khong c6 mot cay
thong nao.

L&i giai:
0,60™
20™m T 20m
10™ 10m
0,56™
10m 10m
20™ 20™

Hinh 2.10

Dé ¥ rang: 1000m = 48.20m+47.0, 6m+2.5,9m va 1000m = 95.10m+94.0, 52m+
2.0,56m
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Ta chia mot canh ctia hinh vuong thanh 48 doan, moi doan 20m, khoang cach
gitta hai doan 1 0,6m, 6 hai dau 1a hai doan 5,9m. Canh con lai ctia hinh vuong
chia thanh 95 doan, mo6i doan dai 10m, khodng cach gita hai doan la 0,56m, G hai
dau 1a hai doan 0, 56m.

Ta c6 tat ca 45 x 95 = 4560 méanh c6 dien tich 200m?2. Vi chi c¢6 4500 cay thong,
va do mdi cay thong c6 dusng kinh 0,5m, (0,5 < 0,52 < 0,6), do d6 mdi cay thong
bat ki khong thé chiém chd hai manh, vi li do dé, theo nguyén li Dirichlet con it
nhat 60 manh (mo6i manh c6 dién tich 200m?), ma trong mdi manh ay khong c6
mot cay thong nao. O

Vi du 2.11 M3ai diém trong mat phang duge bdi bang mot trong hai mau xanh
hoac dé. Chitng minh rang ta luon tao ra duge mot hinh chit nhat c¢6 4 dinh cing
mau.

Lai giai:

Ay

Ay

Q| Q2| Q3| Qu

A3
Rt Ry Ry Ry
Hinh 2.11

Vé ba duong thang song song Ay, A, Az, (A1//As//A3). Lay trén A; bat ki bay
diém. Vi méi diém chi duge boi bang mot trong hai mau xanh hosic dé, nén theo
nguyéen li Dirichlet trén A; luon ton tai bén diém cing mau. Khong gidm tong
quat c6 thé cho d6 1a cac diém Pp, P, Ps, Py ciing mau do. Goi Q1, Q2, Q3, Q4 13 hinh
chiéu vuong goéc ciia Py, Py, P3, Py xuéng Ao va Ry, R, R3, R4 1a hinh chiéu vuong
géc cﬁaPl, PQ, P3, P4 lén Ag.

Chi ¢6 cac kha nang sau xay ra:

1. Néu ton tai hai trong bén diém Q1, Qa, Q3, Q4 mau dé, (gid st 1a Q;, Q;). Khi
d6 P;Q;Q;P; 1a hinh chit nhat ¢6 bon dinh cuing do.

2. Néu ton tai hai trong bon diém Ry, Re, R3, Ry mau d6 (gia st R;, R;). Khi do
P;P;R;R;j 1a hinh chit nhat ¢6 bon dinh cung do.

3. Bon diem Q1, Q2, Q3, Q4 va bén diém Ry, Ro, Rs, Ry trong do tdi da chi c6 mot
diém d6. Khi d6 ro rang theo nguyén If Dirichlet ton tai i,j ma Q;, Q;, Ri, R;
cung xanh.
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Vay Q;Q;R;R; 1a hinh chit nhat ¢6 boén dinh mau xanh.[J

Vi du 2.12 Trong hinh vuong c6 dién tich bang 6 dit ba da giac c6 dién tich bang
3. Chitng minh rang luon tim duge hai da giac ma ma dién tich phan chung cta
ching khong nho hon 1.

Lai giai:

My

"L

Hinh 2.12

Goi ba da giac 1a My, My, Ms. Ki hiéu |A| la dién tich ctia hinh phang A. Khi do6
ta co:

| My U Mo U Ms| = |My| + | Ma| + |Ms| — (‘Ml N M| + |Ma N Ms| 4 | M3 N M1|)
+ ‘Ml N My N M3| (22)

Theo gid thiét ta co:
| M| = | M| = | M3] = 3. (2.3)

Dé y réing M; U My U M3 nam trong hinh vuong c6 dién tich bing 6, nén tir (2.2)
va (2.3) ta c6 bat dang thiic sau:

629—(|M1HM2|+|MQQM3|+|M3ﬂM1|+|M1ﬂM2ﬂM3|)

hay
|My O M| 4 | Mo N Ms| + |Ms N My| > 34 | My N Ma N Ms| (2.4)

Do|M; N My N Ms| > 0 nén tu (2.4)ta co:

‘MlﬁM2|—|—|MgﬂM3‘—|—‘M3ﬁM1| >3 (2.5)
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T (2.5) theo nguyen 1i Dirichlet suy ra ton tai it nhat mot trong ba s6
|M1 N M2| , |M2 N M3| , |M3 N M1|

16n hon hodc bang 1. Gia stt [My N Ms| > 1. Diéu d6 c6 nghia la hai da gidc My, My
c6 dién tich phan chung khong nhoé hon 1.0

Vi du 2.13 Cho mdi diém trén mat phang dude t6 bang hai mau xanh va do.
Chiing minh rang ton tai mot tam gidc ma ba dinh va trong tam ciing mau.

Loi giai:
A/
A
PL \G
B MmO
B’ C’
Hinh 2.13

Lay 5 diém tuy ¥ sao cho khong c6 ba diém nao thing hang trén mit phing.
Khi dé vi chi dung hai mau dé t6 céc dinh, ma theo nguyéen i Dirichlet phai ton
tai ba diém trong s6 dé cting mau. Gia sit dé 1a ba diém A, B, C mau d6. Nhu vay
tam giac ABC véi ba dinh mau do. Goi G la trong tam tam giac ABC. Khi do6 chi
c6 hai kha nang sau xay ra:

1. Néu G mau do, khi d6 A, B,C, G cing dé va bai todn duge gidi quyét xong.

2. Néu G ¢6 mau xanh. Kéo dai GA, GB,GC cac doan AA', BB',CC' sao cho
AA = 3GA, BB = 3GB,CC = 3GC. Khi dé, néu goi M, N, P tuong tng la
trung diém ctia BC, CA, AB thi AA" = 3GA = 6GM = AA = 2AM. Tuong tu
BB =2BN,CC" =2CP. Do d6 tam gidgc A BC, B'CA,C" AB tuong ting nhan
A, B, C lam trong tam. Mat khéc, ta cling ¢6 cac tam gidc ABC va A B'C’ ¢6
cling trong tam G. C6 hai trusng hop sau c6 thé xay ra:
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(a) Néu A", B',C" ¢6 ciing mau xanh, khi d6 tam giac A’ B'C’ va trong tam
G cung mau xanh.

(b) Néu it nhat mot trong cac diém A, B",C" mau dé. Khong gidm tong
quat, gid st A d6. Khi d6 tam giac A'BC va trong tam A mau do.

Vay trong moi kh& nang luon ton tai mot tam gidc ma ba dinh va trong tam cling
mau.[]

Vi du 2.14 Mot hinh lap phuong c6 canh bing 15 chita 11000 diém. Chitng minh
rang c6 mot hinh cau ban kinh 1 chita it nhat 6 diém trong s6 11000 diém da cho.

Loi gii:

Chia méi canh ctia hinh lap phuong thanh 13 phan bang nhau. Nhu thé hinh
lap phuong da cho dugc chia thanh 133 = 2197 hinh lap phuong nhé. Do 11000 >
5.2197 = 10985, nén ton tai it nhat mot hinh lap phuong nhé, ma hinh lap phuong
nay chita it nhat 6 diém. Nhu da biét, néu goi canh ctia hinh lap phuong nay la a,

X . . L P ~ N 2,0 1 ~ A N X . < A
thi hinh cau ngoai tiép c6 ban kinh la R,v6i R = Q'a\/g‘ Vi the hinh cau ngoai tiep

hinh 1ap phuong nhé (canh ctia c¢6 la %), la:

115 1 /,225 1 [675 1 [676 1
R—§.1_3.\/§—§. 3.@—5. @<§. @—5.\/1—1.

Hinh cau nay di nhién chita it nhat 6 diém trong s6 11000 diém da cho.O

Vi du 2.15 Trong hinh vuong canh 1 don vi c6 mot dudng gap khic L khong ti
cat v6i do dai lén hon 1000. Chiing minh rang ton tai mot dudng thang m song
song v6i canh hinh vuong v duong L tai hon 500 diém.

Loi giai:
Gia st [; 1a do dai mat thit i clia duong gap khic, a;, b; 1a do dai hinh chiéu ctia
no6 léen cac canh hinh vuéng. Khi doé [; < a; + b;. Suy ra:

1000 =0+l +--+1l < (a1 +ag+ - +ap) + (b + b2+ -+ by),

tic 1a ap +ag+- - -+a, > 500 hoidic by +by+- - -+b, > 500. Néu tong do dai hinh chiéu
clia cac mat len 1 canh do dai 1 khong nhé hon 500, thi theo nguyén li Dirichlet
cho do dai doan thang phai c6 diém chung cho hon 500 hinh chiéu ctia cac mat gap
khiic, titc 1a dudng vuong géc ké tir diém chung do6 sé cat duong gap khic tai it
nhat 500 diém.
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Vi du 2.16 Bén trong dudng tron ban kinh n dat 4n doan thang c6 do dai 1.
Chting minh rang c6 thé ké mot duong thang song song hoiic vuong géc véi dusng
thang [ cho trude va cit it nhat 2 doan thang da cho.

Loi giai:

Gia st I; 14 duong thang bat ki vuong goc véi 1. Ki hieu do dai cac hinh chiéu
clia doan thang tht 7 len cac duong thang [ va I; 1a a;va b; tuong tng. Béi do dai
mdi doan thang bang 1 nén a; + b; > 1. Do do:

(a1+a2+-~-—|—a4n)+(bl+bz+~-~+b4n) > 4n.
Khong méat tinh tong quét gia si:
(a1 +ag+ -+ asn) = (by + b2+ - + bay).

Khi d6 ai + as + - - - + asn > 2n. Tat ca cac doan thang da cho déu duge chiéu
xubng doan thang c6 do dai 2n, béi vi chung déu nam trong dudong tron ban kinh
n. Néu nhu céc hinh chiéu ctia cac doan thang da cho léen duong thang ! khong c6
diém chung, thi sé c6 bat dang thiic a1 + as + - - - + asn < 2n. Do d6 trén [ phai c6
mot diém bi cac diem ciia it nhat hai trong s6 cac doan thing da cho chiéu lén né.
Duong vuong goéc véi [ tai diem do sé cat it nhat hai doan thang da cho.O

Vidu 2.17 Trén doan théng c6 do dai 1 ta t6 mot s6 doan théng sao cho khoang
cach gitta hai diem dugc to bat ki khong bang 0, 1. Chiing minh ring tong do dai
cac doan thang duge to khong 16n hon 0, 5.

Loi giai:

Chia doan théng ra lam 10 doan thang c6 do dai 0,1, dat ching theo mot cot
va chiéu xuéng mot doan thang nhu vay. Béi vi khoang cach gitta hai diém dugc to
bat ki khong bang 0,1, nén cac diem duge t6 clia cac doan thang canh nhau khong
thé ciing chiéu xudng 1 diem. Do d6 khong c6 diém nao cé thé 1a hinh chiéu cia
cac diém duge to nhiéu hon 5 doan thang. Suy ra tong do dai cac hinh chiéu cia
cac doan thang dudc t6 khong 16n hon 5 x 0,1 = 0,5.0

Vi du 2.18 Chting minh rang néu mot duong thang ! ndm trong mit phang cta
tam giac ABC va khong di qua dinh nao ctia tam gidc do, thi n6 cat khong qué hai
canh cta tam giac da cho.

Loi giai:
Ki hi¢u a va @ la hai nita mit phing do ! chia mit phing ctia tam giac ABC.
Mbi dinh A, B va C' nam trong mot nita mit phang trén. Theo nguyén 1i Dirichlet
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it nhat mot trong hai nita mat phang trén, chdng han nhu «, chita hai dinh cia
tam giac ABC, chang han nhu A va B. Khi d6 duong thang [ khong cat doan thang
AB, nghia 1a n6 khong cit mot trong ba canh clia tam giac ABC.0

Vi du 2.19 Nhitng diém trong mat phang dudc son biang mot trong ba mau.
Chitng minh rang luon tim duge hai diém cting mau cach nhau ding bing 1.

Loi giai:

Gia sit hai diém bat ki cach nhau 1 dugc son bang cdc mau khac nhau. Xét
tam giac déu ABC c6 canh bang 1. Tat ca cac dinh clia tam gidc duge to bang
cac mau khac nhau. Gia st diem A; doéi xtng véi A qua dudng thang BC. Béi vi
A1B = A;C =1, nén diem A; ¢6 mau khac véi mau ctia B va C, tiic 1a né duge to
cting mau véi diem A. Cac lap luan doé thuc chat chi ra ring néu AA; = /3, thi
cac diem A va A; dudc to cing mau. Do dé tat ca cac diém nam trén duong tron
tam A ban kinh v/3 ¢6 cling mot mau. Ré rang trén dudng tron d6 luon tim duge
hai diém c6 khoang cach gitta chiing bang 1.

Ta dudc mau thuan, vay luon tim duge hai diém ctiing mau c6 khodng cach gitta
chting bang 1.0
Vi du 2.20 Cho 11 diém khac nhau trong hinh cau thé tich V.Chitng minh ring
qua tam ctia hinh cau c6 thé dung hai mat phing sao cho ching cit hinh cau thanh

< X s 2 3 v N X 2 pe ~ 2, X
mot "mieng" v6i the tich g ma phan trong cua né khong chita trong phan trong
bat cit mot diém nao da cho.
Loi giai:

Chia hinh cau thanh hai ban cau bing mot mat phang di qua tam va hai diém
tit cac diem da cho. Mot ban cau chita trong phan trong nhiéu nhat 1a 4 diem tu
cac diém con lai. Chia ntta hinh cau bing hai mat phang, ma mdi mat phang di
qua tam hinh cau va hai diém trong 4 diém con lai. Nhu vay ntta hinh cau chia lam
ba "miéng"khong chita diém nao bén trong, it nhat thé tich ctia mot miéng 1én hon
1 2 2 2 N X
3 the tich ctia ban hinh cau.OJ
Vi du 2.21 Trong khong gian cho 37 "diém nguyén" va khong c6 ba diém nao
thang hang. Ching minh rang chon dugc tit d6 ba diém dé trong tam ctia tam giac

lap thanh tit ba diém nay ciing 1a diém nguyen.

Loi giai:
M&i "diém nguyén" (z;y; z) trong khong gian cho tuong ting v6i bo ba:

(9(x);9(v);9(2)), 6 day g(z); 9(y); 9(2)
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tuong ting 1a cic s6 du trong phép chia cho 3 clia z,, 2.

Vi g(z) € {0,1,2}, nén theo nguyén li Dirichlet, ton tai it nhat 13 diém (trong
s6 37 diém) c6 cling gia tri g(x).Lay 13 diém trong s6 cac diém nay. Gia st ching
1 (z1;591521), - -+, (1133 9135 213) VA ta o g(x1) = g(a2) = - = g(213).

Dé y rang g(y;) € {0,1,2},Vi = 1,13, nén lai theo nguyén i Dirichlet, ton tai it
nhat 5 diém (trong s6 13 diém da néu trén) c6 cung gia tri g(y). Lay 5 diém trong
s6 cac diem nay.

Gia st chiing la:

@nysz), - (7575 %),

6 day:
{g(:c_l) =9(72) = -+ = g(75)
9@) =9(®@) = = 9(T)

Lai ¢6 g(z1) € {0,1,2},Vi = 1,5, chi xdy ra hai truong hgp sau :

1. Ton tai ba diém trong ching, gia st g(z7) = 0; (%) = 1; 9(z3) = 2 thé thi ba
diém (7771 %1); (72; 73 22); (T3 ; 73) deéu co:

Vi thé tam gidc véi ba dinh nay ré rang c6 trong tam 1a "diém nguyén".

2. Néu nam gia tri g(z;), Vi = 1,5 chi nhan khong qua hai trong ba gia tri {0, 1,2}.
Khi d6 theo nguyén 1i Dirichlet ton tai it nhat ba diém c6 ciing gia tri g(2).

Bay gid ta thu dugc ba diém (£1;91; 21), (3; 92; 22), (73; 73; Z3) ma:

Tam giac thu duge c6 trong tam la "diém nguyen".O

Vi du 2.22 Cho da giac déu 100 canh noi tiép trong dudng tron (¢). Méi dinh
duge gan mot trong cac s6 1,2,3,...,49. Chiing minh rang trén (€) ton tai hai
cung AB va CD v6i cac tinh chat sau:
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1. Cac diem A, B, C, D la cac dinh ctia da gidc déu da cho.
2. Cac day cung AB va C'D song song vGi nhau.

3. Néu A, B,C, D dugc gan tuong ting v6i cac s6 a,b,c,d thi a +b=c+ d.

L&i giai:

Hinh 2.14

Vi da giac déu 100 canh noi tiép trong (€), nén c6 dung 50 duong kinh khac
nhau ma cac dau mut clia cic duong kinh nay déu 1a cac dinh cia da gidc deu 100
canh cho truée. Gid stt AB 1a mot trong cac duong kinh ay va gid st A tuong ting
v6i s6 a, B tuong ting véi s6 b. Bay gio ta gan cho duong kinh AB s6 |a — b|. Do
a,be{1,2,3,...,49} nén dé thay: 0 < |a — b| < 48.

Nhu vay moi mot trong 50 duong kinh vita xét tuong tng véi mot trong cac so
1,2,...,48. Theo nguyén li Dirichlet c6 it nhat hai duong kinh (trong s6 50 duong
kinh) dugc dit tuong ting véi cing mot s6. Khong giam tong quat c6 thé cho dé 1a
duong kinh AC va BD. Ciing khong giam tong quat ¢ thé cho la céc dinh A, B, C, D
tuong ting vé6i cac s a,b, ¢, d, trong d6 ¢ < a va b < d (Néu khong phéi nhu thé thi
chi viec ddi tén cac dau mit ctia dudng kinh).

Theo gia thiét thi duong kinh AC ting v6i s6 a — ¢, con duong kinh BD ting véi
$6 d —b.

Twa—c=d-b=a+b=c+d.
R6 rang ABCD la hinh cht nhat, do d6 AB//CD.0]

S6 héa boi T rung tam Hoc liéu — Dai hoc Thai Nguyén http://www.Lrc-tnu.edu.vn



www.VNMATH.com

Nguyén li Dirichlet va ing dung gidi todan so cap 22

Vi du 2.23 Cho day vo han cac s6 tu nhién u,ug,... dudc xac dinh theo cong
thitc truy hoi sau:

up =3
Upt1 =M+ Du, —n+1,n=12 ...

Gia st n 1a s6 tu nhien bat ki va tap M gom u,, diém sao cho khong c¢6 ba diém
nao thang hang. Méi doan thing noéi hai diém khac nhau trong M dudc to bang
mot trong n mau cho trude. Chitng minh rang ton tai ba diém trong M 1a dinh cia
mot tam giac cung mau.

Loi giai:
Ta chitng minh bang quy nap theo n.

e VGin =1, tacou; =3 va két luan clia bai toan hién nhién dang (vi ¢ day
chi ¢6 1 mau don =1).
Véin =2, tacodu =2u; —1+1=06. Ta co bai toan véi 6 diem va dung 2
mau. Bai toan nay da duge giai (xem vi du 2.1). Vay két luan ciing ding khi
n=2.

e Gia sit két luan ctia bai toan dung véi n, tiic 1a néu tap M gom u,, diém sao
cho khong c6 ba diém nao thang hang va diing n mau dé to cac doan thang.
Khi d6 ton tai tam giac cling mau.

o Xét v6i n + 1, titc 1a tap M gom u,y1 diém bat ki (khong c6 ba diém nao
thang hang), va ding n + 1 mau dé to cac doan thang.

Lay A la mot trong cac diém ctia tap M. Diém nay co thé ndi véi w1 — 1
diém con lai ctia tap M bang 1,1 — 1 doan théng boi mau. Theo cong thiic
xac dinh day ta co:

upt1— 1=+ Du,—n+1-1=n+1)(u,—1)+1. (2.6)

Tit (2.6) theo nguyén 1i Dirichlet ¢6 it nhét u, doan thang c6 chung dinh A
duge boi mau.Gia st ABy, ABo, ..., ABu, dugc boi cing mau va gia sit do la
mau «, thi tam gidac AB;B; ciing mau «, (o thuoc vao mot trong n + 1 mau
da cho ).

C6 cac kha nang sau xay ra:
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1. Néu mot trong cac doan thing BiBj(i # j,1 <i < j <uy) duge boi mau
a, thi tam gidc AB;B; cung mau «. Bai toan da dugc giai xong trong
truong hop n + 1.

2. Céac doan thang B;Bj,1 <i < j < uy, ¢6 mau khac v6i a. Xét uy, diém
By, By, ..., B,,. Ro rang khong c6 ba diém nao trong chiing thing hang.
Chiing dung t6i da (n+ 1) — 1 =n mau dé to (do khong ding mau «).
Theo gia thiét quy nap ton tai tam giac cling mau.
Vay két luan ctia bai toan cing dung véi n + 1.0
Vi du 2.24 Trong mit phang, cho tap A gom n diém (n > 2). Mot s6 cap diém
duge ndi v6i nhau bang doan thang. Ching minh ring trong tap A da cho, c6 it
nhat hai diém dugc ndi véi ciing s6 luong cac diém khéc thuoc A.
Loi giai:
Gid st a € A. Ta ki hiéu S(a) 14 s6 lugng cac diém ctia A ndi véi ¢ thanh doan
thang. Thi du trong hinh vé bén thi:

S(a=2),5(b) =3,5(c) =1,5(d) = 2,5(c) = 2

b
Hinh 2.15

Bai toan tré thanh: Chiing minh ring ton tai a1,a2 € A(a; # az), ma S(a;) =
S(az). RO rang v6i moi a € A ta co:

0<S(a) <n-1. (2.7)
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Mat khac dé& thay khong ton tai hai diém @ € A,b € A ma:
S@) =n-1 va S(b) =0. (2.8)
That vay, néu c6 (2.8), thi tit S(@) = n — 1, suy ra @ noi v6i tat cd n — 1 diém con
lai, néi rieng @ phai ndi véi b. Dieu dé c6 nghia la S(b) > 1 va dan dén mau thuan
v6i (2.8) (vi S(b) = 0.)
Goi S 1a tap hgp cac gia tri ma cac dai lugng S(a) nhan, a € A tic la:

S ={mlm=S(a),a € A}.

Nhu vay tir (2.7) suy ra tap S c6 t6i da n gia tri. Tuy nhién tir (2.8) suy ran—1
va 0 khong dong thai thuoc S, vi thé tap S t6i da nhan n — 1 gia tri. Theo nguyén
1i Dirichlet suy ra ton tai it nhat a; € A, as € A(ay # as), ma S(a1) = S(as).00
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Chuong 3

Ij’ng dung nguyén li
Dirichlet vao sé hoc

Cac bai toan s6 hoc thuong rat kho khan trong viéc tim 16i gidi. Tuy nhién c6
mot s6 luong bai tap khong nho ta c6 thé st dung nguyen i Dirichlet dé giai quyét
rat hieu qua, ma trinh bay tuong déi don gian va dé hiéu. Sau day la cac vi du dién
hinh.

Vi du 3.1 Biét rang 3 s6 a,a = k,a+ 2k déu la cac s6 nguyéen to 16n hon 3. Chiing
minh rang khi d6 k chia hét cho 6.

Lo gidi:
Do a,a+ k,a+ 2k déu 1a cac s6 nguyén t6 16n hon 3, nén ching déu 1a céc s6 1é
va khong chia hét cho 3.
Do a va a+ k cing 16 nén k = (a + k) — a sé chia hét cho 2. (3.1)

Do a,a = k,a + 2k déu khong chia hét cho 3, nén khi chia cho 3 it nhat hai s6
c6 cuing s6 du (theo nguyen Dirichlet). Chi c¢6 cac kha nang sau xay ra:

1. Néu a+ k = a(mod3) thi (a + k) — a = 0(mod3), suy ra ki3.
2. Néu a + 2k = a = k(mod3) thi (a + 2k) — (a + k) = 0(mod3), suy ra ki3.
3. Néu a + 2k = a(mod3) thi (a + 2k) — a = 0(mod3), suy ra 2k:3. Do (2,3) =1

suy ra:
k

3. (3.2)
25
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Tém lai trong moi trudng hgp ta déu thay k = 3. Lai do (2,3) = 1 nén tir (3.1)
va (3.2) ta c6 k= 6.0
Vi du 3.2 Cho 10 s6 nguyén duong wuq,us, ..., u1o. Chiing minh rang ton tai cic
) . 10 )
s6 ¢; € {—1,0,1}, i = 1,10, khong dong thoi bang khong sao cho s6 3 c;u; chia hét
i=1
cho 1023.

Loi gidi:Xét tat ca cic s6 c6 dang

10
Aj = b,
i—1

trong d6 b; € {0,1} , i = 1,10, j = 1,1024.

R0 rang c¢6 tat ca 210 = 1024 s6 4, j = 1,1024, nhu vay. Khi chia 1024 s6 A;
nay cho 1023 thi theo nguyén li Dirichlet c6 it nhat hai s6 A, Ay, k # h sao cho
A = Ap(mod1023).

10 10
Gia su Ak va AhCé dang sau: Ak = Z b]ﬂ'ui G day bki c {0, 1}, Ah = Z bhiui 6]
1=1 =1

day bp; € {0,1}

Ta co
10

Ap = Api1023 &) (b — bpi)uii1023.
=1

bat ¢; = by; — byt = 1,10, Vi by, € {0,1}, by € {0,1} nén ¢; € {—1,0,1}, mat
khéac do Ay, # Aj, nén ¢; khong thé dong thai bang khong, Vi = 1,10. Nhu thé ta da
chiing minh dugc sy ton tai ctia 10 s6 ¢; € {—1,0,1} khong dong thoi bang khong,
sao cho:

10
> e;i1023.0
=1

Vi du 3.3 Cho 5 s6 nguyeén phan biét tuy ¥ ay, as, a3, a4, as.
Xét tich:

P = (a1—ag)(a1—as)(a1 —aq)(a1—as)(az—as) (a2 —aq)(as—as)(ag—a4)(as—as) (as—as)

Chting minh rang P:288
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Loi gii:

Ta c6 phan tich sau : 288 = 2°.3% va do (2,3) = 1 nén dé chiing minh P:288 ta
chi can chitng minh dong thoi P:2° va P:32.

Theo nguyén i Dirichlet thi trong n + 1 s6 nguyeén tuy ¥, luon ton tai hai s6 c6
hiéu chia hét cho n. Trong 4 s6 a1, az, a3, as ¢6 hai sd ¢6 hiéu chia hét cho 3, khong
giam tong quat, c6 thé cho la: a1 — az3. Bay git xét bon s6 as, a3, a4, as ta lai dudc
hai s6 c6 hiéu ciing chia hét cho 3. Nhu thé trong tich P c6 it nhat hai hieu khéc
nhau cting chia hét cho 3.

Do do6

P32 (3.3)

Lai theo nguyéen 1i Dirichlet trong 5 s6 da cho c6 it nhat ba s6 c¢6 ciing tinh

chén, 1é. Chi c6 hai trusng hgp sau xay ra:

1. Néu it nhat c6 4 s6 c6 cung tinh chén 18, thi tit 4 s6 nay c6 thé lap nén 6
hiéu khac nhau ciing chia hét cho 2, do d6 tich ctia chting chia hét cho 29, néi
rieng P:i2°.

2. Néu c6 ding 3 sb c6 cung tinh chin 1é. Khong gidm tong quat, ¢ thé cho dé
14 a1, as, a3. Khi d6 hai s6 con lai a4, a5 cling c6 tinh chin 1é giong nhau nhung
khac vdi tinh chén 18 clia aq, a2, a3. Vay bon hieu sau day ciing chia hét cho 2:

ap —az,a; —az, a1 — a4,a2 — a3, a4 — Aas.
Mat khéc, trong 5 s6 da cho c6 it nhat hai hiéu chia hét cho 4, vi thé trong
bon s6 a; — as,a] — as,as — ag, a4 — as coO it nhat mot hiéu chia hét cho 4. Do
do :
199
(a1 — a2)(a; — as)(ag — a3)(ag — a5):2

tiic 1a P:2°.
Tom lai trong moi trucng hop ta luon co

P25, (3.4)

Tu (3.3) va (3.4) ta suy ra P:288.00

Vi du 3.4 Cho a va m la hai s6 nguyén duong tuy y. Chitng minh rang cac so du
ctia phép chia a,a?,a3,... cho m lap lai mot cach tuan hoan (c6 thé khong bat dau

tur dau).
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Loi giai:
Xét m + 1 luy thita dau tien:
a,a,a3,. . a™ o™t

Khi chia mot sd nguyén duong bat ki cho m, thi cac sd du phai thuoc tap hop
0,123 ...m—1}.

Vi thé theo nguyeén 1 Dirichlet, phai ton tai hai trong s6 m + 1 s6 trén chia cho
m c6 ciing s6 du. No6i cach khac, gid st hai s6 d6 1a: o® va o1 (k> 0), ta co:
af = a** (modm) (3.5)

Xét mot s6 tur nhien bat ki n > k. T (3.5) ta co:

ak.af = P Lo (modm)

hay v6i moi n > k,ta luén co:
a’ = a”Jrl(modm). (3.6)

Dang thitc (3.6) chiing t6 rang bat dau tit vi tri of cac s6 du lap lai tuan hoan.
S6 1 thuong dude goi 1a chu ki tuan hoan ctia cac s6 du khi chia cic luy thita ctia
a cho m. O

Vi du 3.5 Chiing minh ring c6 vo sb s6 chia hét cho 191" ma trong biéu dién
thap phan ctia cac s6 d6 khong c6 cac chit s6 0, 1,2, 3.

Loi giai:
Goi @ la s6 tu nhién ma trong bieu dién thap phan ctia né khong chita céc chit
s6 0,1,2,3. Ro rang cac chit s6 a nhu vay 1a vo han. Ta xét day s sau day:

a,aa,aadq, . ..,qaaa . .. q.
—

19111987+1

Dem chia 19" + 1 s6 khac nhau nay cho 191", Theo nguyen li Dirichlet sé
¢6 it nhat hai s6 khi chia cho 191" cho cing s6 du. Gia st hai s6 d6 la:

aaa...a, gaa...a, (n>m).

n so m sO
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Nhu vay:
gaa—d—gaa —a:191
—— ——
n sb m s
hay:
aa. ¢ 000019 (3.7)

(n—m) sd  m s

Vi (10,19) = 1 nen (10™F, 1911°") = 1, suy ra

aaa...q: 19" (3.8)

(n—m) s6

Do a 13 vo s6, nén tir (3.8) suy ra ton tai vo s6 s6 chia hét cho 191" ma trong
biéu dién thap phan clia ching khong c6 cac s6 0, 1,2, 3.0

Vi du 3.6 Chitng minh ring trong 12 s6 nguyén t6 phan biét luon luon chon ra
ducc 6 0, goi 1a a1, as, as, a4, as, ag sao cho

(a1 — az)(ag — a4)(a5 + a6)1800

Loi giai:
Vi ba s6 nguyén t6 dau tién 1a 2,3,5, do d6 trong 12 s6 nguyén t6 phan biet da
cho luon c¢6 it nhat 9 s6 16n hon 5. Vi 1a s6 nguyén t6 16n hon 5 nén:

1. Chin s6 trén khi chia cho 3 ¢6 du 1 hoisic 2. Theo nguyeén li Dirichlet phai ton
tai it nhat 5 s6 dong du véi nhau theo mod 3. Nam s6 nay lai khong chia
hét cho 5. Vi thé trong nam so6 ay lai c6 it nhat hai s6 ma ta c6 thé gia si 1a
ai,as sao cho a; = as( mod 5). Ngoai ra di nhién ta c¢6 a1 = az( mod 3). Tu

do ta co al — a2515.

Mt khéc, ap, a2 cung 1é nén a; — az:2. Do (2,15) = 1 nén suy ra a; — a2:30.

2. Xét 7 s6 con lai : Theo nguyeén 1i Dirichlet ton tai bon s6 dong du véi nhau
theo mod 3. Dem 4 s6 nay chia cho 5 ¢6 hai kha niang x4y ra:

(a) Néu c6 hai s6 chang han ( goi & a3, aq) ma a3 = ayg(mod5). Tit d6 suy
ra ag — aq:5. RO rang ag — aq:3 va az —aq4i2. Vi (5,3,2) = 1 nén ta cé
ag — a4:30. Lay hai s6 as,as bat ki (ngoai ai,as,as,as da chon) thi do

as, ag 16 (do nguyeén t6), nén as + agi2. T do suy ra:

(a1 — az)(ag — a4)(a5 + a6)30302 = 1800
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(b) Néu 4 s6 nay khi chia cho 5 cac s6 du khac nhau 1a {1,2,3,4}.
Gia stt a5 = 1(modb), ag = 4(modb) thi ta co:

as + ag = 5(modb), suy ra as + ag:b

V6i hai s6 con lai as, aq thi 16 rang a3 — a4’3 (theo cach chon 4 86 trén).
Do as,aq4,as,as 1é nén as + ag:2,a3 — aq:2. T dé suy ra as + ag:10 va

az — a4:6.Vay:
(a1 — az)(ag, — a4)(a5 + a6)330.10.6 = 1800.
Té6m lai, ludn ton tai ai,as, ..., as phan biét sao cho:

(a1 — a2)(as — aq)(as + ag):1800.00

Vi du 3.7 Tit mot s6 nguyen duong, ta tac dong hai phép toan sau day:

1. Nhan né véi mot sé6 nguyén duong tuy .

2. Xo4a b céac chit s6 khong trong biéu dién thap phan ctia né.
Chiing minh rang véi moi so6 nguyén duong n , ta c6 thé thuc hien mot day nhing
phép toan nhu trén dé bién n thanh mot sé c6 mot chit so.
Loi giai:

Ta ¢6 nhan xét sau:

"V6i moi s6 nguyeén duong k, déu c6 it nhat mot boi s6 c6 dang: 111...100...0".
Nhan xét duge chitng minh nhu sau:

Xét k+ 1 s6 sau:

1,11,111,...,11...11
—
k+1

Theo nguyeén li Dirichlet c6 it nhat hai s6 trong ching khi chia cho k ¢6 cling
phan du. Hiéu hai s6 nay sé chia hét cho & va ro rang hieu dé c6 dang:

111...100...0.
Nhan xét dugce ching minh.Tré lai bai toan ta dang xét,ta c6 bo dé sau:

B6 dé& 3.1 Véi moi s6 nguyén n cho trude,bing mot sé hitu han 1an thuc hién hai
phép toan nhu trén ta cé thé dua n vé sé c6 dang: 111...1.
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Chiing minh:
Vi n 1a s6 nguyén duong, nén theo nhan xét trén ton tai s6 a = 111...10...0

ma ain. Dat a = k.n = k nguyén duong. Ta tién hanh cac phép toan nhu sau:

1.

2.

Nhan s6 n véi s6 k, khi d6 n bién thanh sé o = 111...10...0.

Xoa bé cac s6 0, khi d6 n bién thanh 111...1.

Bo6 dé dugc chiing minh.
Nhu vay cho trude s6 n,bang phép toan trén ta dua n vé s6 c6 dang 111...1.

1.

2.

9.

10.

Ta nhan s6 111...1 véi 82 va duge s6 911...102.

Thuec hién phép xo04a s6 0 ta duge s6: 911...12.

. Thuec hién phép nhan sé nay véi 9 ta duge s6:820...008.

Thuec hién phép xo04a s6 0 ta duge s6: 828.

Thuyc hién phép nhan s6 nay véi 25 ta duge so: 20700.
Thuec hién phép xo4a s6 0 ta dude sb: 27.

Thuyc hién phép nhan s6 nay véi 4 ta duge so: 108.
Thuec hién phép xo4a s6 0 ta dude so: 18.

Thuyc hién phép nhan s6 nay véi ta duge so: 90.

Thuec hién phép xo4a s6 0 ta duge so: 9.

Vi 86 9 1a s6 ¢6 mot chit s6 va phép toan ding lai ¢ day.
Nhu vay v6i mot so6 nguyén duong tuy ¥ ta luon cé thé thuc hien mot day hitu
han nhitng phép toan da cho dé bién n thanh s6 c6 mot chit s6.00

Vi du 3.8 Xét tap M gom 2003 s6 nguyén duong phan biét sao cho khong c6 s6
nao trong chung cé wdc nguyen t6 16n hon 23. Chiing minh rang M chita mot tap
hop con gom 4 phan tit ma tich ctia 4 phan tit nay 13 luy thita bac 4 clia mot s
nguyen.
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Loi gii:
Vi chi ¢6 9 s6 nguyen t6 khong 16n hon 23 la:

p1=2,pr=3,p3="5,pa="7,ps = 11,ps = 13,p7 = 17, pg = 19, pg = 23.
Vi thé trong mdi phan tit & clia tap hop M (tir gid thiét) déu c6 dang:

k=phlph? . Ped. (3.9)

O day k; la cac s6 nguyen khong am v6i moi i = 1,9.V6i mdi phan td & clia tap
hop M ta gan tuong tng v6i mot day (a1, z9,...,29), trong d6 z; = 0 néu s6 mi k;
clia p; trong (3.9) 1a chdn va z; = 1 néu k; 1&. Tap hop cac day (z1,x,...,29) trong
d6 z; =1,i=1,9 gom 29 phan ti.

Theo nguyén 1i Dirichlet moi tap hop con chita khong it hon 27 + 1 phan tit clia
M chita it nhat hai s6 nguyén phan biét (ta goi chung 1a ay,b1), trong d6 ay,b; cuing
ung v6i mot day 71,73, . . ., Tg nao do, tic la:

_ k1 k2 k9

k2 k9

by =pitp
Do ay, by cung tng véi mot day chung 71, 73, . . ., Tg nao d6 nén k;, k; c6 cung tinh
chén 1é Vi = 1,9. T d6 ta co:

k1+k1, k2+4-k2 K94k __
Dy =

a1by = pj D5 2.

No6i cach khéc di ta 1ay di mot cap nhu thé tir tap M, thi con lai 2003 -2 > 2741

On

s0.
Ap dung lan nita nguyen li Dirichlet va tiép tuc 14y di nhing cip nhu thé cho
dén khi con lai 27 + 1 s trong M.
Dé ¥ ring 2003 > 3(2 + 1), vi 3(269 + 1) = 1539, nén ta c6 thé lay di 269 + 1
cap (a,b), lic do6 s6 con lai ctia M van la :

2003 —2(22+1) = 977 > 513 =27 + 1.

Xét 22 +1 cap lay di (ting v6i mdi cap a;, b;) ta c6 a;b; = c2. Ta c6: ¢; = \/azb;. SO
¢; khong thé chita cac thita sé nguyen t6 khac py, pa,...,pg (do cac a;,b; ciing nhu
vay). Vi vay lai theo nguyen i Dirichlet thi ton tai it nhat mot cap (c;,¢;) sao cho
ci.c; = d?, voi d la cac sd nguyen, suy ra:

4 _ 2 2 1 .
d —ci.cj—al.bz.a].bj.D
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Vi du 3.9 Cho truéc 20 s6 tu nhién a1 < az < ag < --- < agg khong vugt qua 70.
Chiing minh ring gitta cic hieu a; — ai(j > k) luon tim duge it nhat 4 hiéu bang
nhau.

Loi gii:
Gia st két luan ctia bai toan khong dung, khi d6 néi rieng trong 19 hiéu sau:

azp — aig,ai9 — aig,...,a3 — az,az — ai

khong c6 boén sé6 nao bang nhau. Do d6 lai néi rieng trong 19 day s6 do6, moi so
1,2,3,4,5,6 c6 mat khong qua 3 lan.

Tu do trong 19 s6 Ay phai 16n hon 6 (that vay, néu moi s6 déu nhé hon hoac
bang 6, thi theo nguyen i Dirichlet phai c6 it nhat 4 s6 bang nhau). Mot cach hoan
toan tuong ti, ta thay ngay c6 3 trong 18 s6 con lai phai 16n hon 5, 3 trong s6 15
s6 con lai phai 16n hon 4, .... Vi thé:

(ag0 — arg) + (a19 —a1g) + -+ (ag—a1) >7+3(6+5+4+3+2+1)="70

Suy ra: asg — a1 > 70. Mat khac:

1 < a; <70V = T, 20.

asp —a; > 70 —1=69.

Ta nhan duge mau thuan. Vay gid thiét phan ching la sai.0]

Vi du 3.10 Tap hop cac s6 1,2,3,,...,100 duge chia thanh 7 tap hop con. Chiing
minh rang it nhat & mot trong cac tap con ay tim dudc 4 s6 a,b,c,d sao cho
a+b=c+dhodcbasbe,f, gsao cho e+ f =2g.

Loi giai:

Theo nguyén 1i Dirichlet suy ra c6 it nhat mot tap hop con chita khong it hon
15 phan tit (vi néu trai lai tat ca cac tap con chita khong nhiéu hon 7.14 = 98 phan
tir. Do 98 < 100 nén sé dan dén mau thuan). Xét mot cip so (a,b) trong d6 a > b
cua tap hgp nay.

Ung v6i mdi cap (a,b) nay ta xét hieu a — b (rd rang a — b > 0). Vi tap nay c6
khong it hon 15 phan tt, nén ta nhan duge khong it hon C% hieu, (tic 1a khong it
hon 105 hiéu).

Do cac s6 ctia tap con déu thuoc tap hop {1,2,...,100} nén cac hiéu néi trén
thuoc tap hop {1,2,...,99}. Vi thé lai theo nguyén li Dirichlet suy ra cac hiéu
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trén phai c6 it nhat hai hiéu bang nhau. Gia sit hai hieu d6 tuong ting véi hai cap
(a,b),(c,d), (a # ¢, (b#d)), sao chob—a=d—c. Tu do6 tacod: a+d=0b+c.Néu
a = d (hoic b = ¢; chti ¥ nhiing su bang nhau khac khong thé xay ra do a # ¢, b # d),
thi b+ ¢ = 2a hoac d+a = 2b. O

Vi du 3.11 Chting minh rang tit 52 s6 nguyen bat ki luén cé thé chon ra duge hai
s6 ma tong hoac hiéu clia chiing chia hét cho 100.

Loi gidi: Tat ca cac so du trong phép chia cho 100, dugc chia thanh ting nhém
nhu sau:
(0},{1,99}{2,98} ..., {49, 51}, {50} .

Vi c6 tat ca 51 nhom, ma lai c6 52 s6, nén theo nguyén 1i Dirichlet gitta ching
phéi ¢6 hai s6 ma cac s6 du trong phép chia cho 100 roi vao mot nhém. Hai s6 nay
14 hai s6 can tim vi néu s6 du ctia ching bang nhau thi hiéu ctia ching chia hét cho
100, con néu sé du ctia chiing khac nhau thi tong ctia chiing chia hét cho 100. O

Vi du 3.12 Chiing minh réng tit tap hop tuy ¥ gom n sé tu nhién luon tach ra
duge mot tap hop con (khac réng) chita cic s6 ma tong clia ching chia hét cho n.

Loi giai:
Gia st v6i mot tap hgp ndo do chia cac s6 ag,as,...,a, ma khong thod man
khang dinh ciia bai toan.Khi d6 khong c6 s6 nao trong céc so :

S1=a1,S =a1+as,....,S,=a1+--+ay

chia hét cho n. Vi s6 cac s6 du khac khong trong phép chia cho n 1a n—1, nén theo
nguyeén i Dirichlet ta tim duge hai s6 S; va Sj(1 <i < j < n) ¢6 cung s6 du. Suy
ra hiéu S; — S; = a;_1 + - -+ a; chia hét cho n. Diéu nay mau thuan véi gia si noi
tren va khang dinh clia bai toan duge chiing minh.0J

Vi du 3.13 Choay,as,...,a, lanhing s6 nguyén khac nhau trong khoang [100, 200],
ma ching thoa man:
a1 +as+---+a, > 11100

Chting minh rang gitta cac s6 nay c6 it nhat mot s6, ma viét né6 6 dang thap
phan c6 it nhat hai chit s6 giong nhau.

Lai giai:
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Chtng ta 1ap danh sach cac s6 trong khoang [100, 200],ma chiing viét ¢ hé thap
phan it nhat c6 hai chit s6 trung nhau:

100,101,110,111,112,113,114,115,116,117,118,119,
121,131,141,151,161,171, 181,191, 199, 200.

Tong clia tat c cac sd néi tren 1a 4050. Mit khac tong ciia tat ca cac sd nguyen
trong khoang [100, 200] la: 15150.Néu trong nhiing s6 da cho 1a: a4, ..., a, khong c6
s6 nao trong danh sich trén, thi a; +ao + ... a, < 15150 — 4050 = 11100, diéu nay
vo li. Nghia 1a trong cac so ai,...,a, c6 it nhat mot s6 viét & co s6 10 c6 it nhat
hai chit s6 tring nhau.[

Vi du 3.14 Cho M la tap hop bat ki gom 10 s tir nhién, mdi s6 khong 16n hon
100. Ching minh rang ton tai hai tap hop con ctia M ma téng clia cac phan ti
trong chiing bang nhau.

Loi giai:

C6 thé chitng minh néu ton tai thod man két luan ctia bai toan, thi ta c6 thé
chon dudc hai tap con cling tinh chat iy nhung khong giao nhau. That vay, cho
X,Y 1a hai tap con ctia M c6 tong cac phan ti bang nhau. Ching ta ki hieu X;
gom cac phan t1t cia X ma khong thuoc Y. Tuong ti nhu vay Y; gom cac phan ti
ctia Y ma khong thudc X. R6 rang X; va Y] ¢6 tong cac phan tit bang nhau ma
khong giao nhau. Goi A 1a tap hop moi tap hgp con khac rong ctia M. S6 luong
phan tit ctia A la: 210 — 1 = 1023. Ching ta xét tong S cac phan ti ctia mot tap
hgp con nhu vay, ro rang :

S <91 +92+---+4 100 < 10.100 = 1000.

Nhu vay ton tai khong qua 1000 tong khéc nhau. Ki hieu B la tap hgp tat ca
cac tong nhu vay. Do d6 s6 luong phan ti ctia B nhé hon 1000 va nhé hon s6 lugng
phan ti cia A. Dat tuong ting mdi phan ti cia A véi tong cac phan tit ciia né. Ta
thay rang c6 thé ap dung nguyen li Dirichlet ¢ day. Suy ra ton tai it nhat hai tap
con khéc nhau c6 cling mot tong cac phan tit.C]

Vi du 3.15 Chiing minh ring ton tai nhitng s6 nguyén a,b va ¢ khong dong thoi
bang khong va gia tri tuyét doi clia moéi s6 khong vuot qua 1000000, thod méan
a+bvV2+ V3| < 1071

L&i giai:
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Dt S 1a tap hop ctia 108 s6 thue r + sv2+ V3, Vr,s,t € {0,1,2,...,105 — 1}
va dat d = (1+ v2+ dv/3).10°.
Khi d6 méi 2 € S thi 0 < 2 < d.Chia doan nay thanh 10® — 1 phan bang nhau,

~ d N )
moi doan nho ¢6 do dai e = 181 Theo nguyén 1i Dirichlet ton tai hai so trong

108 s6 ctia S nam trong ciing mot doan nhé. Hiéu clia hai 6 nay 1a a + bv/2 + ¢v/3
. 107

d6 chinh 1 cac s6 a,b v c vie < 100 10~11.0

Vi du 3.16 Chiing minh rang v6i mot s6 tir nhién bat ki ,ton tai mot s6 c6 dang

111...000 ma chia hét cho n.

n

Loi giai:
Chiing ta xét nhitng s

1,11,111...,111.. . 111
—_

n SO

va nhitng s6 du khi chia day s6 trén cho n. Vi day s6 da cho gom n phan tit, nén s
du duong khéc nhau khi chia chiing cho n c6 n — 1 phan ti. C6 thé gia thiét khong
c6 mot s6 nao trong day trén chia hét cho n vi néu ngudc lai thi bai toan da dugc
gidi. Khi d6 sé c6 hai s6 trong ching, vi du:

111...111 va 111...111, (I > k)

~~

k sO l sO
ma khi chia chiing cho n sé& cho ciing mot s6 du. Do d6:

l—k=111...1000...0
S N——

I—Fk sb k sb
sé chia hét cho n.[d

Vi du 3.17 Cho p 1 s6 nguyeén t6 16n hon 5. Chitng minh ring ton tai mot s6 c6
dang 111...11 ma chia hét cho p.

Lai giai:
Ta xét day s :
111,111, .. 111...1.
—_—

p sO
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Néu trong day trén khong c6 sé nao chia hét cho p, thi ta cho tuong tng mdi s6
v6i s6 du ctia phép chia. Tap hop cac s6 du chico 1,2,3,...,p— 1 gom p — 1 phan
tit (vi 0 khong thé c6 trong tap nay).

Nhung vi chiing ta c6 p s6 ¢ dang trén, nén theo nguyén i Dirichlet ton tai hai
sO ¢6 cling s6 du. Gia st cac s6 do la:

111...1 va 111...1 (m > n).
—_— ==

m sb n sbd
Khi dé: 1 <n <m < p. Vay:

111...1—-111...1=111...1000...0=111...1.10".
£ % % % %

tich nay chia hét cho p vi (p,10) =1, suy ra 111...1 chi hét cho p vA né ciing nam

trong day trén. Ma 1 < m —n < p mau thuan véi gid thiét khong cé s6 ndo trong

day chia hét cho p.00

Vi du 3.18 Tit tap M chon mot cach bat ki 27 + 1 s6 .Chitng minh rang ton tai
hai s6 trong tap vita chon ma tich clia chiing 1a mot sé chinh phuong.
Loi gii:

Nhan xét rang moi s6 tir nhién

a1, 02

T =P1 Py Py

14 s6 chinh phuong khi va chi khi tat cd cac s6 mil déu chin.Ching ta bic¢u dién
moi s6 da chon véi dang & trén va cho tuong ting véi bo n -so:

(o1, a2, ...,00).
O day
a1, 002,...,0n
14 cac s6 du clia cic s6 mil tuong ing aq, a9, . .., a, khi chia cho 2.
Ro6 rang @; =0 hoac a; = 1,V1 =1,2,...,n..
Vay
(o1, 22,...,an)

1a bo sap thit tir gom n s6 0 va 1.
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Theo Iy thuyét t6 hop ,tat ca n -bo nhu vay c6 s6 luong 1a 27, con cac s6 ta dang
x6t c6 s6 luong 1a: 27 + 1. Nhu vay it nhat c6 hai s6 trong chting c6 cting bo sap xép
gom s6 0 va 1 gidng nhau. Gia st cac s6 d6 1a: @ = p{*p2 ... per vay = pl'pi? .. ph
v6i chung c¢6:

(Oé_l,Oé_Q,...,Oz_n) - (ﬁbﬁ%"'aﬁn)

Ding thitc sau ciing c¢6 nghia la :

@ = fi,i=1,n.

Do d6 cac s6 mil @; va §; c6 cung tinh chén 1é nhu nhau véi bat ki i = 1, n. Khi
do:
ar + B, e + P2, .. an + Bp

1& cac s6 chin va theo nhan xét ban dau tich:

B1 B2 Bn

zy = PPy o) () Py ), B

?1+ﬂlp;€2+52 e

)=p
dtng 1& s6 chinh phuong.0

Vi du 3.19 Chiing minh ring giita n + 1 s6 trong tap hop M c6 thé chon dudc
mot vai s6 ma tich clia chiing 14 mot sd chinh phuong.

Cho 1, 29, . . ., z, la nhitng s6 bat ki ctia M. V6i moi tap con khac rdng {iy, is, .. .15}
cia tap hop {1,2,...,n+ 1}, ching ta xét cac x;1, 22, . .., 74, tat nhién s6 nay cling
thudc M.

Biéu dién cac sd nay theo dang chuan va mdi tap con {iy,is,...i;} cho tuong
ing v6i n -bo

(o1, a2, ...,00).
O day
1,09, ...,0p
14 s6 du clia cac sO mil tuong ng o1, as, . .., a, khi chia cho 2.

N

Nhung s6 lugng nhitng tap con khac rong ctia {1,2,...,n+ 1} 14 27! — 1, con
so luong cac n -bo sap gom nhitng s6 0,1 va 27 .

Suy ra ton tai nhiing tap con khac rong khac nhau {i,ia,...ix} va {j1,72, ... jr}
ciia {1,2,...,n+ 1}, ma ching tuong ting v6i cing mot n -bo sap clia nhitng s6 du.

Diéu nay c6 nghia la néu :

a1« an
Ti1Ti2 .. Tig = PPy D"
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T2 ... T = pflpg2 . .pg"

thi s6 mii oy va §3; c6 ciing tinh chén 1é véi i = 1, k.

Diéu nay c6 nghia la tich ctia nhing sO i1z ... 2y vaxjizjs ...z, 1a chinh
phuong. Néu {iy,i2,...i;} va {j1,J2,...j,} khong c6 phan tit chung, thi bai toan da
dugce giai.

Truong hop ngugc lai, trong P = z;1, 240, ..., T va xj1, 242, . .., T 1ap lai dang
nhitng s6 x, ma s thuoc {i1,is,...i,} va {j1,j2,...j,}. Ching ta loai trit trong P tat
cA nhiing z, nhu vay va nhan duge tich ctia vai so trong sb6 z1, 29, ..., 7,11 MA N6

dtng 1& s6 chinh phuong.0

Vidu 3.20 Cho k£ > 1 vd n > 1 la nhitng s6 ty nhién va A 14 tap hop gom
(k—1)n+ 1 s6 nguyen duong, moi s6 nay déu nho hon hodc bang kn. Chitng minh
rang it nhat c6 mot phan ti ciia A c6 thé biéu dién nhu tong clia k phan ti trong
A.

Loi giai:

V6i k = 1 bai toan hién nhién dang, ching ta gid thiét & > 2. Ki hieu m 1 s6
nho nhat thuoc A. Dé thay rang m < n va ton tai ding n —m s6 thudoc A ma ching
16n hon m nhung khong vugt qua kn.

Dé chitng minh bai toan ching ta tim hai s6 = va y thuoc A sao chox =y + (k —
1)m, nghia 1a bicu dién mot s6 nao dé thude A thanh tong k sé hang thuoe A trong
d6 k—1 s6 hang bang m. Chi can tim s6 = thuoc A ma z > (k—1)m vaz— (k—1)m
thuoc A.

That vay, trong khoang A = ((k — 1)m, kn) c¢6 kn — (k—1)m = k(n —m) +m s6
nguyen. Vi k > 2, nén(k — 1)m > m, theo nhan xét ban dau suy ra c6 nhiéu nhat
n-m s6 trong A khong thuoc A. Diéu nay nghia 1a A chia it nhat s = k(n —m) +
m—(n—m) = (k—1)(n—m)+m sd. Nhung s > n ,vi (k—2)(n —m) > 0. Goi
ai,as,...,as thuoc A, véi

(k—1)m <a; <kn,i=1,s.
Khi d6 nhing hiéu
a; — (k—1)m,as — (k—1)m,...,as — (k—1)m

la nhitng s6 nguyén khac nhau trong khoang [1, kn]. Néu mot s6 nao d6 trong ching
khong thuoc A, thi theo nguyén li Dirichlet chiing ta nhan dugc s <n—1 , vi ngoai
A con dang n — 1 s6 trong khodng nay. Nhu vay trai véi bat dang thic da chiing
minh s > n. Suy ra ton tai mot hiéu a; — (k — 1)m thuoc A.0J
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Vi du 3.21 Cho x1, 72, 73,...,2, la nhitng s6 thuc va 22 + 22+ -+ 22 = 1. Chiing

minh rang véi moéi s6 nguyen k, k£ > 2, ton tai nhitng s6 nguyén ay, as, . .., a, khong
dong thoi bang khong sao cho |a;| < k — 1,7 = 1,n v thod man bat phuong trinh
sau:

(k—1)vn

jarer + agwa + - -+ apin| < Fmm—

Loi giai:
Chiing ta st dung bat dang thitc Cosi-Buniakovski-Svars:

o+ anly o b anf] < yJod ka2

ding v6i moi s6 thuc aq, oo, ..., o, B1, B2, . . ., Bp, dau bang xay ra khi va chi khi ton
tal mot s6 A sao cho a1 = A\f1, a0 = A2, ..., an = \y.

Bay gio chiing ta xét cac so :

y0=—k71,y1=—k—21+1,---,yk—1=—k—1+(k‘—1>:k—1

S6 luong ciia ching 1a & va hiéu ting cap trong ching 1a cic s6 nguyén, ma
gia tri tuyet doi ctia né khong vugt qua k — 1. Mdi bo sap xép n -thanh phan:
B = (b1,ba,...,by), & day b; 1a mot s6 nao do6 trong y1,y2, ..., ys, (i = 1,n), ching ta
dat tuong ting v6i moi 6 Sg = bizy + baxg + - + by,

Tt bat dang thitc Cosi:

Sg:blx1+bzx2+---+bn:ﬂng\/b§+b§+---+b,% x3 4 a3+ 41l

= R0

kE—1

Nhung .1 =1,n sao cho:

\SB\S\/b%+b§+-~-+b%§%1\/ﬁ

hoac la: — P
—%.\/ﬁ < S5 < %\/ﬁ

Theo phuong phap nay n-bo 3 = (by,bs,...,b,), 6 day b; 1a mot trong cac sb

Yo, Y1, - - - Yk—1,0 = 1,n
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duge dit tuong ting véi bo s6

Sg = biry + bowg + -+ - + by

trong doan
A _k—l\/ﬁ’k—l\/ﬁ ‘
2 2
S6 luong n - bo dude sap xép 1a k. Chia A ra k" — 1 doan nhé vé6i do dai
k—1
kn—1 vn

Tt nguyeén 1i Dirichlet suy ra ton tai hai n - bo

B = (b1,ba,...,by)

Y= (01,02,...,Cn),

Sﬂ =bix1 + boxs + -+ bpxy

Sy = c1w1 + o2 + - -+ Ty

tuong ng v6i ching nam trong ciing mot doan nhé. Diat a; = by — ¢1,a2 =
by —ca, ..., an = by — cn. D& kiém tra dudc ay, as, . .., a, thod man diéu kién da cho.
That vay, v6i moi i = 1,n 6 a; = b; —¢; 1a hiéu clia hai s6 nao dé trong yo, y1, . .., Ys_1
nhu da noéi ¢ trén va 1a s6 nguyeén khong vuot qua & — 1 .Vi hai n - bo trén khéc
nhau hoan toan thi it nhat mot trong cac s6 a; = b; — ¢; khac khong .

Ngoai ra:

b1y + bowg + -+ - + bpan| = |21 (b1 — 1) + 22(b2 — c2) + -+ - 4 @n(by — )|

E vn.O
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Chuong 4

Ij’ng dung nguyén li Dirichlet
vao cac bai toan khac

O chuong II va chuong III chung ta da thay diéu thd vi cta viec 4p dung
nguyén li Dirichlet dé gidi cac bai toan hinh hoc t6 hop va s6 hoc. Chiing ta con sé
thay dieu thu vi d6 qua mot sé bai toan khac sau day, dé thay dude ting dung to
16n ctia nguyén 1i Dirichlet.

Vi du 4.1 Gia st trong tap hgp hitu han X chon ra 50 tap hgp con Ay, Ao, ..., Asg
sao cho mdi tap con chita hon mot nita phan ti clia tap X.Chitng minh ring c6 thé
tim dugc tap con B ¢ X khong chita nhiéu hon 5 phan tit va c¢6 it nhat mot phan
chung cho céac tap hop Aj, As, ..., Aso.

Loi giai:

Gia st s6 cac phan trong tap X bang n. M6i tap hop con duge chon Aq, As, ..., Asg

n N 2 Z N Z

chita khong it hon 5 phan ti, ¢6 nghia la tong so cac phan tit ciia tat ca cac tap
n
5=
thudc khong it hon 26 tap con da chon.

Tuong ti ta chiing minh v6i gia tri bat ki & < 50 gitta cac tap A1, Ai, ..., A

nay vugt qua 50. 25.n. Theo nguyén i Dirichlet thi ton tai mot phan ti ciia X

2
tlr ctia tap hop X ma no6 thuoc khong it hon 26 tap (phan ti nay sé la mot trong
5 phan tt ctia tap hop B). Ta loai ra 26 tap ma chita phan tit dang xét. Khi do
tim duge mot phan tit thude it nhat 13 tir 24 tap con lai. Ta loai 13 tap nay ra,
khi d6 gitta 11 tap con lai tim duge mot phan tit thuoc khong it hon 5 trong s6 cac
tap hop. D6i v6i 5 tap con lai tim duge mot phan tit thuoc khong it hon 3 trong s6

c6 thé chon ra khong it hon F} + 1 tap hop chita cing mot phan tit. Ta lay phan

42
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ching . Va cudi cing ton tai mot phan tit thuoc hai tap cudi cing. Nhu vay ta tim
duge khong nhiéu hon 5 phan t1t ctia tap X (c6 the it hon vi mot vai phan tit sé
trung nhau), ching sé tao thanh tap B. Ngoai ra mot tap bat ki tir Ay, Ag, ..., A5
chita it nhat 1 trong cic phan ti d6.00

Vi du 4.2 Déi v6i mdi gia tri n € N | hdy tim s6 & 16n nhat & € N thod man tinh
chat sau: Trong tap hop gom n phan ti c6 thé chon ra k tap hop con khac nhau,
sao cho hai tap con bat ki déu c6 giao khac @.

Loi gii:
Cb6 dinh phan tit a; ctia tap X = {a1,az, ..., a,} va chi xét cac tap con chiia phan
tlt a1. SO cic tap hop nhu vay bang s6 cac tap con clia tap X = {a1,a9,...,a,},

nghia 13 bang 271

Suy ra k > 2"~ Mit khac gia sit da chon duge hon 277! tap con ctia X Ta chia
tat ca cac tap con ciia X thanh 277! cap dugc tao bdi tit mot tap con ciia X va
phan bt clia n6. Theo nguyeén 1i Dirichlet c¢6 it nhat 2 tap con da chon tao thanh
1 cap, suy ra ching khong giao nhau. Vay k& = 2"~1.0

Vi du 4.3 Cac ham s6
fyg,h:N—N

thod man ba dieu kién sau:
1. Ham h(n) khong nhan gia tri nao tai nhiéu hon mot diem n € N.
2. Tap hop gia tri ham s6 g(n) 1a N.
3. f(n)=g(n)—h(n)+1,neN.
Chiing minh rang dong nhat thitc f(n) = 1,n € N 1a dung.
Loi giai:
Ta chiing minh dong nhat thiic g(n) = h(n),n € N.Tt d6 va diéu kién (2) sé dan

dén:
F(n) = g(n) — h(m) + 1= L,neN.

V6i bat ki n € N ta co:

h(n) = g(n) + 1= f(n) < g(n)svif(n) > 1

Gia stt rang, v6i gia tri nao dé n € N dang thiic g(n) = h(n) khong ding, khi do
h(n) < g(n) = k.
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Theo di¢u kién (2) ta tim cac s6 ny,no,...,np_1 € N, dé sao cho g(n;) =i,i =

1,k —1. Bdi vay mdi s6 trong k s6 h(n1),h(ns),..., h(ng_1), h(n) thuoc vao tap hop
{1,2,...,k—1}, do d6 theo nguyéen li Dirichlet ham s6 h(n) nhan gia tri ndo do6
nhié¢u hon mot 1an, diéu nay trai véi diéu kien (1). Khang dinh duge chiing minh.O

Vi du 4.4 Cho day s6 nguyén ug,us, ..., u,,v6i n > 2. Chitng minh rang ton tai
day con wugy, ugo,. .., g, trong do

1<ki<ko<---<k,p,<n

sao cho:
upy + Uy + U

Loi gii:

Xét n+1 so:
chia cac s6 nay cho n, thi ching c6 nhiéu nhat n s6 du. Theo nguyén li Dirichlet
ton tai hai s6 c6 cting s6 du, gid st d6 1a :

u%-l—---—i—u? Vau%-l----+u%,0§j<k:§n
c6 nghia 1a so:
(u%#——i—u?)—(u%#——i—ui)
chia hét cho n hodc:
Ujpl + Ujp2 + -0+ ug

chia hét cho n.

Day con phai tim 1a wji1, ujyo,. .., up.0

Vi du 4.5 Cho z1,29,23,... 1a diy vo han cic s6 nguyén va k 1a mot so6 tu nhien
bat ki. Chiing minh rang ton tai diy s6 gom nhitng phan tit lién tiép ctia day, ma
tong ctia chiing chia hét cho k.
Loi gii:

Chiing ta c6 thé gisi han lai, giita moi bo k phan t lién tiép ctia day co thé
chon dugc mot sé phan ti ¢o tinh chat mong mudn. Dé don gian ta xem xét k phan

t dau tien: xq, zo, ...,z . Ching ta xét tong:

S1=x1,5 =x1 +x2,53 =11 + w2+ 23,..., S, =11+ 12+ - + 7.
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Néu mot tong nao dé trong so tren chia hét cho k, thi bai toan duge giai. Ngudc
lai, cac 86 S1, Sa, . . ., Sk, (c6 56 lugng k) khi chia cho k duge cacsé du: 1,2,3, ..., k—1.

Tt nguyéen li Dirichlet suy ra c¢6 mot cip chi s i va j, 1 <i < j <k, mi cac
tong S; va S;j cho cing mot s6 du khi chia cho k. Khi d6 tong cac phan ti lien tiép:
Tit1,Tni2, ..., r; cla day da chia hét cho k, vi zj41 + 2pio + -+ 25 = 55 — 5.0

Vi du 4.6 Cho diy vo han cac chit s6. Chiing minh rang v6i moi s6 tu nhién n,
nguyén to cling nhau véi 10, trong diy vo han trén ton tai mot nhém chit s6 lien
tiép, ma sb tao bdi cac chit 86 trong nhém (viét theo thi tu chi s6 16n ding trudc)
chia hét cho n.

Loi giai:
Cho day céc chit s6 a1, a2, ..., an,,... . Ching ta xét cac sd

Aq =a_1,A2=a2a1,...,An=anan_1...a1,An+1 =dap+1..-041

Vi s6 lugng nhitng s6 nay 1a n + 1, con s6 luong kha nang ciia s6 du khi chia
chiing cho n 1a n, nén theo nguyén 1i Dirichlet ton tai it nhat hai s6 cho cuing s6 du
ta ki hiéu ching la A; va A;, (i < j).

Khi d6 hiéu Aj — A; chia hét cho n. Hay noéi cach khéc:

Aj—Ai:aj...al—ai...al :aj...ai_1.10j_z+1.

Vi (n,10) = 1 nén @; - -a;—1 chia hét cho n.0J

Vi du 4.7 Mot hoi toan hoc bao gom cac thanh vién & 6 nude. Danh sach cac hoi
vien gom 1978 nguoi duge danh s6 bao danh tir 1 dén 1978. Chiing minh riang ton
tai it nhat mot hoi vien c6 s6 bao danh gap doi s6 bao danh ctia mot hoi vien khéc
ciing nudéc, hodic bang tong hai s6 bao danh ctia hai hoi vién cling mot nuée véi
minh.

Loi giai:

Tt 329.6 < 1978 suy ra mot trong cac nuée (ki hiéu la A) c¢6 khong it hon 330
dai biéu trong hoi va ching ta c6 thé viét s6 bdo danh a1 < as < --- < agz < ....
Chiing ta xét nhitng hi¢u:

x; —aszo — ai, 1 = 1,329.

Néu c6 mot s6 z; nao dé trung v6i a; (s6 bdo danh ctia mot dai bieu ctia A) thi
chung ta c6 as3p = a; + aj. Bai toan da ching minh xong.

Néu z; # a; thi v6i moi i, , thi s6 2; 1a s6 béao danh ciia mot dai biéu thuoc 5
nude con lai. Bay gio, vi 65.5 < 329, thi it nhat c6 mot trong 5 nuée nay (ki hicu
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1a B) sé ¢6 khong it hon 66 thanh vien, ma s6 bao danh ctia ho 14 mot trong céc
8611’1, x2,...,2329.

Cho cac s6 d6 1a by < by < --- < bgg < ... Vi b; = x,,,i = 1,66. Chiing ta lai xét
hiéu

y; = b — bi, i = 1,65.

Néu trong mot hiéu nao dé trung véi sé6 bao danh b; ctia mot dai bieu nuée B
thi bes = b + b;. Néu véi hai s6 i va k nao do ching ta c6 y; = ag, thi

ak = b66 - bl = Tngg — Ln; — A330 — Gngg — (CL330 - ani) = Qp; — Qngg

hoac 1a ay, = age + ag.

Néu hai truong hop trén khong xay ra, thi nhitng s6 bao danh nay sé 1a s6 béo
danh ctia dai biéu 4 nuée con lai va suy ra it nhat mot trong cac nude nay cé s6
hoi vién it nhat 14 17 véi s6 bao danh y; . Tiép tuc qua trinh nhu vay va lip lai li
luan trén ching ta c6 két luan ctia bai toan.O

Vi du 4.8 Gid stt a va z 1a hai s6 ty nhién thuyc sy 16n hon 1 va (z,a—1) = 1. Day
s6 vo han wu,, dudc xac dinh nhu sau:

Up =az" —a+1,n=12,....

Chiing minh rang trong day s6 néi trén chita vo han s6 doi mot nguyéen to cling
nhau.

Loi giai:
Gia thiét phan chiing trong day s6 chi ¢6 hitu han 6 w;,, us,, . .., u;, nguyén to
cung nhau.
Dit ¢ = uj, ug, ... u;, . Xét g+ 1 86 sau: a,ar,ax?, ..., axl.
Theo nguyén i Dirichlet ton tai hai s6 nguyén r va s sao cho 0 <r < s < ¢ va

2

az” = az®(modq) = az” — az® = 0(modq)

hay:
az" (1 —2°7") = 0(modq). (4.1)

Theo gia thiét ta c6 (r,a — 1) = 1 nén suy ra

(az", u;) =1,¥j =1, k. (4.2)

Tt (4.2) suy ra:
(a2, q) = 1. (4.3)
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Tu (4.1) va (4.3) ta c6:

27" = 1(modq) = 2*" =1lq¢+ 1,1 € N.

Xét s6:
Uiy, = ar® " —a+ 1.
Vay:
i, = a(lg+1—a+1). (4.4)
T (4) ta co:
(uik+j>uij) = 1,V] - H (45)

Hé thiic (4.5) chiing t6 ring luon c6 thé bo sung them vao bo so:
q = Uiy Uiy - . . Ugy,

cic sO mdi, ma bo nay van thod man diéu kien: Bat ki hai s6 nao ciing nguyén t6
ciing nhau. Diéu nay c6 nghia la trong day u, da cho c6 vo han s6 doi mot nguyen
to cting nhau.0

Vi du 4.9 Cho {u,} & diy cac s6 tu nhién ting dan:
u <ug <ugz <...

va thod man dieu kién:
up = L, upyr < 2n,Vn € N.
Chiing minh rang v6i moi s6 tu nhién n ton tai cac sd hang u, va u, cliia day
sao cho u, —uy = n.

Loi giai:
Gid st n € N la s6 tu nhién cho trude. Tu gid thiét suy ra mdi s6 hang:
Uy, U2, U3, . . ., Upt+1 Khong vugt qua 2n.
Xét tap hop 2n s6 ty nhién sau {1,2,...,2n}. Chiung chia tap hop nay thanh n
cap:
(L,n+1),(2,n+2),...,(n,2n).

Do tap hogp trén chita khong it hon n + 1 phan tit ctia day u, da cho (vi noi
riéng uy, uo, . . ., u,+1 da thudc tap hop éy), vay theo nguyén li Dirichlet ton tai hai
6 hang khac nhau u, va u, cia day thuoc vao mot cap (gid st u, > uy).

Nhung hiéu s6 ciia mdi cap déu bang n nén ching ta co :

up — ug = n.l
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Vi du 4.10 Cho uy, k= 1,n 1a day s6 tu nhién sao cho:

1<y <ug < <y

up +us + -+ u, = 2n.

Chting minh rang néu n chin va u, # n+ 1, thi tit day trén luon chon ra dugc
mot day con ma tong cac so6 hang ctia day con dé bang n.
Loi giai:

Dat

Sy =up +us+ - +up, k=1,n.

Xét n+ 2 s6 {0,u1 — un, S1,59,...,5,}. Theo nguyeén 1i Dirichlet thi it nhat hai
s6 khi chia chia cho n ciing phan du.Vay chi ¢6 4 kha nang sau day:

1. (u1 — uy) chia hét cho n.

Do:
wp +ug + -+ u, > nup = 2n > nu = ug < 2.

(a) Néu u; = 2 thi tu

I1<up <upg <--- <y,
va
up +us+ -+ u, =2n
suy ra:
Uy = ug = = Uy, = 2
Do n chan nén n = 2m .Vay:
U =Uy =" =U, =2Mm=n

(b) Néu uy < 2 thi tit 3 — u, chia hét cho n, suy ra u, = 1 hodc 1a u, =
1+ n(do u; nguyén nén u; = 1 va 1 < u, < 2n suy ra duge két luan trén

).

Nhung w, # n + 1 suy ra u; = 1. Mat khac:

1<u <ug <+ <y,

Vay thi

I

I
=
S
L

I
—_

Uy = Uz =
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Suy ra uy +ug + -+ 4+ up = n, vO Ii.
Nhu vay trong truong hop nay ta chi ra ton tai day con ui,us, ..., un
n

saochou1+uz+-~-+umvéim:§.

2. S; — S;,j > i chia hét cho n
Ta co

Sj—SZ’:qu—l—uHQ—F"'—i—u]'

R6 rang vé phai ctia dang thic trén c6 it nhat mot sé6 hang ma u; > 1,Vk =
1,n, suy ra

S]‘—SZ‘Zl.

Mzt khac ciing hiéu trén néu khong du cac phan tit ctia diy thi bao gio ta
cling co:
Sj—SZ’<U1+U2+"'+Un§2n—1.

Do d6 cudi cuing ta co:
1<S;=Si<ur+tu+---+u, <2n-1
ma S; — S; chia hét cho n. Diéu nay chi xdy ra khi
S;j—9Si=n

hoac
Uil + Uip2 + - -+ uj = n.

3. S; chia hét cho n.

Ta c6
1<5,<85,21=2n—u, <S5;

ma S; chia hét cho n,suy ra S; = n hoic 1a uy + ug + - - - + w; chia hét cho n.

4. S; va u; — u, cho cing phan du khi chia cho n, v6i k ndo d6, 1 < k <n — 1.

Suy ra
Sr(ur —up)|n = (w1 +ug + - - + up + uy)|n.
Ma
uo +us + -4 up + up < 2n—up < 2n.
Suy ra:

uy +ug + -+ up +u, =n.

S6 héa boi T rung tam Hoc liéu — Dai hoc Thai Nguyén http://www.Lrc-tnu.edu.vn



www.VNMATH.com

Nguyeén i Dirichlet va 1ing dung gidi todn so cap 50

Tém lai luon luoén chon dude day con ma tong ctia ching bing n.O

Vi du 4.11 Cho tap hgp gom 10 s6 ¢6 2 chit s6. Chitng minh rang tap hop dé co
it nhat hai tap con khong giao nhau, ma téong nhitng phan ti trong chiing bang
nhau.

Loi giai:

Néu c6 hai tap con giao nhau ma ma tong trong chiing bang nhau thi ching ta
c6 thé bo nhitng phan ti chung di. Khi dé con lai hai tap khong giao nhau va tong
cac phan ti trong chiing van bang nhau.

Ching ta tinh c6 bao nhiéu tap con khong rong ctia mot tap hop c6 10 phan tii.

S6 lugng nhiing tap con chi chita mot phan tit ¢6 Cf,.

S6 lugng nhiing tap con chita 2 phan tit ¢6 C3,.

S6 lugng nhiing tap con chita 3 phan tit ¢6 C3,. . .

S6 lugng nhiing tap con chita 10 phan ti ¢6 C{y.

Suy ra tong sb luong céc tap hop con la:

Clo+ C3y+ Cy+ -+ 019 = 210 = 1024.

Diéu kién bai ra 14 10 s6 gom hai chit s6 suy ra cac s6 nhé hon hodc bang 99.
Vay tong ciia cac sb6 trong mdi tap hop con khong vuot qua 99.10 = 990. Nhu vay
s6 lugng nhitng tong khac nhau nhi¢u nhat 1a 990. Theo nguyén 1i Dirichlet trong
s6 1024 tap con ciia tap hgp gom 10 sb sé c6 it nhat hai tap ma tong cac phan ti
trong chting phai bang nhau.

Vi du 4.12 Tong do dai mot s6 véc to trong mat phang 1a 4. Chitng minh ring
tit nhitng véc to nay c6 thé chon ra mot s6 véc to ma do dai ctia ching 1én hon 1.

Loi giai:

Ta dua vao hé truc toa do va xét véc to dai dién nhitng véc to da cho tai diém
gbc, ta chiéu nhitng véc to nay xudng truc toa do Oz va Oy. Vi mdi véc to c6 do
dai nhé hon tong ciia cac do dai hinh chiéu ctia n6é xudng hai truc nén tong do dai
clia tat cd cac hinh chiéu clia cic véc to 16n hon 4. Khi d6 trén it nhat mot trong
4 nita truc ciia hé toa do tong do dai ctia hinh chiéu sé 16n hon 1, diéu dé c6 nghia
1 tong do dai ctia nhitng véc to tuong ting sé 16n hon 1 (do dai hinh chiéu 16n hon
thi tat nhien do dai véc to ciing 16n hon).O

Vi du 4.13 Cho 7 s6 thuc bat ki. Chiing minh rang gitta chiing c¢6 thé chon dugc
hai s6, ching han z va y , sao cho:

T —y
142y

|5

0< <
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Loi giai:
Cac s6 da cho ki hiéu la z1, 29, ..., 27. Muc dich clia chiing ta 1a bic¢u dién moi

s6 dudi dang x; = tanay, 6 day o; 14 mot s6 trong khoang (—g; g),z 1,7. Chiung
ta chia doan nay thanh ra 6 doan con c6 do dai bang nhau, nghia la bang % Theo

nguyen li Dirichlet ta c6 it nhat hai s6 trong a1, as,...,ar cing nam trong mot
doan con d6. Néu chung ta ki hieu cac s6 d6 1a a; va aj; a; > aj, thi tit d6 suy ra:

T
OSO@—O(]'SE.

Vi ham s6 tan ting trong khoang (—%; g).Suy ra:

_ tano; —tana; @ — <tanw—\/§D
_1+tanaitanaj_1+xixj_ 6 3

0 < tan (Ozl' — Ozj)
Chai 1j: Bang cach giai clia bai toan trén ta c6 bai toan sau véi 10i gidi tuong tu,
cach giai khac kho ma thyc hién duge.

Vi du 4.14 Cho 4 s6 duong bat ki. Chitng minh rang c6 hai trong boén s6 do,
chang han z va y, thod man bat phuong trinh sau:

0< — <V3.
1+2+y+ 22y
Loi giai:
) p 1
Goi cac so da cho 1a zq,29,23,24. Dat vy, = 1 + ;,i = 1,2,3,4. bat y; =

1
tan o, o € (—g, g) ra lam ba doan, mdi doan bang %

Suy ra ton tai hai s6 a;,; thuoc cing mot doan (theo nguyén 1i Dirichlet).

s
:>O<ai—aj§§
:>O<tan(ai—aj)§tang=\/§

N tan o; — tan «; < V3
1 + tan o; tan a;

Yi — Yy
=0< <3
1+ wyiy; —
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FER

=0< i 1 5631 <V3

I+ (1+—=)1+—)

T; x;
i

=0< ;1 <V3

T + (1 + :L’Z)(l + Ij) -
=0< Bl <V3.0

1+ z; + x5 + 205,

Vi du 4.15 Chiing minh rdng méi bo s6 11 s6 thyc khac nhau trong khoang
[1,1000] c¢6 thé chon dugde hai s6 = va y ma chiing thod man bat dang thic sau:

0<z—y<1l+3Yxy.

Loi giai:
Ta xét can bac ba clia cac s6 trong bo sd da cho z,x9,...,211. Tt diéu kién
€ [1,1000] da cho suy ra 1 < g/a; <10,(: =1,...,11).
Ta chia khoang [1,1000] ra 10 phan bang nhau. C6 tat ca 11 86 ¢/z71, V72, . . ., YT11-
Theo nguyén 1i Dirichlet suy ra c6 it nhat 2 trong s6 11 s6 d6 nam trong cling mot
doan nho. Gia st hai s6 d6 1a ¢/z;, ¥z, (i # j) va z; > x;.

:>O<€/F—\3/F<g<1
=0< (Yr; — 3/?)<13

=0<z—x;— 3.4 l’ixj+33l'il?<13
=>0<z—x; <1+3¢ xxj 3¢

= 0<2—zj <14+ 3yz; (Vv — ¢x5), vi0 < Yo, — Yaj <1
:>0<1'i—$j < 1+313/:L'i1'j.D
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