Chu dé 04. Do thi kha phang

Néu ta v& mot do thi trén mat phang thi mot cach rat tu nhién ta ludn cb géng vé né sao cho dé
dang quan sat nhat c6 thé dugc. Nhan thay rang s¢ di kho quan sat d thi khi v& db thi trén mot mat
phang la do su 16n xon gay ra bai giao diém gitta hai canh ciia N6 nén néu ta c6 thé vé mot do thi sao
cho hai canh bat ki cuia n6 khong c6 giao diém chung nao khac ngoai hai dau mit thi ta c6 thé quan
sat d6 thi mot cach dé dang nhét.

Néu mot d thi thoa man yéu cau vira trinh bay ¢ trén thi né duoc goi 13 mot dé thi khd phang.
Trong sudt phan muc nay ta tap trung giai quyét cau hoi:
“M06t do thi phai thoa man man diéu kién gi dé n6 1a mét @6 thi kha phing ?”

Pau tién trong muc 4.1) ta s& khao sat mot sé tinh chét topo co ban nham tao tién dé can thiét cho
viéc thyc hién cac phép chang minh chat ché ma khong phai doi hoi quéa nhiéu vé ki thuat tinh

toan. Trong muc 4.2) ta s& gidi thiéu so luoc qua mot sb tinh chit co ban vé cau tric cia mot do

thi phiang — trudng hop dac biét cua do thi kha phang. Trong muc 4.3) ta s& khao séat nhimg dic diém
co ban ding dé phan biét hai phép nhlng phang cua cing mot do thi. Két qua quan trong nhat can chi
¥ dén trong muc nay 1a sy kién moi d6 thi phang 3 — lién théng déu chi c6 duy nhat mot biéu dién
phang. Trong hai muc 4.4) va 4.5) ta tap trung thoi gian dé trinh bay phép chizng minh cho céac két
qua co dién vé tinh kha phang ciia mot d6 thi. Sau cuing dé két thiic cha dé ban luan ta sé gisi thiéu
thém khai niém vé tinh chat déi ngdu phang — mot khai niém cé nhiéu sy két nbi da dang vé ca ly
thuyét 1an (ng dung.

Thong thuong ta thudng quan niém mot cach biéu dién cua do thi trén mat phang 1a mot hinh vé
bao gom cac dinh 1a cac diém trén mat phang con cac canh duoc biéu dién boi cac dudng cong noi
giira cac diém, cac dudng cong nay chi cé thé giao nhau tai cac dau mat cua ching. Nham dé tranh
phai trinh by qué nhiéu nhitng khai niém vé topo qua muc can thiét ta s& han ché khao sat cac duong
cong tuyén tinh; khong qua kho khin dé ta c6 thé chi ra rang moi cach biéu dién khéc caa d6 thi déu
c6 thé chuyén vé dang biéu dién vira trinh bay & trén, nén hai cach néu van dé néu trén that ra chinh 1a

A

mot.
4.1. C4c tinh chat topo co ban

Trong muc nay cua bai viét ta s& chi gidi thiéu so lugc qua vé cac khéi niém ciing nhu cac két qua
co ban vé topo dung dé 1am tién dé cho cac muc sau caa bai viét. Nhitng két qua nay rat quen thuoc
d6i véi phan I6n nhimg nguoi 1am toan. Phép chiang minh caa nhitng két qua nay cé thé dugc tim
thay dé dang trong bat ki gido trinh so cip nao viét vé topo hinh hoc nén ta s& khdng trinh bay lai
ching trong bai viét nay. Sau cling, do tat ca cac phép ching minh dugc trinh bay ¢ day déu s& duoc
suy ra tir c4c dinh nghia va cac tinh chat co ban (nhitng két qua nay co thé dugc goi y tir cac hinh vé
nhung ta s& khong dua dam hoan toan vao cac hinh vé truc quan nay) nén ta s& gitt cho cac lap luan
lién quan dén Ii thuyét topo & muc so cap nhat c6 thé dugc.

Nhic lai mot s6 khai niém hinh hoc co ban:

Pogn thang 1a mot tap con cia R? ¢6 dang {p + A1(q — p)|0 < A < 1}, p,q € R? 14 hai dinh phan
biét nao do.

Puwong gap khic mé 1a mot tap con caa R? hop thanh béi mot sé hitu han cac doan thang va dong
phdi v&i doan thang don vi [0,1]. Anh ciia cac diém 0 va 1 qua phép déng phdi chinh la cac dau mat



cua dudng gap khic. Néu P 1a mot duong gap khiic mé ndi giira hai dinh x, y thi tap hop P \ {x, y}
duoc goi 1a phan trong cua P va ki hiéu la P°.

Puwong gap khic khép kin/da gidc 1a mot tap con cia R? hop thanh bai mot s6 hiru han cac doan
thang va déng phdi véi dudng tron don vi.

Cho truéc mot tap mé 0 € R2. Méi quan hé dinh nghia bai viéc ndi bang mot duong gap khic
gitta hai diém trong O xac dinh mét quan hé trong dwong trén 0. Nhitng 16p tuong duong tng véi
quan hé nay ciing 1a c4c tap mo; ching duoc goi la cac mién cua 0. Tap dong X € R? duoc goi la
tadch 0 néu O \ X cd nhiéu hon mot mién lién thong. Bién Y cua mot tap X € R? 14 tap gdm tt ca
cac diém y € R? sao cho moi lan can cua y déu chira ddng thoi cac diém thuoc X va R? \ X.

Nhan thay rang tap bién cua mot mién 0 cua R? \ X (X hop thanh baoi mot sé hitu han cac diém va
duong gap khic) c6 hai tinh chat co ban sau:

Tinh chit thir nhat. Néu x € X nam trong tap bién ctia mién O thi x cd thé nbi voi mot diém nao do
trong O bang mot doan thang c6 phan trong nam hoan toan trong 0.

Mot hé qua tat yéu 1a néu hai diém nao d6 cung nam trong tap bién cia mién O thi c6 thé ndi chung
véi nhau bai mot duong gap khic c6 phan trong nam hoan toan trong 0.

Tinh chét tht hai. Bién caa mién O tach O ra khoi phan con lai caa R2.

Mot sé két qua quan trong s& duoc str dung dén trong cac 1ap luan cua bai viét nay:

Két qua 4.1.1. (Pinh i Jordan cho da giac)

Moi da giac P € R? déu chia tap R? \ P thanh hai mién phan biét, c6 chinh x4c mot trong hai
mién nay 1a bi chan va ca hai mién nay déu nhan da giac P 1am tap bién.

Tur két qua 4.1.1), ta dé dang chimg minh dugc bd dé sau:

Bo dé 4.1.2.
Cho trudc Py, P,, P 1a ba duong gap khac déi mot phan biét néi gitra hai diém.
Khi d6:

i) R?\ (P,UP,UP;) chira chinh xac ba mién va cac mién nay nhan P,UP,, P,UP;, P, UP; lam céc
tap bién twong Gng.

i) Néu P 1a mot duong gap khuc néi gitra mot diém nam trong PL va mot diém nam trong P sao
cho phan trong caa P nam trong mién cua R? \ (P, UP;) c6 chira P thi PCUPY + @.




B dé ké tiép dong vai tro nhu mét sy bd sung cho dinh ly Jordan khi chi ra mot duong gap khic
khong tach mat phang R?:

B6 dé 4.1.3.

Cho truéc X, X, S R? 12 hai tap phan biét (mdi tap nay déu hop thanh bai mot s6 hiru han cac
diém va duong gap khic), P 1a mot duong gip khic néi gitta mot diém nam trong X, va mot diém
nam trong X, sao cho phan trong P° nam trong mién O cua R? \ (X,UX,).

Khi @6, 0 \ P° 1a mot mién nao d6 cua R? \ (X;UPUX,).

Phan con lai ciia phan muc s& gioi thiéu mot sb khai niém va két qua s& duoc sir dung chi mot l1an
trong céc 1ap luan va phan tich thyc hién trong “Chu dé 04. B6 thi phang™:

Ki hiéu S™ 1a mat cau (n + 1) — chiéu gom tat ca cac diém nam trong R™** c¢6 khoang cach dén
goc toa do bang 1.

Khi d6, mat cau S2 bo di “diém cuc bac” (0,0,1) s& dong phoi véi mat phang R? qua mot phép
ddng phdi : S2 \ {0,0,1} — R? nao d6: chang han, mit cau S? bo di “diém cuc bac” s& dong phoi
véi mit phiang R? qua phép chiéu ndi voi tam chiéu dit tai “diém cuc bac”.

Hon nita, néu P 12 mot da giac trén R? va O 1a mién bi chan cua tap R? \ P thi € = n~1(P) la mot
duong tron trén $2 va hai tap 7~(0),5? \ 7~ *(P U 0) la cac mién cua C.

Két qua 4.1.4. (Jordan — Schoenflies)

Gia st @: C; — C, 1a mot phép ddng phdi giira hai duong tron trén mat cau S2, 0, 1a mot mién cua
duong tron C;, 0, 1a mot mién caa duong tron C,.

Khi d6, ¢ c6 thé dugc mé rong thanh mot phép ddéng phdi @: ¢, U0, — C,U0,.

4.2. Pd thi phang

Db thi phang 1a mot cap (V, E) (cac phan tir caa tap V dugc goi 1a céc dinh, cac phan tir cua tap E
duoc goi 1a cac cgnh) thoa mén céac diéu kién sau:

i) VcR?
i) Moi canh caa db thi phang déu 1a mot duong gap khac néi giira hai dinh;
iii) Cac canh khac nhau c6 tap cac ¢au mat khéac nhau;

iv) Phan trong ciia mot canh bat ki khdng chira bét ki dinh nao va ciing khdng chira bat ki diém nao
nam trong cac canh khac.

Nhan thay rang mot d6 thi phang (V, E) ciing xac dinh mot cau tric d6 thi trén tap dinh V, nén néu
khong cd thong béo gi c6 thé gay ra nham I4n trong qué trinh ching minh thi ta sé ki hiéu d6 thi
phang (V, E) bai G gidng nhu trude day.




Nhan thay thém rang R? \ G 1a mét tap mé voi moi d6 thi phang G. Cac mién cua nd duoc goi la
cac mgt cua G. Ki hiéu tap tit ca cac mat caa G bai F(G).
Do G la mét tap bi chan (G ndm trong mot hinh tron D véi ban kinh da 16n) nén c6 chinh xac mot

mit cta G la khong bi chan: mat co chira R? \ D. Mit nay dugc goi la mét ngoai; cac mit con lai
duogc goi la cac mat trong.

Nham tao tién dé vitng chic cho viéc khao sat mot cach nghiém tic cac tinh chat cua 16p cac do thi
phang, ta sé gigi thiéu so lugc mot so6 tinh chat topo co ban cua né trudc:

Bo dé 4.2.1.

Cho trudce d6 thi phang G va e 1a mét canh cua G.

Khi do:

i) Néu X Ia bién cia mot mat nao d6 cua G thi e € X hoic X N e = @.

i) Néu e nam trén mot chu trinh € € G thi e nam trén tap bién caa chinh xac hai mat khac nhau
cua G. Hon nira, hai mat nay duoc chua trong hai mat khac nhau cta chu trinh C.

iii) Néu e khdng nam trén bat ki mot chu trinh nao thi e nam trén tap bién cua chinh xac mot mat
cuaG.

Chitng minh bé dé 4.2.1.
Ta s& chang minh ca ba khang dinh trén dong thoi ciing mot lac nhu sau:

Xét mot diém x, € e, ta s& chirng minh rang x, nam trén tap bién cua mot hoic hai mat tiy thudc
vao viéc canh e c6 nam trén mot chu trinh nao do trong G hay khong.

Y tuong cua phép chirng minh nam ¢ viéc ta sé chi ra rang nhiing diém con lai cia phan trong e®
cling nam trén c4c tap bién cta cac mat giong nhu diem x,,.

Khi d6, cac mit caa canh e ciing nam trén cac tap bién cua cac mat ndi trén (moi 1an cin cua cac
dau mut cua e ciling 1a 1an can caa mot diém trong nao dé cua e).

Nhan thay rang G duoc hop thanh bai mot sb hitu han cac dudng gap khic con ban than cac duong
gap khuc nay lai duoc hop thanh béi mét s6 hitu han cac doan thang nén cé thé xem nhu

G duoc hop thanh bai mot s6 hitu han cac doan thang.

Khong giam tinh tong quat cua van dé co thé gia sir thém rang hai doan thang bat ki giao nhau tdi
nhau tai mot diém.

Nhan thay rang, véi mdi diém x € e°, ludn tén tai mot hinh tron ma D, véi tam tai x sao cho né
chi cd giao vai mot doan thang nao d6 cé chira x.

Néu cb dinh mot diém x, € e thi ton tai mot doan thang S < e sao cho D, NG = D, NS.
Nhu vay, D, \ G dugc hop thanh bai hai nira hinh tron mo.

Nhan thay rang hai nira dudng tron ma nay khéng giao véi G, nén ching s& nam trong hai mat nao
docuaG.

Ki hiéu f,, f, 12 hai mat néu ¢ trén; diém x, nam trén bién caa hai mat nay va ching c6 thé tring
nhau.
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Hinh v& minh hoa hai mit f;, f, néi dén trong phép ching minh.

Néu e nam trén mot chu trinh € € G thi D, ¢6 giao véi ca hai mat caa chu trinh C, diéu nay suy ra
tir Két qua 4.1.1).

Khi @6, hai mat f;, f, duwoc chira trong hai mat khac nhau caa chu trinh € (do € S G nén moi mat
cua G déu 1a mot tap con ciia mot mit nao d6 cua €). Didu nay gian tiép chirarang f, # f,.

Néu e khong nam trén bat ki mét chu trinh ndo cua G thi e dong vai tro 1a mot canh cau cua G.
Hon nita, canh e s& ndi hai tap phan biét X, X, lai véi nhau va X,UX, = G \ e°.

Nhan thay rang f,Ue°Uf, 1a tap con cua mot mit f nao do trong G — e.

T B6 dé 4.1.3), f \ e° 1a mot mat nao d6 cua G.

Tur cach dinh nghia cuia mit f, £ \ e ciing chtra hai mat f; va f,.

Nhuvay, fi = f\ e’ = f,,do fi, >, f \ e® déu la cac mit cua G.

Xét mot diém x; khéc ciing nam trén e®, gia s P 1a phan duong gap khac ndi giira x, va x; chira
trong canh e.

Nhan thay rang P compact nén ton tai mot ho hitu han céc hinh tron mé D, véi x € P phu kin P.

Pé thuan tién cho viéc trinh bay phép chirg minh ta danh sé tha ty cac hinh tron nay lai duéi dang
Dy, ..., D,, dua trén thir ty trudc sau cua tdm cac hinh tron nay trén P.

Khéng giam tinh tong quat cua van dé c6 thé gia sir thém rang Dy = D, va D, = D, .

(néu can thiét c6 thé bo sung thém hinh tron mé D, hoac D, vao ho)

D& dang chtring minh bang quy nap theo n:

“Moi diém y € D, \ e déu cd thé duoc ndi voi bang mot dudng gap khic nam hoan toan trong
(Do U ...UD,) \ e v6i mot diém z € D, \ e”.

Khi d6, hai diém y va z 13 twong duong véi nhau trong R? \ G.

Nhan thay rang bang cach lam trinh bay ¢ trén, c6 thé ndi hai ntra hinh tron mo cua D, \ e Vi hai
ntra hinh tron mo cua D, \ e; nén x; nam trén bién cta ca hai mat f; va f,.

Hon nita, moi diém nam trong D,, \ e hoic nam trong £, hoic nam trong f,, nén x, khéng thé nam
trén bién cua bat ki mot mat nao khac cua G. O



Hé qua 4.2.2.

Bién ciia mot mat £ caa dd thi G ciing 1a mot d6 thi con cua .

Db thi con cua G véi tap cac diém 1a bién ctia mot mat £ duoc goi 1a bién cia mdt £, ki hiéu boi
G[f]; hon nira, mat f ciing dugc goi la lién thugc véi cac dinh va cac canh caa né.

Nhan thay ring néu H € G thi moi mit f cia G déu dugc chira trong mot mat £’ nao d6 cua H, nén
néu G[f] € H thi f = f'. Hé qua tat yéu Ia f cling dong thoi 1a mot mit caa G[f]. Nhiing tinh chat
co ban s€ dugc stir dung thuong xuyén trong cac phép chirng minh ma ta trinh bay.

Két qua 4.2.3.

Moi rirng phang chi c6 duy nhit mot mit.

Chitng minh két qua 4.2.3.

Dua trén B6 dé 4.1.3) va viéc thuc hién mot phép quy nap toan hoc co ban theo sé cac canh cua d6
thi ta d& dang kiém tra duoc tinh dung din cua khang dinh néu & trén. O

Khang dinh sau day sé& chi ra rang ngoai trir mot s6 trudng hop ngoai 18 ra néu ta xét hai mat khac
nhau caa cling mot do thi phang thi bién caa chung ciing s& khac nhau:

B dé 4.2.4.

Néu mot d6 thi phang chaa hai miat khac nhau c6 cuing bién thi d6 thi ndy phai 1a mot chu trinh.

Chitng minh bé dé 4.2.4.
Gia sur cho trude d thi phang G, H S G 1a bién cua hai mat phan biét f;, f, nao dé6 cua G.

Nhan thay rang do f; va f, déu la cac mit cia H nén H s& chira mot chu trinh € nao d6, diéu nay
suy ra tir Két qua 4.2.3).

Tu B6 dé 4.2.1 i), f, va f, s& dugc chira trong nhitng mat khac nhau cua chu trinh C.

Nhung f;, f, déu nhan H 1am bién nén H = C: do bat ki dinh hodc canh ndo cua H ciing déu nam
trén bién cua mot mat nao dé cua C.

Nhu vay, f; va f, la hai mat phan biét cua C.
Do chu trinh C chi cé hai mat phan biét nén f,UCUf, = R2.

Piéu nay ciing chi rarang G = C. m|

Két qua 4.2.5.

Moi mit chira trong mot d6 thi phang 2 — lién thong déu co bién la mot chu trinh.

Chitng minh két qua 4.2.5.
Gia str f 1a mot mat nao d6 nam trong dd thi phang 2 — lién thong G.
Ta s& chang minh bang quy nap toan hoc theo chi s6 |G| rang bién G[f] 1a mot chu trinh.

Néu ban than G ciing 1a mét chu trinh thi tinh dang dan cua khang dinh 12 hién nhién, diéu nay
duogc suy ra tir Két qua 4.1.1).




Khong giam tinh tong quat cua van dé co thé gia sir ring do thi G khdng phai 13 mét chu trinh.

Tur Két qua 3.1.2), ton tai mot d6 thi phang 2 — lién théng H va mot H —dudng di phang P sao cho
G = HUP. Phan trong P° cua P s& nam trén mot mat £/ nao d6 cua H va bién cua f’ 1a mot chu trinh
C nao d6, diéu nay suy ra tir viéc ap dung gia thiét quy nap cua bai toan.

Néu f ciing 1a mot mat cua H thi tinh dung dan ciia khang dinh 13 hién nhién, suy ra tir viéc ap
dung gia thiét quy nap cua bai toan; néu f khong phai 12 mot mat caa H thi bién cua f sé& giao

Vi P\ H, nén f C f'. Nhu vay, f s& |a mot mit nao d6 cia CUP. Tir B dé 4.1.2 i), bién cua f ciing
s€ la mot chu trinh nao @6 cua G. o

Db thi phang G duoc goi la téi dai néu khong thé bo sung thém mot canh mai vao G ma két qua thu
duoc G’ 2 G ciing 1a mot d6 thi phang véi V(G") = V(G).

Dd thi G duoc goi la triangular néu tit ca cac mat cua G déu c6 bién 1a mot tam giac.

Két qua 4.2.6.

Diéu kién can va da dé mot do thi phang véi bac 16n hon hodc bang 3 1 ti dai 12 n6 1a mot d6 thi
triangular.

Chitng minh két qua 4.2.6.

Gia str G 12 mot d6 thi phang vai bac 1on hon hodc bang 3.

Ta s& chitng minh rang néu tat cac mat cua G déu co bién 1a mot tam giac thi G 12 tdi dai.

That vay, néu b sung them mét canh e nao d6 vao G thi phan trong cua e s& nam trong mot mat
nao d6 ciia G con cac dau mut cua e ciing nam trén bién cua mat 6. Nhu vay, cac dau mut nay lién
hop véi nhau trong G, nén G Ue khdng thé thoa man diéu kién iii) néu trong dinh nghia ciia mot db thi
phang.

Nguoc lai, gia st G 12 d6 thi phang téi dai va f € F(G) 1a mot miat nao d6; ki hiéu H = G[f].

Nhan thay rang G 1a d6 thi phang tbi dai, nén G[H] phai 1a mot do thi day du: néu hai dinh nao do
trong H khong lién hop véi nhau trong G thi ¢6 thé ndi chdng lai voi nhau bang mot duong gap khic

chay doc qua mat f; diéu nay mo rong G thanh mét do thi phang méi “1én hon” G, mau thuan voéi
tinh tdi dai cua G.

Do d6, G[H] = K,, véi chi s6 n s& dugc xac dinh cu thé sau.

Nhan thay rang H s& chira mot chu trinh nao d6: néu H 1a mét rung thi fFUH = R? (diéu nay suy ra
tir Két qua 4.2.3), nén G = H; diéu nay mau thuan vai viec G \ H = @ (néun > 3 thi K,, € G, con
néu n € {1,2} thi |G| = 3).

Néu c6 thé chimg minh duoc rang n < 3 thi H = K, diéu nay lam hoan tat phép chiing minh cia
bai toan; gia st n = 4, C = v,v,v;3v,v; la Mot chu trinh nao d6 chwra trong G[H] (= K,,).

Nhan thay riang do C € G nén mit f duoc chaa trong mot mit £, nao d6 cua chu trinh C; ki hiéu £/
la mat con lai caa €. Do v, va v; 1a cac dinh nam trén bién caa mat £ nén ching cé thé duoc ni voi
nhau boi mét dudng gap khic niam trén mat £ va tranh qua G. Nhu vay, canh v,v, caa G[H] sé chay
doc trén mat f; thay vi chay doc trén mat f.




Uz
Lap luan twong tu, do v,, v, nam trén bién G[f] nén canh v, v; s& chay doc trén mat £,
Piéu nay mau thuin vai Bb dé 4.1.2 ii), do cac canh v, v; va v,v, phan biét voi nhau. 0

Sau ddy, ta s& giéi thiéu mot két qua kinh dién duoc trinh bay trong hau hét céc tai lidu hoic gido
trinh hién dai néi vé ly thuyét do thi hoac ly thuyét topo hinh hoc. Két qua nay dwoc phét biéu lan dau
tién vao nam 1752 bai nha toan hoc Euler. N6 biéu dién méi lién hé giira sb dinh, s6 canh va s mat
chta trong mot do thi phang:

Két qua 4.2.7. (Cong thiec Euler)
Cho trude do thi phang lién théng G véi n dinh, m canh va I mit.

Khido,n—m+1 = 2.

Trong trudng hop néu d6 thi c6 thé dugc nhiing vao mét loai mat khac véi mat phang thi ta van co
dugc cong thirc twong tu nhu cong thire Euler nhu trén. Tuy nhién, gia tri caa tong ldc nay s& khdng
con 1a 2 nira. Gié tri nay khéng phu thudc vao céu trdc caa do thi ma ta khao sat ma né chi phu thuoc
vao cau tric cta mat duoc nhing vao, gia tri nay sé& khac nhau cho tirng loai mat va né duoc ding
nhu mét chi sé dic trung cho ting loai mit — dic trung Euler.

Chitng minh két qua 4.2.7.

Pé ching minh tinh dung din cua cong thac Euler, ta ¢é dinh chi sé n va thuc hién quy nap toan
hoc theo chi s6 m.

Nhan thay rang néum < n — 1 thi G 1a mot cdy vam = n — 1 (G 1a mét do thi lién théng), nén
khang dinh cua bai toan 12 hién nhién (diéu nay suy ra tir Két qua 4.2.3).

Khong giam tinh tong quat cua bai toan c6 thé gia sir rang m > n.

Khi d6, G c6 chira mot canh e nam trén mot chu trinh nao do; ki hiéu G’ :== G — e.

Tu Bo dé 4.2.1 i), e nam trén bién caa chinh xac hai mit f;, f, cua G; ki hiéu f; , == fUe’Uf,.

Ta s& chirng minh rang:

F(G) \ {fbfz} = F(G") \ {f1,2}- *)

That vay, gia sit f € F(G) \ {f,, fo}. Tk B6 d¢ 4.2.11i), G[f] € G \ e® = G, nén f ciing 1 mot mat
caa G'. Hién nhién £ khong thé bang f; ,, nén f € F(G) \ {fi2}-

Nguoc lai, gia st f' # fi , la mt mat nao d6 cua G'.

Nhan thay rang e nam trén bién caa ca hai mat f; va £, nén cd thé nbi hai diém bat ki nam trén mat
f1.» bang mot duong gap khiic nam trong R? \ G', nghia 1a f; , nam trong mot mit £/, nao d6 cua G'.
Tugiathiét f' # fio, f' € fiziNeU f S fi, € fi thi f' = f1, = f{,; ki hiéu x 12 mot diém nao d6




nam trong ' \ f,,. Do d6, x nam trong mot mat f # f;, f, caa G. Nhac lai rang f ciing la mot mat
cia G'. Nhu vay x € fNf' nén f = f', nghiala f' € F(G) \ {f,, f>}. Piéu nay hoan tat phép chung
minh khang dinh (*).

Nhan thay rang e® phai nam trén mot mat nao d6 ciia G’ nhung né s& khdng thé nam trén bat ki mat
nao cua G, nén mit ndy chi cd thé 1a f; ,. Hon nita, G ¢6 nhiéu hon G’ ding mot mat (diéu nay suy ra
tir khing dinh (*)).

Diéu nay chi ra tinh ding din cua khang dinh bai toan cho db thi G (suy ra tir viéc ap dung gia thiét
quy nap cua bai toan cho do thi G’ va G ¢ nhiéu hon G’ dung mét sé canh). u

Hé qua 4.2.8.

Moi d6 thi phang véi n > 3 dinh chua téi da 3n — 6 canh. Hon nita, moi d6 thi triangular phang
véi n = 3 dinh déu chaa chinh x4c 3n — 6 canh.

Chwng minh hé qua 4.2.8.

Pé ching minh tinh dung dan cua hé qua trén chi can kiém tra lai tinh dung dan cua khang dinh thir
hai 1a du (suy ra tir Két qua 4.2.6):

“Gia sir G mot do thi triangular phang. Do moi mat bién caa né déu chira chinh xac ba canh con moi
canh déu nam trén bién caa chinh xac hai mat khac nhau (suy ra tir Bé dé 4.2.1), nén d6 thi ludng
phan xay dung trén tap dinh E(G)UF (G) véi tap canh {ef|e € G[f]} twong tng s& chira chinh xac
2|E(G)| = 3|F(G)| canh. Néu trong cdng thic Euler thay I bai 2Tmthi m=3n—6. O

Cong thirc Euler cling gilp ta nhan ra khi nao thi mot d thi khéng cé tinh phang.
Dé c6 mét vi du minh hoa truc quan cho céach ap dung cong thac Euler, ta s& chang minh tinh
khong phang cua K:

“Néu K 1a 6 thi phang thi n6 chi chtra toi da 3.5 — 6 canh (suy ra tir Hé qua 4.2.8). Nhung né
chta toi 10 > 3.5 — 6 canh, nén nd khong thé 1a mot d6 thi phang.”

Néu hiéu chinh lai mot cach hop Ii cac 1ap luan trong chang minh néu trén thi ta ciing co thé dé

dang chi ra dugc tinh khdng phang cua K3 3 nhu sau:

“Tur Két qua 4.2.5), moi mit bién ciia K, ; déu dugc bao boi mot chu trinh c6 d6 dai > 4 (suy ra tir
Viéc K33 1a d6 thi 2 —lién thong nhung khong chtra tam giac). Ap dung phuong phéap lap luan néu
chung minh cua Hé qua 4.2.8), 2m > 41, nén néu vao cong thic Euler thi m < 2n — 4. Néu K33 la
d6 thi phang thi n6 chi cd thé chtra téi da 2.6 — 4 canh. Nhung trén thuc té n6 chta toi 9 > 2.6 — 4
canh, nén n6 khdng thé 1a mot do thi phang.”

Nhan thay rang moi uéc con cua K (hoic Ks 3) ciing khong thé 1a mét do thi phang nén:

Hé qua 4.2.9.
Moi d thi phang déu khong thé chaa phan bl topo ¢ dang K (hoic Kj 5).

Pang ngac nhién hon nira 12 chiéu dao ciia khiang dinh nay ciing dang. Trong muc 4.4) ta s& chang
minh rang mot do thi bat ki cho trudc ¢6 thé biéu dién trén mat phang khi va chi khi né khong chia
bét ki phan bl topo nao c6 dang Ky (hoic Kj 3).




Nhéc lai rang moi mat bién trong mot d6 thi 2 — lién thong déu 1a mot chu trinh, nén moi mat bién
trong mot d6 thi 3 — lién thong cling déu c6 dang chu trinh. Cac chu trinh ndy cd nhirng tinh chét to
hop rat dang quan tAm nhu sau:

Két qua 4.2.10.

Moi mit bién chtra trong mot do thi phiang 3 — lién théng déu duoc bao bai mot chu trinh khung
khong tach dugc. Nguoc lai, moi chu trinh khung khong tach duoc chira trong mot d6 thi phang

Chitng minh két qua 4.2.10.
Gia str G 12 mot d6 thi phang 3 — lién thdng va € 1a mot chu trinh nao d6 chira trong G.

Néu C 1a mot d6 thi khung khong tach duoc hai mat cua chu trinh thi hai mat bién caa né khong thé
ddng thoi chira cac diém caa G \ € (suy ra tir dinh Ii Jordan), nén né phai 1a duong bién cia mot mat
nao do chura trong G.

Nguoc lai, gia su C la duwong bién cua mot mat f nao do.
Khi d6, € 1a mdt chu trinh (suy ra tir Két qua 4.2.5).

Néu C chira mot day cung e = xy thi cac thanh phan lién thdng caa C — {x, y} duoc ndi véi nhau
boi mot C — dudng di nao d6 chira trong G (do G 1a d6 thi 3 — lién thong). Puong di nay va canh e
cuing chay doc qua mot mat bién caa € (mat bién nay khac £) nhung chang lai khéng hé giao nhau,
mau thuan véi khang dinh ii) trong B6 dé 4.1.2).

Phan viéc con lai la chi ra rang € khong tach bat ki hai dinh x, y ndo chira trong G — C.

Nhan thay rang hai dinh x, y duoc néi véi nhau boi chinh xac ba duong di doc lap chira trong G
(suy ra tir dinh 1i Menger). R0 rang 1a f s& phai nam trong mot mat nao dé tao boi ba duong di doc
lap ndy va mat nay lai bao bai dung hai trong sb ba duong di. Nhu vay, dudng di thi ba s& phai tranh
qua f nén no cling sé tranh qua duong bién C, dpcm. m

4.3. Biéu dién
Phép nhiing vao mat phang (hoic phép nhing phdang) cua d thi G 1a mot phép dang cau

gitta G va mot do thi phang G nao d6. G duoc goi 1a mot do thi khd phang. G duoc goi 13 mot biéu
dién cua G.

Nhan thay rang do tinh dang ciu cua phép nhdng nén cé thé dong nhat cach ki hiéu gitra céc dinh
va cac canh cua G va G.

Pau tién ta s& khao sat nhiing dic trung co ban dung dé phan biét hai phép nhiing cia cing mot d6
thi kha phang. Dé giai quyét dugc van dé nay, dau tién ta phai c6 néu ra dugc mot cach quy udc nhat
dinh vé viéc khi nao thi hai phép nhiing cé thé duoc coi 13 twong duwong nhau: chang han, néu hop
mét phép nhing phing cho truéc vai phép lat mat phang mot goc 180° thi phép nhing phang thu
duoc s& rat khé dé c6 thé duoc tinh nhu mot phép nhing phang méi so vai phép nhiing phang ban
dau.

bé xay dung mot co so lap luan chat ché, ta sé dua ra 3 cach khac nhau dé dinh nghia tinh tuong
duong giira hai dd thi phang (day that ra 12 sy hiéu chinh lai dinh nghia vé tinh trong dwong cua l6p
cac do thi tong quat cho 16p cac d6 thi phang) va xem xét méi quan hé giira cac cach dinh nghia nay.




Cho truéc G = (V,E),G' = (V',E") la hai @6 thi phang véi F == F(G),F’ == F(G") lan luot la tap
tat ca cac mat twong wng cua ching.

Nhéc lai rang néu hai d6 thi phang G, G’ dang cau véi nhau va o: V — V' 1a mot phép diang ciu nao
d6 giira chling thi ta ¢ thé md rong o thanh mot song anh VUE +— V'UE' bién V thanh V' va E
thanh E’ (mé rong nay thu duoc bang cach b sung thém twong tng xy — o (x)o(y) vao ). Phép
bién d6i ndy bao toan tinh lién thudc ( va tinh khong lién thudc) giira cac dinh va cac canh cua G va
G'. Nhu vay, dinh nghia thtr nhat vé tinh tuong duong giita hai d6 thi phang s& ¢ dang nhu sau:

Ding ciu o gay ra bai mot anh xa dong phéi tir mat phang R? vao R? thi o duoc goi 1a ddng cdu
topo.

Nham tranh nhirng kho khin gay ra khi xét mat ngoai cua G va G’, ta s& sir dung anh xa déng phdi
m:52\ {(0,0,1)} = R? néu trong muc 4.1) dé tam thoi “chuyén” bai toan vé xét trén mat cau S2, nén
dinh nghia trén s& dugc diéu chinh lai dudi dang:

Pang cau o giira hai do thi phang G va G’ duoc goi 1a dang cdu topo néu ton tai mot phép dong
phdi ¢: S? — S? sao cho anh xa thu hep cua y == m © ¢ o w~* trén VUE triing véi dang ciu o.

@ & &

Hinh v& minh hoa hai d6 thi phang twong dwong nhau theo nghia thong thuong
nhung khong tuong duong nhau theo nghia topo.

Nhan thay rang néu hai d thi phang G va G’ twong duong nhau qua mot phép dang ciu topo o nao
do thi viéc phan biét mat trong va mit ngoai gitta ching thuc su khong con can thiét nira: néu chon
phép dong phdi ¢ mot cach phi hop sao cho anh xa nguoc =1 bién mot diém nam trong mét mat
trong nao d6 cua G thanh diém cuc bic (0,0,1) cia mat cau S thi 4nh xa 1 s& bién phan con lai cua
mat nay thanh mat ngoai cua G'.

Nhan thay thém rang néu o 13 mot dang cau topo thi anh xa ¥ twong ng vai no ciing s& bién cac
mat nam trong G thanh cac mit nao d6 nam trong G’ (ngoai trir cip diém khong xac dinh caa hai anh
xa 1 va P ~1). Nhu vay, o c6 thé dugc ma rong thanh song anh o: VUEUF — V'UE'UF’ va song
anh nay bao toan tinh lién thugc gitra cac dinh, cac canh va cac mat.

Tinh chit dic biét nay cung cp goi ¥ hitu ich cho ta trong viéc xay dung dinh nghia tht hai vé tinh
tuong duong giita cac do thi phang:

Pang cau o giita hai do thi phang G va G’ dugc goi 1a dang cdu té hep néu nd c6 thé mo rong dugc
thanh song anh o: VUEUF — V'UE'UF’ va song anh nay bao toan tinh lién thudc gitra cac dinh, cac
canh va cac mat.
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Hinh v& minh hoa hai d6 thi phang twong dwong nhau theo nghia t hop
nhung khong twong duwong nhau theo nghia topo.

Nhan thy rang néu o 1a mot dang cau té hop giira hai d6 thi phang G va G’ thi n6 sé bién cac mat
bién trong G thanh cac mat bién trong G'.

Khang dinh nay goi y cho ta cach xay dung dinh nghia thir ba vé tinh twong duong giira cac dd thi
phang:

Pang cau o giita hai do thi phang G va G’ duogc goi 1a dang cdu do thi néu {a(G[f]): f € F} =
G f € F).

Theo cach xay dung dinh nghia vé tinh twong dwong néu trén, khi can kiém tra tinh twong dwong
giita hai d6 thi phang cho trudc ta khdng can phai quan tam qua nhiéu dén viéc mit nao dang bi gioi
han bai d6 thi con dang xét nita. Piéu can quan tam dén ¢ day d6 la: “Liéu do thi con nay c6 gidi han
mat ndo hay khong, va db thi nay bién thanh d6 thi con nao qua dang ciu ¢?2”.

Pau tién, dinh nghia tht ba nay c6 vé xuat hién mét cach thiéu tu nhién hon so véi hai cach dinh
nghia da néu trude d6. Nhung do trong hau hét cac truong hop cach dinh nghia nay 13 hoan toan
trong duong véi hai cach dinh nghia di gidi thiéu trude d6 va dang hinh thic cia né ciing yéu hon so
Vi hai cach dinh nghia truéc nén ta c6 thé kiém tra tinh twong duong dé dang hon. Piéu nay mang
dén loi ich thiét thuc hon cho ta.

Nhéc lai rang moi dang cau topo déu 1a ding cau t6 hop, va moi dang cau té hop déu 1a dang cau
d6 thi. Khang dinh sau déy sé& chi ra rang trong hau hét cac truong hop thi chiéu nguoc lai cia nhiing
khang dinh néu trén ciing ding:

Két qua 4.3.1.
i) Moi ding cu db thi gitra hai d6 thi phang déu 1a dang cau té hop.

Hon nita, phép ma rong dang cau nay thanh mot song anh gitra tap cac mat caa hai d6 thi phang la
duy nhét khi va chi khi hai d6 thi nay khdng c6 chira chu trinh.

i) Moi dang cau td hop gitra hai do thi phang 2 — lién théng déu 1a ding cau topo.

Chirng minh két qua 4.3.1.
Giasa G = (V,E)vaG' = (V',E") 12 hai do thi phang cho truéc.
Dit F == F(G), F' :== F(G"), 0: VUE - V'UE’ 1a mot phép dang ciu nao d6 giita hai do thi nay.

i) Nhan thay rang néu G 1a mot chu trinh thi khang dinh cua bai toan Ia hién nhién (suy ra tir dinh li
Jordan).

Khéng giam tinh tong quat cua van dé c6 thé gia sit G khong phai 1a mét chu trinh.




Ki hiéu 7 va H' lan luot 12 tap tat ca cac dudng bién bao quanh cac mit chira trong G va G'.
Khi d6, néu o 1a mot dang cu do thi thi &nh xa H — o (H) 1a mot song anh gitta 2 va '

Nhan thay rang anh xa f = G[f] 12 mét song &nh giita F va H (suy ra tir Bo dé 4.2.4). Diéu tuong
tir ciing dung cho F’ va H'. Néu két hop ba song anh lai véi nhau thi s& thu dwgc mét song anh méi
gitra F va F'.

Theo cach xay dung trén, song anh nay dong vai tro 1a mot phép mo rong cua o 1én VUENF bao
toan tinh lién thudc gitra cac dinh, cac canh va cac mat; nén o ciing 1a mot dang cau té hop gitta G va
G'.

i) Gia st G, G’ 1a cac dd thi phang 2 — lién théng con o 1a mot dang cau to hop gitra hai d6 thi
G,G'.

Nhan thay rang néu ton tai mot anh xa dong phoi ¢@: S? — §2 bién moi =~ 1(x) thanh 7~ (a(x)),
trong d6 x 1a mot dinh (hoic canh) bat ki nao d6 chira trong G thi tinh ding dan cua khang dinh ii) 1a
hién nhién. Nguoc lai néu khang dinh ii) 12 ding thi ciing s& ton tai mot anh xa dong phdi ¢: S? — 52
nhu trén, nén chi can xay dung dugc mot &nh Xa ¢ théa mén cac tinh chat nhu trén 13 hoan tat dwgc
phép chang minh. O

Y tuwéng tu nhién dé xay dung mét &nh Xa ¢ nhu trén 13 mé rong dan tir mot &nh xa dong phdi cho
trudc nao do trén tap céc dinh 1én tap cac canh va sau cung la mé rong nd trén toan mat cau S2:

Nhéc lai rang o 1a mot dang cau t6 hop giita G, G', nén 6 :== m~! 0 ¢ o 7 s& la mot song anh bao
toan tinh lién thudc giira cac dinh, cac canh va cac mat giira hai d6 thi G == n=1(G), G' = n~*(G").
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Hinh vé minh hoa viéc xay dung song anh
Bang cach dit ¢ (x) = &(x) véi moi x € V(G), ¢ s& la mot anh xa dong phéi gitta V(G) va vV (G").

Qua phép dang cau ¢, mdi canh xy trong G s& bién thanh canh &(xy) = @(x)@(y) tuong tng
chira trong G'. Nhu vay, néu hop tat ca cac phép twong tng nay lai thanh mét anh xa duy nhat thi két
qua thu dugc s& 1a mot phép mé rong cua anh xa ¢ 18n G == (V(G), E(G)). That vay, tit ca nhiing gi
ta can lam chi 1a kiém tra lai tinh lién tuc cua phép mé rong nay tai cac dinh cua d thi (noi ma nhitng
phép tuong tng thanh phan bi tring 18n nhau nén ¢ thé xay ra su gian doan).

Viéc kiém tra lai tinh dting dan cua su kién nay duoc thuc hién mot cach dé dang bang céch sir
dung gia thiét vé sy twong (g gitra hai d6 thi G va G’. Mdi canh riéng Ié cua hai do thi nay déu c6
cau triic cua mot khdng gian topo con trong R3.

Sau cling, ta & mé rong anh xa dong phdi ¢: G — G’ nay 1én toan mat cau S2. Nhitng su kién da
Xay ra trong budc mé rong trude ciing sé dién ra khi xem xét méi quan hé gitra cac mat cua G va G’
nén dé thu duoc phép mao rong can tim ta sé€ lam nhu sau:



Gia sir £ 1a mot mit nao @6 trong G voi C 1a duong bién thi 6(C) = U{G(e)|e € E(C)}va5(C) s&
1a duong bién twong tng ciia mat 6(f) trong G’ (suy ra tir viéc dudng bién cua tat ca cac mat chira
trong G va G’ déu la cac chu trinh).

Nhu vay, bang cach &p dung Két qua 4.1.4), anh xa dong phoi ¢: € - &(C) s& dugc mad rong thanh

mot anh xa déng phdi mai tir CUF vao 6( C)UG(f). Néu hop tat ca cac phép tuong tng nay lai thanh
mét &nh xa duy nhat thi két qua thu duoc chinh & 4nh xa dong phéi ¢: §% — §2% can tim.

Viéc kiém tra tinh lién tuc caa anh xa dong phéi nay 1a twong d6i don gian nén s& duogc gian luoc.o

Nhu vay, ta dd xem xét mdi lién hé giira cac cach dinh nghia khac nhau cho tinh twong duong cho
16p cac db thi phang. Ké tiép, ta xem xét dén tinh twong duong giita cac phép nhing phang caa cing
mot do thi cho trudc:

Phép nhing phang o, va o, cua d6 thi G duoc goi | twong dwong topo (hoic twong dwong to
hop) néu g, © o, 1a mot phép ding cu topo (hoidc phép dang ciu té hop) gitta o, (G) va 0, (G).

Nhan thay rang néu G 1a mot do thi 2 — lién thong thi hai cach dinh nghia néu trén 1a dong nhat véi
nhau (suy ra tir Két qua 4.3.1), nén chi can goi cac phép nhing nay 1a twong dirong 13 du.

Dinh nghia vé tinh trong dwong gitta cac phép nhing phang nhu trén xac djinh mot quan hé tuong
duong trén 16p cac phép nhing phang cua cing mét do thi cho truge.

Nhan thay thém rang cac phép nhdng cua ciing mét do thi ¢ thé khong twrong dwong nhau nhung
biéu dién phang cua ching lai c6 thé dang cau topo (hoic dang cau td hop) véi nhau: tinh turong
duong ctia cac phép nhiing khong thé khang dinh duoc sy ton tai ciia dang cau topo (hoic dang cau to
hop) giita anh cua chliing ma chi biét duogc rang o, © o7 * 1a dang cau topo (hoic ding cau to hop).

Két qua 4.3.2. (Whitney)

Moi phép nhling cta cting mét d6 thi kha phang 3 — lién théng déu tuong duong nhau.

Chirng minh két qua 4.3.2.
Gia str G 1a mot d6 thi kha phang véi a,: G = G4, 0,: G = G, 1 cac phép nhung nao dé caa no.

Pé ching minh hai phép nhing o,, o, twong duong nhau, ta chi can chi ra rang o, © o7 * la mot
dang ciu do thi (suy ra tir Két qua 4.3.1).

Piéu nay tuong duong vdi viéc ta chi ra duoc tinh dung dan cua khang dinh:

“Piéu kién can va du dé o, (C) 1a duong bién ciia mot mat nao d6 chua trong G, 1a o, (C) ciing 1a
duong bién cuia mot mat nao do chira trong G,, trong d6 € 13 mot d6 thi con bat ki cua do thi G.”

Tuy nhién, tinh dung din cua khang dinh nay cd thé duoc suy ra dé dang tir Két qua 4.2.10. O




4.4. Pinh li Kuratowski — Wagner vé tinh kha phang cia dé thi

Trong phan muc nay cua bai viét ta s& trinh bay céc 1ap luan va phan tich dé di dén 15i giai cho cau
hoi quan trong sau:

“Mot do thi phai thoa mén man diéu kién gi dé n6 1a mot @6 thi kha phing ?”
Mot s khai niém co ban can nam:

- Db thi duoc goi 1a khd phang néu n6 dang cau voi mot do thi phang nao do, tic 1a nd co thé

nhung duoc vao trong mat phang;

- Db thi dugc 1a khd phdng téi dai néu n6 1a mot dd thi kha phang va khong thé bd sung thém

canh méi ma thu dugc mot dd thi mai van kha phang.

Nhéc lai, néu mot d6 thi 1a kha phang thi né s& khéng thé chira bat ki phan bu topo nao cé dang K
hoic K5 5 (suy ra tir Hé qua 4.2.9). Nguoc lai, néu mot do thi khong chira phan bu topo nao c6 dang
Ks (hoic K5 3) thi nd s& 1a mot db thi kha phang.

Day chinh 1a ndi dung cua dinh Ii Kuratowki — Wagner — mét két qua néi tiéng trong I thuyét do
thi hién dai n6i vé diéu kién kha phang caa mot db thi:

Két qua 4.4.1. (Kuratowski — Wagner)

Tinh dung dan cia cac khang dinh sau twong duong véi nhau cho moi db thi G:
i) G la mot do thi kha phang;

ii) G khong chtra phan bu nao c6 dang Ky (hoic Ks 5);

iii) G khdng chira phan b topo nao c6 dang K (hoic Kj 5).

Pau tién, ta s& chitng minh tinh ding dan cua dinh 1i Kuratowski — Wagner cho cac phan bu topo s&
tuong duong véi tinh dung dan dinh 1i Kuratowski — Wagner cho cac phan bul (day chinh 1a dinh I
Kuratowski ¢ dién):

Két qua 4.4.2.

Diéu ki¢n can va du dé mot dd thi khong chira phan bl nao c6 dang K (hodc K 5) chinh 1a n6 ciing
s& khong chtra phan bl topo nao c6 dang Ky (hoic Kj 3).

Chirng minh két qua 4.4.2.

Pé chirng minh tinh dung dan cua khang dinh trén, ta chi can chi ra rang néu mot do thi G c6 chira
mdt phan bl ¢6 dang K thi hodc no ciing s& chira mot phan bi topo ¢6 dang K5 hoac n6 sé chira mot
phan bi ¢6 dang Kj 5 (diéu nay suy ra tir Két qua 1.7.2).

Gia s G > K5 va K 1a d6 thi con ti tiéu cua G sao cho K = MKx.

Nhan thay rang moi tap nhanh cia K déu cam sinh mot cay con nao d6 trong K con hai tap nhanh
bat ki ciia K ludn duoc ndi véi nhau bai mot canh duy nhat. Nhu vay, néu chon mét cay con cam sinh
boi mét tap nhanh V, nao d6 va b sung thém bén canh ndi nd véi cac tap nhanh khac nhu ¢6 néi dén
& trén thi ta s€ thu dugc mot cay con T,, mai.

Tt tinh chat téi tiéu cua d6 thi K, T, chira chinh xac 4 14 (chinh 13 4 dinh lang giéng caa V, nam
trong cac tap nhanh khac).




Moi MK; déu sé& chira TK; hoic MK; 5.

Néu tit ca nam cay T, déu la TK, 4, thi K chinh la TK; , tinh ding dn cua khang dinh 1a hién nhién.

Néu c6 mot trong nam cay T, khong phai 1 TK, , thi nd s& chira chinh xéc hai dinh nao d6 c6 bac
bang 3. Néu thyc hién phép co tap nhanh V, vé hai dinh néu trén va moi tap nhanh khéc vé thanh mot
dinh duy nhét thi ta s& thu dwoc mét d6 thi véi chinh xac 6 dinh c6 chta K5 5, nghiala G > K3 3. O

Tiép theo, ta chizng minh tinh dung dan caa dinh Ii Kuratowski cho 16p cac do thi 3 — lién thong.
Diéu nay dong vai trd nhu “trai tim” cua toan bo chirng minh: tinh dung dan cua dinh Ii Kuratowski
trong trudng hop tong quat s& duoc suy ra dé dang hon tir khang dinh nay.

B dé 4.4.3.

Diéu kién can va dua dé mot dd thi 3 — lién théng G kha phang 1a G khdng chira phan bu nao c6
dang K5 (hodc K3 3).

Chitrng minh bé dé 4.4.3,

Pé ching minh tinh dung din cua khang dinh trén ta chi can sir dung phuong phap quy nap toan
hoc theo |G|:

Nhan thay rang néu |G| = 4 thi G = K, nén tinh ding dan cua khang dinh trong trudng hop nay 1a
hién nhién.

Khong giam tinh tong quat cua van dé c6 thé gia sir |G| > 4 va tinh dung dan cua khiang dinh da
duoc kiém ching voi moi db thi c6 bac nho hon |G|. Nhan thiy rang G s& chira mot canh xy sao cho
G /xy cling 12 mot d6 thi 3 — lién théng. G /xy ciing khong chtra phan bl nao c6 dang K (hoic Kj 5).
(suy ra tir tinh chat bac cau cua viéc lay phan bu)

Bang cach &p dung gia thiét quy nap cia bai toan ta dé dang suy ra rang G /xy cing la mot d6 thi
kha phang, nghia 12 G /xy c6 mot biéu dién G trén mat phang.

bit;
f lamit nam trong G — Vyy CO Chira dinh v,,, C 1a duong bién cia mat f;

X = Ng)\{y},Y = Ne(y) \ {x}.




Khi do, XUY € V(C) (suy ra tir gia thiét v,, € f) Va G' = G — {v,v|v € Y \ X} Ia mot biéu dién
cua G — y trén mat phang trong d6 diém v,,, 1a biéu dién cua dinh x.

Nhan thay ring G — v,,, 1a mot do thi 2 — lién thdng (suy ra tir gia thiét G 1a mot do thi 3 — lién
thong), nén C 1a mot chu trinh (suy ra tir Két qua 4.2.5).

Gia Str x4, ..., X |2 tit ca cac dinh cua € namtrong X, P; := x; ... X;41 (i = 1, ..., k) 1a X — duong di
ndi dinh x; vé6i dinh x;,, trong C (quy wdC: Xj,q = Xy).

Nhan thay rang, véi mdi chi sb i, tap € \ P; duoc chtra trong mot mit nao d6 gay ra bai chu trinh
C; = xx;P;x; ., x; Ki hiéu f; 1a mat con lai cua chu trinh C;.

Hinh anh minh hoa.

Khi 0, f; € f (diéu nay suy ra tir viéc mit f; chira nhirng diém thuoc mat f nhung khong chira bat
ki diém nao thuoc chu trinh C).

Mt khac, véi moi chisb j & {i,i + 1}, canh xx; chi giao vai chu trinh C; tai diém x va canh XX;
ndy ciing khdng nam trong mat f; (suy ra tir viéc dau mit x; ciia canh xx; ndm trén € \ P;) nén f; s&
khdng giao véi bat ki canh xx; nao trong s6 cac canh nay. Nhu vay, f; € R? \ G'. Dicu nay c6 nghia
la mdi mat f; déu duoc chira trong mot mit nao d6 cua G'.

Nhan thay rang néu ton tai mot chi sé i sao cho Y < V(P;) thi ta s& nhan duoc mot biéu dién phang
cua G (biéu dién phing nay thu duoc tir G’ bing cach nhung dinh y vao trong mit £; va néi dinh y voi
cac dinh lang giéng cua né boi cac duong gap khiic nam trong mat f;).

Khong mat tinh tong quét cua van dé ta cé thé gia st rang khdng ton tai chi sé i nao nhu trén.

Giasir Y € X. Néu y c6 mot dinh lang giéng nam trong mét tap P2 nao d6 thi no ciing s& c6 mot
dinh lang giéng khac nam trong tap C — P;. Nhu vay, G s& chtra TK; 5 (tao thanh tir cac dinh nhanh
X,V,X;, X;4+, va hai dinh lang giéng néu trén cua y), mau thuan véi gia thiét cua bai toan.

Nhu vay, Y € X. Nhan thay rang néu |Y| = |[YNX| = 3 thi G s& chira TK5, mau thuin voéi gia thiét
cua bai toan. Do d6, |Y| < 2. Hon nira, d(y) = k(G) = 3, nén |Y| = 2. Mat khéc, do hai dinh cua Y
khdng thé cling nam chung trong P; nén G s& chira T K 5, mau thuin véi gi thiét caa bai toan. O

Piéu lam cho chting minh trén noi bat 1én so véi cac cach ching minh khac caa dinh Ii Kuratowski
1a n6 ¢6 thé dugc diu chinh lai mot cach d& dang dé tao ra biéu dién phang tir mot do thi cho trude
sao cho moi mit trong cua biéu dién nay déu Ia cac tap 16i va moi canh cua do thi déu duoc biéu dién
boi cac duong gap khic.



Nhan thay rang tinh chat 3 — lién thong duoc dé cap dén ¢ day 1a diéu can thiét: biéu dién cua mot
d6 thi kha phang 2 — lién thong khong nhét thiét phai cé tat ca cac mat trong déu la cac tap 16i.

V& mat nguyén tac, phép chizng minh cua dinh Ii Kuratowski s& dwgc hoan tat néu ta c thé kiém
chtng dugc tinh dung din cua dinh Ii trong truong hop k(G) € {0,1,2} (do tinh dung dan cua dinh Ii
cho truong hop 3 — lién thong da duoc kiém ching trong Két qua 4.4.3).

Giasirrang G = G,UG, voi V(G,NG,) = {x,y}.

Nhan thay rang:

1) Néu G khong chtra TKs (hoic TK; 5) thi G, + xy va G, + xy khong thé chtra TK (hoic TKj 5).
2) Biéu dién cua G + xy sé& thu dugc tir viéc té hop lai cac biéu dién cua G, + xy va G, + xy.

Diéu nay goi y rang phép ching minh trong trudng hop x(G) € {0,1,2} s& duoc thuc hién bing
cach tai to hop lai cac biéu dién phang tir cac db thi thanh phan.

Mic du di c6 duoc sy dinh hudng rd rang nhu vay nhung néu ap dung truc tiép 16i 1ap luan chi dua
hoan toan vao nhitng tinh chat hinh hoc co ban nhu trén thi ta s& phai d6i mat véi nhirng kho khin
khong thé tranh khoi vé mat ki thuat va chirng minh s& rat dai du 12 déi véi nhing truong hop don
gian nhat.

Pé giai quyét van dé nay ta chi can sir dung nhitng két qua twong duong véi nhan xét trén nhung
mang nhiéu yéu té t6 hop hon dé thay thé nham Iam giam tinh phuc tap cua van dé:

Bo6 dé 4.4.4.

Gia sir G 1a mot do thi cho trudc sao cho k(G) € {0,1,2}; Gy, G, 1a cac d6 thi con khung cua G sao
cho G = G,UG, va |G,NG,| = x(G); ki hiéu X 1a mot tap hop gdom cac d6 thi 3 — lién thong nao do.

Khi d6, néu G 1a mot d6 thi ti dai — canh khéng chira phan bl topo nao nam trong X thi G, G,
cling 1a cac db thi téi dai — canh khdng chtza phan bl topo nao nam trong X va G,NG, = K,.

Chirng minh két qua 4.4.4.

Nhan thay rang mdi thanh phan lién thong cia G; — S (i = 1,2) déu chwra it nhat mot dinh lang
giéng cua v € S := V(G;NG,): nguoc lai tap S \ {v} s& tach d6 thi G, mau thuin véi |S| = x(G).

Tt tinh tbi dai — canh cua db thi G, moi canh e duoc thém vao G déu nam trong mot TX € G + e
nao d6 véi X € X. Hon nita, v6i moi cach bo sung canh e, tinh chat 3 — lién thong cua X ludn kéo
theo viéc cac dinh nhanh caa TX cuing nam trong mot do thi G; nao do.

Khéng lam giam tinh tong quat cua van dé, gia sir rang cac dinh nhanh ciia TX déu ciing nam trong
do thi G, (diéu nay suy ra tir tinh chat doi xrng cua vi tri dat cta canh e so véi G, va G,).

Khi d6, giao (néu c6) cua TX véi G, s& c6 dang 1a mot dudng di P nao do.

Néu S = @ thi, bang cach b sung thém canh e voi mot dau mat nam trong G, va dau mut con lai
nam trong G, G + e s& la mot d6 thi khéng chira phan bu topo nao niam trong X', mau thuin véi tinh
tdi dai — canh cua G.

Néu S = {v} thi, bang céch bo sung thém canh e = v, v, véi dau mit v, 1a dinh lang giéng cua v
trong G, — S va dau mat v, 1a dinh lang giéng cua v trong G, — S, dudng di P € G + e s& chira ca
dinh v va canh v, v,; nén néu thay thé duong di vPv, boi canh v, thi ta s& thu dugc mot TX méi
nam hoan toan trong G, S G, mau thuan véi tinh téi dai — canh cia G. Do do, |S| = 2, S = {x, y}.




Hinh vé minh hoa.

Gia sir xy & S. Nhan thdy rang néu b sung thém canh e := xy vao G va thay thé canh e boi mot
x — vy dudng di ndo d6 chira trong G,, thi ta s& thu duoc mot TX moi nam hoan toan trong G, mau
thuan vai tinh téi — dai canh cia G. Do @06, xy € G, G[S] = K,.

Phan viéc con lai 1a chang minh G, va G, 1a cac db thi tdi dai — canh khong chira phan bu topo nao
nam trong X:

Néu bo sung thém canh e’ vao G, thi, néu can thiét cach thay thé duong di xPy bai canh xy, ta sé
thu dugc mot TX hozc nam trong G, + e’ hodc nam trong G,. Tuy nhién, néu TX nam trong G, S G,
mau thuan véi tinh ti dai — canh cua G. Diéu nay chi ra tinh ti dai — canh cua G;.

Lap luan tuong tu ta cling chimg minh duoc tinh téi dai — canh cua G,. O

Bo dé 4.4.5.
Gia st G 1a mot d6 thi t6i dai — canh khong chira TKg, TK; 5 va |G| = 4.

Khi d6, G 12 mot do thi 3 — lién théng.

Chitng minh bé dé 4.4.5.

Pé ching minh tinh dung din cua khang dinh néu trén, ta chi can sir dung phuong phap quy nap
toan hoc theo |G|.

Néu |G| = 4 thi G = K,, nén khang dinh néu trén 1a hién nhién.
Gia sir |G| > 4, G 1a mot d6 thi tdi dai — canh khong chua TKs va TK 5.

Khéng giam tinh tong quét ciia van dé cd thé gia sir thém rang x(G) € {0,1,2} va G,, G, 1a cac dd
thi con nhu trong gia thiét cua B6 dé 4.4.4).

Bing cach ap dung B6 dé 4.4.4) cho G = G,UG, va X = {Ks, K33}, G, G, S& 12 cac 6 thi kha
phang va G, NG, = K,; ki hiéu x, y 13 hai dinh cua K,.

Ki hiéu:
f; 1a mat chira trong biéu dién phang cua G; c6 canh xy nam trén dudng bién caa no;
z; # x,y 1a mot dinh bat ki nim trén dudng bién cua f;;

K 14 d thi con TKg (hoic T; ;) chaa trong G + z,z,.




Hinh vé minh hoa.

Nhan xét rang néu tap cac dinh nhanh cua K déu nam trong G; thi hoic G; + xz; hoic G; + yz;
hoac G; sé chua TKs ( hoac T; 3) (diéu nay phu thudc vao viée dinh z; lién hop vai x hay y hay véi ca
hai dinh nay), mau thuan véi Hé qua 4.2.9) (do G;, G; + xz;,G + yz; déu la cac d6 thi phang).

Hon nita d6 thi G + 2,2, khdng thé chira mot hé gom 4 dudng di doc lap gita (G, — G,) va
(G, — G,). (diéu nay suy ra tir viéc ca hai d6 thi con (G, — G,) va (G, — G,) déu khdng chira dinh
nhanh nao cua TK;5 cling nhu khong chia hai dinh nhanh nao cua TKj; 3)

Khi d6, K chinh 1a d6 thi TK; ; va chi c6 duy nhat mot dinh nhanh caa né 1a nam trong G, — Gy; ki
hiéu v 1a dinh nhanh cua K nam trong G, — G,. Nhu vay, G, + v + {vx, vy, vz, } 1a mot do thi phang
nhung c6 chira TK; 5, mau thuan véi Hé qua 4.2.9). O

Chitng minh két qua 4.4.1.

Tinh dung dan cua khang dinh dugc suy ra tir sy két hop Hé qua 4.2.9) va Két qua 4.4.2) véi B6 dé
4.43)va 4.45). -

Heé qua 4.4.6.
Moi d6 thi kha phang téi dai G véi |E(G)| = 4 déu l1a 3 — lién thong.

Chwng minh hé qua 4.4.6.
Tinh dung dan cua khang dinh duoc suy ra tir sy két hop gitta Bo dé 4.4.5) va Két qua 4.4.1). o
4.5. Piéu kién dai so cho tinh kha phang ciaa mat dd thi

Trong muc nay cua bai viét ta s& chung minh rang tinh kha phang ciia mot db thi c6 thé duoc dac
trung hoan toan bai cau trac dai s6 caa khong gian chu trinh caa nd. Nhirng két qua co sy két ndi xa
nhu vay thuong 12 rat hiém. Ching mang mét ¥ nghia quan trong khdng thé ban cai dugc du rang
chung ta chua thé tim ra dugc nhitng tng dung cy thé ciia ching. Cu thé, chlng cung cap cho ta nhiéu
huéng tiép can giai quyét van dé khac nhau trong ly thuyét do thi. Nhitng huéng tiép can nay cé thé
dugc chuyén d6i linh hoat 1an nhau trong nhiing trueong hop can thiét. Biéu nay hira hen sé mang lai
cho ta nhirng thdng tin quan trong vé c4c cau tric co ban caa mot do thi.

Cho truéc d6 thi G = (V, E). Tap con F € E(G) voi mdi phan tir 1a mot tap hop cac canh nao d6
cua G duoc goi |4 tdp don néu moi canh cua do thi G chi thudc téi da hai phan tir cua F.

Két qua 4.5.1. (MacLane)

Diéu kién cin va du dé mot do thi 1a kha phing 1a khdng gian chu trinh cua né phai chira mot co so
don.




Chitng minh két qua 4.5.1.

Nhan thay rang néu G c6 bac < 2 thi khang dinh cta bai toan 1 hién nhién nén chi can xét cac G
cd bac = 3 1a du.

Nhan thay rang néu k(G) < 1 thi G s& 1a hop cua hai d6 thi con khung G, G, Véi |G,NG,| < 1;
khong gian chu trinh C(G) sé& la tong tryc tiép caa hai khéng gian chu trinh C(G,) va C(G,); C(G) ¢b
mét co s& don khi va chi khi €(G,) va C(G,) déu c6 mot co so don; G 1a kha phang khi va chi khi
G,, G, ciing 12 kha phing (diéu nay c6 thé duoc suy ra tir dinh i Kuratowski hoic né ciing c¢6 thé
duoc suy ra tir mot 1ap luan hinh hoc don gian). Piéu nay ciing chi ra rang néu c6 thé kiém tra dugc
tinh dung dan cia khang dinh cho G, va G, thi tinh dang dan cia khang dinh cho G s& 1 hién nhién.

Khoéng mat tinh tong quét cua van dé ¢ thé gia sir rang G 12 mot d6 thi 2 — lién thang.

Gia sir G 1a mot d6 thi kha phang va xét mot biéu dién phing nao dé cua G. Tur B6 dé 4.2.5), moi
duong bién cia G déu 1a cac chu trinh, nén ching la cac phan tir cua C(G).

Nhan thay rang néu cé thé chi ra duoc rang cac dudng bién nay sinh ra tat ca cac chu trinh trong G
thi C(G) s& chira mot co s¢ don theo Bo dé 4.2.1).

Gia st C € G 1a mot chu trinh bat ki va f 1a mat trong caa nd. Tir B6 dé 4.2.1), moi canh e voi
e®  f nam trén chinh xac hai duong bién G[f'] véi f' € f va moi canh ciia C nam trén chinh xac
mot duong bién G[f']. Do dé, tong cua tat ca cac duong bién G[f'] nay chinh Ia chu trinh C.

Nguoc lai, gia st {Cy, ..., C.} 1a mot co s don ctua khdng gian C(G).
Khi d6, véi moi canh e € E(G), C(G — e) cling c6 mot co sé don.

That vay, néu canh e chi thuoc duy nhat mot tap C;, gia st la tap Cy, thi {C,, ..., C;} chinh la co s&
don can tim cua C(G — e); néu canh e thudc vé chinh xéc hai tap C;, gia sir 1a hai tap C; va C,, thi

{C, + C,,Cs, ..., C} chinh 1 co s& don can tim cua C(G — e).
Nhu vay, khong gian chu trinh ciia moi d6 thi con cua G déu c6 chira mot co so don.

Nhan thay rang néu co thé chi ra khong gian chu trinh ciia K va K 3 khong chtra bat ki co s¢ don
nao (nén khong gian chu trinh ciia cdc wéc con cua K va K 5 ciing khong thé chira bét ki co so don
nao) thi G khdng thé chira TK; hodc TK; 3, nén G 1a s& mot do thi kha phang (diéu nay suy ra tir dinh
li Kuratowski).

Gia st B = {Cy, ... C} 1A mot co s&r don ndo dé ciia C(K) (tir Két qua 1.9.6, dimC(Ks) = 6);
kll hIéU CO = Cl + -4 C6'

Nhan thay rang C,, ... C¢ 1a céc tap khac rong (diéu nay suy ra tir viéc B 1a mot hé doc 1ap tuyén
tinh), nén madi tap C; chua téi thiéu 3 canh (diéu nay suy ra tir Két qua 1.9.2).

Do do,
18 =63 < |Cy| + -+ + | Cel
< 2|IKs |l = 1Col
<210-3=17.

(danh gia thir hai suy ra tir viéc moi canh cua C, thugc chinh xac mét tap nao do ciaa hé €y, ..., Cg)



Gia stt B = {Cy, ... C4,} 1a mot co s& don nao d6 ctia C(K3 5) (tir Két qua 1.9.6, dimC(Ks3) = 6);

Nhan thay ring mdi tap C; déu chua téi thiéu 4 canh (diéu nay suy ra tir viéc g(Ks3) = 4).

Do do,
16 = 4.4 < |Cy| + -+ |Cy
< 2||Kz| = 1Col
<29-4=14.
Piéu mau thuan trong hai 1ap luan trén da chi ra tinh dung din cua dinh Ii MacLane. m

Két qua 4.5.2. (Tutte)

Diéu kién cin va du dé mot do thi 1a kha phing 1a moi canh cua d6 thi nay thudc ti da khong qua
hai chu trinh khung khéng tach.

Chitng minh két qua 4.5.2.

Chiéu thuan caa khang dinh trén duogc suy ra tir Két qua 4.2.10) va B6 dé 4.2.1). Chiéu dao cua
khing dinh duoc suy ra tir Két qua 3.2.3) va Két qua 4.5.1). O

4.6. Tinh ddi ngiu phang

Trong phan con lai cia bai viét s& sir dung Pinh 1i MacLane dé ching minh mot s6 két qua co ban
cua khai niém dai ngau phang — moét su két noi khac gitra tinh phang cua do thi va cau tric dai so.

Da db thi phang 1a mot cap ¢ = (V, E) (cac phan tir ciia tap V duoc goi la cac dinh, cac phan tir
cua tap E duoc goi la cac canh) thoa mén cac diéu kién sau:

i) VcR?
if) Moi canh cua da do thi phang déu 1a mot duong gap khic ndi giira hai dinh;

iii) Phan trong caa mot canh bat ki khéng chira bat ki dinh nao va ciing khdng chira bat ki diém nao
nam trong cac canh khac.

Cho trudc da d6 thi phang G = (V, E); ki hiéu F := F(G). Péi ngdu phang G* ciia G 1a mot da do
thi (V*, E*) voi mdi dinh cua G* 1a mot diém bat ki nam trong mdi mat caa G va hai dinh cia G* dugc
ndi véi nhau theo quy tac:

i) Néu canh e € E lién thudc vai hai mit f;, f, € F thi néi hai dinh v*(f,), v*(f,) € V* tuong ung
vé6i hai mat f,, f, € F vé6i nhau bai mot canh e* € E* nam bat chéo canh e;

i) Néu canh e € E lién thudc véi mat f € F thi thém canh khuyén e* € E* vao dinh v*(f) € V*
twong ng véi mat f € F sao cho nd bat chéo canh e.




Nhan thdy ring d6i ngiu phing cia mot da do thi phang ciing 1a mot da d6 thi phang, nén dinh
nghia trén c6 thé duoc dién dat lai duéi dang sau:

Cho trudc hai da d6 thi phang G = (V,E) va G* = (V*,E*); ki hiéu F == F(G) va F* := F(G").
Da d6 thi G* dugc goi 1a @i ngdu phéng cua G néu ton tai cac song anh
F—V" E — E” V—F*
f=vi(f) ere’ ve fr(v)
thoa mén cac diéu kién sau:

i) Véimoi f € F, v*(f) € f:
i) Véimoie € E, |le*NG| = [e*Ne°| = |leNG*| = 1;
iii) Vi moi v € V, v € f*(v).
Mot s6 nhan xét co ban vé khai niém dbi ngau phang:

> Néu ton tai cac song anh nhu trén thi ca G va G* déu 1a cac da d6 thi lién théng. Hon nira, moi da
d6 thi phang lién thong G déu co it nhat mot doi ngau phang G*. (chon ngau nhién mot diém v* (f)
trong mdi mat f € F 1am dinh cta G* va néi cac dinh cua G* boi cac duong gap khic thoa man
diéu Kién ii) néu trong dinh nghia)

> D6i ngau phang G* cua G 1a duy nhat, nghia 12 néu G; va G; 14 hai d6i ngau phing cua G thi
G; = G;. (4nh xa v} (f) = v3(f) chinh 12 dang cau topo can tim gitra G; va G;)

> Pa d6 thi G chinh 1a d6i ngau phang cua G*. (cac anh Xa nguoc ciia cac song anh trong dinh nghia
d6i ngau phang cua G chinh la cac song anh can tim trong dinh nghia d6i ngau phang cua G*:

frw(N) = f.e(e’(e) =ev'(f ) =v)

Hinh anh minh hoa.

Khai niém d6i ngau phang déng vai trd nhu mot cau ndi tu nhién gitra hai khéi niém chu trinh va
|4t cat trong mot da d6 thi phang:

Két qua 4.6.1.

Cho truéc da do thi phang G.

Khi d6, E € E(G) la tap canh ctia mot chu trinh trong G khi va chi khi tap E* := {e*|e € E} S
E(G*) 1a mot lat cat cyc tiéu trong G*.




Chitng minh két qua 4.6.1.

Nhan thay rang v*(f,) va v*(f,) nam trong ciing mot thanh phan lién théng cua G* — E* khi va chi
khi £, va £, nam trong cing mot mién cia R? \ U E. (moi v*(f,) — v*(f,) duong di trong G* — E*
déu 1a mot duong gap khuc ndi giira f; va f, trong R? \ U E; moi duong gap khac P (PNV(G) = @)
déu x4c dinh mot duong di trong G* — E* gitia v*(f,) Va v*(f,))

Giastr C € G lamét chu trinh va E = E(G).

Khi d6, G* — E* chtra chinh xac hai thanh phan lién théng (diéu nay suy ra tir Binh Ii Jordan va
nhan xét thu duoc ¢ trén), nén E* 1a mot lat cit cuc tiéu trong G*.

Nguoc lai, néu E* 12 mot lat cat trong G* thi E s& chira mét chu trinh € € G (diéu nay suy ra tir Két
qua 4.2.3 va nhan xét thu duoc ¢ trén). Hon nita, néu E* 1a mot lat cét cuc tiéu trong G* thi E khéng
thé chtra thém bat ki canh ndo nira, nén E = E(C). O

Nhan thay rang khang dinh trén c6 thé dugc tong quat I&n cho 16p cac d6 thi tdng quat bang céach
mé rong khéi niém d6i ngau phang nhu sau:

“Pa d6 thi G* dwoc goi 1a déi ngdu cua da do thi G néu E(G*) = E(G)”.
Khi d6, moi lat cat cyc tiéu trong G* ciing s& 12 tip canh ciia mot chu trinh nao d6 trong G.

Két qua 4.6.2.
Cho truéc da d6 thi G.
Khi d6, khong gian 14t cat cua G* tring voi khong gian chu trinh ciia G, nghia 1a €*(G*) = C(G).

Chitng minh két qua 4.6.2.

Nhan thay rang ¢*(G*) 1a mot khdng gian con cia E(G*) = E(G) sinh boi céc 14t cat cuc tiéu trong
G* (diéu nay suy ra tir B6 dé 1.9.4). Theo Két qua 4.6.1), chiing chinh 12 tap canh cua céc chu trinh
trong G, va chung dong vai tro nhu tap sinh cua khoéng gian chu trinh C(G) trong £(G). m

Sau cuing, ta sé trinh bay thém mot két qua quan trong khac cua nha toan hoc Whitney giai thich
méi lién hé giira tinh kha phang va khai niém dbi ngau cua cing mot do thi:

Két qua 4.6.3. (Whitney)
Diéu kién can va da dé mot do thi 1a kha phang 1a n6 ¢ it nhat mot d6i ngau.

Chirng minh két qua 4.6.3.

Gia s cho trude dd thi kha phang G. Néu G 1a mot do thi phang thi mdi thanh phan lién théng €
cua G déu c6 mot dbi ngau phang C*; ki hiéu G* 1a hop cua tat ca cac ddi ngau phang C*.

Khi d6, hop cua tt ca cac tap lat cit cuc tiéu cua cac C* chinh 1a tap 14t cat cuc tiéu cua G*. Tir Két
qua 4.6.1), cac lat cat cuc tiéu nay ciing chinh 1a tip canh caa cac chu trinh trong G, nén G* 1a mot ddi
ngau cua G.

Nguoc lai, néu G c6 mot dbi ngiu G* thi C*(G™) ciing S& ¢6 mot co s don (diéu nay suy ra tir cac
Két qua 4.5.1) va 4.6.2)). Do d6, G s& la mot do thi kha phang (diéu nay suy ra tir Binh i MacLane).o




