Phép tinh vi phan ham nhiéu bién
Truong Phuac Nhén, 06/05/2023

Khai niém vé dao ham cua mot ham maot bién khdng thuc sy o6 mot dang twong tu don doc cho cac ham
nhiéu bién. That vay, d6i vai mot ham hai (hozc nhiéu) bién, chung ta cé thé co rat nhiéu dang dao ham khac
nhau tuy thudc vao viéc chiing ta chon khao sat mét bién nao do trong sb cac bién hozc chon di chuyén theo
mot hudng cu thé hodc mudn xem xét birc tranh mét cach tong thé. Hai quan diém dau tién dan chang ta dén
khai niém vé dao ham riéng va dao ham c6 hudng, trong khi quan diém cudi cung dan ching ta dén mot khai
niém hoi triru twong hon vé tinh kha vi va, d&n lugt minh, né lai dan ching ta dén khai niém vé dao ham
toan phan. Chang ta sé dinh nghia khai niém dao ham riéng va dao ham c6 huéng trong myc 1. Khai niém
dao ham riéng va dao ham cé hwéng, chimng minh mét sé tinh chit co ban bao gdm hai dang twong tu
riéng biét cua dinh i gia tri trung binh va mot phién ban caa Cong thirc Taylor bang cach sir dung dao ham
6 hudng bac cao. Trong muc 2. Tinh kha vi, chiing ta sé nghién ciru khai niém vé tinh kha vi va chiing
minh lai phién ban ¢6 dién cta Dinh Ii ham an. Chang ta co thé nhan xét rang bat ci khi nao chang ta muén
bo qua khai niém triru twgng v tinh kha vi thi chung ta ludn co thé thay thé no, bat cir khi nao chang ta thuc
hién viéc vién dan, boi mot diéu kién manh hon mot chat nhung thuc dung hon vé su ton tai va tinh lién tuc
cta dao ham riéng. (Két qua 2.4) Nhu vay, chang ta co thé bo qua tit ca cac két qua trong muc 2. Tinh kha
Vi, ¢6 1& ngoai trir phién ban cb dién cua Binh Ii ham 4n. M6t s két qua chinh cé lién quan dén cac ham kha
vi hai bién nhu phién ban ¢ dién cua Cong thac Taylor va Quy tic tinh dao ham ham hop sé duoc thao luan
trong muc 3. Pinh li gia tri trung binh va Cong thirc Taylor. Ké tiép, trong muc 4. Tinh don diéu, tinh
16i, tinh 16m, chiing ta s& xem xét lai cac khai niém vé tinh don diéu, tinh song don diéu, tinh 1, tinh Idm
da duoc gioi thiéu trong bai viét “Phép tinh giéi han ham nhiéu bién” va lién hé ching véi cac dao ham
riéng. Cudi cung, trong muc 5. Phép tinh vi phan ham ba bién, chang ta s& phac thao mét cach ngén gon
cach ma mot sb két qua dwoc thao luan trong cac phén trudc cé thé duoc mé rong cho cac ham ba bién va
thao luan cac khai niém vé mat phang tiép xac va phap tuyén, didu nay cé thé dwoc hiéu rd hon trong ngir
canh cua cac mit cong duoc xac dinh ngam bai cac ham ba bién.

1. Khai niém dao ham riéng va dao ham co hwong

Dau tién, chung ta s& nhic lai khai niém vé& dao ham ciia mot ham mét bién. Gia st D € R va ¢ la mét
diém trong cua D, nghia la, (c —r, ¢ 4+ 1) € D vdi mot sé r > 0 nao do.

Mot ham f: D — R duoc goi la kha vi tai ¢ néu gioi han

fle+h)—f(c)
h

limh_,o
ton tai; trong truong hop nay, gia tri cua gioi han nay sé duoc ki hiéu lai boi f'(c) va duoc goi la dgo ham
cua f tai c.

Bay gio, gia st D € R? va (x,, y,) la mot diém trong cua D, nghia 13, S, (x4, yo) S D voi motsé r > 0
nao do. P6i vai mot ham £: D — R, ¢ vé sé rat tu nhién khi ching ta xem xét mot gioi han chang han nhu

I f(xo + h,yo + k) — f(x0,¥0)
LM (h,k)-(0,0) (h, k) :




Nhung diéu nay la khong hop Iy boi vi mét ly do don gian la phép chia mot sé thuc cho mét diém trong
R? la khong duoc xac dinh. C6 rat nhiéu cach khac nhau dé chung ta co thé giai quyét van dé nay nhung
chang lai khéng dic biét dé dang va chung ta sé tam hoan viéc thao luan vé khai niém kha vi d6i voi cac
ham hai (hodc nhiéu) bién & phan sau cua bai viét. Hién tai, chung ta cé thé nhan thiy riang viéc lya chon
khao sat mot bién nao @6 trong sb cac bién s& khién moi viéc tro nén dé dang hon va dan dén mot khai niém
that su htru ich.

Pao ham riéng

Giasu D € R? va f: D — R la mot ham bat ki. C6 dinh mét diém (x,, y,) € D va xét cac tap Dy, D, €
R xac dinh boi D; = {x € R: (x,y,) € D} va D, = {y € R: (x,y) € D}.

Néu x, la mot diém trong cta D, thi chiing ta s& dinh nghia dgo ham riéng cia f theo x tai (xg, ¥o) la
gioi han

f(xo + hyo) = f(x0,¥0)
H :

limh_,o

mién la gii han nay ton tai. N6 thuong duoc ki hiéu lai boi £, (xo, Vo).

Twong tu, néu y, la mot diém trong cua D, thi chang ta s& dinh nghia dgo ham riéng cua f theo y tai
(xO, yo) la glé’l han

f(x0,y0 + k) — f(x0,Y0)
X :

limk_)o

mién la gigi han nay ton tai. N6 thuong duoc ki hiéu lai boi fy (X0, ¥0)-

Cac dao ham riéng nay con duoc goi la cde dao ham riéng cap mét cua f tai (xg, ¥o) hoic don gian la
cdc dao ham riéng cap mét.

Chung thuong dugc ki hiéu boi

of . of
a (%0, ¥o) va @ (X0, ¥o)

thay thé 1an luot cho f,.(xo, ¥o) Va f, (X0, ¥o)-

Néu cac dao ham riéng nay ton tai thi cap (f; (xo, ¥o), f, (X0, o)) s& duoc goi la gradient cua f tgi
(x0, Yo) Va duoc ki hiéu boi V£ (xg, v,).

Nhu vay,

of of
Vf(x0,¥0) = I (X0, Yo, E (X0, ¥0) |-
Dao ham riéng f;.(x,, o) do toc dd thay doi cua f tai (xo, ¥,) doc theo truc x, trong khi £, (xo, ¥o) do toc
d6 thay doi cua f tai (x4, y,) doc theo truc y. Trén thyc té, viéc tim dao ham riéng cta f theo x s& twong

duong vai viéc coi dao ham cua f(x, y) nhu la mot ham cia x va coi y nhu mot hang s6. That vay, néu



¢: D; = R la mot ham mot bién xac dinh bai ¢ (x) = f(x,y,) thi ¢ sé kha vi tai x, khi va chi khi dao ham
riéng cua f theo x tai (x,, y,) ton tai; trong truong hop nay, f.(xo, o) = @' (x,). Twong tu, néu y: D, - R
la mot ham xac dinh boi Y(y) = f(x,, y) voi y € D, thi i sé€ kha vi tai y, khi va chi khi dao ham riéng cua

f theo y tai (xo, y,) N tai; trong trudng hop nay, f, (xo, ¥o) = ¥’ (¥o). Nhu mot hé qua, chang ta co thé
nhan thay rang dao ham riéng cua tong, tich vé huong, tich, nghich dao, cin cling déu so hitu cac tinh chat
gidng nhu dao ham cua cac ham mot bién. Hon nira, do tinh kha vi s& bao ham tinh lién tuc cua cac ham mot
bién nén chang ta c6 thé nhan thay ring néu tdn tai cac dao ham riéng cua f tai (x4, y,) thi ¢ s& lién tuc tai
x, Va 1 s& lién tuc tai y,. Tuy nhién, su ton tai cua ca hai dao ham riéng tai mot diém s& khdng bao ham tinh
lién tuc tai diém do.

Tuong tu v&i dao ham bén trai va bén phai trong phép tinh mét bién, ching ta ciing sé ¢é cac khai niém
vé dao ham riéng bén trai va bén phai tai cac diém gan giéng vai cac du mat cua mot khoang trong R. Nhu
trude day, giasa D € R? va f: D — R la mot ham bat ki. C5 dinh mot diém (x, v,) € D va xét cac tap
D, ={xeR:(x,y,) € D}vaD, ={y € R:(xq,y) € D}.

Néu ton tai mot s6 r > 0 sao cho (x, — 7, x,] S D; thi chang ta sé dinh nghia dgo ham riéng bén trdi
cua f theo x tai (x¢, yo) la gioi han

f(xo + hyo) — (%0, ¥0)
N :

limh_,o—

mién la gigi han nay ton tai. N6 thuong duoc ki hiéu lai boi (£.) - (%o, Vo).

Mt khac, néu ton tai mot sb r > 0 sao cho [x,, x, + 1) € D; thi dao ham riéng bén phai cua f theo x tai
(%0, yo) duoc dinh nghia nhu gidi han & trén vai h = 0~ duoc thay thé boi h — 0. N6 thuong duoc ki hiéu
lai boi (f) + (X0, Yo)-

Twong tu, chang ta ciing c6 thé dinh nghia cac dao ham riéng bén trai va bén phai cua f theo y tai
(%o, Vo). Ching sé duoc ki hiéu lan luot lai boi (fy)-(x0,¥0) Va (fy) + (X0, Yo)-

Trong truong hop D la hinh chit nhat [a, b] X [c, d], voi mdi (x4, y,) € D, ching ta sé c6 D; = [a, b] va
D, = [c,d]. Néu a < x, < b thi x, & la mot diém trong cua D, va rd rang dao ham riéng cua f theo x tai
(x0, Vo) S& ton tai khi va chi khi ca hai dao ham riéng bén trai va bén phai cua f theo x tai (xo, v,) déu ton
tai va bang nhau. Tuong tu nhu vy dbi voi cac dao ham riéng theo y khi ¢ < y, < d. Néu x, = a hoic
x, = b thi x, s& khdng thé la mot diém trong cua D, nhung dao ham riéng bén phai cua f theo x tai (x4, yo)
van co thé dugc xac dinh khi x, = a, trong khi dao ham bén trai cta f theo x tai (x,, y,) cling c6 thé duoc
xac dinh khi x, = b. Tuwong tu nhu vay néu y, = ¢ hoic y, = d. V6i quan diém nay, chiing ta sé noi riang
dgo ham riéng f, cua f ton tgi trén [a, b] x [c, d] néu £, tn tai tai mdi diém cua (a, b) x [c,d], (f,), ton
tai tai mdi diém cua {a} x [c,d] va (f,)_ ton tai tai mdi diém cua {b} X [c, d]. Trong trudng hop nay, chung
ta don gian s& viét £, (a,y,) dé biéu thi (£.)+(a, yo) Va f, (b, yo) dé biéu thi (£,)_(b, y,) voi moi y, €
[c,d]. Theo cach nay, chung ta sé thu dugc mot ham f,.: [a, b] X [c,d] —» R. M6t quy wdc twong tu cting
dang cho f,,.



Chang han,
(i) Xétham f: R? — R xac dinh boi f(x,y) = x? + y2. Khi d6, ca hai dao ham riéng cta f déu ton tai
tai moi diém cua R?; trén thuc té, £, (x,, yo) = 2x, Va fy (X0, ¥0) = 2y, VOi moi (xo,y,) € R%.
(i) Xétham f:R? - R xac dinh bai f(x,y) = /x2 + y2. Khi d6, ca hai dao ham riéng cua f déu ton
tai tai moi diém cua R? ngoai trir gbc toa do; trén thuc té, vai moi (xy, yo) € R? Voi (x, ¥o) # (0,0),
Yo

Xo
fx(XO; YO) =—F———=Va fy(xo,yo) =
VG + Y5 Vxd + 3¢

Pé kiém tra xem c6 dao ham riéng nao ton tai tai (0,0) hay khong, chiing ta sé phai dung dén dinh nghia.
Diéu nay s& dan dén mot gidi han cua thuong h/|h| khi h tién dén 0. RS rang, mot gioi han nhu vay s&
khéng ton tai. Diéu nay chi ra ring £,(0,0) va £, (0,0) khong ton tai.

(iii) Xét ham f:R? - R xac dinh bai £(0,0) = 0 va f(x,y) = xy/(x? + y?) voi (x,y) # (0,0). Khi
do, voi moi h, k € Rvoi h # 0 va k # 0, chung ta sé co

f(+ h,0)—£(0,0) f(0,0+ k) —f(0,0)
n =0va . =

Nhu vay, f£,(0,0) va £,,(0,0) ton tai va déu bang 0. Tuy nhién, f khong thé lién tuc tai (0,0).

0.

(iv) Xét ham f: R? - R xac dinh boi f(x,y) = |x| + |y| voi (x,y) € R2. R4 rang, f lién tuc tai (0,0).
Nhung, voi moi h, k € R voi h # 0 va k # 0, chung ta lai co

FO+h0)=£0,0) |hl _ fO0+k)—f£(0,0) |kl
n Ve k ~ Tk

Nhu vay, £,(0,0) va £,(0,0) khéng tén tai. Tuy nhién, cac dao ham riéng bén trai va bén phai cua f tai
(0,0) lai ton tai. That vay, (f,),(0,0) = (fy)+(0,0) = 1, trong khi (f,)_(0,0) = (f,) (0,0) = —1. M3t
khac, néu chung ta ki hiéu g va h lan luot la cac phép thu hep cua f trén cac hinh chir nhat [—1,1] x [0,1]
va [0,1] x [—1,1] thi, theo quy udc cta chiing ta, g, (0,0) va h,(0,0) ton tai va ca hai déu bing 1.

Chung ta da thay trong vi du (iii) o trén rang sy ton tai cia ca hai dao ham riéng s& khdng bao ham tinh
lién tuc. Tuy nhién, that d& dang dé chang ta ¢ thé chi ra rang n6 sé bao ham tinh lién tuc ciia mdi bién
trong so hai bién va, dong thoi, tinh lién tuc hai bién trong truong hop mot hoac ca hai dao ham riéng déu bj
chan. Déi voi truong hop tha hai, ching ta sé can sir dung dén mot két qua co ban trong phép tinh mét bién
thuong duoc goi la Binh Ii gia tri trung binh. Trudc tién, chung ta hay nhac lai két qua nay. Di vai cac phép
ching minh, chang ta co thé tham khao Két qua 2.4) caa bai viét “Phép tinh vi phan ham mét bién (1)”.

Két qua 1. (Pinh li gia tri trung binh)
Giasua,b € Rvoia < b.

Khi d6, néu ham ¢: [a, b] = R lién tuc trén [a, b] va kha vi trén (a, b) thi sé ton tai mot sé thuc ¢ €

(a,b) sao cho ¢p(b) — ¢p(a) = ¢'(c)(b — a).




Két qua 1.1.
V&i moi ham f:[a, b] X [c,d] - R, chung ta sé co:

(i) Néu £, ton tai trén [a, b] X [c, d] thi, voi mdi y, € [c,d] cb dinh, ham tir [a, b] vao R xac dinh bai
x ~ f(x,y,) lalién tuc.

(i) Néu f, ton tai trén [a, b] x [c, d] thi, v6i mdi x, € [a, b] c6 dinh, ham tr [¢, d] vao R Xac dinh boi
y + f(xo,y) lalién tuc.

(iii) Néu ca f; va f, déu ton tai va mot trong sé chung bi chan trén [a, b] x [c,d] thi f s& lién tuc trén
[a, b] X [c,d].

Chirng minh két qua 1.1.

(i) Cbdinhy, € [c,d]. Su ton tai cua £, (x,, ¥o) VoI Moi x, € [a, b] ngu y ring ham mét bién xac dinh
boi x — f(x,y,) kha vi va, do do, lién tuc trén [a, b].

(ii) Phép chirng minh cua (ii) duoc thuc hién twong tu nhu cua (i) néu o trén.
(iii) Gia st ca f, va f, déu ton tai va f, bi chan trén [a, b] X [c, d]. Khi 6, ton tai mot sb thuc a € R sao
cho |f, (u, v)| < a voi moi (u,v) € [a, b] X [c,d]. Cb dinh (x4, y,) € [a, b] X [c,d]. V&i moi (x,y) €
[a, b] X [c,d] cho trude, theo Binh li gia tri trung binh (Két qua 1), chung ta nhan thay ring sé ton tai mot s6
thuc u € R nam giita x va x, sao cho
f,y) = f(x0,¥) = fr(w, y)(x — x0) va, do do, |f(x,y) — f (xo, ¥)| < a|x — x,.

Nhu vay,

1f G, y) = f(xo, )l < |f G, y) — fxo, Y|+ | f (20, ¥) — f(x0, Vo)
< alx — xol + |f(x0,¥) — f (x0, ¥0)I.

Ngoai ra, cac bit dang thirc nay rd rang sé ding néu x = x,. Nhu vay, theo quan diém cua (ii),
F(x,y) = f(xo,v) khi (x,¥) = (xo,y,). Piéu nay chi rarang f sé lién tuc tai (xo, o). O

Pao ham co hwong

Khai niém dao ham riéng co thé d& dang duoc khai quat hoa thanh khai niém dao ham ce hueng, do toc
d6 thay d6i cua mot ham tai mot diém doc theo mot huong nhat dinh. Chang ta sé chi dinh mét hudng biang
cach chi dinh mét vector don vi. Gia st u = (uy, u,) la mot vector don vi trong R?, nén u? + u3 = 1. Ngoai
ra, gia st D € R? va f: D — R la mot ham bat ki. Gia sir (x,, y,) € D sao cho D c6 chira mot doan thang di
qua (xo, yo) theo huong cia u, nghia la, 0 la mot diém trong cia Dy = {t € R: (xy + tuy, v, + tu,) € D}.
Chung ta sé dinh nghia dao ham co hwong cua f tai (x¢,y,) dec theo u la gioi han

f(xg + tuy, yo + tuy) — f(x0,¥0)

lim;_, ”

mién la gigi han nay ton tai. N6 thuong duoc ki hiéu lai boi Dy, f(xg, o).



Luu y rang néu v = —u thi D,f (xo, ¥o) = —Dyf (X0, o). Ngoai ra, luu y thém rang néu i = (1,0) va
j = (0,1) thi D;f (x, ¥o) = fi(x0,¥0) Va Djf(XO:YO) = fy(xo»YO)-

Chang han,

(i) Xétham f:R? — R xac dinh boi f(x,y) = x? + y2. V&i moi vector don vi u = (uy,u,) cho truoc
trong R? va vai moi (x,,v,) € R?, voi moi t € R voi t # 0, thuong [f(xy + tuy, vo + tuy) — f(xo, yo)1/t
sé bang

(xo + tu)? + (yo + tux)? — (x5 +¥5)  2txguy + t2ui + 2tyou, + t?uj
t B t

= 2x0u1 + Zyouz + t.

Diéu nay chi ra rang D, f (xo, Vo) ton tai va bang 2x,u; + 2y,u,. Nhu vay, chung ta cé thé nhan thay
rang D, f (xo, Yo) = fx (X0, Yo)us + £, (X0, Yo)Us.

(i) Xét ham f: R? - R xac dinh boi f(x,y) = /x? + y2. V&i moi vector don vi u = (uy, u,) cho
trudc trong R? va vai moi (xg, vo) € R?, voi moi t € R vai t # 0, thuong [f (xo + tuy, yo + tuy) —
f (x0,¥0)] / t s€ bang

\/(xo + tuy)? + (yo + tuy)? — ng + y¢ _ 2txou; + 2ty u, + t2
t t (\/(xo + tuy)? + (yo +tuy)? + ng + 3’02)

Diéu nay chi ra rang néu (x,, v,) # (0,0) thi D, f (xo, ¥,) toN tai va

XoUq1 t YolUy
Dy f (x0,¥0) = —F/—————
Vx§ + 5

Nhu vay, mét 1an nira, ching ta ciing c6 thé nhan thay rang D, f (xo, Yo) = f (X, Yo)us + £, (X0, Yotz

vai (xo, Vo) # (0,0). Mat khac, D, £(0,0) khdng ton tai, bai vi khdng ton tai gigi han cua thuong t/|¢t| khi ¢t
tién dén 0.

(iii) Xét ham f:R? - R xac dinh bai £(0,0) = 0 va f(x,y) = x%y/(x* + y?) vadi (x,y) # (0,0). Voi
moi vector don vi u = (uy,u,) cho trudc trong R? va voi moi (xg, y,) € R?, voi moit € Rvoit # 0,
thwong [£(0 + tuy, 0 + tu,) — £(0,0)] / t s& bang u?u,/ (uit? + u?).

Piéu nay chi ra rang D, £(0,0) ton tai va

uZ

1 A
— néuu, ¥ 0,
D,f(0,0) =1 u, 2

0 néuu, =0.

bic biét, £,(0,0) = £,(0,0) = 0. Nhu vay, lic nay, ching ta lai nhan thay rang D, £(0,0) # £,(0,0)u, +
£,,(0,0)u,, trir khi u; = 0 hodc u, = 0. Luu y rang f s& khong thé lién tuc tai (0,0), mac du ton tai tit ca
cac dao ham c6 hudng cua f tai (0,0).



(iv) Xét ham f: R? — R xac dinh boi f(x,y) = |x| + |y| voi (x,y) € R%. Giastru = (uy,u,) la mot
vector don vi bat ki. Khi d6, chang ta sé ¢o |uy| + |u,| # 0 va, véi moi t € R voi t # 0,

f(0 +tuy, 0 +ttu2) 22 g(luﬂ + ).

Nhu vay, D, £(0,0) s& khdng ton tai. Luwu y rang rd rang £ sé lién tuc tai (0,0), nhung khong ton tai bat
ki mot dao ham c6 hudng nao cua f tai (0,0).

Bay gio, chung ta s& si dung khai niém dao ham cé hudng dé tao ra mot dang tuong tu cua Pinh Ii gia
trj trung binh (Két qua 1) trong truong hop hai bién. RS rang, ndi mot cach dai khai, mot dang twong tu nhu
vay sé& chi ra rang hiéu giira cac gia tri cua mot ham tai hai diém phan biét luén cé thé biéu dién lai dudi
dang tich cua khoang cach gitra hai diém o voi gia tri cua “dao ham” tai mot diém nao do6 “nam gitra”
chang. Dé lam cho y tudng “ndm gitra” nay trg nén chinh xac, chiing ta chi can gidi han khao sat trén doan
thang ndi gitta hai diém phan biét nay va rd rang la khai niém thich hop vé “dao ham” dé xem xét & day 1a
dao ham c6 hudng theo hudng cua doan thiang nay. Noi mét cach chinh xac hon, chiing ta sé c6 khang dinh
sau day.

Két qua 1.2. (Pinh li gia tri trung binh hai bién)

Gia st D € R? va D° la phan trong cua D. Gia sir (x,, yo), (x1, 1) la cac diém phan biét cua D sao cho
L={(x(@®),y()) € R®:t € (0,1)} € D°, trong d6 x(t) = xo + t(x; — xo) Vay(t) = y, + t(y; — y,). Gia

suu = (uy,u,) la vector don vi xac dinh boi u = (uy,u,) = - (%1 — X0, V1 — Vo), trong do r =

Ve — x0)% + (1 — ¥9)% Va f: D - R la mot ham lién tuc sao cho D, f ton tai tai mdi diém cua L.

Khi do, ton tai mot diém (¢, d) € L sao cho f(xy, v1) — f(xo, Vo) = rDyf(c, d).

Chirng minh két qua 1.2.

Xét ham F:[0,1] = R xac dinh boi F(t) = f(x(t), y(t)) voi t € [0,1]. Tt khing dinh (i) cua Két qua
3.1.3) cua bai viét “Phép tinh gioi ham ham mét bién”, F lién tuc trén [0,1]. Ngoai ra, véi moi t, € (0,1)
cho truéc va t € [0,1] voi t # t,, chang ta sé co

x(t) = xo +t(x; — x9) = x¢ + to(x; — x0) + (& — o) (1 — x0) = x(to) + (t — to)ruy,

va, tuong tu, y(t) = y(t,) + (t — ty)ru, nén, do do,

F(t) — F(t,) _ fx(to) + (¢ — to)ruy, y(&o) + (€ — todruy) — f(x(to);Y(to))
t—t, t —t, '

Bing cach nhan tir s6 va miu sb cua biéu thirc bén phai voi r, chang ta nhan thay ring F sé kha vi tai t,
va

F'(ty) = TDuf(x(to):}’(to))-

Do d6, bang cach ap dung Binh Ii gia tri trung binh (Két qua 1) cho F, ton tai mot sé thuc 6 € (0,1) sao
cho F(1) — F(0) = (1 — 0)F'(8). Nhu vay, (c,d) = (x(8),y(8)) s& la mot diém nam trén L va




f(x1,y1) — f(x0,¥0) = 1Dy f(c,d). =

Chung ta da thay rang, trong nhiéu truong hop (nhung khong phai tat ca), dao ham c6 huong D, f sé
bang Vf.u. Trong truong hop nay, mét phién ban thay thé cua Binh Ii gia trj trung binh hai bién c6 thé duoc
dua ra nhu trong két qua dudi day.

Két qua 1.3.

Gia st D € R? va D° la phan trong cua D. Gia str (x,, yo), (x1, 1) la cac diém phan biét cua D sao cho
L ={(x(),y(t)) € R®:t € (0,1)} € D°, trong do x(t) = xq + t(x; — x) Vay(t) =y, + t(y; — y,). Gia
s f: D — R la mot ham lién tuc sao cho D, f ton tai tai moi diém cua L voi moi vector don vi u € R? va,
hon nira, D, f (x(£), y(t)) = Vf(x(t), y(t)).u vii moi vector don viu € R? va t € (0,1).

Khi do, ton tai mot diém (¢, d) € L sao cho f(xy, v1) — f (%o, Vo) = (1 — x0)f. (¢, d) + (y; —
¥o)f,(c, d). Dic biét, néu ton tai cac sé thuc m, M € R sao chom < f,(u,v) < M va, dong thai, m <
f,(w, v) < M véi moi (u, v) € L thi Bt ddng thirc gia tri trung binh hai bién sau day s€ thoa man:

m(x; —xo +y1 — Yo) < f(x1, 1) — f(x0,¥0) < M(x3 — %9 + Y1 — ¥o)

Chirng minh két qua 1.3.
Kihiguh =x; —x0,k =y; —yo, 7 = VhZ + k% u = (ug, up) = %(h,k) = %(?Q — X0, Y1 = Yo)-
Khi do, u la mét vector don vi trong R? véi ru = (h, k).
T cac quan diém cua cac gia thiét trén D, f, chang ta nhan thiy rang, véi moi (¢, d) € L,
rDyf(c,d) =rVf(c,d).u = hf,(c,d) + kf,(c,d).
Nhu vay, két qua can chirng minh duoc suy ra ngay lap tic tir Két qua 1.2). 0
Pao ham riéng cip cao

Gia st D € R? la mot tap mo va ¢ dinh mot diém (x,, y,) € D. R3 rang x, la mot diém trong cua D; =
{x € R: (x,y,) € D} vay, la mot diém trong cua D, = {y € R: (x,,y) € D}. Gia st f: D —» R la mot ham
bat ki.

Néu £, (xo, vo) ton tai tai moi diém (x,, v,) € D thi ching ta sé thu dwoc mot ham tir D dén R xac dinh
boi (x,y) — f,,(x,y). N6 thuong dugc ki hiéu lai boi £, va duoc goi la dgo ham riéng cua f theo x trén D.
Dao ham riéng cua f theo y trén D cung dugc dinh nghia theo cach tuwong tu. D61 khi cac dao ham riéng

trén D nay con duoc ki hiéu lan luot lai boi Z—i,g—f/ thay Vi f, f,. Trong truong hop ca f, va f, déu xac dinh

trén D, chiing ta sé dinh nghia gradient cua f trén D la phép bién hinh Vf: D — R? xac dinh boi

VF (e y) = (£:Go ), £, (o)) véi moi (x,y) € D.

Trong truong hop f, Xac dinh trén D, chang ta co thé xem xét cac dao ham riéng cua no tai bat ki mot
diém nao cua D. Gia st (xo,y,) € D. Pao ham riéng cua f,: D — R theo x tai (x,, ¥,), néu ton tai, s&




duoc ki hiéu lai boi £, (x, vo). Ngoai ra, dao ham riéng cua f, theo y tai (x4, y,), néu ton tai, s& duoc ki
hiéu lai boi £, (x¢, yo). Trong truong hop f, xac dinh trén D, ching ta co thé dinh nghia tuong ty cho

fyx(xOIyO) va fyy(xOJYO)-
Cac dao ham riéng nay d6i khi con duoc biéu thi lai lan luot boi
92 92 92 92
a°f a°f a°f a°f
ax 2( X0 Yo )r 5= dyox (X0, Yo)r 55— 9x0y (x0, ¥0), dy z(xo»)’o)
thay vi fix (xOr YO)r fxy (xOr YO)r fyx(xOr YO)» fyy (xo» :VO)-

Noi chung, ching thudng duoc goi la cac dgo ham riéng cdp hai cua f tai (x4, yo) hoic don gian la cac
dao ham riéng cap hai. Trong céc dao ham riéng cap hai nay, hai cai ¢ gitra, cu thé la fry (X0, Y0) =
(xo,yo) va f, (X0, ¥0) = (xo,yo) thuong dugc goi la cdc dao ham riéng hén hep cua f. Tha tu

xuat hién cua x va y trong cac dao ham riéng hdn hop d6i khi c6 thé gay ra nham Ian.
Thir ty ldy dao ham co thé d& nhé hon néu ching ta luu ¥ rang

0 (0f\ _ 0*f

froy = ey = dy (ax) Ayox

Cubi cung, chung ta nhan xét rang, theo cac quy wdc cua ching ta dbi voi cac dao ham riéng bén trai va
bén phai, cac dao ham riéng cap cao cua bét ki mét ham f: [a, b] x [c,d] = R nao ciing co thé duoc dinh
nghia theo cach tuong tu.

6f> 0% f

afyx_(fy)x_6x<6y 0xdy’

Chang han,

(i) Giast f:R? -» R xac dinh boi f(x,y) = x2y + xy2. V&i moi (x4, v,) € R? cho trudc, ching ta sé
co f (X0, ¥0) = 2x0¥0 + y§ Va fy(x0,¥0) = x§ + 2x0Y0 Va, do d0, frx (0, ¥0) = 2y, Va fyy (X0, ¥0) = 2o,
trong khi

fxy(xor YO) = 2x9 + 2y, = fyx(xO: yO)-

(ii) Gia st f: R? > R xac dinh boi f(x,y) = sin(xy). V&i moi (x, y,) € R? cho trudc, chung ta sé ¢o
fx (X0, ¥0) = Yocos(xpy,) Va fy(xOryO) = Xgc0S(XoYo) Va, do do, fir (X0, ¥o) = —y§sin(xyy,) va
FyyGror¥0) = —x3sinCxgyo). trong khi

fxy(xO;J’o) = cos(xpYyo) — XoYosin(xey,) = fyx(xO:yO)-

Trong cac vi du néu & trén, cac dao ham riéng hdn hop hoa ra lai bang nhau. Bay gio, ching ta sé chi ra
rang, bat cir khi nao ton tai cac dao ham riéng cap mot va mot trong cac dao ham riéng hdn hop la lién tuc,
cac dao ham riéng hdn hop nay sé bang nhau. Dé dat duoc didu nay, chung ta sé stir dung mét phién ban khac
cua Pinh Ii gia tri trung binh (Két qua 1) cho cac ham hai bién xac dinh trén mét hinh chit nhat va, do do, n6
sé duoc suy ra tir mot phién ban khac cua Pinh li Rolle. Dé bit dau, ching ta sé nhic lai phat biéu cia Binh
li Rolle trong cac phép tinh mét bién. Chung ta co thé luu y rang day la mot hé qua truc tiép cua Dinh 1i gia
tri trung binh (Két qua 1). Déi vai cac phép chitng minh, ching ta co thé tham khao Két qua 2.3) cua bai viét
“Phép tinh vi phan ham mét bién (1)”.



Két qua 2. (Pinh li Rolle)
Giasua,b € Rvoia < b.

Khi @6, néu f: [a, b] — R lién tuc trén [a, b], kha vi trén (a, b) va f(a) = f(b) thi s& ton tai mot sé thuc
c € (a,b) saocho f'(c) = 0.

Trong dang tuong tu hai bién bén dudi, mot khoang sé duoc thay thé bai mot hinh chir nhat, nghia Ia,
tich cua cac khoang, va dang thirc cua cac gia tri ciia ham trén bién cua mot khoang sé& dugc thay thé boi
déang thirc cua téng cua cac gia tri cia ham trén cac dinh ddi dién cia mét hinh chir nhat. Téng xen k& cua
cac gia tri cuia ham tai cac dinh duoc yéu cau phai bang khéng. Ngoai ra, cac gia thuyét lién quan dén tinh
lién tuc va tinh kha vi cing tuong tu.

Két qua 1.4. (Pinh li Rolle cho cac hinh chir nhat)
Giasta,b,c,d ERVSia <bvac<dvaf:[ab] x [c,d] = R thoa man cac diéu kién sau:

e \6i mdi y, € [c,d] cb dinh, ham xac dinh boi x +— f(x,y,) la lién tuc trén [a, b] va kha vi trén
(a,b).

e V6i mdi x, € (a,b) cb dinh, ham xac dinh bai y = £, (x,,y) la lién tuc trén [c, d] va kha vi trén
(c,d).

o f(ac)+f(b,d)=f(b,c)+ f(ad).

Khi d6, ton tai mot diém (xo,vo) € (a,b) x (¢, d) 50 cho f;, (xo, ¥o) = 0.

Chirng minh két qua 1.4.

Xét ham ¢: [a, b] = R xac dinh boi ¢p(x) = f(x,d) — f(x,c). Khi d6, ¢ sé lién tuc trén [a, b], kha vi
trén (a, b) va ¢(a) = f(a,d) — f(a,c) = f(b,d) — f(b,c) = ¢(b). Do d6, tix Binh Ii Rolle (Két qua 2),
ton tai mot sé thuc x, trong (a, b) sao cho ¢'(x,) = 0, nghia la, f,(x,, ¢) = f,(x,, d). Ké tiép, xét ham
Y: [c,d] = R xac dinh boi Y(y) = f,.(xo, v). Khi d6, ¢ s€ lién tuc trén [c, d], kha vi trén (c,d) va ¥ (c) =
£ (x0,¢) = £, (xo,d) = Y(d). Nhu vay, tr Binh Ii Rolle (Két qua 2), tdn tai mét sé thuc y, € (¢, d) sao cho
Y’ (vo) = 0, nghia la, £y, (xo, o) = 0. O

Két qua 1.5. (Pinh li gia tri trung binh cho cac hinh chir nhit)
Giasta,b,c,d ERVoia<bvac<dvaf:[ab]x [c,d] - Rthoa man cac diéu kién sau:

e \/6i mdi y, € [c,d] cb dinh, ham xac dinh boi x — f(x,y,) la lién tuc trén [a, b] va kha vi trén
(a,b).

e \/6i mdi x, € (a, b) ¢ dinh, ham xac dinh bai y = £, (x,, ) la lién tuc trén [c, d] va kha vi trén
(c,d).

Khi d6, tdn tai mot diém (x,, y,) € (a,b) X (c,d) sao cho

fb,d) +f(a,c) = f(b,c) = fla,d) = (b — a)(d — ¢) fry (x0, ¥o)-




Chirng minh két qua 1.5.
Xét mot s thuc s € R va ham F: [a, b] X [c,d] = R xac dinh béi

F(x,y) = f(x,y) + f(a,c) — f(x,c) — f(a,y) —s(x —a)(y — ¢).

Quan sat thay ring F(a,c) = F(a,d) = F(b,c) = 0. Do d6, néu chung ta chon sé thuc s sao cho
F(b,d) = 0, nghia la, néu chang ta chon

f(b,d)+f(a,C)_f(b,C)_f(a,d)
(b—a)(d—oc) ’

thi chung ta sé ¢o6 F(a,c) + F(b,d) = F(b,c) + F(a,d). Nhu vay, tu Dinh li Rolle cho cac hinh chir nhat,
ton tai mot diém (xy, vo) € (a, b) X (¢, d) sao cho Eey (x0,y0) = 0, nghia la, £, (x0,0) = s. Piéu nay chi
ra tinh dung dan cua két qua mong mudn. 0

Dinh |i gia tri trung hinh cho cac hinh chir nhat c6 thé dwoc st dung dé wdc tinh gia tri ciia ham tai mot
trong s6 cac dinh cua hinh chir nhat, mién la da biét gia tri cia né tai cac dinh con lai va chang ta cé cac
chan cho mét trong sb cac dao ham riéng hdn hop cép hai cua né tai cac diém trong cua hinh chir nhat.

Két qua 1.6. (Bét dang thirc gia tri trung binh cho cac hinh chix nhat)
Giasta,b,c,d €ERVéia <bvac<dvaf:[ab]x[c,d] = R thoa man cac diéu kién sau:

e V4imdi y, € [c,d] cb dinh, ham xac dinh bai x — f(x, y,) la lién tuc trén [a, b] va kha vi trén
(a,b).

e V4imdi x, € (a,b) cb dinh, ham xac dinh boi y = f,(x,, y) 1a lién tuc trén [c, d] va kha vi trén
(c,d).

e Ton tai cac s thuc m, M € R sao cho m < f,,(x0, o) < M Vi moi (xo, %) € (a,b) X (¢, d).

Khi d6, m(b —a)(d —c) < f(b,d) + f(a,c) — f(b,c) — f(a,d) < M(b — a)(d — ¢).

Chirng minh két qua 1.6.

Nhan thiy ring néu a < b va ¢ < d thi cac bit dang thixc mong mudn sé la mot hé qua tryuc tiép cua Két
qua 1.5), nguoc lai néu a = b hodc ¢ = d thi mdi mot trong ba biéu thirc trong s6 cac bat dang thirc trén déu
sé bang khong. O

Nhan thay ring, trong mdi két qua trong sb ba két qua cudi cung, cu thé la Binh li Rolle cho cac hinh
chix nhat, Binh li gia tri trung binh cho cac hinh chir nhat va Bat ding thirc gia tri trung binh cho cac hinh
chir nhat, ching ta ludn co thé gia thiét rang, vai mdi y, € [c, d], ham xac dinh boi x +— f(x, y,)lién tuc
trén [a, b] ¢ thé duoc lam yéu di. That vy, nhu cac phép chitng minh cho thay, chung ta chi can gia sur
rang ham ¢: [a, b] = R xac dinh boi ¢(x) = f(x,d) — f(x,c) la lién tuc. Ngoai ra, mdi két qua trong so ba
két qua nay déu thira nhan mot dang twong tu don gian voi f;, va f;,, duoc thay thé boi £, va f,,,.




Bay gio, chung ta da sin sang dé chirng minh su bing nhau cia cac dao ham riéng hdn hop cép hai voi

diéu kién mét trong sé chung la lién tuc.

Két qua 1.7. (Pinh li dao ham riéng hdn hop)
Gia st D € R? la mot tap md va (x,, ¥) la mot diém bét ki nam trong D. Gia st f: D — R la mot ham

sao cho ca f va f,, déu ton tai trén D.
Khi do, néu f,, hoic £, ton tai trén D va lién tuc tai (xo, yo) thi ca fy,, (xo, o) Va fx (xo, ¥o) déU ton tai

va fxy(xOryO) = fyx(xOrYO)-

Chirng minh két qua 1.7.

Gia st fy,, ton tai trén D va lién tuc tai (xo, yo). Gia sir cho trugc mot s6 thuc £ > 0. Do D la mét tap
con mo cua R? va f,,, lién tuc tai (x, o) nén, tur Két qua 3.1.6) cua bai viét “Phép tinh vi phan ham mét

bién (1), sé tdn tai mot s thuc § > 0 sao cho Ss(xg, vo) S D va
(u,v) € Ss(xg,y0) = |fxy (x,y) — ﬁcy(xo»J’o)| <E&.

Cb dinh mot diém (h, k) € S5(0,0) véi h # 0 va k # 0. Tu Binh i gia trj trung binh cho cac hinh chir

nhat (Két qua 1.5), ton tai mot diém (¢, d) € Ss(x, Vo) Sao cho
flxo +hyo+k)—f(xg +hyo) — f(x0,¥0 + k) + f(x0,¥0) = hkfs, (c, d).

Nhan thdy rang vé trai cua phuong trinh trén ¢ thé duoc viét lai dudi dang G (y, + k) — G(v,), trong d6

ham G: (y, — 8,y + ) = R xac dinh boi G(y) = f(xo + h,y) — f(xo,¥).

Nhu vay,
= |fxy(c' d) - f;cy(xol yo)l < E&.

hk
Do f,, ton tai trén D nén ham G s& kha vi tai y, va G'(yo) = f;, (xo + 1, ¥o) — f, (0, ¥o). Nhu vay, bang

cach chuyén qua gioi han khi k — 0 (véi h ¢ dinh), ching ta nhan thiy rang, vai 0 < |h| < 6,

Gl
= ‘%O)_fxy(xo:)%) < e

G k)—G
‘ (o + k) (o) ~ o G0 30)

fy(xo + h,yo) — fy(xOryO)
h - f;cy (xol yO)
Do & > 0 la tiy y nén chang ta c6 the két luan rang f,,,(xo, ¥o) ton tai va bang vai £, (xo, vo). Truong
hop f, ton tai trén D va lién tuc tai (xo, yo) dugc chimg minh tuong tu theo quan diém cua tuyén bé néu

O

trong nhan xét o trén.
Theo cac quy woc cia ching ta d6i véi cac dao ham riéng bén trai cling nhu bén phai, ching ta c6 thé dé

dang nhan thay rang mot két qua c6 dang twong tu vai Dinh li dao ham riéng hdn hop (Két qua 1.7) van

dang khi D = [a, b] X [c, d] va (x,, y,) 1a mot diém bat ki nam trong D.



Chiang han, xét ham f: R? - R xac dinh bai

x2+y?
xy———= néu (x,y) # (0,0),
fooy) =Y 2=y (x,y) #(0,0)

0 néu (x,y) = (0,0).

R3 rang 12 fy, f,,, fxy» fyx tON tai trén R? \ {(0,0)}. Ngoai ra, chung ta ciing d& dang nhan thay rang
fx(0,¥0) = =y, Voi moi ¥, € R va f,(xg, 0) = x, Voi moi x, € R. Do do, f;,,(0,0) = =1 # 1 = £,,(0,0).

Nhu vay, tir Két qua 1.7), chang ta ¢6 thé d& dang suy ra rang ca f,, va f,, déu khong thé lién tuc tai
(0,0).

Giasat D € R? lamot tap mo va f: D — R la mot ham bat ki xac dinh trén D. Trong trudng hop mot dao
ham riéng c4p hai cua hai cua f xac dinh tai moi diém nam trong D, chung ta co thé xét cac dao ham riéng
ctia dao ham riéng cap hai theo x hoic theo y. Biu nay dan ching ta dén cac dao ham riéng cip ba
Frxxr Fxys Freyaor Freyyr Ty Tyxeys Fyyxer Fyyy Béng cach ap dung Binh li dao ham riéng hdn hop cho f, va fys
chang ta nhan thay rang fi., = fryx V2 fyyx = fyxy tai mdi diém cua D ma tai d6 cac dao ham riéng hdn hop
cap ba nay lién tuc. Hon nita, néu f,, = f,, trén D thi, bang cach lay dao ham riéng theo x va theo y, chang
ta S€ thu duoC fryx = fyxx V2 fyxy = fryy- Nhu vay, néu cac dao ham riéng cap hai ton tai va lién tuc trén D,
va cac dao ham riéng cap ba ton tai trén D thi ching ta s& ¢6 frxy = fuyx = fyxx VA fryy = fyxy = fyyx @
mbi diém (x,, y,) cuia D ma tai d6 cac dao ham riéng cap ba nay lién tuc.

Tai mot diém nhu vay, thay vi tam dao ham riéng cap ba kha di, chang ta chi can xét bén dao ham riéng
la du va chiing c6 thé duoc ki hiéu lai lan luot boi
03 f 3f 3f 03f

@ (X0, Y0), m (X0, Y0), W (X0, ¥0)» 0_y3 (X0, ¥0),

thay Vi fixx (xo: YO): fyxx (xo: J’o): fyyx(xor yO); fyyy (xOr yO)-

Bing cach tiép tuc thuc hién theo cach nay, voi mdi n € N, chang ta co thé xét cac dao ham riéng cip n
cua f tai mot diém (x,, y,) bat ki thuoc D. Nhu vay, chang ta sé co 2™ kha ning, nhung néu dao ham riéng
CAp < n ton tai va lién tuc trén D va dao ham riéng cip n ton tai trén D va lién tuc tai (x,, y,) thi chung ta
chi can xét n + 1 trong s6 d6 la du, cu thé la,

onf o f onf onf

Fye (xo,YO),m (%0, ¥0)) - ;W(xOJ’o):W (X0, ¥0) V6im = 0,1, ..., m,

hodc don gian chi la

o f

dxn-mgym (x0,y0) V&im = 0,1, ...,n.



Chang han,

(i) Giasu I vaJ lacac khoang mo khac rong trong R, ¢p: 1 = R va 1:J — R la cac ham mot bién kha vi
vO han.

Xét cac ham f, g: I X ] - R xac dinh bai

fl,y) = oG + () vag(x,y) = ¢ (y).

Bang cach st dung mét 1ap luan quy nap don gian trén chi sb [ + m, trong d6 I, m la cac sb nguyén
khong am, chiang ta co thé nhan thiy ring tit ca cac dao ham riéng cp cao cua f va g déu ton tai trén I x J
va, tai bat ki mot diém (x,, v,) cho trudc nao thudc I x J, dugc xac dinh bai

P (xo) + P(¥o) néul=m=0,

ot f (o, yo) = $WO(xy) néul=1vam=0,
dxtoy™ Y™ (y,) néul=0vam=>1,
0 néul>1vam=>1.

Tuong tu, cac dao ham riéng cap cao cua g cling sé duoc xac dinh bai

al+nag

W (%0, ¥0) = P (x) ™ (yo) v6il = 0,m = 0va (xo,¥,) €I X].

(ii) Vi cac sb nguyén khong am i, j bat ki cho trudc, ki hiéu g; j: R? - R la ham xac dinh boi
g:,;(x,y) = x'yJ. Bang cach sir dung (i) néu & trén, chiing ta nhan thy réng, véi moi s6 nguyén khong am
1, m va voi mot diém (x,, y,) € R? bat ki,

it xi lyJ m
(x0,¥0) =9 @@—D!I(G—m)! 0
0 néul > i hoicm > j.

al+n?ﬂ]
axla m

néul <ivam </

Ké tiép, gia st f: R? = R la mot ham da thirc, nghia I3,

fl,y) = 2 Z ci,jxiyj,vé'i moi (x,y) € R?,

i=0 j=z0
i+jsn

trong d6 n la mot s6 nguyén khdng am va c;; € Rvéii,j = 0 voi i + j < n.

Kihiéu ¢;; = 0néui,j = 0 v&i i + j > n. Ngoai ra, nhu thuong 1€, ching ta luén quy uéc rang a® = 1
Vv&i moi a € R va moi téng rong déu ¢ gia tri bang 0. Khi do, theo quan diém cua cdng thirc néu & trén cho
cac dao ham riéng cua g, ;, ching ta nhan thay rang, voi moi s6 nguyén khong am 1, m va véi mot diem
(%0, Vo) € R? bat ki,

oMMy, ilj! L em e
m( O'yO)_Z z Cl,](l_l)|(]_m)|x6_ Yo ,VO’lm_Ol(xO,yO)ERZ.

izl jzm
i+jsn



Nhu vay, cac dao ham riéng cua f voi cip bat ki tn tai tai moi diém (x,, v,) € R? va duogc cho bai
codng thuec trén.

(iii) Nhu da nhan xét tir trude do, viéc 1y dao ham riéng sé tuong duong vai viéc lay dao ham cua mot
ham mot bién va, do do, cac quy tac tinh dao ham théng thuong van c6 thé sir dung duge. Dic biét, ching ta
hay xem xét anh huong cua quy tac tinh dao ham ham hop d6i voi mot ham hop c6 dang f(x, y) =
gu(x,y)), trong d6 g: E » Rvau:D — R? sao cho u(D) € E, trong do E la mot tap con mo cua R va D
la mot tap con mo cua R?. Gia st tat ca cac dao ham riéng cua u déu ton tai trén D va g kha vi vo han trén
E. Khi @6, tat ca cac dao ham riéng cip cao cua f déu ton tai trén D. Tuy nhién, viéc tim mot cong thirc
tuong minh cho chiing dudi dang dao ham riéng cua u va dao ham cta f dudng nhu khong dé dang. Trong
truong hop u la mot ham tuyén tinh, nghia 1, u(x, y) = ax + by vdi moi (x,y) € D, trong d6 a, b € R, tai
bat ki mét diém (x4, y,) € D nao cho trudc, bang cach dit uy = u(x,, yo) = ax, + by,, chung ta dé dang
nhan thay rang

al+mf (I+m) Lpym 47
W(xo,yo) =g (ug)a’b™ véil = 0,m = 0.

Cac tuyén bd chinh thirc cua quy tic tinh dao ham ham hop s& duoc thao luan thém trong muc 3. Pinh li

gia tri trung binh va Cong thirc Taylor.

V6i moi h, k € R cho truoc, chung ta dinh nghia toan tw dgo ham riéng Dy, , nhu sau:

Nhan thay rang Dy, . s& bién d6i mot ham thyc hai bién thanh mot ham thyc hai bién khac. Nhu vay, néu
D € R? lamot tap md va f: D — R la mot ham sao cho ca hai dao ham riéng cua f déu ton tai tai moi diém
cua D thi Dy . f: D = R la mot ham xac dinh boi

0 0
(Dh,kf)(xo:%) = hé (X0, ¥o) + ké (%0, ¥0) = hf(x0,¥0) + kfy(xOJ’o)»

trong d6 (x,, y,) thay doi trén D.

Ki higu toan tir Dy, f €6 mot wu diém la ching ta co the xem xét cac liiy thira hinh thic (hogc hop lién
tiép) ctia Dy, va nhing didu nay s& cho phép ching ta xem xét mot t6 hop cia cac dao ham riéng cap n tai
cung mét thoi diém.

Nhu vay, voi moi n € N, chung ta sé dinh nghia

Noi cach khac, néu D € R? la mot tap mo va f: D — R c6 cac dao ham riéng vai cap < n lién tuc tai
moi diém cta D thi D} f: D — R s& la mot ham xac dinh boi



n 3 n n-mjm anf
(DRf) (xo0, ¥0) = z (m) h"™ "k W(%J’o),
m=0 Y
trong d6 (x,, y,) thay doi trén D.
Chang han,
2 2

o’ f o°f 0°f
(D}Zl'kf)(xo,yO) = hzﬁ(xO; )’o) + thm(xo:YO) + kza_:yz(xOJyO)'

Ching han, xét mot da thic f: R? - R xac dinh boi

flx,y) = z Z ci,jxiyj,V('ri moi (x,y) € R2.
20 j=0
i+jsn
Bang cach dit (x,, y,) = (0,0) trong cdng thirc dao ham riéng cip cao cua f néu trong vi du (ii) & trén,
chang ta nhan thay rang

aanf
dxlay™

(0,0) = I!m!c;,, véi moi s6 nguyén khong am [, m.

Nhu vay, v&i moi s6 nguy@n khdng &m p cho trudc, ching ta sé ¢o
p
(D}, f)(0,0) = p! Z Cp-mmh?~"k™ v&imoi (h, k) € R?.
m=0
Bing cach chia ca hai vé cho p! va Iy tong khi p thay doi tir 0 dén n, chung ta nhan thay ring
n
k) = 1DP 0,0) véi moi (h, k 2
fln k) = ﬁ( hief )(0,0) v&i moi (h, k) € R,
p=0
Nhu vay, ching ta da thu dwoc mot biéu thuc thay thé cho £ (x, y) theo cac dao ham riéng cép cao cua
no tai (0,0).

Pao ham co6 hwong cap cao

Gia st D € R? la mot tap con mo cua R? va u = (uy,u,) la mot vector don vi trong R2. Khi do, voi
moi diém (x,, y,) € D, sb thuc 0 r5 rang la mot diém trong cua D, = {t € R: (x, + tuy, y, + tu,) € D}.
Gia st f: D — R la mot ham bat ki.

Néu D, f (x4, yo) ton tai tai moi diém (x4, y,) € D thi chang ta s& thu dugc mot ham tir D dén R xac
dinh boi (x,y) = D, f(x,y). No thuong duoc ki hiéu lai boi D, f va dugc goi la dgo ham co hwong cua f
trén D doc theo u. Do D, f 1a mot ham thuc hai bién nén chang ta cé thé xem xét thém cac dao ham co
hudng cta nd doc theo u tai cac diém cua D. Néu chung ton tai tai moi diém D thi chung ta sé thu dwgc mét
ham tir D dén R xac dinh bai (x,y) = D, (D, f)(x,y). N6 thuong duoc ki hiéu lai boi D2f va dugc goi la
dao ham c6 hudng cap hai cua f trén D doc theo u. Noi chung, chang ta cé thé dua ra mot dinh nghia dé quy



nhu sau. Gia st f, = DOf = f va f; = DL f da duoc xac dinh voii = 0,1, ...,n — 1, trong 6 n € N. Néu
dao ham c6 hudng cua f,_ trén D doc theo u ton tai thi ching ta thuong ki hiéu né lai boi DI f va goi no la
dgo ham co hwong cdp n cua f trén D doc theo u. Luu y ring DLf = D, f.

Gia st f: D — R va u nhu trén, va dao ham c6 hudng D, f cua f trén D doc theo u ton tai. Néu v 1a mot
vector don vi bat ki trong R? va d¢ao ham c6 huong cua D, f trén D doc theo v ton tai thi chang ta s& thu
duogc mot ham tr D dén R xac dinh bai (x,y) = D, (D, f)(x,y). N6 thuong duoc ki hiéu lai boi D2, f. Bang
cach tién hanh theo cach nay, chung ta sé cé thé xay dung mot khai niém vé cac dao ham c6 huéng cap n
doc theo mot n — bo sap tha tu cua cac vector don vi trong R2. Tuy nhién, chang ta sé khdng cé bat ki mot
co hoi nao dé sir dung nhirng khai niém nhu vay mot cach diy du tong quat va, do do, chung ta sé khong
thao luan thém vé no.

Chung ta da thay tir trudc d6 raing mot dang twong tu hai bién cua Binh i gia trj trung binh c6 thé duoc
tao thanh bang cach st dung cac dao ham c6 hudng. Theo cach tuong tu, chiing ta cé thé xay dung va ching
minh mét dang twong tu hai bién cua Cong thirc Taylor bang cach sir dung cac d¢ao ham c6 huéng cip cao
hon. Dau tién, chung ta hay nhéc lai phat biéu cua Cong thic Taylor tir phép tinh mot bién. D4i vai cac phép
ching minh, chang ta c6 thé tham khao Két qua 2.4) cua bai viét “Phép tinh vi phan ham mét bién (1)

Két qua 3. (Cong thirc Taylor)
Giaswa, b € RVdia < b van lamot sé nguyén khdng am.

Khi @6, néu f: [a, b] = R la mot ham sao cho £/, f"', ..., f ™ ton tai trén [a, b], hon nira, £ lién tuc
trén [a, b] va kha vi trén (a, b) thi sé ton tai mot s6 thuc ¢ € (a, b) sao cho

f(n)( a) A () nt
b—a)"+ m(b —a) L

fO)=f@+f@b-a)+-+

Sau déy la mot két qua tuong tu cho cac ham hai bién.

Két qua 1.8. (Cong thirc Taylor hai bién)

Gia st D € R? la mot tap ma, (xo, vo) Va (x4, v;) la cac diém phan biét trong D sao cho doan thang ndi
gilta chung nam trong D, nghia I3, L = {(x(t), y(t)) € R?:t € [0,1]} € D, trong d6 x(t) = xo + t(x; — x,)
vay(t) =y, +t(y; — ). Giasuu = (uy,u,) la vector don vi xac dinh boi u = (uy,u,) = %(x1 —

X0, V1 — Yo) trong d6 7 =/ (%; — x¢)2 + (V1 — ¥o)?. Gia strn 1a mot s6 nguyén khéng dmva f: D - R la
mot ham sao cho D f ton tai va lién tuc trén D voi i = 0, ..., n, va, hon nita, D1 £ ton tai tai (x(t), y(t))
voi mdi t € (0,1).

Khi d6, t6n tai mot diém (c,d) € L \ {(xo, ¥o), (x4, 1)} sao cho

n+1

T CARLCE!

Fleny) = Z (L)) +




Chirng minh két qua 1.8.

V6ii=0,..,n, kihiéu f;: D —» R la ham xac dinh boi f; = DL f va F;: [0,1] = R la ham xac dinh boi
Fi(¢) = fi(x (), y(©)) voi t € [0,1]. Ki hiéu fr41: L\ {(xo, o), (x1,¥1)} = R la ham xac dinh boi f;,,4 =
DI f va Fpy1:(0,1) = R 1a ham xac dinh boi Fpy 1 (£) = fry1(x(@), y(£)) véi t € (0,1).

Bang cach sir dung dinh nghia cua dao ham cé hudng, chiing ta nhan thay rang, nhu trong phép chitng
minh caa Binh I gia tri trung binh hai bién (Két qua 1.2), néun > 1 thi F = F, s& kha vi trén [0,1] va

F'(t) = r(Duf)(x(t),y(t)) = rfl(x(t),y(t)) = rF;(t) voi moi t € [0,1].
Tuong tu, néu n > 2 thi F; sé kha vi trén [0,1] va F;(t) = rF,(t) voi moi t € [0,1].
Nhu vy, F = F, kha vi hai lan trén [0,1] va
F"'(t) = rF|/(t) = r?F,(t) voi moi t € [0,1].

Bing cach tiép tuc theo cach nay, ching ta cé thé nhan thay rang, voii = 0, ..., n, dao ham cip i cua F
ton tai trén [0,1] va FO(t) = r'F;(t) v&i moi t € [0,1]. Hon nira, dao ham cip (n + 1) cua F ton tai trén
(0,1) va F®+D(¢) = v™*1F, ., (t) v&i moi t € (0,1). Nhu vay, bing cach ap dung Cong thirc Taylor tir cac
phép tinh mot bién (Két qua 3) cho ham F, tén tai mot sé thuc 6 € (0,1) sao cho

COFO0)  FD(g)
F“)—Z T (m+ 1)

i=0
Nhu véy, bang cach dit (¢, d) = (x(0),y(8)) € L\ {(xo,vo), (x5, 1)}, chung ta nhan thay ring
n+1

r
f(xl,yl)—z (Duf)(xo,yo)+( I CARICT)

nhu da tuyén bé. O

Trong truong hop ding thic D, f = Vf.u dugc thoa man boi f cling nhu cac dao ham c6 hudng cip cao
hon cua no, chiing ta s& thu duoc phién ban thay thé sau day cua Cong thirc Taylor hai bién twong tu voi Két
qua 1.3).

Két qua 1.9.

Gia st D € R? la mot tap md va n la mot sb nguyén khdng am. Gia st (x, vo) Va (x4, ;) la cac diém
phan biét thuoc D va L la doan thang néi gitra chung. Gia st L € D. Gia stt f: D — R la mot ham sao cho f
c6 cac dao ham riéng cip < n + 1 lién tuc tai moi diém cua D va, hon nira, cac dao ham c6 hudng cép cao
hon DL f ton tai tai moi diém caa D v&i moi vector don vi u trong R? va i = 0,1, ...,n + 1. Gia sir thém
rang, vai bat ki mot vector don vi u nao trong R?, cac ham f; = DL f déu thoa man hé thirc

(D, f)(x,y) = Vf;(x,y).u véi moi (x,y) € Dvai=0,...,n,

trong do f, = f.




Khi do, ton tai mot diém (c,d) € L \ {(xy, o), (x1,y1)} sa0 cho

1

G D PRk ) d),

flxy,y1) = z (Dh kf)(xo»YO) o

tr0ngd6h=x1—x0Vélk=y1—yo.

Chirng minh két qua 1.9.

Voi h va k nhu trén, ki hiéur = vh? + k? vau = (h/r,k/r). Khi do, u sé la mot vector don vi trong
R? voi ru = (h, k). Nhu trong phép chirng minh cua Két qua 1.3), vai moi (x,y) € Dvai=0,1,...,n
chung ta s€ co

l al
fiese) = 1Dufi03) = (RS + k) () = (D))

Bang cach lan luot sir dung dang thac trén, chang ta nhan thay rang ri(DLf) = rif; = (Dpkf)! Vi i =
0,...,n + 1. Nhu vay, két qua mong muén duoc suy ra ngay lap tic tir Két qua 1.8). 0

2. Tinh kha vi

Nhirng kho khin lién quan dén viéc tong quat hoa khai niém kha vi tr cac ham mét bién thanh cac ham
hai (hodc nhiéu) bién da duoc thoa luan trong phan dau caa myc 1. Khai niém dao ham riéng va dao ham
c6 huéng. Chang ta sé trinh bay trong muc nay cach khic phuc nhirng kho khan nay. Y tudng chinh ¢ day
gdom hai phan: (i) nhan thirc rang dao ham caa mét ham thuc hai bién c6 thé khong phai la mot s6 ma co thé
la mot cap sb thuc, (i) nhan xét rang van dé chia cho mot diém (h, k) trong R? c6 thé duoc giai quyét bang
cach thay thé (k, k) boi chuan |(h, k)| = VA% + k2 cta nd. Bé hiéu diéu nay r5 rang hon, truoc tién, chang
ta hay luu y rang néu D € R va ¢ la mot diém trong cua D thi ham f: D — R s& kha vi tai ¢ khi va chi khi
tdn tai mot sd thuc a € R sao cho

fle+h)—f(c)—ah
|hl -

limh_)o

Trong treong hop nay, a sé duoc goi la dao ham cua f tai ¢

Bay gio, gia st D € R? va (x,, y,) 1a mot diém trong cua D. Mot ham f: D — R duoc goi la kha vi tai
(x4, ¥o) Néu ton tai (ay, @,) € R? sao cho

lim f(x0+h,y0+k)—f(x0,y0)—a1h—a2k _
(h,k)—(0,0) VRZ + k2

Trong truong hop nay, ching ta s& goi cap (a4, ;) la dao ham toan phdn cua f tai (xg,ye). (Trong cac
phuong phap xu Ii hién dai cua phép tinh nhiéu bién, thay vi cap (a, @), anh xa tuyén tinh tir R? dén R xac
dinh boi (h, k) — a,h + a,k duoc goi la dao ham (toan phan) cua f tai (x, yo). Tuy nhién, cap (a;, a,)
va anh xa tuyén tinh twong ng xac dinh duy nhat Ian nhau. Vi li do nay va dé don gian hoa van dé, chang
ta s& goi cap (ay, @) la dao ham (toan phan) cua f tai (x4, y,).)




Chang ta can luu y rang néu £ kha vi tai (x,, o), (a;, @) 1a dao ham toan phan caa f tai (x,, v,) thi,
khi (h, k) tién dén (0,0) doc theo truc x hoic truc y, chung ta cé thé nhan thay rang

f (o + hyo) — f (o, ¥o) —azh li f o, Yo + k) — f (o, yo) —azk
7] = e K] -7

limp, o

Nhu vay, ca f, (xo, o) Va £, (x0, o) déu ton tai va twong tng bang vai a, va a,.
Noi cach khac, néu £ kha vi tai (x,, y,) thi gradient cua f tai (x,, y,) ton tai va
dao ham toan phan cua f tai (x4, yo) = Vf (X0, Vo).

Nhu vay, khi kiém tra tinh kha vi cua f tai (x,, y,), rd rang gia tri nao cua a; va a, ciing cé thé hoat
dong va nhiém vu cua chang ta giam xudng con kiém tra xem gigi han hai bién twong ng o ton tai va bang
khong hay khong. Ngoai ra, néu mot trong hai dao ham riéng khong ton tai tai mot diém nao do6 thi chung ta
c6 thé chéc chan ring f s& kha vi tai diém d6. Biéu nay sé& duoc minh hoa trong cac vi du néu dudi day. Mat
khac, su ton tai cua ca hai dao ham riéng tai (x,, v,) la khong du dé f kha vi tai (x,, v,) va diéu nay ciing s&
dugc chi ra trong cac vi du néu dudi day.

Chang han,

(i) Giasu f:R? - R la ham hiang xac dinh boi f(x,y) = 1 voi moi (x,y) € R?. RS rang f kha vi tai
moi diém (x,, ¥,) € R? va dao ham toan phan cua f tai (xo, v,) 1a (0,0).

(i) Giast f:R? - R la ham xac dinh bai f(x,y) = x? + y2 v&i moi (x,y) € R2. V&i moi (x4, v,) €
R? cho trudc, chang ta s€ ¢o f; (xo, o) = 2x, Va f,,(x0,¥o) = 2, Va, hon nira,

lim f (o + hyo + k) — f(x0,¥0) — 2x0h — 2yok = lim h? + k?
(h,k)—-(0,0) ,/hz + k2 (h,k)—(0,0) —m
= lim(h,k)a(olo)\/ h? + k2
= 0.

Piéu nay chi ra rang f kha vi tai (xo, yo) Va V£ (xo, o) = (20, 2Y0)-

(iii) Giastr f: R? - R la ham chuan xac dinh baoi f(x,y) = /x2 + y2 voi moi (x,y) € R?. Ching ta
cé thé nhan thay ring ca £,(0,0) va f, (0,0) déu khdng ton tai. Nhu vay, f s& khdng thé kha vi tai (0,0).

(iv) Giastr f:R? » R la ham xac dinh boi f(x,y) = |xy|. D& dang nhan thay rang £, (0,0) =
£,(0,0) = 0. Hon nira, voi moi (h, k) € R?, chung ta s c6 |h| < VhZ + k2 va, do 4o, néu (h, k) # (0,0) thi

f(hk)—£(0,0)—0.h—0.k  |hk|
VhZ + k2 R ET
Nhu vay, f sé€ kha vi tai (0,0) va V£ (0,0) = (0,0).

< |k| - 0khi (h, k) — (0,0).



Dbi vai cac ham mét bién, chung ta co mot dic trung kha vi kha hitu ich duoc dua ra boi Bé dé
Carathéodory. DAu tién, ching ta hay nhéc lai phat biéu caa né. Béi vai cac phép chirng minh, chang ta c6
thé tham khao Két qua 1.1) cua bai viét “Phép tinh vi phan ham mét bién (1)”.

Két qua 4. (B6 dé Carathéodory)
Gia s D € R va ¢ la mot diém trong cua D.

Khi d6, f:D — R s& kha vi tai ¢ khi va chi khi tn tai mat ham f: D — R sao cho f(x) — f(c) =
(x — ) f,(x) v&i moi x € D va f; lién tuc tai c. Ngoai ra, néu cac diéu kién nay duoc thoa man thi f'(c) =

f(©).

Néu cac diéu kién cua Két qua 4) duoc thoa man thi ham f; sé duoc xac dinh duy nhat boi f va ¢, va f;
duoc goi la ham lién két vei f va c. DBbi voi cac ham hai bién, chiing ta cling c6 mot dic trung twong tu vé
tinh kha vi va nd s& dong mot vai tro quan trong trong phan ké tiép.

Két qua 2.1. (B6 dé Carathéodory hai bién)
Gia st D € R? va (x,,y,) la mot diém trong cua D.

Khi d6, f: D — R s& kha vi tai (xo, ¥,) khi va chi khi ton tai cac ham f;, f,: D — R sao cho f; va £, lién
tuc tai (xq, o) va f(x,y) — f(x0,¥0) = (x — x0)f1(x,¥) + (v — yo) f2(x, ¥) voi moi (x,y) € D. Ngoai ra,
néu cac diéu kién nay duoc thoa man thi V£ (xg, vo) = (fi (X0, Vo), fo (X0, Yo)).

Chirng minh két qua 2.1.
Giasu f: D — R kha vi tai (x,, yo).
Khi d6, t6n tai mét (ay, a,) € R? sao cho

F(x,y)

=0,
—X0)% + (Y — ¥0)?

1M (3, 9) 5 (o, 30)
) ) J (x

trong do
F(x,y) = f(x,y) — f(x0,¥0) — @1 (x — x3) — a3, (y — y,) v&i moi (x,y) € D.
Ki hiéu f;, fo: D = R la cac ham xac dinh boi f; (x,, yo) = a;, voi i = 1,2, va, vai (x,y) # (X9, Yo),

(x —x0)F(x,y) £00y) =y + v —y)F(x,y)
-2+ —y)2 2 T T G T+ (v — y0)?

Khi d6, voi moi (x,y) € D véi (x,y) # (x4, Vo), chung ta s€ co

fi(x,y) = a; +

(x —x)f1 (6, ¥) + (v —yo) f2(x, ¥)

(x — x0)*F (x,y) (y —y0)?F(x,y)
=72 + 0 —yor T2 Tt T = )2

=a,(x —x) +

= a;(x — x0) + a,(y — o) + F(x,y).




Nhu vay, bang cach str dung dinh nghia cua F (x, y) va kiém tra truc tiép khi (x,y) = (x,,y,), chung ta
nhan thay rang

fC,y) — f(xo,¥0) = (x —x0) f1(x,¥) + (v — ¥o) f2(x,¥) v&i moi (x,y) € D.
Ngoai ra, voi moi (x,y) € R? cho trudc vai (x,y) # (xo, o), 0 rang chung ta sé ¢o

lx — x| < 1v3 ly — Yol

JE—2t 022 JE—xPt O - o)

<1

va, do do, vai (x,y) € D vébi (x,y) # (xo, Vo) Va voi i = 1,2, chung ta sé co
F(x,y)
V& —x0)2 + (v — ¥0)?

Nhu vay, tir Két qua 3.3.1) cua bai viét “Phép tinh giéi han ham hai bién”, chang ta nhan thay rang f;
va f, s€ lién tuc tai (x,, v,).

|fi (X0, ¥0) — ;] < — 0 khi (x,y) = (%0, y0)-

Nguoc lai, gia st ton tai cac ham £y, f,: D = R lién tuc tai (x,, y,) sao cho
fO,y) = f(x0,¥0) = (x — x0) f1(x,¥) + (v — yo) f2(x, ¥) v&imoi (x,y) € D.
Ki hiéu a; = f1(xo, Vo), @y = f>(x, ¥o) Va F(x,y) nhu trudéc.
Khi do,
Fo,y) = (x —x0) (il y) — a) + (v — yo) (f(x,¥) — @) véimoi (x,y) € D.
Nhu vay, voi moi (x,y) € D vai (x,y) # (xg, o), ching ta sé co

F(x,y)
\/(x —x0)? + (¥ — ¥0)?
Do ca f; va f, déu lién tuc tai (x, ¥,) nén chiing tasé co |f,(x,y) — ;| = 0 va |f,(x,y) — a,| — 0 khi
(x,¥) = (x0, Yo)-

<filx,y) —aq| + |f2(x,y) — a,l.

Nhu vay,
lim Foy) =
(x,¥)-(x0,¥0) o
" \/(x—xo)z + (7 —¥0)?
Piéu nay chi ra rang f kha vi tai (xo, vo) Va V£ (xo, Vo) = (fi(X0, ¥0), f» (X0, Vo). O

Mot cap ham (fy, f>) thoa man cac diéu kién néu trong B6 dé Carathéodory hai bién s& duoc goi la mot
cap ham lién két vai ham f va diém (x,, y,). Nhu vy, Bo dé Carathéodory hai bién co thé dugc dién giai
lai bang cach noi rang tinh kha vi cua f tai (x,, y,) S& tuong duwong vai sy ton tai cua mot cap ham lién két
vai fva (xg, vo).



Nhan xet,

(i) Nhu trong truong hop ham mét bién, tinh kha vi cia mét ham hai bién 1a mot diéu kién cuc bo. Noi
cach khac, néu D € R? va (x,, ¥,) la mot diém trong cua D thi f: D — R sé& kha vi tai (x,, y,) khi va chi khi
ton tai mot s thuc & > 0 vai S5(xo, ¥o) S D sao cho phép thu hep f s, (x,.yo) CUa f trén S5(xo, ¥o) € kha vi
tai (xo, yo). Déc biét, dé kiém tra tinh kha vi cua f tai (x,, y,), B6 dé Carathéodory hai bién c6 thé dugc ap
dung cho mét phép thu hep nhu vay cua f chi can tim duoc mot cap ham lién két trén Ss(x,, yo) Vi mot sb
& > 0 nao do.

(ii) Nguoc lai voi truong hop ham mot bién, mét cap ham lién két vai mot ham hai bién f: D - R va
mét diém trong (x,, y,) cua D c6 thé khdng duy nhat. That vay, gia su (f;, f,) 1a mot cap ham lién két voi f
va (xo, ¥), Va h: D = R la mot ham bt ki nao d6 lién tuc tai (x, yo).

Ki hiéu g,, g,: D — R la cac ham xac dinh boi
91(x,y) = fi(x,y) + (v —yo)h(x,y) va g,(x,y) = f2(x,y) — (x — xo) h(x, y).

Khi 6, (g, g,) ciing sé la mot cap ham lién két voi £ va (x,, y,). Nhu vay, néu f kha vi tai (x,, y,) thi
s& ¢o vo sb cac cap ham lién két vai £ va (xo, yo).

Chang han, xét ham f: R? - R xac dinh bai f(x,y) = x va (x,, ¥,) la mot diém bat ki cua R2.
Ki hiéu fi, f>: R? > R la cac ham xac dinh bai f;(x,y) = 1va f,(x,y) = 0.

Khi @6, rd rang (f,, f,) 1a mot cap ham lién két vai £ va (x,, yo). Nhu vay, f sé kha vi tai (x, v,) va
vf(XOJyO) = (110)

Twong tu, ham g: R?2 - R xac dinh boi g(x,y) = y s& kha vi tai moi diém (x,, y,) € R? va
Vg(xOJyO) = (011)

Mot hé qua tirc thi cua B6 dé Carathéodory hai bién la:

Két qua 2.2.
Gia s D € R? va (x,y,) la mot diém trong cua D.

Khi @6, néu ham f: D — R kha vi tai (x,, y,) thi f s& lién tuc tai (x4, yo).

Chirng minh két qua 2.2.
Nhan thay rang néu (f;, £>) 1a mot cap ham lién két voi £ va (x,, y,) thi
fG,y) = f(x0,¥0) + (x — x0) f1(x,¥) + (v — ¥o) f2(x, ¥) voi moi (x,y) € D.
Nhu vay, tinh lién tuc cua f tai (x,, yo) € kéo theo tinh lién tuc cua f; va f; tai (x,, y,). m
Chang han,

(i) Giasu f:R? - R la ham xac dinh boi £(0,0) = 0 va f(x,y) = x2y/(x* + y?) voi (x,y) # (0,0).
Chung ta nhan thay ring f s& khong thé lién tuc tai (0,0). Nhu vay, f khong thé kha vi tai (0,0).




Mt khac, tat ca cac dao ham co hudng cua f tai (0,0).

(ii) Gia str f: R? - R la ham chuén xac dinh béi f (x,y) = /x2 + y2 vdi moi (x,y) € D. Chung ta
nhan thay rang f lién tuc tai (0,0), nhung ching ta ciing nhan thay rang f khong kha vi tai (0,0). Nhu vay,
chiéu nguoc lai cua Két qua 2.2) la khong dang.

Mot ting dung don gian cua Bo dé Carathéodory hai bién cho thay ring dao ham (toan phan) cua tong,
tich vo hudng, tich, nghich dao, can cua cac ham thuc hai bién s& hanh xir giéng nhu trong treong hop mot
bién.

Két qua 2.3.

Gia st D € R? va (x,y,) la mot diém trong cua D. Giasar € Rva f, g: D = R la cac ham kha vi tai
(x0, ¥o)-

Khi do, f + g,7f, fg s€ kha vi tai (x,, y,); hon nira,
V(f + g)(x0,¥0) = Vf (x0,¥0) + Vg(x,¥0), V(rf)(xo, o) =1V (x0, o),
va
V(£ g)(x0,¥0) = g(x0, o)V (X0, ¥0) + f (%0, ¥0)Vg (X, ¥o)-
Trong trudng hop £ (xo, yo) # 0, ton tai mot sé thuc § > 0 sao cho Ss(xy, ¥o) S D va f(x,y) # 0 vai

moi (x,y) € Ss(xy, Vo); hon nira, ham 1/f : DNSs(xy, yo) — R s€ kha vi tai (x,, y,) va

\Y (1) (X0, ¥0) = V£ (x0, ¥o)-

1
f fz(xor yO)
Trong truong hop ton tai mot sb thuc & > 0 sao cho S5(x,, ¥o) S D va f(x,y) > 0 véi moi (x,y) €
Ss(xo, Vo), Voi moi k € N, ham f1/%: S5(x4, ) — R s& kha vi tai (x,, y,) va

1
V(fl/k)(xO;YO) = Ef(l/k)_l(xmYO)Vf(xo:YO)-

Chirng minh két qua 2.3.

Gia st (fy, f>) va (g1, g,) 1an luot la cac cap ham lién két voi £ va g va (x,, y,). Bang cach sir dung Két
qua 3.1.2) cua bai viét “Phép tinh gioi han ham nhiéu bién” va Két qua 2.2), ching ta d& dang nhan thy
rang (fy + g1, f + 92), fu, 7f2), (fig + f (%0, ¥0) 91, 29 + [ (%0, Y0) 92) I%n luot la f:éC cap ham lién ket
voi f + g,7f, fg va (xg, yo). Trong truong hop f(xg, yo) # 0, theo quan diém cua Két qua 3.1.1) cua bai
viét “Phép tinh giéi han ham nhiéu bién” va Két qua 2.2), chung ta nhan thy ring ton tai mot sb thuc § >
0 sao cho Ss(xg, yo) € D va, voi moi (x,y) € Ss(xq,¥,), chungtasé co f(x,y) # 0 va

1 1 —f1(x,¥) —f2(x,y)
- = (x — xo) + & —yo0) .
fey)  f(xo,v0) f ) f (%0, ¥0) f Gy f (%o, ¥0)
Nhu vay, theo quan diém cta Két qua 3.1.2) cua bai viét “Phép tinh giéi han ham nhiéu bién” va Két
qua 2.2), chiing ta dé dang suy ra rang (— f,/f (xo, Vo) f» — fo/ f (X0, ¥o) f) 1a mot cap ham lién két vai 1/ f




va (xo, Vo)-

Cudi cung, néu £ (x,, yo) > 0 thi, tir Két qua 2.2) va Két qua 3.1.1) cta bai viét “Phép tinh giéi han
ham nhiéu bién”, ton tai mot s6 thuc § > 0 sao cho S5(x,, ¥,) S D va f(x,y) > 0 vai moi (x,y) €
Ss(x0, Vo). By gio, cb dinh mot diém (x, y) € Ss(x,, o) bat ki. Bé don gian, chang ta & viét F(x,y) =
Y5, ).

Khi do,

O, y) = f(xo,¥0) = F¥(x, ) — F¥(x0,70) = [F(x,¥) — F(x0,¥0)1G (x, ),
trong d6 G(x,y) = F* 1(x,y) + F(x0, yo)F*2(x,y) + -+ + F* (x4, v,)-
Nhu vay,

fi(x,y) f2(x,y)
G(x,y) G(x,y)

Tu Két qua 3.1.2) cua bai viét “Phép tinh gioi han ham nhiéu bién” va Két qua 2.2), F sé lién tyc tai
(%0, Yo) Va, do d0, G nhu vay. Biéu nay chiraring (f,/G, f,/G) la mot cap ham lién két cua f /. 0

F(x,y) — F(xp,¥0) = (x — x0) + =)

Nhan xét rang, voi cac ki hiéu va cac gia thiét nhu trong ménh dé trén, bang cach str dung cac két qua
cho tong va tich vd hudng, ching ta c6 thé suy ra rang hiéu f — g kha vi tai (x,, o) va V(f — g) (xo, vo) =
Vf (xo,vo) — Vg (xo, ¥o). Ngoai ra, bing cach sir dung cac két qua cho tich va nghich dao, ching ta nhan
thay rang néu g(x,,y,) # 0 thi thuong f/g s& kha vi tai (x,, y,) va

v (Z) (xo,ye) = 9(x0, Yo)Vf (x0, ¥0) — f (%0, ¥0)Vg (xo, ¥o)
o Yol = 9% (x0, ¥o) '

Ngoai ra, bang cach sir dung cac két qua cho tich, nghich dao va cin, chang ta cé thé suy ra ring néu r €
Q thi lay thura hiru ti f7 s€ kha vi tai (x,, y,) va

V(") (x0,¥0) = 77 (x0, ¥0) VS (X0, ¥o),
mién 13 £ (x,, vo) # 0 néu r la mot sé nguy@n am va £ (x,, y,) > 0 néu r khdng phai la mot s6 nguyén.

Chiang han, chang ta cé thé nhan thiy rang moi ham da thic hai bién déu kha vi trén R2. Ngoai ra, tir
Nhan xét néu ¢ trén, chang ta ciing co thé nhan thay rang moi ham hiru ti hai bién déu kha vi tai méi diém
cuia R? ma tai d6 n6 duoc xac dinh. Hon nita, néu £ (x, y) la mot ham hiru ti hai bién va r 1a mot s6 hitu ti
nao do6 thi ham dai s f7 s& kha vi tai (x,, y,) € R?, mién la f duoc xac dinh tai (xo, yo) Va f(xo, ) # 0.

Mic du B6 dé Carathéodory hai bién chi ra cho chung ta mét cach khac dé kiém tra tinh kha vi cua mot
ham hai bién, nhung trén thuc té, ca dinh nghia va B6 dé Carathéodory hai bién déu khong dac biét hiéu qua
trong viéc xac dinh tinh kha vi. Tuy nhién, lvu y rang Két qua 2.2) lai dua ra mot diéu kién can cho tinh kha
vi, cu thé la tinh lién tuc. Diéu nay doéi khi co thé duoc str dung dé chi ra mét ham khéng kha vi tai mot
diém. Tuong tu, néu mot trong hai dao ham riéng khong ton tai tai mot diém thi ham ciing sé khéng thé kha
vi tai diém do. Chuang ta ciing da thy ring ca tinh lién tuc 1an sy ton tai cua cac dao ham riéng déu khong du
dé co thé khang dinh tinh kha vi. Nhung hoa ra su tn tai va tinh lién tuc cua dao ham riéng lai bao ham tinh



kha vi. Két qua nay, duoc chang minh & du6i day, dua ra mot tap rat hiru ich cac diéu kién da cho tinh kha
Vi.

Két qua 2.4.

Gia st D € R? va (x,y,) la mot diém trong cua D. Gia st f: D — R la mot ham sao cho ca f, va fy
déu ton tai trén DNSs(x,, o) VOI Mot s6 § > 0 nao do.

Khi @6, néu mot trong s6 chang lién tuc tai (x,, yo) thi f s& kha vi tai (x4, yo).

Chirng minh két qua 2.4.

Gia st £, lién tuc tai (x,, ). Do (xo, o) 1a mot diém trong cua D nén chiing ta cé thé gia sir khdng mat
tinh tong quat rang Ss(x,, o) S D. Theo quan diém cua nhan xét néu ¢ trén, chiing ta chi can tim dugc mot
cap ham lién Kt Voi fs, oy, V& (X0, ¥o). DE két thuc diéu nay, trudc tién ching ta c6 thé quan sat thay
rang, voi moi (x, y) € Ss(xo, o), (xo,¥) € Ss(xy, o) Va, hon nita, chiing ta c6 thé phan tach f (x,y) —
£ (x0,¥0) doc theo “moc” lién két (x, y) va (x,, o), nghia la, chiing ta co thé viét f(x,y) — f(xo, yo) =
A(x,y) + B(x,y), trong d6 A(x,y) = f(x,y) — f(xo,¥) va B(y) = f(x0,¥) — f (x0,¥0)-

Y

L

Yo+ot

9 1 (2o, yo) *

Yo — 01

! t t > T
Tp— 0 Ty xo+ 0

Hinh v& minh hoa “maéc’” lién két (x,y) va (x,, ¥o).

Chung ta sé dinh nghia cac ham f;, f5: Ss(xo, o) = R boi

Ax.y) néux # x B néuy *y
filx,y) =4 x —x ” va filx,y) = Y—DYo ) o
fr(X0,¥) néu x = x,. fy(xOJ’o) néuy = y.

Khi d6, ching ta dé dang nhan thay rang
fG,y) = f(x0,¥0) = (x — x0) f1(x,¥) + (v — o) f2(x, ¥) v&i moi (x,y) € S5(x0, o)

Ngoai ra, do f, ton tai trén S5(x,, yo) Nén chiing ta nhan thay rang néu x € (x, — &, x, + &), Vi x # x,,
vay € (y, — 8,y, + &) thi, tir Binh 11 gia tri trung binh (Két qua 1), s& ton tai mot sb thuc ¢ € R nam gitra
Xo Va x sao cho A(x,y) = f(x,v) — f(xo,v) = (x — x0) fr(c,y) va, do d9, fi(x,y) = f,.(c,y). Bay gio, do




f. lién tuc tai (xq, yo) Nén chiing ta c6 thé nhan thay rang £ lién tuc tai (x,, ¥o). Hon nita, do £, (xo, y,) ton
tai nén chang ta nhan thay rang f; lién tuc tai (x,, y,). Nhu vay, tir B6 dé Carathéodory hai bién, chung ta
co thé suy ra rang f kha vi tai (x, v,). Truong hop fy lién tuc tai (x4, yo) duoc chung minh tuong tu. O

Vi du dau tién dudi day minh hoa cach st dung Két qua 2.4) dé xac dinh tinh kha vi, trong khi vi du thi
hai cho thay rang chiéu nguoc lai cua Két qua 2.4) la khong duang.

Chang han,

(i) Xétham f:R? - R xac dinh bai £(0,0) = 0va f(x,y) = x?y?/(x* + y?) voi moi (x,y) # (0,0).
D& dang nhan thay rang £,(0,0) = £,(0,0) = 0.

Ngoai ra, voi (xq, y,) # (0,0),

2x0Y5 (V5 — x5) _ 2x5Yo

S A O e e T

Hon nita, do (x& + y2)? = y& va (x& + y2)? = 2x2y2 nén chang ta co thé nhan thay rang
1f: (%0, Yo) | < 2]x0] + |x0] = 3%, VOI (x4, ¥0) # (0,0), va, do do, f, lién tuc tai (0,0). Nhu vay, tir Két
qua 2.4), f sé kha vi tai (0,0). Tuy nhién, luu y ring fy(x0,x§) = % , Voi xo # 0, va, do do, f, khong lién
tuc tai (0,0).

fx (X0, ¥0) =

(ii) Xét ham f: R? = R xac dinh boi f(x,y) = |xy| v&i moi (x,y) € R?. Chung ta da thay ring f kha vi
tai (0,0).

Gia str (x,,vo) € R2.
Voi moi h € Rvoi h # 0,

f(xo + h,y0) — f(x0,¥0) _ lyol(xo + R| — |xo])
h h '

Nhu vay, f,(x,,0) = 0, trong khi £,(0, y,) khong ton tai néu y, # 0.

Tuong tw, chung ta c6 thé nhan thay rang f, (0, y,) = 0, trong khi £, (x, 0) khdng ton tai néu x, # 0.
Nhu vay, ca f; va f, déu khdng ton tai trén S5(0,0) véi mei § > 0.

Tinh kha vi va dao ham co hwong

Bay gio, chung ta sé chi ra rang néu mot ham hai bién £ 1a kha vi thi tat ca cac dao ham c6 hudng cua no
déu ton tai va chiing déu c6 thé duoc tinh bai cong thie don gian D, f = Vf.u. Noi mot cach chinh xac hon,
chang ta & c6 khing dinh sau day

Két qua 2.5.

Giasu D € R? va (x4, y,) la mot diém trong cua D.



Khi @6, néu f: D — R kha vi tai (x,, y,) thi, vai moi vector don vi u = (uy, u,) trong R?, dao ham co
huong Dy, f (x4, ¥o) tON tai va, hon nita,

Dy f (x0,¥0) = Vf(x0,¥0)-u = fi(x0, Yo)uq + f,,(x0, Yo)Us.

Chirng minh két qua 2.5.
Gia st (fy, f>) 1a mot cap ham lién két vai £ va (x,, yo).
Khi do, voi moi t € R sao cho (x, + tuy, vy + tu,) € D,
f Qo + tug, yo + tuz) — f(x0,¥0) = tusfi(xg + tuy, yo + tuz) + tuy f2(x0 + tuy, yo + tuy).

Nhu vay, bang cach st dung Két qua 3.1.2) cua bai viét “Phép tinh gioi han ham nhiéu bién” va tinh
lién tuc cua f; va f, tai (x,, o), chung ta nhan thay ring D, f (x,, y,) ton tai va, hon nira,

Dy f(x0,¥0) = f1(x0, Yo)us + f2(x0, Yo)uz = fr (X0, Yo)us + f5,(x0, Yo U2,
nhu da tuyén bé. m

Ké&t qua trén cho thiy cach giai thich hinh hoc sau day cua gradient. Gia st D € R? va (x,, y,) la mot
diém trong cua D. Gia stt f: D — R kha vi tai (x,, y,) va V£ (xo, ¥o) # (0,0).

V&i moi vector don vi u = (uq,u,),
Dy f (x0,¥0) = Vf(x0,¥0)-u = |Vf(xg,¥)| cos 8,
trong do 0 € [0, 7] la goc gitra V£ (xy, y,) va u.

Nhu vay, néu chiing ta ghi nhé mét thuc té 1a D, f (x4, v,) do tbe d6 thay ddi cua f theo hudng cua u thi
chang ta co thé thuc hién cac nhan xét sau.

1. D, f (xo,V,) dat cuc dai khi cos & = 1, nghia la, khi & = 0. Nhu vay, trong lan can xung quanh
(%0, ¥o), u = Vf (x0, ¥0) /IVf (%0, ¥o)| la huéng ma f tang nhanh nhat.

2. D, f (x,,v,) dat cuc tiéu khi cos @ = —1, nghia la, khi & = . Nhu vay, trong lan can xung quanh
(%0, Vo), u = — Vf(x0,V0)/1Vf (X0, ¥o)| 12 huéng ma f giam nhanh nht.

3. D, f(x0,¥0) = 0 khi cos8 = 0, nghia la, khi 8 = /2. Nhu vay, trong lan can xung quanh (x,, v,),
u=+ (fy(xo,yo), —fx(xo,yo))/Wf(xO,yo)l la cac hudng ma khong co s thay doi cua f.

Chiang han, xét ham f: R? — R xac dinh bai f(x,y) = 4 — x? — y? v&i moi (x,y) € R?. Chung ta s& ¢o
fx = —2xva f, = —2y. Do d9, tai (xo,y,) = (1,1), gradient dugc xac dinh boi Vf(1,1) = (-2, —2). Nhu

vay, trong lan can xung quanh (1,1), dudng di 1én doc nhat trén bé mit z = f(x, y) di theo hudng
VF(1,1)/IVF(1,D)| = (- 1/v¥2,—1/V2), trong khi dudng di xudng doc nht lai di theo hudng nguoc lai,

cu thé la (1/v2,1/4/2). Cac hudng khong c6 sy thay doi la £(1/v2,—1/v/2).



Két qua 2.5) ciing rat hitu ich trong viéc chi ra raing mot sé ham nhit dinh s& khong kha vi mac du co thé
ton tai gradient. That vdy, chung ta chi can tim mét vector don vi u sao cho dang thirc D, f = Vf.u khong
thoa man. Mat khac, ngay ca khi ddng thirc nay dang véi moi vector don vi u, ham f ciing co thé khong kha
vi. Nhtrng nhan x¢ét nay dugc minh hoa lai trong vi du sau day.

Chang han,

(i) Xétham f: R? — R xac dinh boi f(x,y) = +/|xy| v&i moi (x,y) € R?. D& dang nhan thay rang f
lién tuc tai (0,0) va £,(0,0) = £,(0,0) = 0. Mat khac, voi moi vector don vi u = (uy, u,) cho truoc trong
R? va v6i moi t € R voi t # 0, ching ta sé ¢o

f(0 + tuy, 0 + tuy) — £(0,0) _ [t]/ luqu,|
n .

t

Diéu nay chi ra rang dao ham c6 huéng D, £ (0,0) khong ton tai bat cir khi nao u, va u, khac khéng,
ching han, néu u = (1/v/2,1/+/2). Nhu vay, tir Két qua 2.5), ching ta c6 thé két luan rang f khdng kha vi
tai (0,0).

(i) Xét ham f:R? - R xac dinh baoi £(0,0) = 0va f(x,y) = x2y/(x? + y?) voi moi (x,y) # (0,0).
Chang ta nhan thay rang f sé lién tuc tai (0,0). Ngoai ra, voi moi vector don vi u = (uy,u,) cho trudc trong
R? va voi moi t € R voi t # 0, chung ta sé ¢o

fQO0 + tuy, 0+ tu,) — £(0,0) t3u?u,

2,2
t t(t2u? + t2u3)

UilUs.

Diéu nay chi ra rang dao ham ¢6 huéng D, £(0,0) ton tai va bang u?u,. Dac bigt, £,(0,0) = £,(0,0) =
0. Do d6, D,,£(0,0) # V£(0,0).u bat cir khi nao u; va u, khac khong. Nhu vay, tir Két qua 2.5), chung ta c6
thé két luan rang f khong kha vi tai (0,0).

(i) Xét ham f: R? — R xac dinh boi £(0,0) = 0 va f(x,y) = x3y/(x* + y2) véi moi (x, y) # (0,0).
Chang ta nhan thay rang f sé lién tuc tai (0,0). Ngoai ra, voi moi vector don vi u = (uy,u,) cho trudc trong
R? va voi moi t € R voi t # 0, chung ta sé co

f(0 + tuy, 0+ tu,) — £(0,0) t*udu, _ tufu,
t t(t*uf + t?u3)  t2uy +ud’

va, do do, bang cach xét riéng cac truong hop u, = 0 va u, # 0, chang ta co thé nhan thay rang D,, £ (0,0)
ton tai va bang 0. Bic biét, £,(0,0) = £,(0,0) = 0.

Nhu vay, D, f(0,0) = V£ (0,0).u voi moi vector don vi u.

Mt khac, néu chung ta xét

ot k)_f(0+h,0+k)—f(0,0)—O.h—O.k_ h3k
e VT i2 Tt VR TR

thi Q(h, k) » 0 khi (h, k) — (0,0).



Dé nhan thiy diéu nay, chang ta hay xét mot day trong R? \ {(0,0)} tién dén (0,0) doc theo parabol k =
h?. Chang han, néu (a,, b,) = (1/n,1/n2) véin € N thi Q(a,, b,) — 1/2. Ching ta c6 thé d& dang suy ra
rang f sé khong kha vi tai (0,0). Piéu nay cho thay ring chiéu nguoc lai cuia Két qua 2.5) la khong dang.
Trén thuc té, diéu nay ciing chi ra ring mot ham co thé thoa man tit ca cac didu kién can dé kha vi dugc dua
ra trong Két qua 2.2) va Két qua 2.5), nhung né van co thé khong kha vi.

Cé thé dang dé chung ta ghi lai hé qua sau ddy cua mot diéu kién can va du cho tinh kha vi dugc néu ra
trong muc nay cua bai viét.

Két qua 2.6.
Gia st D S R? va (xq,y,) la mot diém trong cua D.

Khi do, néu f: D — R la mot ham sao cho ca f, va f,, déu ton tai trén DNSs(xo, vo) VOi Mot s6 & > 0
nao d6 va mot trong sé chiang lién tuc tai (x,, y,) thi

(i) £ s lién tuc tai (xo, o),
(i) V&i moi vector don vi u = (uy,u,), dao ham c6 hudng D, f(x,, o) t6n tai va, hon nira,

Dy f (x0,¥0) = Vf(x0,¥0)- u = fi(x0, Yo)us + f; (X0, Yo)Us.

Chirng minh két qua 2.6.

T Két qua 2.4), f s& kha vi tai (x,, ). Nhu vay, khing dinh (i) duoc suy ra t Két qua 2.2), trong khi
khing dinh (ii) dwoc suy ra tir Két qua 2.5). 0

Pao ham ham én

Trong giai tich cac ham mot bién, chung ta thuong bét gap qua trinh vi phan ngam. Thong thuong, diéu
nay thuong duoc ap dung cho cac phuong trinh ¢6 dang £ (x,y) = 0, duoc “vi phan ngam”, coi y nhu la mot
ham cua x, dé c6 dugc mot phuong trinh nhu

dy

Bing cach st dung diéu nay, dao ham cta y theo x s& duoc tinh tai cac diém ma Q(x, y) khong triét tiéu.
Pé c6 duoc mot quan diém ding dan vé qua trinh nay va dat no trén mot nén tang virng chic, ching ta sé
can phai vién dén cac ham hai bién va mot két qua quan trong duoc goi 1a Binh 1i ham an. Dé bt dau, luu y
rang, trén thyc té, P(x,y) va Q(x,y) la cac dao ham riéng f,(x,y) va f, (x, y), va qua trinh vi phan tai mot
diém co thé duoc chirng minh néu quy tic tinh dao ham hop c6 thé duoc ap dung néu phuong trinh
f(x,y) = 0 thuc su xac dinh y nhu 1a mét ham cua x, it nhét la trong mét 1an can xung quanh diém ma tai
d6 dao ham duoc lay. Dinh 1i ham an, & dang duoc dua ra duoi day, cho phép chung ta chimg minh diéu sau.
C6 thé nhic lai rang chung ta da chiing minh mot phién ban caa Binh 1i ham an trong ngix canh cta cac ham
lién tuc. Sau day Ia phién ban cé dién va thuong duogc sir dung nhat trong thuc hanh.




Két qua 2.7. (Dang cé dién cha Pinh li ham an)

GiasaD € R?, f:D - Rva (x,,y,) € D sao cho f(x,,y,) = 0. Gia sir ton tai mot s6 thuc r > 0 Voi
S, (x0,¥0) S D va cac diéu kién sau day duoc thoa man:

(@) f; va f, ton tai tai moi diém cta S,-(xo, o),
(b) f, lién tuc tai (xo, ¥o) Va £y, (xo,y0) # 0.

Khi @6, t6n tai mot s6 thuc § > 0 va mot ham lién tuc duy nhat n: (x, — 8, x, + 6) = R voi n(xy) = y,
sao cho (x,n(x)) € S,(xy, Vo) Va f(x,n(x)) = 0 vdi moi x € (x, — 8§, x, + §); hon nira, n s€ kha vi tai x,
va

1’ (xo) = _f;c(xO:yO).
fy(xo»YO)
Ngoai ra, néu diéu kién (b) duoc thay thé boi diéu kién (b*) manh hon:
(b™) £, lién tuc trén S,.(xo, yo) Va £, (x0,y0) # 0,
thi n sé kha vi tai moi diém cua (x, — 8, x, + &) va, hon nira,

Sl ()
fy (e n(x)

fy(x,n(x)) # 0van'(x) = véimoix € (xy — 6, xy + 6).

Chirng minh két qua 2.7.

Gia st f;,(xo, ¥o) > 0. Do £, lién tuc trén S, (xo, o) nén, tir K&t qua 3.1.1) cua bai viét “Phép tinh giéi
han ham nhiéu bién”, chang ta nhan thiy rang s& ton tai mot sb thyuc ¢ > 0 véi t < 7 sao cho f, (x,y) > 0
véi moi (x,y) € S, (xy, o). Do do, tir cac phép thir dao ham bac nhét cua phép tinh mét bién (ching han,
khiang dinh (iii) cua Két qua 3.1) cua bai viét “Phép tinh vi phan ham mét bién™), ching ta nhan thiy ring,
VoI mdi x € (x, — t, xo + t), ham xac dinh boi y — f(x, y) ting nghiém ngit, nghia la, diéu kién (b) cua
Pinh Ii ham an (Két qua 3.2.9) cua bai viét “Phép tinh giéi han ham nhiéu bién”) duoc thoa man. Ngoai
ra, tir diéu kién (a) néu o trén, chung ta nhan thiy rang diéu kién (a) cia Két qua 3.2.9) cua bai viét “Phép
tinh gioi han ham nhiéu bién” duoc thoa man. Nhu vy, ton tai mot s6 thuc § > 0 voi 6 < t < r va mot
ham lién tuc duy nhat n: (x, — 8, x + 8) = (yo — t, ¥, + t) sa0 cho n(x,) = v, va f(x,n(x)) = 0 vdi moi
x € (xo — 8,%, + 8). Hon nita, tir (a), (b) va Két qua 2.4), chiing ta nhan thay rang f s& kha vi tai (x4, y,)
va, do do, tir Bo dé Carathéodory hai bién (Két qua 2.1), ton tai cac ham f;, fo: Ss (o, ¥o) = R lién tuc tai
(x0, o) va thoa man

fO,y) = F(x0,¥0) = (x —x0)f1(x, ) + (7 — ¥o) f2(x, y) véimoi (x,y) € Ss(x, yo)-

Do f; lién tuc tai (xo, o) Va f2(x0,¥0) = f,(x0,¥0) # 0 nén ching ta co thé tim dwoc mot s6 thuc 8’ >
0saocho 8" < §va fo(x,y) # 0 voi moi (x,y) € Sgi(xg,y,). Hon ntra, do n lién tuc tai x, nén chung ta co
thé tim duoc mot s6 thuc 8" > 0 vai 8" < 8’ sao cho |n(x) — y,| < &8’ bét cir khi nao x € (xy — 8", xy +
6”).




Bang cach dit y = n(x), ching ta s& thu duoc

. fl(x' U(x))
f2 (X, U(x))

Ngoai ra, do f3, f, lién tuc tai (xo, o) VOi f1(x0, Y0) = fx(x0,¥0) Va f2(xo, ¥0) = f,,(x0,¥0) # 0 nén, tur
Két qua 3.1.2) cta bai viét “Phép tinh giéi han ham nhiéu bién” ciing voi khang dinh (i) coa Két qua
3.1.3) va B dé Carathéodory (Két qua 4), ching ta nhan thay rang n kha vi tai x, va n’(x,) thoa man cong
thic néu o trén.

n(x) —n(xe) =nx) —yo = (x — xo) v&ix € (xg — 8", %9 + 8").

Cubi cung, gia st diéu kién (b) duoc thay thé bai diéu kién (b*). Ki hiéu t, §, 1 nhu trén. Do § < t nén
chang ta sé o f, (x,y) # 0 voi moi (x,y) € S.(xo, o) Va, do do, f, (x,n(x)) # 0 voi moi x €
(xo — 8, x, + &). C6 dinh mot sb thuc x; € (x, — 8, x, + &) bat ki va ki hiéu y; = n(x;). Gia st r; > 0 sao
cho S, (x1,71) € S, (%0, ¥o)- Bang cach ap dung nhiing gi ching ta da chimg minh cho dén nay cho (x;, y;)
thay vi (xo, ¥o), chung ta nhan thay rang s& c6 mot sé thuc §; > 0 vai §; < r; va mdt ham lién tuc duy nhat
N1 (x1 — 81, %, + 6;) = Rvoin,(x;) =y, sao cho (x,1n(x)) € Sy, (x1,y1) va f(x,n,(x)) = 0 voi moi
x € (x; — 81,x, + 61). Ngoai ra, n, kha vi tai x; van;(x;) = — £, (xy, ¥1) /£, (x1, y1). Kndng lam giam
tinh tdng quat cua van dé, chung ta co thé gia strrang 8; > 0 nho &nmuac I, = (x; — 8, %, + 8;) S
(xo — 8,x + &). Bay gio, tir tinh duy nhét cua n,, chiing ta d& dang suy ra rang n|,, = n,. Dac biét, n kha
vi tai x; va n'(x;) thoa man cong thirc néu ¢ trén. Do x; la mot phan tir tuy y caa (x, — 8, x, + &) nén
khang dinh cubi cung trong dinh i trén da dwoc chiang minh.

Truong hop f, (xo, ¥o) < 0 dugc chirmg minh twong ty. O

Nhan xét ring, nhu trong bai viét “Phép tinh giéi han ham nhiéu bién”, ching ta ciing c6 mét dang
twong tu don gian cua Dang c6 dién ctia Binh Ii ham an, tuong tng véi viéc giai phuong trinh f(x,y) = 0
cho x theo y. Trong tinh huéng nay, diéu kién (a) trong Két qua 2.7) duoc gitr nguyén, trong khi & cac diéu
kién (b) va (b*), chiing ta phai thay f,, boi f,. Két luan ¢ day s& la ton tai mot sé thuc § > 0 va mot ham
&:(yo — 8,y + 8) = R nhu trong bai viét “Phép tinh giéi han ham nhiéu bién”. Ngoai ra, & s& kha vi va
& = —f,/f,.. Bang cach két hgp mdt trong hai tinh hudng néu & trén, chang ta c6 thé dua ra mot phat biéu
thdng nhét cho Dang c6 dién cua Binh |i ham 4n nhu sau:

“Gia sit D € R? va (x,, ¥o) la mot diém trong caa D. Gia sir ham f: D — R cé cac dao ham riéng
lién tuc trén S, (xg, o) Vi Mot s6 7 > 0 nao do vai S, (xg, yo) S D. Gia sit f(xo, o) = 0 va
Vf(xO' yO) * (0' 0)

Khi d6, ton tai mét sé thuc & > 0, mdt s6 thuc t, € R va cac ham kha vi x,y: (to — 6, to + 6) » R
sao cho (x(tg), ¥(te)) = (x0,¥0) Va, véi mei t € (ty — &, ty + &), ching ta sé cé (x(t), y(¢)) €
S (x0,¥0) va f(x(t), y()) = 0. Ngoai ra, (x'(t),y'(t)) # (0,0) va f,(x(8), y®))x'(®) +
f,(x(@®), y(@®) y' @) = 0 véi moi t € (¢ — 8, + ). Noi cach khac, néu f(xg, o) = 0 va Vf(xo, ¥o) #
(0, 0) thi sé ton tai mdt dwong cong chinh quy di qua (xg, y,) va nam trén miat z = f(x, y).”

Nhu trong Két qua 3.2.10) cua bai viét “Phép tinh giéi han ham nhiéu bién”, chang ta cé thé rat ra mot

phién ban c6 dién cua cai goi la Binh li ham ngwoc cho cac ham thuc mot bién nhu mét hé qua cua Dang
co dién cta Pinh li ham an.



Két qua 2.8. (Dang cé dién cia Pinh li ham ngugrc)

Gia sur I 1a mot khoang trong R va x, la mot diém trong nao d6 caa I. Gia s ham f:1 — R kha vi lién
tuc trén (x, — 7, xo + 1) Vi Mot sé r > 0 nao do vai (x, — 1, x, +1) S 1 va f'(x,) # 0. Ki hiéu y, =
flxo) vaj =f(D).

Khi d6, t6n tai mot s6 thuc § > 0 voi (y, — 8,y + 8) S J va mot ham kha vi duy nhat &: (y, — 8, y, +

8) = R sao cho &(y,) = xo va f(E(y)) =y véimoi y € (yo — 8, ¥, + 6). Ngoai ra, ton tai mot s thuc
t > 0Vvoi t < rsaocho f donanh trén (xq — t,x, + t) va f~1 kha vi tai y, voi (f 1) (yy) = 1/f" (xo).

Chirng minh két qua 2.8.

Xét ham h: S, (xo, o) = R Xac dinh boi h(x,y) = f(x) — y. Khi d6, h(x,, ) = 0, ca h, va h,, déu ton
tai va lién tuc trén S, (xo, ¥o), Va hy (xo, ¥o) = f'(x,) # 0. Do do, tir Dang c6 dién cua Dinh Ii ham an (Két
qua 2.7), tdn tai mot sé thuc § > 0 va mot ham lién tuc duy nhat &: (y, — 8, y, + 8) = R Vai E(y,) = x,
sao cho (£(y),y) € S, (xo, Vo) Va h(&(y),y) = 0 voimoiy € (y, — 8,y, + &). Ngoai ra, & kha vi tai y, va
&' (¥o) = —hy (x0, ¥0) /Py (x0, ¥0) = 1/f" (). Nhu vay, f(f(Y)) =y voi moi y € (yo — 8,y + ) va, dac
biét, (v, — 8,y, + 8) € J. Hon nira, do f'(x,) # 0 va f' lién tuc trén (x, — 1, x, + 1) Nén sé& ton tai tai mot
sé thuc t > 0 vai t < rsao cho f'(x) # 0 vai moi x € (x, — t, x, + t). Do do, tir tinh chét gia tri trung
gian cua f' va cac phép thar dao ham bac nhit cua phép tinh mot bién (hoic, cu thé hon, tir khang dinh (ii)
cua Két qua 3.2) cua bai viét “Phép tinh vi phan ham mét bién”), chang ta nhan thy ring f la don diéu
nghiém ngat, va dac biét, don anh, trén (x, — t, x, + t). Diéu nay chiraring f~* = & trén f((x, — t, xo +
t)). Ngoai ra, tur tinh lién tyc va tinh don diéu nghiém ngat cua f trén (x, — t, x, + t), chung ta nhan thay
ring y, la mot diém trong cua f((xo — t, xo + t)). Nhu vay, £ =1 kha vi tai y, va (f 1) (vo) = 1/f' (x,). O

Nhu 1a mot hé qua truc tiép cua Két qua 2.8), ching ta sé thu duoc moét phién ban khac cua Dinh I
nghich dao kha vi cua cac phép tinh mét bién (Két qua 1.5) cua bai viét “Phép tinh vi phan ham mét
bién”).

Két qua 2.9. (Pinh li nghich dao kha vi)

Gia st I la mot khoang mo nao do trong R va f: 1 — R la mot ham kha vi lién tuc sao cho f'(x) # 0 voi
moli x € I.

Khi @6, ham nguoc f~1: f(I) » R kha vi lién tuc va (f 1)/ (f (x)) = 1/f'(x) voi moi x € 1.

Chirng minh két qua 2.9.

Bing cach ap dung Két qua 2.8) cho mdi diém cua I, chung ta s& thu duoc tinh kha vi ciia f~* va cong
thac (f 1)/ (f (x)) = 1/f'(x) voi moi x € I. Cong thic nay cting ham y tinh lién tuc cua dao ham cua ham
f~1, boivi f' lién tuc va f'(x) # 0 voi moi x € 1. O

3. Pinh li gia tri trung binh va Cong thirc Taylor

Trong muc nay cua bai viét, chung ta sé thoa luan vé hai két qua quan trong trong cac phép tinh nhiéu
bién duoc goi la Cong thirc Taylor va Quy tic tinh dao ham ham hop. Chung ta da thao luan vé Cong thiac
Taylor bang cach sir dung khai niém dao ham cé hudng cap cao. O day, ching ta sé cung cap mét phién ban




cd dién khac duoc st dung rong rai hon trong thuc té. Quy tic tinh dao ham ham hop cho cac ham hai (hoic
nhiéu) bién chang qua la mét dang tuong tu cua Quy tac tinh dao ham ham hop cho cac ham mét bién (Két
qua 1.4) cua bai viét “Phép tinh vi phan ham mét bién”).

Cong thirc Taylor hai bién

Chung ta da thao luan trong muc 1. Khai niém dao ham riéng va dao ham cé hwong vé sy twong tu
cua Dinh Ii gia tri trung binh va Céng thic Taylor cho cac ham hai bién bang cach st dung khai niém dao
ham c¢6 hudng. Chuang ta ciing da néu ra cac phién ban thay thé cua cac két qua nay trong trudng hop cac dao
ham c6 huong thoa man mot déng nhat thirc co dang D, f = Vf.u. Ké tiép, trong muc 2. Tinh kha vi,
chang ta da thay rang mét dang thirc nhu vay la hé qua truc tiép cua tinh kha vi caa ham, va dic biét, la hé
qua truc tiép cua tinh lién tuc cua cac dao ham riéng. Bay gio, chang ta co thé két hop tat ca nhirng dir kién
nay lai vai nhau va rat ra phién ban cé dién ctua Dinh |i gia tri trung binh hai bién va Céng thirc Taylor hai
bién.

Két qua 3.1. (Dang cé dién cta Pinh li gia tri trung binh hai bién)
Gia s D la mét tap con 16i va mo cia R? va f: D — R la mot ham kha vi bt ki.

Khi do, voi cac diém phan biét (x, y,) va (x4, y;) cho trudc trong D, ton tai mot diém (c,d) € D nam
trén doan thang néi gitra (xg, vo) va (x4, v1), Voi (c,d) # (x;, y;) voi i = 0,1, sao cho

O, y1) = f(x0,¥0) = (x4 —x0) fx(c,d) + (y1 — YO)fy(C» d) = (x; — x0,¥1 — ¥0)-Vf (¢, d).

Chirng minh két qua 3.1.

Do D la 16i nén doan thang néi giira (x,, o) va (x4, v;) s& duoc chira trong D, nghia la, L = {(x, +
t(x; — %), Yo + t(y1 — ¥o)): t € [0,1]} € D. Ngoai ra, do f kha vi trén D nén, tir Két qua 2.5), chang ta sé
co D, f(x,y) = Vf(x,y).u vdi moi (x,y) € D va voi moi vector don vi u trong R?. Nhur vay, két qua
mong mudn co thé duoc suy ra truc tiép tr Két qua 1.3). 0

Nhan thay ring, vai ki hiéu va gia thiét nhu trong Két qua 3.1), néu chung ta viét h = x; — x, va k =
y1 — ¥, thi két luan caa Binh |i gia tri trung binh hai bién co thé duoc dién giai lai dudi dang

f(xo+ hyo+ k) = f(xo,y0) + hfx(xo + 6h,y5 + 0k) + kf,(xo + 6h,y, + 0k),

voi mot 6 € (0,1) nao do.

Két qua 3.2.
Gia s D € R? la mot tap con khdng rdng, 16i va mo trong R? va f: D — R la mot ham bat ki.

Khi dé, f la mot ham hang trén D khi va chi khi f kha vi va ca f, va f, déu triét tiéu trén D.

Chirng minh két qua 3.2.

Nhan thay ring néu f la mot ham hang thi rd rang f kha vi va f, = f,, = 0 trén D. Nguoc lai, gia st f
kha vi va ca f, va f, déu triét tidu trén D. Gia str (x,, o) 12 mot diém bat ki nam trong D. Do f, = f, = 0




trén D nén, tir Két qua 3.1), vai moi (x4, y,) € D Vi (x4, v,) # (x0, Vo), chung ta sé co f(xy, y,) —
f(x0,¥0) = 0, nghia 1a, f(x1, 1) = f(x0,¥). Nhu vay, f la mot ham hang trén D. O

Nhan thdy rang néu D € R? khdng 14i thi s& ton tai cac ham kha vi trén D véi gradient khéng triét tiéu
gidng hét nhau trén D. Chang han, néu D = $,(0,0)US;(2,2) la hop phan biét cua hai hinh vudng mg va
ham f: D — R xac dinh boi f(x,y) = 1 néu x € $,(0,0) va f(x,y) = 2 néu x € S,(2,2) thi rd rang D la
khac réng va mé, va f, = f, = 0 trén D, nhung f khong phai la mot ham hang trén D. Diéu nay ching to
rang gia thiét D la 16i trong Két qua 3.2) la khdng hé bi loai bo. Mit khac, chiing ta ciing c6 thé chi ra ring
mét gia thiét yéu hon trén D, cu thé la D la lién thong duong, ciing du.

Két qua 3.3. (Dang cé dién ctia Cong thirc Taylor hai bién)
Gia sir D 1a mot tap con 16i va mo ciia R? va n la mot sb nguyén khdng am.

Khi @6, néu f: D — R la mot ham sao cho tat ca cac dao ham riéng cua f voi cap < n + 1 ton tai va lién
tuc trén D thi, voi cac diém phan biét (x4, yo) va (x4, y;) nam trong D, s& tén tai mot diém (¢, d) € D nam
trén doan thang ndi gitra (xo, vo) Va (x4, v4), Voi (c,d) # (x;, y;) voi i = 0,1, sao cho

( )—zn: (ha+ka) ( ) + ! (ha+ka)n+1(d)
1=
trongdo h = x; —xqVak =y; — y,.
Ngoai ra,
n+1 m
f (r1 = %) (1 — ¥0)
Fouy) = By + ) ) (e d) e
xtdy™ m!
120 m=0
l+m=n+1
trong do

omf x=x) O =y)™
Pn(x,y)=z Z Ixlaym (X0, ¥0) l!o m!o véimoi (x,y) € R%

=0 m=0
l+msn

Chirng minh két qua 3.3.

Do D 15i nén doan thang ndi gitta (x,, y,) Va (xy, ;) duoc chira trong D, nghia la, L = {(x, +
t(xy — x0), Yo +t(y1 — ¥0)):t € [0,1]} € D.

Ki hiéu u = (u,,u,) la vector don vi xac dinh boi

u= (ul,uz) = ;(xl — X0 )1 _yO)l

trong d0 7 =/ (x; — %0)% + (1 — ¥0)?.




Bay gio, tir Két qua 2.4) va Két qua 2.5), ham f, = f kha vi trén D va dao ham c6 hudng D, f ton tai tai
moi diém cua D. Téng quat hon, bing cach st dung Két qua 2.4) va Két qua 2.5) cung voi mot phép quy nap
trén i, ching ta nhan thiy rang, vai i = 1, ..., n, dao ham c6 huong cap i D} f ton tai tai moi diém caa D va,
hon nira, néu f;: D — R xac dinh boi f; = DL f thi f; s& kha vi trén D. Nhu vay, tir Két qua 2.2) va Két qua
2.5), voi méi i = 0, ...,n, ham f; lién tuc trén D va thoa man hé thircc D, f;(x,y) = Vf;(x, y).u voi moi
(x,y) € D.

Nhu vay, tir Két qua 1.9), tdn tai mot diém (¢, d) € L \ {(xo, yo), (x4, ¥1)} sa0 cho

n+1

=1, 0 9\ 1 ) )
f(x1;}’1)=zE(ha+k@) f(xo»)’o)+m<ha+k@) f(c, ),

i=0
trongdo h = x; —xgVak =y; —y,.
Piéu nay ching minh tinh ding dén cua khang dinh thir nhét.

Dé chirng minh tinh ding d4n cua cong thic thay thé cho f (x4, y,), lwu y rang voii = 0, ..., n + 1,
chung ta s€ co

lm

(hi+k )f(xy) Z Z of (y)h—k—vmmm(xy)ED

Arlaym
a =0 m=0 ax ay
l+m=i
Diéu nay ching minh tinh dung dén cua khang dinh thir hai. 0

Nhan xét,

(i) Dang cé dién cua Binh li gia trj trung binh hai bién s& trong tng véi trudng hop n = 0 cua Cong
thirc Taylor hai bién.

(ii) Truong hop n = 1 ctia Dang c6 dién ctia Cong thirc Taylor hai bién d6i khi con duoc goi la Pinh li
gia tri trung binh hai bién mé réng. N6 co thé dwoc phat biéu lai nhu sau:

Gia sit D € R? la mét tap con 16i va mé, f: D — R la mdt ham bét ki cé cac dao ham riéng cip mét
va cap hai lién tuc trén D.

Khi do, voi cac diém phan biét (xo, yo) va (x4, y1) bat ki nam trong D, ton tai mét diém (c,d) € D
nam trén doan thang ndi gira (xo, ¥o) va (x1,y1), voi (c,d) # (x;,y;) voi i = 0,1, sao cho

d 1 d
FG) = £Gio.y0) + (ot k) fxo, o) 45 (o4 Ky ) fc.d.

(iii) Pa thic P,(x, y) duoc xac dinh nhu trong Két qua 3.3) ¢ trén thuong duoc goi la Pa thirc Taylor
(hai bién) cdp n cua f xung quanh (xg, yo). Hiéu R,, = f — P, thuong duoc goi la Phan dw (hai bién) cdp
n. Nhu vay, Két qua 3.3) lién hé ham f voi Pa thirc Taylor cua né bang cach chi ra rang, vai moi (x, y) €
D, ton tai mot diém (c,d) € D sao cho



n+1 _ l _ m
f(xY)—P(xy)+z Z ! d)(x Xo) = Yo)"

doxtoym [! m!
=0 m=0
l+m=n+1
Cong thire cudi cung ddi khi ciing dwoc goi la Cong thirc Taylor hai bién cha f xung quanh (x, yo).
Cong thic nay cho thay ring Phan du R, duoc xac dinh bai

n+1f (x — xo)l O=y™
R,(x,y) = 2 z oy (c,d) T — ,v&oi mot diém (c,d) € D.

=0 m=0
l+m=n+1

Hé qua sau day cua Cong thirc Taylor hai bién s& tong quat hoa Két qua 3.2) va dwa ra mot dic trung
quan trong cua cac ham da thic trén cac tap con 16i mo cua R2.

Két qua 3.4.

Gia sir D 1a mot tap con khong rdng, 16i va mo ciia R?, va f: D — R la mot ham bat ki. Gia s n la mot
s6 nguyén khéng am bat ki.
Khi do, f s& la mot ham da thic xac dinh trén D véi tong bac < n khi va chi khi tit ca cac dao ham riéng

cua f voi cap < n + 1 déu ton tai va lién tuc trén D va, hon nira, tit ca cac dao ham riéng cap (n + 1) cua f
déu triét tiéu trén D.

Chirng minh két qua 3.4.

Gia st f la mot ham da thirc xac dinh trén D véi tong bac < n, nghia la, £ (x, y) la mét tong hiru han cua
cac sb hang o dang c; jx'y/ trong d6 i, j la cac sb nguyén khong am véi i + j < nvac;; € R. Ching ta
cling c6 thé nhan thiy ring tat ca cac dao ham riéng cua f voi cip < n + 1 déu ton tai va lién tuc trén D va,
hon nita, tat ca cac dao ham riéng cip (n + 1) cua f déu triét tiéu trén D. Bé chiing minh chiéu nguoc lai,
chang ta chi can cb dinh mot diém (x,, v,) € D va ap dung Cong thic Taylor hai bién cho ham f xung
quanh (xo, ¥o)- O

Chang han,

(i) GiasuI va]J lacac khoang mo khac rong trong R, va ¢: I — R va 1:J — R la cac ham mét bién kha
vi vO han.

Xét cac ham f, g: I X ] - R xac dinh boi
fO,y) =) +y(y) vaglx,y) = pP(y).

Gia st x, € I,y, € J van la mot sé nguyén khong am. Néu chang ta lan Iuot ki hiéu B,(¢) va B,(¥) la
cac da thirc Taylor cap n cta ¢ va ¥ xung quanh x, va y, thi chang ta co thé nhan thiy ring da thirc Taylor
cap n cua f xung quanh (x,, yo) Xac dinh bai P,(¢)(x) + P, () (), trong khi da thirc Taylor cap n cua g
xung quanh (x,, y,) Xac dinh bai tong cua cac sb hang voi tong bac < n trong tich B,(¢) (x)B, () ().

Ching han, cac da thirc Taylor cap n xung quanh (0,0) cta cac ham £, g: R? = R xac dinh boi
flx,y) =e*+eYvag(x,y) = e**¥ xac dinh boi




PP Y) =Z’l‘— Z% wR@en =Y Y L
1=0 1=0

=0 m=0
l+msn

(ii) Gia str E la mot tap con mo cua R va D la mot tap con mo cua R? sao cho {x + y: (x,y) € D} € E.
Giast g: E » R la mot ham kha vi v hanva f: D — R la mot ham xac dinh boi f(x,y) = g(x + y). Voi
moi s6 nguyén khéng am n bat ki va vai moi (x,, y,) € D bat ki, néu B,(g) la da thirc Taylor cip n cua g
xung quanh x, + y, thi chang ta cé thé nhan thiy rang da thirc Taylor cip n cta f xung quanh (x, yo) Xac
dinh boi

PG =Y Y g™+ y,) (x _z.xO) v m}!’o)

=0 m=0
l+m=sn

N g9 (xo + ¥o) : J! j
=) - Z“(J._D!(x—xo>l<y—yo>f-l
=0

j=0

0))
g (xo + yo) .
—z 0! 2 (x +y —x0 — ¥o)’

j=0
= F(g)(x + ).
Chang han, da thirc Taylor cap n cua f: S1/2(0,0) = R xac dinh boi f(x,y) = 1/(1 — x — y) xung
quanh (0,0) xac dinh boi
Quy tic tinh dao ham ham hop

Quy tic tinh dao ham ham hop cho cac ham hai bién la mét ky thuat duoc st dung rong rai dé tinh toan
dao ham cua cac ham hop. Nhu trong Két qua 3.1.3) cua bai viét “Phép tinh giéi han ham nhiéu bién” lién
quan dén tinh lién tuc cua cac ham hop, chang ta s& phat biéu Quy tic tinh dao ham ham hop thanh ba phan,
ap dung cho ba cach hinh thanh khac nhau cua cac ham hop.

Két qua 3.5. (Quy tic tinh dao ham ham hep)
Giasu D € R?, (x4,y,) la mot diém trong cua D va f: D — R la mot ham kha vi tai (x,, v,).

(i) GiaswE € Rsaocho f(D) € E va f(xg,y,) la mot diém trong cua E. Khi do, néu g: E — R la mot
ham kha vi tai f(x,, y,) thi ham F: D — R Xac dinh boi F = g o f kha vi tai (x,, y,), va

VF(x0,¥0) = g’(f(xOJ’o))Vf(xolJ’o)-

(i) GiasuE S R va t, la mot diém trong cua E. Khi do, néu x, y: E = R la cac ham kha vi tai t, va
néu (x(t),y(t)) € D v&i moi t € E va (x(t), y(to)) = (x0,¥0) thi ham F: E - R xac dinh boi F(t) =
f(x(6),y(®)) voi moi t € E s& kha vi tai t,, va

F'(to) = Vf(xo,y0) - (x' (o), ¥' (to)) = fi(x0,y0)x (to) + £y (X0, ¥0)¥' (to)-




(i) Gia st E € R? va (uy, v,) la mot diém trong cua E. Khi do, néu x, y: E = R la cac ham kha vi tai
(Uo, Vo) Va Néu (x(u, v),y(u, v)) € D voi moi (u,v) € E va (x(uo, vo),y(uo,vo)) = (xq, o) thi ham
F:E — R xac dinh boi F(u,v) = f(x(u,v), y(u,v)) vai moi (u,v) € E sé kha vi tai (uy, vy), va
VF (ug, vo) € dugc xac dinh boi

(Vf(xol}’o) : (xu(XOJYO):yu(XOIyO)): Vf(x0,Y0) - (xv(xo» YO)»}’v(xo»J’o)))-

Chirng minh két qua 3.5.

T B6 dé Carathéodory hai bién, ton tai mot cap ham (fy, £,) lién két voi f va (x, v,). Nhu vay,
fu, f2: D = R sé lién tuc tai (xo, yo) VOi (f1(xo»YO)»f2(xo» )’o)) = Vf(x0,¥0), va

fO,y) = flxo,¥0) = (x —x0) f1(x,y) + (v — ¥o) f2(x, y) véimoi (x,y) € D.
Két qua nay dong mot vai tro quan trong trong viéc chiing minh cac khang dinh (i), (i), (iii).
(i) Giasu E, g thoa man cac gia thiét trong khang dinh (i).
T Bo dé Carathéodory (Két qua 4), ton tai mot ham g,: E — R lién két vai g va z, = f(xo, yo)-
Nhu vay, g, s€ lién tuc tai z, voi g,(z,) = g'(z,) va
9(2) — g(z0) = (z — 20)g,(2) v6i moi z € E.
Do f(D) € E nén diéu nay chi ra rang, véi moi (x,y) € D,
F(x,y) — F(x0,¥0) = (g1 ° ), M[(x —x) f1(x, ¥) + v — yo) f2(x, ¥)].

Ngoai ra, tir Két qua 2.2) va Két qua 3.1.2) va khing dinh (i) cuia Két qua 3.1.3) cua bai viét “Phép tinh
gioi han ham nhiéu bién”, chiing ta nhan thiy rang (g, o f)f; va (gy © f)f, & lién tuc tai (x,, y,).

Nhu vay, tir Bé6 dé Carathéodory hai bién, chung ta co thé két luan F s& kha vi tai (xo, y,) va
VF(x9,¥0) = (g1 ° ) (x0, o) VS (x0,¥0) = g’(f(xo: YO))Vf(XOJ’o)-
(i) GiasuE,ty,x,y thoa man cac gia thiét trong khang dinh (ii).
T B6 dé Carathéodory (Két qua 4), ton tai cac ham x;, v,: E — R lién két lan luot voi x, y va t,.
Nhu vay, x4, y; s€ lién tuc tai t, vai (x4 (ty), y1(ts)) = (xg, Vo) Va, voi moi t € E,
x(t) — x(to) = (t — to)xy (t) va y(t) — y(to) = (t — o)y, (D).

Vi moi t € E cho trude, ching ta sé ¢6 (x(t), y(t)) € D va, do d6, F(¢) = f(x(t), y(t)) s& thoa man
hé thuc
F(t) —F(ty) = (t —ty)F(t) voimoi t € E.
Ngoai ra, theo quan diém cua khing dinh (ii) cua Két qua 3.1.3), ching ta nhan thiy rang F; sé lién tuc

tai t,.




Nhu vay, tir B6 dé Carathéodory (Két qua 4), chung ta co thé két luan duoc rang F sé kha vi tai t, va
F'(ty) = F1(to) = Vf(x0,¥0) - (x' (o), ¥' (£0))-
(iii) Gia st E, (u, v,), x, y thoa man cac gia thiét trong khang dinh (iii).
Ki hiéu
E,={u€eR:(u,vy) €E}vakE, ={v € R:(uyv) € E}.
Ngoai ra, ki hiéu ¢, &: E; > Rvay,n: E, > R la cac ham xac dinh boi
¢ W) = x(u,vp), W) =y, vy), Y(v) = x(uo, v), n(W) = y(ug, v).

Khi do, E, u, va ¢, & sé thoa man cac gia thiét trong khang dinh (i) va, do d6, ham F;: E; = R xac dinh
boi F;(w) = f(¢p(w),&(w)), voi u € E;, sé€ kha vi tai u, va

Fi(ug) = Vf(xo,¥0) - (@' (uo), & (uo)).

Twong tu, E;, u, va 1,1 s& thoa man cac gia thiét trong khang dinh (ii) va, do d6, ham F,: E, —» R xac
dinh boi F,(v) = f(@(v),n(v)), véi v € E,, sé kha vi tai v, va

F,(vo) = Vf(x0,¥0) - (' (vp),n' (vp)).

Ngoai ra, do F; (u) = f(x(u, vy), y(u,vy)), Voi u € E{, va F,(v) = f(x(ug, v),y(uy, v)), Voiv € E,
nén diéu nay cling chi ra riang

Fy(uo, vo) = F{(uo) = Vf (x0,¥0) * (xu(uo; vo);J’u(uo:vo)),

E,(ug, vo) = F,(vg) = Vf(x0,¥0) - (xv(uo; Vo), ¥y (U, vo))-
Nhu vay, VF (uy, v,) & thoa man cong thirc da tuyén bé. 0

Nhan thay ring sé rat hiru ich néu chang ta viét lai cac déng nhat thirc do Quy téc tinh dao ham ham hop
dua ra bang mét ki hiéu hoi trang trong nhung mang tinh goi y cao nhu sau:

(i) Néuz=f(x,y)vaw = g(z) thi w s& la mot ham cua (x,y), va
ow dwdz  ow dwoz
ox  dzox ° dy dz dy
(i) Néuz = f(x,y) vax = x(t),y = y(t) thi z s& la mot ham cua t, va
dz _0zdx N 0z dy
dt odxdt dydt
(i) Néu z = f(x,y) vax = x(u,v),y = y(u,v) thi z s& la mot ham cia (u, v), va

62_626x+626y \az_azax+azay
du 0xodu dyodu Y90 T axov oy v’



Can luu y rang cac déng nhit thic trong cac khing dinh (i), (ii), (iii) néu & trén sé hop 1 khi cac dao
ham (riéng) c6 lién quan duoc tinh tai cac diém thich hop va khi cac gia thiét cua Két qua 3.5) duoc thoa
man. Theo quan diém ctua Két qua 2.4), nhan dinh trén sé dung néu mdi dao ham (riéng) ton tai trong mot
hinh vuéng mé xung quanh diém lién quan va lién tyc tai diém do.

Chang ta ciing nhan thay ring cac déng nhét thire dwoc chi ra trong (ii) va (iii) ¢ trén co thé duoc viét lai
dudi dang thdng nhat, bang cach st dung ki hiéu ma tran, nhu sau:

dx Jx Ox
dz [0z 0z1|qt| . [0z az] [az 0z gu  ov
— == — vi|— —|=|— — .
dt lox oayl|dy ou ov dx dyl|dy dy

dt Jdu OJv

Ma tran 2 x 2 ¢ phia bén phai cia ¢ong nhat thir hai thuong duoc goi la ma trgn Jacobian cua cac ham
x va y déi véi cac bién u va v, hoic noi mot cach chinh xac hon, 1a ma trd@n Jacobian cua phép bién doi
®: E - R? xdac dinh bsi @(u,v) = (x(u, v),y(u, v)). Dbinh thirc cua ma tran nay xac dinh cho chung ta
mét ham J(®): E — R va nd thuong duoc goi la Jacobian cua phép bién déi @ hoic Jacobian cua cdac
ham x va y déi véi cac bién u va v.

Nhu vay,
ox Ox
_\ow 9| _oway axay
](CIJ)(u,v)—deta_y a_y =3930 330 véi moi (u,v) € E.
Ju OJv

Jacobian cta cac ham x va y dbi véi cac bién u va v déi khi con duoc ki hiéu lai boi

d(x,y)
o(u,v)

Cac ki hiéu twong tu ciing duoc st dung trong truong hop n ham cua n bién.

S& rat hiru ich khi ghi lai hé qua sau ddy cua Quy tic tinh dao ham ham hop d6i vai cac ma tran Jacobian
cua cac ham hop:

Gia sir E la mdt tap con mé cua R? va phép bién déi ®: E —» R? nhuw trén, nghia la, ®(u,v) =
(x(u,v), y(u,v)), trong d6 cac ham thanh phan x, y: E - R kha vi trén E. Gia sit D < R? 1a mjt tap
con mo voi ®(E) € D.

Khi d6, néu phép bién ddi ¥: D —» R? xac dinh béi W(x,y) = (w(x,y), z(x,y) co cac ham thanh
phan w,z: D - R kha vi trén D thi cac ham thanh phan cia W o ®: E —» R? sé kha vi trén E va

J(® o ®)(u,v) = J(¥)(x(u,v), y(u,v))](®)(w,v) véi moi (u,v) € E.

Noi cach khac, Jacobian cua hop cua cac phép bién dbi bang vai tich cua cac Jacobian cua cac phép bién
d6i thanh phan.



Pé nhan thay diéu nay, chung ta hay luu y ring dong nhét thirc néu & trén c6 thé duoc viét lai nhu sau:
ow owy [OwW OW]rax odx
ou oav|_[9x Ody|lou ov
dz 0z dz 0z ||dy Ody|
ou ovl lox aylleu v

Sy bang nhau cua cac phan tir trong ma tran bén trai vai cac phan tir twong tng cua tich cua hai ma tran
bén phai la hé qua truc tiép cua khang dinh (iii) cua Két qua 3.5).

Chang han,

(i) Xétham f:R? - R xac dinh boi f(x,y) = xy, véi (x,y) € R?, vaham g: R — R xac dinh boi
g(z) = sinz, voi z € R.

Tt Quy tic tinh dao ham ham hop, ham hop F: R? — R xac dinh bdi F(x,y) = (g o f)(x,y) = sin(xy)
sé kha vi tai moi diém cua R? va

OF dF oz 0F dF 0z

a = Ea = (Cosxy)y va @ = E@ = (COS xy)x

(ii) Xét ham f:R? - R xac dinh bai f(x,y) = x% + y?, voi (x,y) € R2. Ngoai ra, ki hiéu x,y: R - R

la cac ham xac dinh boi x(t) = et va y(t) = sint, vdit € R.

Tur Quy téc tinh dao ham ham hop, ham hop F: R? > R xac dinh boi F(¢) = f(x(£), y()) = e?* +
sin 2t sé kha vi tai moi diém cua R va

dF  dfdx ofdy

— =t Gy dt " (2x(t))et + (2y(t)) cost = 2e?t + 2sint cost.

(iii) Xét ham f:R? - R xac dinh bai f(x,y) = x% + y?%, vdi (x,y) € R?,
Ki hiéu x, y: R? - R la cac ham xac dinh boi x(u, v) = u? — v? va y(u, v) = 2uwv, voi (u,v) € R?,
Tt Quy téc tinh dao ham ham hop, ham hop F: R? = R xac dinh boi
F(w,v) = f(x(w,v),y(w,v)) = W? —vH)? + Quv)? = u* + 2u?v? + v*
sé kha vi tai moi diém cua R? va

J0F O0Fodx OFdy

du _ Oxou Fr 2 —v? = 2 2
Ju 0dxdu + dy du 2(w* —v9)2u) + 2Quv)(2v) = 4u(u” + v2),

J0F 0FJdx OFdy

_— — A 2 . 2N(_ _ ) ,
av _ 9xdv ' 9y dv 2(u? — v?)(—2v) + 2Quv) (2w) = 4v(u? + v?).

Nhu vay, VF (u, v) = 4(u? + v?)(u, v) véi moi (u, v) € R2. Luu y rang Jacobian cta cac ham x va y
dbi vai cac bién u va v s& bang (2u) u) — (—2v)(2v) = 4(u? + v?).



(iv) Xét ham f: R? - R xac dinh boi f(x,y) = x? + y?%, vdi (x,y) € R?,
Ki hiéu x, y: R? - R la cac ham xac dinh boi x(r, 0) = rcosf va y(r, 8) = rsind, véi (r,0) € R2.

Tt Quy tac tinh dao ham ham hop, ham hop F: R? — R xac dinh boi

F(r,0) = f(x(r,0),y(r,0)) = (rcosd)? + (rsind)? = r?
sé kha vi tai moi diém cua R? va

OF 0F0x OF dy

> = 9% r + @E = (2rcos8)cosO + (2rsinf)sind = 2r,

OF 0Fox O0F0
— 4 oy (2rcosB)(—rsin@) + (2rsind)(rcosh) = 0.

v 0xdv  dyov
Nhu vy, VF(r,8) = (2r,0), véi (r,0) € R?. Luu y rang Jacobian cua cac ham x va y di vai cac bién
r va @ sé bang r.

(V) Xét ham f:R? - R xac dinh boi £(0,0) = 0va f(x,y) = xy/(x? + y?), voi (x,y) # (0,0).
Xét cac ham x, y: R = R xac dinh boi x(t) = t va y(t) = t2, voi t € R.

Chiing ta ¢ thé nhan thay rang ca £, va f,, déu ton tai trén R? va £,(0,0) = £, (0,0) = 0, nhung f khong
thé kha vi tai (0,0). Ngoai ra, ca x va y déu kha vi trén Rva x'(t) = 1 va y'(t) = 2t, voi t € R. Mat khac,
néu ham F: R? - R xac dinh boi F(¢) = f(x(©),y(®)) thi F(6) = 1/(1 + t?>) vaF'(t) =
(1—t2)/(1+t*»)?, véit €R.

Nhu vay, chang ta ¢6 thé nhan thay rang F’(0) = 1, trong khi £,.(0,0)x’(0) + £,(0,0)y'(0) = 0.

Diéu nay cho thay rang gia thiét f kha vi trong Quy tic tinh dao ham ham hop la khdng thé bo duoc.
4. Tinh don diéu, tinh 13i, tinh 15m

Chuing ta di thay trong muc 1.2. Ham va cac tinh chét hinh hec ciia né cua bai viét “Phép tinh gioi
han ham nhiéu bién” rang khai niém vé tinh don diéu cua cac ham mot bién thira nhan hai dang twong tur
phan biét trong béi canh thiét 1ap caa cac ham thuc hai bién. Trong muc nay cua bai viét, chiing ta sé lién hé
chang voi dau ciia mot s6 dao ham riéng nhét dinh, tir d6 thu duoc cac dang twong tu cta cac phép thir dao
ham bac nhat cua cac phép tinh mot bién. Tiép theo, chang ta s& thu duogc cac tiéu chuan hixu ich cho cac
ham cé bién phan bi chin ciing nhu cho cac ham ¢ song bién phan bi chan theo cac dao ham riéng.
Gradient cua mot ham thuc hai (hoic nhiéu) bién sé 1a mot ham vector hai (hodc nhiéu) bién. Chang ta sé
nhan thy rang c6 mot khai niém tu nhién vé tinh don diéu cua cac ham nhu vay. Khi do, ching ta s& lién hé
tinh don diéu cua gradient voi cac khai niém vé tinh 16i va tinh I16m cta cac ham hai (hoac nhiéu) bién.

Tinh don diéu va cac dao ham riéng cap mot

Nhac lai rang mot ham f:1 x | — R xac dinh trén mot tich cua cac khoang I va J trong R s& duoc goi la
don diéu ting néu



(x1,y1), (x2,¥2) €I X Jva (x1,¥1) < (x2,¥2) = f(x1,¥1) < f(x2,¥2).

Néu diéu kién nay duoc thoa man véi < duoc thay bai > trong cac bat ding thirc néu trén thi £ s& duogc
goi la don dié¢u giam.

Trén thyc té, tinh don diéu cua mot ham hai bién ciing gidng nhu tinh don diéu cuia mdi mot trong hai
bién. Tuong tu, viéc ldy dao ham riéng cua mét ham hai bién ciing c6 nghia la ching ta sé coi nd nhu 1a mot
ham mét bién (coi bién kia la hiang s6) va lay dao ham nhu trong dbi voi cac phép tinh mot bién.

Nhu véy, that tu nhién khi mong doi rang dic trung sau day s& dung:

Két qua 4.1.

Giasu D € R?va [, ] la cac khoang bat ki trong R sao cho I x J € D. Gia sir f: D — R la mot ham sao
cho ca f, va f, déu ton tai trén I x J.

Khi do,
(i) fdondiéutangtrénI X J & f, >0vaf, >0trén] X J.

(ii) f don digu giamtrén I x ] & f, <0va f, < 0trénl x J.

Chirng minh két qua 4.1.

(i) Giasu f don diéu tang trén I x J. Khi do, voi moi (x,, y,) cho treoc, chung ta nhan thay rang
[f(xo + R, yo) — f (%0, ¥o)1/h = 0 v&i moi h € Rsao cho h # 0 va (x, + h, y,) € I x J. Biang cach chuyén
qua gigi han khi A — 0, chang ta d& dang suy ra rang f, (xo, ¥o) = 0. Tuong tu, ching ta ciing nhan thy
ring fy(x0,¥0) 2 0.

Nguoc lai, giasi f, = 0va f, > 0 trén I X J. Gia su (x4, y1), (x2,¥,) € I X J sa0 cho (x3,y;) <
(x,,y,). Dau tién, chiing ta s& ching minh rang f (x;, v,) < f(x,, y1). Diéu nay sé la hién nhién néu x, =
x,. Néu x; < x, thi chung ta s& xét ham ¢: [x;, x,] = R xac dinh boi ¢(t) = f(t,x1), Vi t € [xq, x,].
Béng cach st dung Dinh |1 gia tri trung binh (Két qua 1), chung ta nhan thay rang ¢ (x,) — ¢ (x;) =
@' (¢)(x, — x1) V&I Mot s6 ¢ € R nao d6 voi x; < ¢ < x,. Nhu vay, f(xy, y1) — f(xy, v1) = fo(c, y1)(x, —
x;) = 0, nghia 13, f(x;, ;) < f(x,, v1). Ké tiép, chung ta s& chi ra rang £ (x,, y;) < f(x,,y,). Diéu nay s&
la hién nhién néu y, = y,, trong khi néu y; < v, thi diéu nay sé xay ra theo cach twong tu biang cach ap
dung Binh Ii gia tri trung binh (Két qua 1) cho ham ¥: [yy, y,] = R xac dinh boi (s) = f(x,,s), Voi s €
[y1, ¥,1. Bang cach két hop hai bat ding thirc néu & trén, chang ta sé thu duoc £ (x1, v,) < f(x2, v2).

Nhu vay, f don diu tang trén [ X J.

(ii) Phép chimg minh dugc thuc hién trong t nhu & khang dinh (i). Ngoai ra, (i) c6 thé duoc suy ra tir
(i) bang cach ap dung (i) cho - f. O

Tinh song don diéu va cac dao ham riéng hdn hep

Nhac lai rang mot ham f:1 x | — R xac dinh trén mét tich cua cac khoang I va J trong R s& duoc goi la
song don diéu ting néu




(x1,¥1) < (x2,52) = f(x1,¥2) + f(x2,¥1) < fQxp,y1) + f(x2,y2).

Néu diéu kién nay duoc thoa man véi < duoc thay bai > trong cac bat ding thirc néu trén thi £ s& duogc
goi la song don diéu giam.

Hoéa ra la nhitng khai niém nay lai thira nhan mot dac trung don gian theo cac dao ham riéng hn hop cap
hai nhu sau:

Két qua 4.2.

Giasae D € R? val,]J la cac khoang bat ki trong R sao cho I X J € D. Gia st f: D — R la mot ham sao
cho ca f, va f,, déu ton tai trén I x J.

Khi do,
(i) f tangsongsongtrénl X ] & f,,, = 0trénl X J.

(ii) f giamsongsong trén I X | & f,,, < O trénl x J.

Chirng minh két qua 4.2.
(i) Giasu f ting song song trén I X J.

Vé&i moi diém (x,, y,) € I X J cho trudc va véi cac sb thuc khac khong h, k € R, chung ta nhan thay
ring

0 < fxo+hyo +k)+ f(x0,¥0) — f(x0,¥0 + k) — f(x0 + h, ¥p)
o hk

=1<f(xo +hyo + k) — f(x0,y0 + k) _f(xo + h,¥,) —f(xo:YO)>

k h h
bat cir khi nao (xo + h, vy + k) €1 X J.

Bing cach chuyén qua gigi han, dau tién, khi h — 0 va, sau d6, khi k — 0, chiing ta d& dang suy ra riang
fxy(xo'yo) = 0.

Nguoc lai, gia su f,,, = 0 trén I X J. Gia sur (x4, y1), (x2,¥2) € I X ] sa0 cho (x5, y1) < (x2,¥2).

Nhan thay rang néu x; < x, va y; < y, thi, tr Pinh li gia tri trung binh cho cac hinh chir nhat (Két qua
1.5), s& ton tai mot diém (c,d) € I x J sao cho

fOLy) + f(x2,y2) — fe,v2) — f(x2,¥1) = fiy (6, )2 — y1) (xz — x1) = 0.
Ngoai ra, biéu thirc & bén trai s& bang 0 néu x; = x, hoic y; = y,.
Diéu nay chi ra rang f ting song song trén I X J.

(ii) Phép chimg minh duogc thuc hién trong ty nhu & khang dinh (i). Ngoai ra, (i) c6 thé duoc suy ra tir
(i) bang cach ap dung (i) cho - f. O




Nhan thay ring cac ddc trung tuong tu nhu trong Két qua 4.2) van dang néu chiing ta thay thé f, va fy,
b £, Va fiys.
Bién phan bi chidn va tinh bi chin caa cac dao ham riéng cip mét

Nhéc lai rang mot ham f: [a, b] X [c,d] = R sé duoc goi la ce bién phan bj chégn trén [a, b] x [c, d]
néu tap tit ca cac téng hitu han cé dang

DGy = fGin vl

trong d6 n € N va (xg, ¥o), ..., (X, ¥,) 12 cac diém bét ki trén R? thoa man

(a,¢) = (%o, ¥0) < (x, 1) < - < (X1, Y1) < (e v) = (b, ),
bi chan trén.

Chung ta da thay trong muc 1.2. Ham va cac tinh chét hinh hec ciia né cua bai viét “Phép tinh gioi
han ham nhiéu bién” ring mot ham thuc xac dinh trén mot hinh chi nhat sé ¢ bién phan bj chan khi va chi
khi no la hiéu cua hai ham thuc tang don diéu. Trén thyc té, khong phai luc nao chiing ta ciing c6 thé dé
dang xac minh xem mét ham cho trudc ¢ phai la cé bién phan bi chan hay khéng bang cach sir dung dinh
nghia hodc dic trung nay. Tuy nhién, tiéu chuan don gian sau ddy s& thuong rat hiru ich trong thuc hanh.

Két qua 4.3.

Gia st ham f: [a, b] x [c,d] = R lién tuc trén [a, b] x [c, d] va kha vi trén (a, b) x (c, d). Gia st f, tén
tai va bi chan trén (a, b) x [c,d], trong khi f, tdn tai va bi chan trén [a, b] x (¢, d).

Khi d6, f sé ¢ bién phan bi chan trén [a, b] X [c, d].

Chirng minh két qua 4.3.

Gia sir @ € R la mot s6 thuc sao cho |f,(w, v)| < a vdi moi (u, v) € (a,b) X [c,d] va |fy(u, V)| <a
v&i moi (u, v) € [a,b] X (c,d). Giasun € N va (xg, yo), ..., (%, ¥,) 12 cac diém bt ki trén R? sao cho

(a,c) = (x0,¥0) < (x1,¥1) < -+ < (Xp-1,Yn-1) < O, ) = (b, d).

Theo quan diém cua Bat ding thic gia tri trung binh hai bién (Két qua 1.3) cung véi Két qua 2.5), chang
ta nhan thay rang

If Cepyi) = f—n, v S alxy —xig +y; — yi-1),v0ii =1, ...,n,

va, do do,

DGy = Gyl S alb—a+d—o).

Nhu vay, f sé ¢é bién phan bi chan trén [a, b] X [c,d]. O




Phép chirng minh trén khéng chi chi ra ring mot ham £ nhu trong Két qua 4.3) sé co bién phan bj chan
ma con dua ra mot can trén cho tong bién phan cua f trén [a, b] X [c, d]. Ngoai ra, chung ta ciing c6 mét hé
qua hiru ich sau day, co I€ s€ htru ich hon trong thuc hanh.

Két qua 4.4.

Néu ham f: [a, b] X [c,d] = R co cac dao ham riéng lién tuc trén [a, b] X [c, d] thi f s& co bién phan bj
chan trén [a, b] X [c, d].

Chirng minh két qua 4.4.

Tu Két qua 2.4), f s& kha vi trén (a, b) x (c,d). Ngoai ra, tir Két qua 3.2.1) cta bai viét “Phép tinh gioi
han ham nhiéu bién”, cac dao ham riéng cap mot £, va £, s& bi chan trén [a, b] X [c, d]. Nhu vay, két qua
mong mudn co thé duoc suy ra truc tiép tir Két qua 4.3). 0

Song bién phan bi chin va tinh bi chiin cha cac dao ham riéng hén hop

Nhéc lai rang mot ham f: [a, b] X [c, d] = R sé duoc goi la cé song bién phan bj chégn trén [a, b] x
[c, d] néu tap tat ca cac tong kép hitu han co dang

DU oy) = FOinvya) = F (o yp1) = F ey,

n
i=1 j=1
trong d6 n,m € N va (xq, yo), ..., (X, Vi) 12 cac diém bét ki trén R? thoa man
a=xg<x < <xp15x,=bvac=y, <y < <Y1 <Yn =4,
bi chan trén.

Chung ta da thay trong muc 1.2. Ham va cac tinh chét hinh hec ciia né cua bai viét “Phép tinh gioi
han ham nhiéu bién” ring mot ham thuc xac dinh trén mot hinh chi nhat sé ¢ song bién phan bi chan khi
va chi khi né 1a hiéu caa hai ham thuc ting song song. Mét lan nira, trén thuc té, khdng phai luc nao ching
ta cling c6 thé d& dang xac minh xem mét ham cho trudc 6 phai la c6 song bién phan bi chan hay khong
bang cach st dung dinh nghia hodc dic trung nay. Tuy nhién, tiéu chuan don gian sau day sé thuong rat hitu
ich trong thuc hanh.

Két qua 4.5.

Gia sa ham f:[a, b] x [c,d] - R lién tuc trén [a, b] X [c, d]. Gia su f, ton tai va lién tuc trén (a, b) x
[c, d], trong khi f,,, ton tai va bi chan trén (a, b) x (c, d).

Khi d6, f sé& co song bién phan bi chan trén [a, b] x [c, d].

Chirng minh két qua 4.5.

Gia st f € R la mot s thuc sao cho £y, (u, v)| < B voi moi (u,v) € (a,b) X (¢,d). Giasum,n € N
va (Xo, Vo), - (X, Yy) 12 cac diém bt ki trén R? sao cho

a=xg<x < <xp_1<x,=bvac=y, <y < <Y1 < Yn=4d.




Véii=1,...,nvaj = 1,..,m, bang cach st dung Bat ding thirc gia tri trung binh cho cac hinh chix
nhat (Két qua 1.6), chiing ta co thé nhan thay ring

|f (0, 9;) = F(icn, yjo1) = F (i y-1) — F (%o, v7)| < BAy,
trong do Al] = (xi - xi_l)(y]' - Yj—l)'

Ké tiép, do Yiz1 2je1Aij = (b — a)(d — ¢) nén, do do,

n m
2|f(xir3’j) — f(xic1,¥j-1) — f(x0,¥j-1) — f(xi0,¥7)| < BB —a)(d — ©).
i=1 j=1
Nhu vay, f sé cé song bién phan bi chin trén [a, b] x [c, d]. O

Chung ta ciing c6 thé dé dang nhan thay rang mét két qua tuong tu nhu Két qua 4.5) van dang néu chang
ta thay thé £, va f,,, boi f, va f,.

Phép chitng minh trén khdng chi chi ra ring mot ham £ nhu trong Két qua 4.5) sé ¢6 song bién phan bj
chin ma con dua ra mot can trén cho téng song bién phan cua f trén [a, b] x [c, d].

Tinh 16i va tinh don diéu cha gradient

Cac khai niém vé cac ham 15i va cac ham 16m hai bién da duoc thao luan trong muc 1.2. Ham va cac
tinh chit hinh hoc ctia né cua bai viét “Phép tinh giéi han ham nhiéu bién”. Nhu dbi vai cac phép tinh
mét bién, chang ta ciing c6 thé lién hé cac khai niém nay véi tinh don diéu cia dao ham (toan phan), ma
chung ta s€ dinh nghia ngay bay gio.

Dé thuc day diéu nay, trudce tién chung ta hay luu y rang néu I € R la mot khoang trong R thi f: 1 —» R
sé duoc goi la ting don diéu néu, voi moi x4, x, € I Vbi x; < x,, chang ta co f(x;) < f(x,). Mot cach
trong duong, f:I — R la tang don diéu khi va chi khi

(f (x3) — f(x1))(xy — x1) = 0 voi Moi xq,x, € 1.

Diéu kién nay co thé d& dang tong quat hoa néu chang ta thay thé ham mét bién boi gradient cuia mot
ham hai (hoac nhiéu) bién va thay thé phép nhan cac sé thuc boi tich vo hudng cua cac vector.

Gia su D € R? la mot tap con mo va 16i, va £: D — R la mot ham kha vi bat ki.
Chang ta sé noi rang Vf ting don diéu trén D néu

(Vf(xz'YZ) - Vf(xp)ﬁ)) (X2 — x1,y2 — ¥1) = 0 v6i moi (x4, y1), (x3,y,) €D.
Tuong tu, ching ta s& noi rang V£ giam don diéu trén D néu

(Vf(xz'J’z) - Vf(x1;J’1)) (X2 — x1,y2 — ¥1) < 0 v6i moi (x4,y1), (x3,y,) €D.

Chang ta sé noi rang Vf don diéu trén D néu no tang don diéu hoic giam don diéu trén D.



Bay gio, chung ta s& thay rang tinh 1i hoac 16m cua f c6 thé dugc dic trung theo tinh don diéu cua Vf
theo cach hoan toan gidng nhu trong truong hop cac ham mét bién. Pau tién, chung ta s& can dén mot két
qua phu tro nhu sau.

Két qua 4.6.
Gia st D € R? la mot tap con mo va 16i, va f: D — R la mot ham kha vi bat ki.
Khi do, néu f kha vi tai mot diém (x4, yo) € D nao do va f 13i trén D thi
fO,y) — f(xo,¥0) = Vf(x0,¥0) - (x — X0,y — ¥o) VOi Moi (x,y) € D.
Nguoc lai, néu £ kha vi trén D va thoa man
f,y) = f(x0,¥0) = Vf (x0,¥0) - (x — x0, ¥ — ¥o) VOi Moi (x0,¥,), (x,y) €D,

thi f s& 16i trén D.

Chirng minh két qua 4.6.

Gia st f kha vi tai mot diém (xo, ¥,) € D nao do va f 16i trén D. Gia su (fy, f,) la mot cap ham lién két
vai f va (xg, o).

Khi @6, cac ham f;, f>,: D —» R s€ lién tuc tai (x,, y,) va
fO,y) = flxo,y0) = (x —x0) f1(,¥) + (v — yo) f2(x, ¥) voi moi (x,y) € D.
Cb dinh mot diém (x,y) € D batki. Kihietuh = x —x, vak =y — y,.

Khi d6, véi moi t € (0,1), diém (x, + th, v, + tk) = t(x,y) + (1 — t)(x,, ¥o) S& ndm trong D bdi vi D
15i; ngoai ra, do f 16i nén chung ta sé co

flxo+thy, +tk) <tf(x,y) + (1 —t)f(x0, Vo)
= t[f(x,¥) = f(x0,¥0)] = f (x0,¥0)-
Nhu vay, voi moi t € (0,1), chung ta s€ ¢o
tlfCo,y) — f(x0,¥0)1 = f(xo + th, yo + th) — f(xo, ¥0)
= tlhfi(xo + th, yo + tk) + kf,(x + th, y, + tk)].
Diéu nay chi ra rang, voi moi t € (0,1), chiing ta s& ¢6

fx,y) = f(x0,¥0) = hfi(xg + th,yy + tk) + kf;(xq + th, yo + tk).

Do (f1(x0'J’0)'f2 (on’o)) = (fx(xOJyO):fy(xOJyO)) = Vf (x0, ¥o) nén, bé‘mg cach Chuyén qua gioi han
khi t — 0% va sir dung tinh lién tuc cua fi, f, tai (x,, ¥,), chang ta nhan thay rang

fCay) — f(x0,¥0) = hfy(x0,¥0) + kfy(xm Vo) = Vf(x0,¥0) * (x — X0,y — Yo)-

Diéu nay chirng minh tinh dung dén cua bat diang thirc mong muén.




Nguoc lai, gia s f kha vi trén D va thoa man
G, y) = f(x0,¥0) = Vf(x0,¥0) * (x — X0,y — ¥o) VOi Moi (x¢,¥0), (x,y) € D.
Xét cac diém (x4, v4), (x5, ¥,) € D bét ki va mot s6 thuc t € (0,1).
Ki hiéu
(x0,¥0) = (1 = ) (xy, y1) + t(x2, ¥2) = (g, ¥1) + tlxz — x4, 7, — y1).
Do D 15i nén (x,,y,) € D. Ngoai ra, tir gia thiét cua bai toan, chang ta sé ¢o
[ yi) = f(xo,¥0) = VI (x0,¥0) - (x; — %0,y — Yo) VOi i = 1,2.

Bing cach nhan bat dang thie tuong ang voi i = 1 voi (1 — t), bat dang thirc twong Gng véi i = 2 Vi t,
va cong ca hai chang lai vai nhau, chung ta sé thu duoc

[((1 =) f(x, y1) + tf (2, ¥2)] = f (X0, ¥0) = V (X0, ¥0) * (x3,3),
trong d0 (xx3,¥3) = (1 — t)(xy — xo,¥1 — o) + t(x2 — X0, ¥2 — Yo)-
Nhung do (x3,y3) = (1 — t)(xq, y1) + t(xy, ¥2) — (%, V) = (0,0) nén chung ta sé co
f(x0,¥0) < (1 = O)f (x1,¥1) + tf (x2, ¥2).
Diéu nay ching to rang f 15i trén D. 0

Nhan thay ring phép chiang minh cta “chiéu nguoc lai” caa Két qua 4.6) hoan toan khdng can sir dung
dén gia thiét co ban f kha vi, ngoai trir sy ton tai cua gradient V. Trén thuc té, khang dinh dau tién trong
két qua néu ¢ trén ciing ¢ thé duoc ching minh theo gia thiét yéu hon V£ (x,, y,) ton tai. Diéu nay c6 thé
dwoc suy ra tir mot tinh chét tbng quat cua cac ham 15i: “Néu D < R? la mét tap con 16i va mé, (xg, yo) €
D va f: D — R la mét ham 15i sao cho V£ (x,, y,) ton tai thi f sé kha vi tai (xo, y5)”. Phép ching minh
cho tinh chét nay hoi mang tinh ky thuat va sé khong that can thiét dé trinh bay trong bai viét nay.

Két qua tiép theo la mot dic trung co ban cua tinh 16i cia mot ham hai bién £ xét theo tinh 15i cta cac
ham mot bién thu dugc bang cach thu hep f trén cac doan thiang khac nhau trong tap xac dinh cua f.

Két qua 4.7.
Gia s D € R? la mot tap con 16i va f: D — R la mot ham bat ki.

Khi @6, f sé 16i trén D néu va chi néu, voi moi (x4,y1), (x5, y,) € D, ham F:[0,1] - R xac dinh bai
F(t) = f(x; + t(xy — x1), 71 + t(y, — ¥1)) 12 16i trén [0,1].

Chirng minh két qua 4.7.

Gia sur f 15i trén D. C6 dinh cac diém (x4, y;), (x5, v,) € D bat ki va xét ham F:[0,1] = R xac dinh boi
F(t) = f(xg +t(x, —x1),¥1 + t(y2 — ¥1)). Vbi moi t, t, € [0,1] cho trudc va voi moi A € (0,1), chung
ta hay chont = (1 — A)t; + At,.




Khi do, t € (t,,t,) va
xp +t(x, —x1) = [(1 =) + Alxy + [(A = Dty + At,] (x5 — x1)
= (1= DA = t)x; + tyx5] + A[(A = t2)x; + trx5].

Nhu Vay, néu Chl:lng ta ki hléu u, = (1 - tl)xl + t1x2 Vé. U, = (1 - tz)xl + tzxz thi X1 + t(xZ - xl) =
(1 — Duy + Au,. Tuong ty, néu chang ta ki hiéu v; = (1 —t;)y; + t;y, vau, = (1 — t,)y; + t,y, thi
vttty —y1) = (1= Dy + Av,.

Bay gio, do D 16i, (uy, v4), (uy, v,) € D va, hon nixa, £ 16i nén

F(t) = f((l —ND(uy,vy) + A(uz,vz)) < (1= Df (uy,vy) + Af (uy, vy).
Diéu nay chiraring F((1 — Dt; + At;) < (1 — DF(ty) + AF (t,).
Nhu vay, F 16i trén [0,1].

Pé chirng minh chiéu nguoc lai, gia str (x4, v;) Va (x5, y,) la hai diém bt ki cua D va gia s ham
F:[0,1] = R xac dinh bai F(t) = f(x; + t(x, — x1), v1 + t(y, — y1)) la 15i trén [0,1].

Khi do,
FO) =F(1-0).0+¢t1)< (1 —t)F(0) + tF(1) voi moi t € (0,1),
va, do do,
fA =)0, y1) +t(x2,¥2)) < (1 =) f (x4, ¥1) + tf (x2,¥2) V6i moi t € (0,1).
Diéu nay chi ra tinh ding dan cua két qua mong mudn. 0

Nhan thay ring phép 1ap luan duoc sir dung trong phan dau tién cua phép chitng minh néu & trén ciing co
thé duoc sir dung dé chirng minh mét phién ban cuc bg cia Két qud 4.7); cu thé, “Néu D € R? la mét tap
con 18i, f: D — R la mdt ham 18i trén D, (xq, ¥o) € D la mét diém sao cho (x + th, y, + tk) € D véi
moi t € I va (h, k) € R?, trong d6 I la mgt khoang nae dé trong R cé chira 0, thi F: 1 - R xac dinh béi
F(t) = f(xo + th,y, + tk), voi t € I, sé la mat ham |6i trén D”.

Pé nhan thiy diéu nay, luu y rang, voi moi t, t, € I va voi moi A € (0,1), ching ta sé co
xo + [((1 =Dty + At,)|h = (1 — D(x + t1h) + A(xg + t,h),
va
yo + [((A =Dty + 26,) [k = (1 = D(yp + t1k) + A(yo + t1k);
do do, tr tinh 16i cua f trén D, chang ta s& thu dugc
F((A =Dty + At5) < (1= Df (xo + t1h, yo + tik) + Af (xo + tok, yo + t5k)

= (1 - A)F(Q) + AF(tz),



Piéu nay chi ra rang F 16i trén . O

Bay gio, chung ta da sin sang dé chitng minh mot dic trung cua tinh 16i theo tinh don diéu cua gradient.

Két qua 4.8.
Gia st D € R? la mot tap mo va 16i, f: D — R la mot ham kha vi bat ki trén D.
Khi do,

£ 16i trén D & Vf ting don diéu trén D.

va

Chirng minh két qua 4.8.
Gia su f 15i trén D. Gia st (x5, v,) Va (x,,v,) la hai diém bt ki cua D.
Tu Két qua 4.6), chang ta sé co

f(x2,¥2) — f(x,y1) 2 V(1) - (X2 — X1, Y2 — Y1)

feuy) = (2, ¥2) 2V (g, y2) - (21 — X2, 71 — ¥2)-
Bing cach cong hai bat ding thic néu ¢ trén, chiang ta s& thu duoc
(Vf(x2,y2) = Vf(xy,y1)) - (g — x1, ¥, —y1) = 0.
Nhu vay, Vf tang don diéu trén D.

Nguoc lai, gia su Vf ting don diéu trén D. C dinh cac diém (xy, y;) va (x,, y,) bat ki nao @6 trong D.

Giasu E = {t € R: (x; + t(x; — x1), ¥, + t(y, — ¥1)) € D}. Luu y rang do D 15i nén E sé& co chira khoang
[0,1].

Giasux,y:E - Rva F: E - R la cac ham xac dinh boi
x(t) = x; +tlx, —x1), y@) =y, +t(y, —y1) VaF(t) = f(x(®),y(t)).

Do D mé trong R? nén, tir Két qua 3.1.7) caa bai viét “Phép tinh gioi han ham nhiéu bién”, chung ta

c6 thé nhan thay rang E la mot tap mo trong R. Tir Quy tic tinh dao ham ham hop (khing dinh (i) cua Két
qua 3.5), F s€ kha vi va, voi moi t € E, chung ta sé co

(t,

F'(0) = Vf(x(©),y@®) - (x'(©),y'®) = VF(x(©), y(®)) - (3 — x1,¥2 — y1).
bac biét, vai moi t;, t, € [0,1], chung ta s€ co
F'(t;) —F'(t)) = [Vf(x(tz),y(tz)) - Vf(x(tl):}’(tl))] (X2 — x1,Y2 — Y1)

Bay gio, do (x(tz) —x(t,),y(t2) — y(t1)) = (t; — t;)(x; — x4, ¥, — y1) nén ching ta nhan thay rang
— t)(F'(t,) — F'(t1)) & bang

[Vf(x(tz)JJ’(tz)) - Vf(x(t1)J’(t1))] ) (x(tz) —x(ty),y(tz) — Y(t1))-




Ngoai ra, do Vf don diéu trén D nén chang ta sé co (t, — t;)(F'(t,) — F'(t;)) = 0. Piéu nay chi ra
rang F' tang don diéu trén [0,1]. Do do, theo mot két qua tiéu chuan trong cac phép tinh mot bién (khing
dinh (i) cuia Két qua 3.4) cta bai viét “Phép tinh vi phan ham mét bién”), F 16i trén [0,1]. Nhu vay, tir Két
qua 4.7), chung ta co thé két luan duoc rang f 16i trén D. 0

Gia s D € R? la mot tap con mo va 16i, va gia str f: D — R la mot ham bat ki. Ro rang la £ s& 1om trén
D néu va chi néu - £ 16i trén D. Ngoai ra, néu f kha vi trén D thi Vf s& giam don diéu trén D néu va chi néu
V(—f) tang don diéu trén D.

Nhu vy, Két qua 4.8) ngu y tinh dung din cua dic trung co ban sau ddy cua tinh 16m:

f lomtrén D © Vf giam don diéu trén D.

Cac khai niém vé tinh 15i nghiém ngat va tinh 16m nghiém ngat ciia mot ham thuc hai bién ciing co thé
duoc dinh nghia bang cach thay d6i cac bat ding thirc < va > trong dinh nghia cua tinh 16i va tinh 16m
twong tng thanh < va >. Tuong tu, chiing ta cling c6 thé d& dang hinh thanh cac khai niém vé gradient ting
hodc giam nghiém ngat. Bay gio, mdi mot trong cac két qua trong tiéu muc nay cua bai viét déu co mot dang
trong tu cho cac ham 156i nghiém ngat. Dac biét, néu f kha vi thi chung ta sé co dic trung sau day:

£ 16i nghiém ngat trén D < Vf tang nghiém ngit trén D.
Bang cach ap dung diéu nay cho - £, chang ta cling nhan thay ring
f 16m nghiém ngit trén D < Vf giam nghiém ngat trén D.

Nhu vay, chiing ta ciing ¢ thé thu duogc cac két qua tuong tu nhu trong cac phép tinh mét bién dbi vai
cac ham 16i va Idm nghiém ngat.

Tinh 16i va tinh khéng &m ctia Hessian

Bay gio, chung ta s& tién hanh khao sat xem liéu viéc mé ta dic trung cua tinh 16i cua mot ham maot bién
theo tinh khéng am cua dao ham cip hai cua né c6 mot dang twong tu cho mét ham hai bién hay khong. Bé
dat duoc muc dich nay, truoc tién chang ta phai tinh dén thuc té la néu £ 1a mot ham hai bién thi c6 bén dao
ham riéng cap hai co thé cd, cu thé 12 fiy, fiy, fyx £+ NéU chiing hoat dong tét thi ching ta s€ €6 f,y = f,x
va chiing ta chi can xem xét ba. Noi chung, ching c6 thé duoc ghi lai duoi dang

(hai+k )f h = f azafy giy’;.

Bing cach xem h va k nhu 1a cac bién va tinh gia trj cia cac dao ham riéng tai mot diém cu thé, chung ta
sé thu dugc mot da thic thuan nhat Q (k, k) voi tong bac biang 2 theo (h, k) xac dinh boi

Q(h,k) = ah? + 2bhk + ck?, trong do a, b, c € R.

Mot da thirc Q (h, k) nhu vay s& duoc goi la mot dang toan phwong bac hai theo cac bién h va k. Néu
D € R? lamottap mo va f: D — R la mot ham sao cho cac dao ham riéng cip mot va cap hai cua f ton tai
va lién tuc trén D thi, voi moi diém (x,, y,) € D, dang toan phuong bac hai lién két



2 2 2
f 0*f 9% f
h? _axz (XO, yO) + 2hk —axay (XO, yO) + k? a—yz (XO, yO)
sé duoc goi la dgng Hessian cua f tai (xg, yo).

Noi chung, mét dang toan phuong bac hai Q(h, k) sé duoc goi la xdc dinh khdng &m néu né ludn nhan
cac gia tri khdng am, nghia la, Q(s,t) = 0 voi moi (s, t) € R%. Vi D € R? va f: D — R nhu trén, chung ta
sé noi rang dang Hessian cua f la Xdc dinh khéng am trén D néu dang Hessian cua f tai (x,, y,) 1a xac
dinh khéng am vaéi moi (xg, o) € D.

Hoda ra tinh khdng &m cua dao ham cap hai cia mot ham mot bién s& twong tu nhu tinh xac dinh khéng
am cua dang Hessian cua mot ham hai bién. Pay sé la chu ¢& ma chung ta sé phat trién trong phan con lai
cua tiéu muc nay.

Két qua 4.9.

Gia s D € R? la mét tap con mo va 16i, va gia str £: D — R la mot ham sao cho cac dao ham riéng cap
mét va cap hai cua f ton tai va lién tuc trén D.

Khi do,

£ 16i trén D < dang Hessian cua f la xac dinh khéng am trén D.

Chirng minh két qua 4.9.

Nhan thay ring do cac dao ham riéng cdp mét cua f ton tai va lién tuc trén D nén, tr Két qua 2.4), chung
ta nhan thay rang f s& kha vi trén D.

Gia st f 16i trén D. Gia str (x,, y,) € D va (h, k) € R%. Do D md nén sé& ton tai mot sb thuc 6 > 0 sao
cho (xo + th,y, + tk) € D véimoi t € (—68,6). Xét ham F: (—8,8) — R xac dinh boi F(t) =
f(x + th, v, + tk) v&i moi t € (—=8,8). Tir Két qua 2.4) va Quy tic tinh dao ham ham hop (khing dinh (ii)
cuia Két qua 3.5), F s& kha vi va, voi moi t € (=8, 8), chung ta s& co

F'(t) = (hfy + kf,)(xo + th,yo + tk).

Bang cach ap dung cach 1ap luan twong ty cho F’, chung ta sé nhan thay rang F sé kha vi hai lan va, voi
moi t € (-6, ), chung ta s€ co

F'(t) = (h|hfex + kfiy| + k[Rfyx + kfyy ) (xo + th, yo + th).

Nhu vay, theo quan diém cta Binh li dao ham riéng hdn hop (Két qua 1.7), ching ta sé co

2 62 2

d d
F'"(t) = h*—+ 2hk k? th tk).
© ( a2 T ey T ay2>f(x°+ Yo + th)

Bay gio, theo quan diém cua Két qua 4.7), F 1i trén (=8, 8) va, do d6, theo mot két qua tiéu chuan
trong cac phép tinh mot bién (khang dinh (i) cua Két qua 3.5) cua bai viét “Phép tinh gigi han ham mét
bién”), chung ta s& c6 F'(t) = 0 vi moi t € (=6, 5).




bac biét, F''(0) = 0 va, do do,

Zf aZf aZf

(xO, 0) + tha (xO, 0) + k ayz (xo, yo) > 0.

Piéu nay chiing to rang dang Hessian cua f xac dinh khéng &m trén D.

Nguoc lai, gia sir dang Hessian cua f xac dinh khéng am trén D. Gia su (x,, y,), (x,¥) € D vachon h =
x — xo Va k =y — y,. Tu Dinh li gia trj trung binh hai bién mé rong, ton tai mot diém (¢, d) € D sao cho

0 0
FG) = FG o) + (o ko) fao o) 45 (gt )f<c 2.

Ngoai ra, do dang Hessian cua f tai (c, d) xac dinh khéng am nén chuang ta sé thu duoc

d
fe,y) = f(xe,¥0) 2 (h6_+ k )f(xo»YO) Vf (x0,¥0) - (x — %0,y — ¥o)-

Nhu vay, tir Két qua 4.6), f 16i trén D. 0

Mot dang toan phuong bac hai Q(h, k) = ah? + 2bhk + ck? duoc goi la Xdc dinh dwong néu Q(s,t) >
0 vai moi (s,t) € R? vai (s,t) # (0,0). NéuD € R? va f: D - R nhu trong Két qua 4.9) thi dang Hessian
cua f s& duoc goi la xdc dinh dwong trén D néu dang Hessian cua f tai (x4, y,) 1a xac dinh duong v&i moi
(x0,¥0) € D.

Dbi voi mot ham f nhu vay,
dang Hessian cua f xac dinh duong trén D = f 15i nghiém ngat trén D.

Diéu nay c6 thé dwoc chirng minh bing cach st dung cac 1ap luan hoan toan twong tu nhu cac 1ap luan
trong ntra sau cua phép ching minh cua Két qua 4.9). Tuy nhién, nhu trong trueang hop cac ham mét bién,
chidu nguoc lai cua khang dinh trén lai khong dang. Chang han, néu ham f: R? - R xac dinh bai f(x,y) =
x* + y* thi f s& 16i nghiém ngat nhung dang Hessian cua f tai (0,0) lai khong xac dinh dwong.

Nhu mot tién nghiém, tinh xac dinh khéng am cua dang Hessian cua mot ham duong nhu khong phai la
mét diéu kién co thé dé kiém tra trong thuc hanh. Noi chung, dé biét mét dang toan phuong bac hai
Q(h, k)xac dinh khdng &m, duong nhu yéu cau thay thé tat ca cac cip sb thuc (s, t) dé kiém tra xem gia trj
két qua Q (s, t) co phai la kndng &m hay khong la mot viéc khong kha thi. That tha vi, diéu nay lai thuong co
thé tranh duoc bai vi co mot phép thir don gian va thuc té dé kiém tra xem mot dang toan phwong bac hai ¢o
xac dinh khong am hay khéng. Phép thir nay sé duoc dua ra trong ménh dé sau trong mot thiét lap thuan tay
dai s6, va sau nay ching ta sé st dung né dé suy ra mét tiéu chuan don gian cho tinh 15i.

Két qua 4.10.

Gia st Q(h, k) = ah? + 2bhk + ck? 1a mot dang toan phuong bac hai theo cac bién h va k vai cac hé
sdab,c €R.




Khi do,

Q(h, k) xac dinh khongam © a > 0,¢ > 0 vaac — b? > 0.

Chirng minh két qua 4.10.
Gia su Q(h, k) xac dinh khéng am.
Khi d6, @ = Q(1,0) = 0 vac = Q(0,1) = 0.
Trong truong hop a # 0, xét
Q(b,—a) = ab? — 2ab? + ca® = ca® — ab? = a(ac — b?).
Do Q(b,—a) = 0 va a > 0 nén ching ta nhan thiy rang ac — b? > 0.
Ké tiép, trong truong hop a = 0 va ¢ # 0, xét
Q(c,—b) = ac® — 2cb? + cb? = ac? — cb? = c(ac — b?).
Do Q(c,—b) = 0 va ¢ > 0 nén chang ta nhan thay rang ac — b? > 0.

Cubi cung, trong truong hop a = 0 va ¢ = 0, chang tasé co 2b = Q(1,1) = 0va —2b = Q(1,—1) > 0,
nghia la b = 0. Nhu vay, trong truong hop nay, ac — b? = 0.

Nguoc lai, giasta = 0,c = 0 va ac — b? > 0. Ki hiéu A= ac — b?.
Trong trudong hop a > 0, déng nhit thirc
aQ(h, k) = a’h? + 2abhk + ack? = (ah + bk)? + Ak?
ngu y rang Q(s,t) = 0 v&i moi (s, t) € R2.
Trong truong hop ¢ > 0, déng nhit thirc
cQ(h, k) = ach?® + 2bchk + ¢*k? = (bh + ck)? + Ah?
ngu y rang Q(s,t) > 0 v&i moi (s, t) € R?.

Trong truong hop a = ¢ = 0, diéu kién ac — b? = 0 ngu y rang b = 0 va, do d6, Q(s,t) = 0 voi moi
(s,t) € R2.

Nhu vay, trong moi truong hop, Q (h, k) déu xac dinh khong am. O

Nhan thay rang, dbi voi tinh xac dinh duong ctia mot dang toan phuong bac hai Q(h, k) = ah? +
2bhk + ck?, ching ta sé co dic trung sau day:

Q(h, k) xac dinh duong © a > 0 va ac — b? > 0.

Phép chitng minh cho khang dinh nay duoc thuc hién tuong tw nhu Két qua 4.10). Trén thuc té, nd don
gian hon rat nhiéu. Mat khac, vi du Q(h, k) = —k? cho thay rang cac diéu kién a > 0 vaac — b%2 >0 la
khong du @& dam bao Q(h, k) la xac dinh khéng am.




Sb thuc A= ac — b? duoc goi la biét thic cua dgng toan phwong bdc hai Q(h, k) = ah? + 2bhk +
ck? (Dang toan phuong bac hai ah? + 2bhk + ck? twong ung véi da thirc bac hai ax? + 2bx + ¢, voi biét
thirc ¢6 dién la (2b)? — 4ac = 4(b? — ac). Ly do chung ta di bo qua hing sb 4 va quan trong hon 1a viéc
dao nguoc diu khi chiing ta dinh nghia biét thirc caa Q (h, k) 1a do mdi lién hé caa né vai ly thuyét ma tran.
Mai lién hé nay sé duoc giai thich trong cac nhan xét trinh bay & phan cudi cua tiéu muc nay. Khai niém biét
thirc ma chung ta vira dinh nghia c6 thé dé dang tong quat hoa 1én cho truong hop cac dang toan phwong vai
nhiéu hon hai bién).

Trong trudng hop D € R? 1a mot tap md va f: D — R la mot ham sao cho cac dao ham riéng cip mot va
cap hai cta f ton tai va lién tuc trén D, v&i moi (x,, ¥,) € D, chung ta sé dinh nghia biét therc cua f tai
(x0, o) la biét thirc cua dang Hessian cua f tai (x,, y,) va ki hiéu no lai boi Af (xg, vo).

Noi cach khac,
Af (xg,¥0) = fxx(xo;YO)fyy(xo:)’o) - [fxy(xo»}’o)]z-

M6t hé qua truc tiép cua Két qua 4.9) va Két qua 4.10) la tiéu chuan thyc hanh sau day cho tinh 16i.

Két qua 4.11.

Gia st D € R? la mét tap mo va 16i va f: D — R la mot ham sao cho cac dao ham riéng cip mot va cap
hai cta f ton tai va lién tuc trén D.

Khi do,

f16itren D & £ (x0,v0) = 0, fyy (X0, ¥0) = 0 va Af (xq,y0) = 0 voi moi (x,yo) € D.

Chirng minh két qua 4.11.

Tu Két qua 4.10), chang ta c6 thé nhan thay rang dang Hessian cua f sé& xac dinh khong &m néu va chi
NéU frx (X0, ¥0) = 0, f55, (X0, ¥0) = 0 Va Af (xq,¥0) = 0 Vi moi (xg,y,) € D. Nhu vay, két qua mong muén
c6 thé duogc suy ra truc tiép tir Két qua 4.9). 0

Nhan xét,

(i) Theo quan diém cua Két qua 4.9), chung ta c6 thé nhan thiy ring néu D € R? va f: D — R la mot
ham nhu trong Két qua 4.11) thi tinh duong cta f,, (xo, Vo) Va Af (x4, Vo) VOi Moi (x,,v,) € D s& kéo theo
tinh 16i nghiém ngat cua £ trén D. Tuy nhién, vi du f(x,y) = x* + y* cho thay rang chiéu nguoc lai noi
chung la khong dang.

(i) Viéc nghién cau cac dang toan phuong bac hai c6 lién quan chit ché voi cac nghién ciru vé cac ma
tran d6i xing thuc 2 x 2.

That vay, dang toan phuong bac hai Q(h, k) = ah? + 2bhk + ck? c6 thé duoc biéu dién dudi dang tich
cua cac ma tran

hTAh, trong do A = [Z IZ] vah = [Z],




trong d6, nhu thuong 18, h” biéu thi ma tran chuyén vi [h k] cua h.

Trong cach thiét 1ap nay, biét thirc A caa Q(h, k) chinh la dinh thirc cia A. Luu y rang diéu kién dé co
tinh xac dinh khéng am trong Két qua 4.10), cu thé laa > 0,¢ = 0 va ac — b% > 0, ciing ¢6 thé dugc hinh
thanh bang cach luu y rang cac phan phu chinh cia A 1a khong am (Noi chung, ddi voi bat ki mot ma tran
nao, mot phan phu duge dinh nghia la dinh thic caa mot ma tran con vudng cua né. Néu cac hang va cac
cot duoc chon dé tao ra ma tran con cé cung chi sb thi né sé& duoc goi la mot phan phu chinh. Ngoai ra, néu
cac chi sb nay la lién tiép va bat dau tir 1 thi nd s& duoc goi la mot phan phu chinh hang dau). Mat khac,
diéu kién dé co tinh xac dinh duong, cu thé la a > 0 va ac — b? > 0, co thé duoc hinh thanh bing cach luu
y rang cac phan phu chinh hang dau caa A la duong.

Trong truong hop D € R? la mot tap mo va £: D — R la mot ham sao cho cac dao ham riéng cap mot va
cap hai cua f ton tai va lién tuc trén D, ma trdn déi xing thuc 2 x 2 twong ung véi dang Hessian cua f tgi
(x0,¥0) € D duoc xac dinh boi

frx (%0, Y0) fxy(xo;%)] :[fxx(xo:}’o) fxy(xo»)’o)
fyx(xo:YO) fyy(xo»YO) fxy(xOJyO) fyy(xO»yO).

V& mit lich str, ma tran bén trai thuong duoc goi la ma trd@n Hessian cua f tai (x4, yo) Va, trén thuc té,
day ciing chinh la ly do tai sao ching ta lai goi dang toan phuong bac hai lién két Ia dang Hessian cua f tai
(%0, Yo)- Luu y ring biét thirc cua f tai (x,, y,) ciing chinh la dinh thirc cua ma tran Hessian cua f tai
(x0, Yo)-

5. Phép tinh vi phan ham ba bién

Trong muc nay cua bai viét, chang ta s& chi trinh bay ngén gon cach ma cac ly thuyét da phat trién tur
trude cho dén nay trong bai viét nay cé thé dugc ma rong Ién cho cac ham ba (hoic nhiéu hon) bién. Cac
thdng tin chi tiét s& chi duoc cung cap khi phan ma rong khong rd rang. Trén duong di nay, chung ta ciing s&
gap mot sé khai niém va két qua mai. Chang han, cac khai niém vé mat phang tiép xac va cac duong phap
tuyén vai cac mat cong ciing sé duoc giodi thiéu & day. Cac db thi caa cac ham hai bién la truong hop cu thé
cua cac mat cong trong khong gian 3 — chiéu va chung ta co thé da thao luan vé cac khai niém nay trong cac
muc trude. Nhung nhu ching ta sé thdy, cac mat phang tiép xac va cac duong phap tuyén cé thé duoc hiéu
rd hon trong boi canh cua cac ham ba bién. Tuong tu, trong ngit canh cua cac ham ba (hoac nhiéu hon) bién,
bai toan giai hai phuong trinh theo hai trong sé cac bién tro nén cé y nghia. Chang ta ciing s& thay rang cau
tra loi cho van dé nay cé thé dugc dua ra bdi mot dang twong tu thich hop caa Binh Ii ham an.

Sw twong tw va cac dang mo rong

Khai niém dao ham riéng cua mot ham ba bién f ciing cé thé duoc dinh nghia theo cach twong t. Tt
nhién, chung ta sé co ba dao ham riéng kha di, ki hiéu boi £, f,,, f, hoac boi

of of of
ox'dy’ dz

Chang ta cling c6 mét khai niém twong ty vé dao ham cé huéng cua f doc theo mot vector don vi u =
(uq, Uy, u3) trong R3. Binh |i gia tri trung binh hai bién co thé duoc ma rong dé dang Ién thanh Dinh 1i gia
tri trung binh ba bién.



Cac dao ham riéng cap cao cua f: D - R, trong d6 D € R3, ciing c6 thé duoc dinh nghia theo cach
tuong tu nhu trong trudng hop ham hai bién. Lan nay, ching ta sé ¢ 32 = 9 dao ham riéng cap hai kha dfi,
cu thé 1a £, fays fxzr Fysor Fyys fyzo Fzxor fays fzz- SU bang nhau cua cac dao ham riéng twong (g vai hai bién
bat ki trong cac chi sb dudi chi khac nhau vé& thir tu caa chang tai cac diém Py, trong d6 it nhat mot trong sb
chang ton tai trong S, (P,) v&i mot s6 r > 0 nao d6 va lién tuc tai P,. Noi cach khac, chung ta sé c6 Pinh i
dao ham riéng hdn hop ddi vai cac ham ba bién twong tu voi két qua twong (mg dbi voi cac ham hai bién
(Két qua 1.7). Ngoai ra, cai truoc co thé dwoc ching minh nhu 1a hé qua cta cai sau. Ching han, dé ching
minh rang £y, (X0, o, Zo) = fyx (X0, Y0, Zo), chiing ta chi can xét ham hai bién xac dinh boi (x, y) -
f(x,y,2,) va ap dung Dinh li dao ham riéng hdn hop (Két qua 1.7). Nhu mot hé qua, néu D € R3 la mot tap
ma trong R thi, voi moi ham f: D — R, chang ta sé cé su bang nhau cua hai dao ham riéng cap n bt ki cua
f ma cac bién trong chi sb chi khac nhau vé thir tw, mién la tt ca cac dao ham riéng cip < n cua f déu ton
tai va lién tuc trén D.

Trong mét truong hop nhu vay, mot dao ham cip n dién hinh cua f tai Py = (x4, Yo, Zo) €6 thé duoc viét
lai duoi dang

o f onf

axrayiazr "V = Garayagsr oot

trong do p, q, 7 1a cac sb nguyén khdng am véip + q +r = n.

Mot cach tiép can khac dé chirng minh Binh li dao ham riéng hdn hop cho cac ham ba bién bang cach st
dung “Pinh li gia tri trung binh cho cac khdi lap phuong”. Noi cach khac, chung ta ciing s& thu duoc cac
dang twong tu ctia Binh li Rolle cho cac hinh chir nhat (Két qua 1.4) va Binh |i gia tri trung binh cho cac
hinh chir nhat (Két qua 1.5). Nhitng dang tuong tu nay c6 thé dugc xay dung va ching minh mét cach dé
dang cho cac ham gom ba bién tro 1én. Bé dat duoc diéu nay, sé that tién loi khi sir dung cach ki hiéu da
dwoc gioi thiéu trong muc 1.2. Ham va cac tinh chét hinh hoc ciia né trong bai viét “Phép tinh giéi han
ham nhiéu bién” va luu y rang dai luong £ (b, d) + f(a,c) — f(b,c) — f(a, d) xuit hién trong phat biéu

cua Binh li gia tri trung binh cho cac hinh chir nhat (Két qua 1.5) ¢ thé duoc biéu dién ngén gon lai dudi
(b,d)

dang Aoy f-

Pao ham co6 hudng lién tiép (doc theo cung mét vector don vi) sé dua ching ta dén khai niém vé cac dao
ham c¢6 hudng cap cao cua mot ham ba bién. Khai niém nay hoat dong ciing giéng nhu trong trudng hop
ham hai bién. Chung ta ciing co thé d& dang xay dung va chitng minh Céng thic Taylor ba bién cho cac dao
ham ¢6 hudng cap cao va, do do, thu dugc cac két qua tuong tu nhu Két qua 1.8) va Két qua 1.9).

Khai niém vé tinh kha vi ciing c6 thé dugc ma rong mot cach dé dang.

That vay, néu D € R3 va (x,, yo, Zo) 1a mot diém trong cua D thi f: D — R sé kha vi tai (xg, Yo, Zo) Néu
ton tai mot (ay, @, a3) € R3 sao cho

f(xo + h,yo + k,ZO + l) _f(xo,yo,ZO) - C(lh - azk - 0.’3l

LEm k- (0,00) T2t B

Trong trudng hop nay, chiing ta sé goi bd ba (a;, a,, a3) 1a dao ham toan phan cua f tai (x, yo, Z,). Néu
f kha vi tai (xo,y0,2) thi £, f;, f7 S€ t6n tai tai (xg, Vo, Zo) Va twong (ng bang a,, a5, as.




Noi cach khac, gradient V£ caa f ton tai tai (x, yo, Zo) Va
dao ham toan phan cta f tai (xo, Yo, Zo) = Vf (X0, Vo, Zo)-

MGt dang twong tu cua Bé dé Carathéodory hai bién (Két qua 2.1) ciing c6 thé dé& dang thu duogc trong
tinh hudng trén. Piéu nay chi ra rang tinh kha vi cua f tai (x,, yo, Zo) S€ twong duong vai su ton tai ciia mot
bé ba (f1, f2, f3) gém cac ham lién két vai f va (xg, yo, Zo), Nghia 13, ton tai cac ham £, f5, f5: D = R lién
tuc tai (xo, Vo, Zo) 530 cho, voi moi (x,y,z) € D, hiéu f(x,y,z) — f(xo, Vo, Zo) S& bang

(x _xO)fl(xryrZ) + ()’ _yO)fz(x;y;Z) + (Z_ZO)fS(x!y!Z)-

Nhan thay riang néu cac diéu kién nay duoc thoa man thi chang ta nhat thiét sé phai co f; (xo, Vo, Zo) =
fx (%0, Y0, 20) f2 (X0, Y0, 20) = f, (X0, Yo, Z0), f3 (X0, Yor Z0) = [ (X0, Yo, 20). Su ton tai cua tat ca cac dao ham
riéng trong S, (xo, Yo, 2o) d6i Vi mot sé r > 0 nao do va tinh lién tuc cua hai trong s6 chung tai (x,, v, 2o)
la du dé f kha vi tai (x,, yo, Zo). Phép chimg minh cho diéu nay duoc thyc hién tuong tw nhu phép ching
minh cua két qua twong tmg ddi vai cac ham hai bién (Két qua 2.4).

Nhu vay, néu f, va f, lién tuc tai (xo, yo, o) thi chiing ta c6 thé viét

f(x,y,z) _f(xO;yO;Zo) = A(x,y,z) +B(y!Z) + C(Z)’

tI'OIlg dé A(x,y,z) = f(X,y,Z) _f(inyrZ);B(yrZ) = f(xOJy!Z) _f(xO!yOJZ)!C(Z) = f(xo,yo,z) -
f (xo, Y0, Z0).

K& tiép, cac ham fy, f,, f3: D = R c6 thé dugc xac dinh bang cach st dung cac ham 4, B, € va chang ta
cling s& tién hanh theo cac budc tuong tu gidng nhu trong phép chirng minh caa Két qua 2.4). Biéu kién can
cho tinh kha vi cua £ hoan toan gidng nhu trong trudng hop cac ham hai bién.

Nhu vay, néu f: D — R kha vi tai (x,, yo, 2o) thi f s& lién tuc tai (x,, ¥, 2,) Va, Vi moi vector don vi
u = (uy, Uy, uz) trong R3, dao ham cé huéng D, f (x,, Vo, 2o) tON tai va bang voi V£ (x,, ¥o, 2o) * U.

Cac két qua quan trong chang han nhu cac phién ban cé dién ctia Binh |i ham 4n cling nhu Céng thirc
Taylor va Quy téc tinh dao ham ham hop van dang ddi véi cac ham ba (hoic nhiéu hon) bién va déng mét
vai tro quan trong. Mic du ching ta da xem xét Dinh li ham 4n ba bién trong Két qua 3.2.12) cua bai viét
“Phép tinh gidi han ham nhiéu bién”. Tuy nhién, phién ban c6 dién duoc dua ra duoi day dé nhd hon va
duoc st dung rong rai hon trong thuc té.

Két qua 5.1. (Dang cé dién caa Pinh li ham an ba bién)

Giasu D € R3, (xo,¥0,20) € D va f: D - R la mot ham sao cho f c6 cac dao ham riéng lién tuc trén
S, (X0, Yo, Zo) VOIi Mot s6 r > 0 nao d6 voi S, (xg, Vo, 2o) S D Va f(xo, Vo, Zo) = 0, trong khi £, (xo, Vo, Zo) #
0.

Khi do, chung ta c6 thé giai phuong trinh f(x,y, z) = 0 cho z theo x va y trong mét 1an can nao do
xung quanh (x,, yo), nghia Ia, ton tai mot s thuc 6 > 0 va mot ham lién tuc duy nhat ¢: Ss(x,, yo) = R voi
{(x0,¥0) = 2o sa0 cho (x,y,{(x,¥)) € S;(xo,¥0,20) Va f (x,y,{(x,¥)) = 0 voi moi (x,y) € S5(xq,yo)-




Ngoai ra, ¢ s€ kha vi trén S5(x,, v,) Va, voi moi (x,y) € Ss(xg,V,), chung tasé ¢o f,(x,y,{(x,y)) # 0
va

V{(x,y)=< f 6y, ¢(x, y) fy(x,y,((x,y)))

£y iy £y, ()

Chirng minh két qua 5.1.

Nhan thy ring khing dinh nay co thé duoc chirng minh giéng nhu trong Két qua 2.7): tinh lién tuc cua
cac dao ham riéng sé duoc str dung dé xac minh cac gia thiét cua Két qua 3.2.12) cua bai viét “Phép tinh
gioi han ham nhiéu bién” la dung. Piéu nay s& tao ra mot ham lién tuc ¢ ¢6 cac tinh chit mong mudn.
Ngoai ra, néu (fi, f, fz) 1a mot bo ba gom cac ham lién két véi f va (xo, Vo, 2o) Va ching ta thay thé z =
06, y) thi (= fi/fs, — fo/fs) & trd thanh mot cap cac ham lién két vai ¢ va (xo, v,). Nhu vay, ¢ sé kha vi
tai (xo, Vo) Va V{(x,, yo) duoc xac dinh boi céng thac mong mubn. Nho tinh lién tuc cua £, trén
S, (%o, Vo, Zo), tinh kha vi cua ¢ va cong thirc cho V¢ c6 thé mo rong cho tit ca cac diém caa Ss(x, vo). O

M6t phan tich can than vé phép chitng minh cua Két qua 5.1) cho thay ring mot gia thiét yéu hon mot
chat la du, cu thé la, thay vi yéu cau ba dao ham riéng cua f lién tuc, chi can £, va mét trong hai f, va fy lién
tuc la du.

Nhan xét rang, nhu trong nhan xét cua Két qua 2.7), chiing ta ciing c6 mét dang twong tu don gian cua
phién ban c6 dién ctua Binh Ii ham 4n ba bién twong tng véi viéc “giai” phuong trinh f(x,y,z) = 0 cho y
theo x va z hoic cho x theo y va z, trong mot 1an can xung quanh Py = (x,, yo, Zo). Gia thiét chinh & ddy do
1a £, (Py) # 0 hoic f(Py) # 0, thay Vi £, (Py) # 0. Chung ta ciing c6 thé két hop ba két qua nay lai bang
cach str dung gia thiét chinh la V£ (P,) # O:

Giasir D € R3, (xg,¥0,2¢) € D va f: D - R la mot ham sao cho f cé cac dao ham riéng lién tuc
trén S, (xg, Yo, Zo) VoI Mot sé > 0 nao do véi S,.(xg, Yo, 2o) S D va f(xg, Yo, Zo) = 0, trong khi
Vf(Py) + 0.

Khi dé, ton tai mot s thuc & > 0, (ug, Vo) € R? va cac ham kha vi x, y, z: S5(ug, v9) = R Voi
(x(uOl vO)l }’(uO; vO)i Z(uOJ vO)) = PO sao cho (x(u; v); J’(u; v), Z(u, v)) € Sr(x()l Yo, ZO) va
f(x(w,v), y(u,v),z(u,v)) = 0 véi moi (u,v) € S5(uy, vy).

Ngoai ra, tai bat ki mét (u, v) € Ss5(ug, vo) NA0, CAC VECLOT (X, Yy, Z,,) VA (X, ¥, Z,,) déu khac
khong va cuing khéng phai la bgi cua nhau, va chang ta s€ co

fxxu+fy)’u+fzzu=0Véfxxv+fyyv+fzzv=0:

trong d6 cac dao ham riéng cuia x va y déu dwoc tinh tai (u, v), trong khi cac dao ham riéng cia f lai
dwoc tinh tai x(u, v), y(u, v), z(u, v).

Phién ban c6 dién cua Cong thirc Taylor ba bién kha giéng vai Cong thirc Taylor hai bién voi cac da
thirc ba bién tham gia vao burc tranh nay. Quy tic tinh dao ham ham hop cho cac ham thuc ba bién ciing co
thé duoc xay dung trong cac tinh hudng khac nhau twong ti nhu trong Két qua 3.5).




Ching han, néu chang ta xem xét cac ham hop co dang F(t) = f(x(t), y(t), z(t)) thi Quy tic tinh dao
ham ham hop phat biéu ring

dF _6fdx+6fdy+6fdz
dt dxdt dydt odzdt
Tuong tu, néu F(u, v) = f(x(u, v),y(u,v), z(u, v)) thi chang ta sé co

6F_6f6x+6f6y+6faz

du Oxdu 0dydu 0zou
va

OF 0fox 0fdy 0f 0z

dv 0xdv dydv 0zov

Tt ca cac dang thirc néu ¢ trén déu dung khi cac dao ham duoc tinh tai cac diém thich hop duoc gia
dinh la cac diém trong cua cac tap xac dinh cua cac ham lién quan va, hon nira, tit ca cac ham déu duoc gia
dinh la kha vi tai cac diém trong nay.

Nhu la mét ing dung cua Quy téc tinh dao ham ham hop, chang ta sé cé thé thu dugc mét dang mé rong
tw nhién cua phién ban c6 dién cua Binh li ham an ba bién, cho phép chung ta “giai” hai phwong trinh theo
ba bién, tam gia st 1a f(x, y,z) = 0 va g(x,y,z) = 0, cho y va z theo x.

Két qua 5.2.

Giasu D S R3 va (x, Vo, 2o) la mot diém trong ctia D. Gia st f, g: D — R la cac ham cé cac dao ham
riéng lién tuc trén S, (x,, Yo, Zo) VOIi Mot s6 r > 0 nao do véi S, (xy, Vo, 2o) S D.

Khi @6, néu £ (xo, Yo, 20) = g(*o, Vo, Zo) = 0 Va
fy (X0, Y0, 20) 92 (X0, Yo, Z0) — fz(X0, Y0, Z0) Gy (X0, Vo, Z9) # O

thi s& ton tai mot s6 thuc & > 0 va cac ham lién tuc ¢, P: (x — 8, x + &) = R Vi ¢ (xp) = v, Va P(x,) =
Zo 530 cho (x, P (x), P (x)) € S, (xo, Vo, Z0) Va f(x, p(x), P (x)) = g(x, p(x), P(x)) = 0 voi moi x €
(xo - 5,X0 + 6)

Ngoai ra, ¢ va 1 sé kha vi trén (x, — 8, xo + &) va, voi moi x € (x, — 6,%, + &), chungtasé co f, g, —
fz9y # 0 tai (x, qb(x),tp(x)) va, hon ntra,

_ fzgx - fxgz va ¢'(X) _ fxgy - fygx

¢ (x) fygz - fzgy B fygz - fz.gy’

trong d6 cac dao ham riéng cta f va g sé duoc tinh tai (x, ¢ (x), P(x)).

Chirng minh két qua 5.2.

Ki hiéu Py = (o, Y0, 20)- DO £,,9, — f,9, # 0 tai Py nén ca f,(Py) Va g,(Py) déu khdng thé bang khdng.
Gia st £,(P,) # 0. Do cac dao ham riéng cua f va g déu lién tuc trén S, (x,, vo, zo) Nén, bang cach thay r




boi mot gia tri duong nho hon, ching ta c6 thé gia s rang fy9z — fz9y # 0 Vva f, # 0 tai moi diém cua
S, (X0, Yo, Zo). Tt Dang c6 dién cua Binh li ham an ba bién (Két qua 5.1), tdn tai mot sé thuc t > 0 va mot
ham {: S, (xq, o) = R VOi {(x0, ¥o) = 2z, Sa0 cho (x,y,{(x,y)) € S,(xq, Vo, Zo) Va f(x, y, {(x, y)) = 0 Voi

moi (x,y) € S;(xo, ¥o)- Ngoai ra, ¢ sé kha vi trén S, (x,, y,) va, voi moi (x,y) € S;(xq, yo), chung ta sé co
V¢ = (—fi/fy,— f,/f,), trong d6 cac dao ham riéng cua f dugc tinh tai (x,y, {(x, ).

Ki higu h: S, (xq, ¥o) = R Ia ham xac dinh boi h(x,y) = g(x,y,{(x,y)).

Ké tiép, h(xy, o) = g(Py) = 0 va, tir Quy tac tinh dao ham ham hop cho cac ham ba bién, h sé kha vi
trén S, (xg, ¥o) VOI

hy =gy + gz{y =gyt gz(_ fy/fz) = - (fygz - fzgy)/fz’
trong d6 cac dao ham riéng cta f va g dugc tinh tai (x, y, {(x,y)).
Dic biét, h,, lién tuc va hy, # 0 trén S, (xo, ¥o).

Nhu vay, bang cach ap dung phién ban c¢6 dién caa Dinh Ii ham an (Két qua 2.7) cho ham h, ton tai mot
s6 thuc & > 0 va mot ham n: (xy — 8, x4 + 8) = R vai n(x,) = v, 530 cho (x,7(x)) € S;(xy, ¥o) Va
h(x,1m(x)) = 0 voi moi x € (xo — &, x, + 8). Ngoai ra, n s& kha vi va n’(x) = — h,(x,n(x))/hy, (x,m(x))
vGi moi x € (xg — 6,x0 + ).

Bay gio, ki hiéu ¢, : (x, — 8, xo + &) = R la cac ham xac dinh boi ¢ (x) = n(x) va Y (x) =
{(x,n(x)). Chuang ta co thé d& dang xac minh duogc ring cac ham ¢ va ¥ théa man cac tinh chit mong
mudn.

Phép ching minh cho truong hop g, (P,) # 0 dugc thuc hién hoan toan tuong tu. O

Nhan xét rang, nhu trong nhan xét cua Két qua 5.1), chiing ta sé c6 mot dang twong tu truc tiép cua Két
qua 5.2), twong (rng Voi Viéc “giai” hai phuong trinh f(x,y,z) = 0 va g(x,y,z) = 0 cho x va z theo y hoac
cho x va y theo z, trong mét 1an can xung quanh Py = (xy, ¥, Z,). Gia thiét chinh ¢ day dé la f, g, —
fz9x # 0 tai P, hodc f,.g, — f,9, # 0 tai Py, thay vi f, g, — f,g, # 0 tai P,. Chang ta cting co thé két hop
ba truong hop nay lai voi nhau dé di dén phién ban sau cua Két qua 5.2):

Gia s D € R3 va Py = (x9, ¥o, Zo) |a mét diém trong cha D. Gia sit f, g: D — R la cac ham co dao
ham riéng lién tuc trén S, (P,) voi mot sé r > 0 nao do voi S, (Py) S D.

Khi d6, néu f(Py) = g(Py) = 0 va cé mdt phan phu 2 X 2 nao dé cia ma tran 2 x 3

<fx(P0) fy(Po) fz(P0)>
gx(Po) g,(Py) g,(Py)

khac khong (hoic twong dwong, cac hang cua né, cu thé la VF(P,) va Vg(P,), khong phai la bi cia
nhau) thi sé ton tai cac sé thuc & > 0, ¢, € R va cac ham kha vi x,y,z: (t, — 8, ty + &) = R Vi
(x(t0), ¥(t0), 2(t9)) = Pg sao cho (x(t), y(t), z(t)) € S,(Py) va



fx (@), y(0), 2()) = g(x(t), y(£), 2(t)) = 0 véi mei t € (tg — 8, tp + 6).
Ngoai ra, (x'(t),y'(t),z'(t)) # (0,0,0) va
fx(x(®),y(8), 2(0)x' (&) + f,,(x(8), y(£), 2(1))y' (&) + [, (x(2), (), 2(t))z'(t) = O
cung nhw
9x(x(®), y(®), 2(£))x' () + g, (x(2), y(£), 2(£))y' (&) + 9, (x(1), y (1), z(£))2'(¢) = 0
Véi moi £ € (tg — 6, ty + ).

Phién ban thdng nhit nay cé thé duoc so sanh vai phién ban thdng nhét cua phién ban cé dién cua Dinh
i ham an cho cac ham hai bién, da duoc dwa ra trong phan nhan xét cua Két qua 5.1). M6t cach twong tu,
chang ta ciing c6 thé xay dung va chang minh mét phién ban tong quat hon cua Dinh Ii ham an dé giai m
phuong trinh theo n bién, trong d6 m,n € N véi m < n. Truong hop dic biét n = 2m c6 thé duoc st dung
dé chang minh mét phién ban tong quat cua cai goi 1a Pinh i ham ngwoc dé dao nguoc m ham theo m
bién.

Cac mit phang tiép xac va cac dwong phap tuyén cha cac mit cong

Truoc tién chang ta hiy xem xét lai khai niém duong tiép tuyén cua mot duong cong nhu da thao luan
trong cac khoa hoc vé cac phép tinh mét bién.

Gia s D € R va ¢ la mot diém trong cua D. Néu f: D — R kha vi tai ¢ thi duong thang xac dinh boi
y—fl)=f"(c)x-o)
sé duoc goi la dwong tiép tuyén cua dwong cong y = f(x), x € D, tai diém (c, f(c)).

Thong thudng, chung ta s& ma rong khai niém nay cho cac duong cong duoc xac dinh theo tham sb va
cac duong cong duoc xac dinh ngdm nhu sau:

Gia sir € la mot duong cong dugc xac dinh theo tham sb cho bai (x(£), y(t)),t € D, va t, la mot diém
trong cua D sao cho ca x va y déu kha vi tai ¢, va (x'(t,),y' (t)) # (0,0).

Khi d6, dudng tiép tuyén cia C tai diem (x(t,), y(t,)) duoge dinh nghia I dudng thang xac dinh boi
(y — y(t))x'(to) = (x — x(£0))y’ (to).
Luu y rang duong thang nay cé thé dugc xac dinh theo tham sé boi
(x(to), ¥(to)) + A(x'(t0), ¥'(ty)), trong d6 A thay doi trén R.
N&i cach khac, day 1a dudng thang di qua (x(to), y(to)) va c6 hudng la vector (x'(to), ¥’ (to))-

Trén thyc té, day ciing chinh la Iy do tai sao, trong ngir canh cta cac duong cong, chung ta thudng goi
(x'(to), y' (t)) 12 vector tiép tuyén cia C tai (x(to), ¥(to)) khi chiing ta gisi thi¢u khai nigm vé diém yén
ngua trong bai viét “Phép tinh giéi han ham nhiéu bién”. Dudng thang trong R? di qua (x(t,), y(to)) va



vudng goc véi dudng tiép tuyén cta C tai diem (x(to), y(to)) dugc goi la duweng phap tuyén cua C tai

(x(to), ¥(t)).
Luu y rang dudng phap tuyén nay co thé duoc xac dinh theo tham sé boi
(x(to), ¥(te)) + A(y' (t), —x'(to)), trong d6 A thay doi trén R.

K& tiép, chung ta sé xem xét mot duong cong duoc xac dinh ngam, nghia la, mot dudng cong trong R?
xac dinh boi mot phuong trinh ¢o dang F(x,y) = 0, (x,y) € E € R2.

Khai niém vé mot tiép tuyén ciia mot dudng cong nhu vy duoc dinh nghia trong cac phép tinh mét bién,
néu co thé, theo modt cach kha dac biét.

That vay, chang ta ¢ thé thuc hién “vi phan ngam” d6i vai x hodc déi vai y dé di ¢én mot phuong trinh
co dang
d dx
P(x,y) + Q(x,y)é = 0 hodc R(x,y) + S(x,y) D 0.
Bay gio, néu (x,, o) la mot diém nam trén dudng cong sao cho (x,, o) € E va F(x,, y,) = 0 thi
dwong tiép tuyén ciia dwong cong tai (xg, yo) la duong thiang xac dinh boi

_ P(x0, o) (x — x,) hodic x — x, = _R(xo»J’o)
Q(x0,Y0) 0 ' 0 S(x0,Y0)

mién la Q (xo, ¥o) # 0 hoic S(xo,v,) # 0.

y—Yo = = yo)

Cach tiép can nay gio day da co thé duoc sip xép lai mot cach hop Iy dudi anh sang caa ly thuyét ham
hai bién. Dau tién, qua trinh “vi phan ngdm” ¢ thé dwoc chimg minh mét cach dé dang bang cach st dung
phién ban c6 dién cua Dinh li ham an (Két qua 2.7). Ké tiép, diéu kién Q(x, vo) # 0 hoic S(x,, yo) # 0 sé
twong (g vai didu kién noi tai E, (x0,¥0) # 0, hodc F,(x¢,y,) # 0, hodc twong duong, VF (x,,y,) # (0,0).
T4t nhién, day la diéu kién can thiét dé chung ta co thé ap dung Dinh i ham 4n. Khi diéu kién nay da duoc
thoa man, dwong tiép tuyén cia dwong cong F(x,y) = 0, (x,y) € E, tai diém (x4, y,) la duong thang
trong R? xac dinh boi

E,(x0,y0) (x — xo) + Fy(xo,yo)(y —¥) =0,

trong khi dwrong phdp tuyén cua dwong cong F(x,y) = 0, (x,y) € E, tai diém (xq,y,) la duong thing
trong R? xac dinh boi

Fy(xOryO)(x — %) — Fc(x0,¥0) ¥ — ¥0) = 0.

Theo cach tuong tu, khai niém vé mot mit phing tiép xtc voi do thi cua mot ham hai bién ciing c6 thé
duogc coi nhu 1a mot truong hop dic biét cua khai niém mat phing tiép xac vai mot mit duoc xac dinh ngam
boi f(x,y,z) =0,(x,y,z) € D, trongdo D S R3va f:D - R.

Noi mot cach chinh xac hon, néu (x,, Vo, 2,) 12 mot diém trong cua D sao cho f kha vi tai (xg, Vo, 2o) Va
Vf (x0, Vo, Zo) # (0,0,0) thi chiing ta s& dinh nghia mdt phdang tiép xuc véi mét f(x,y,z) = 0, (x,y,z) €



D, tai diém (x,, ¥, Zo) |2 mit phiang trong R3 xac dinh boi
fx (X0, Yo, 20) (x — x) + fy(XO:YO:Zo)(y —¥o) + f2(x0, Y0, 20)(z — zo) = 0.

bic biét, néu E € R? va F: E — R la mot ham kha vi tai mot diém trong (x,, y,) cua E thi mét phang
tiép xuc Vi dé thi cua F tai diém (xo, yo, F(xo, ¥o)) dugc dinh nghia la mat phang tiép xac voi mat xac
dinh bai z — F(x,y) = 0, (x,y) € E, cu thé la mat phang trong R3 xac dinh boi

z — F(x0,¥0) = F(x0,y0) (x — x) + Fy(xo,yo)(y — Yo)-

Nhitng khai niém nay c6 thé duoc mo rong dé dang cho truong hop cac ham n bién véi moi n > 1. Nhu
vay, tuong ang voi mot ham n bién va mot diém trong trong mién xac dinh ma tai d6 no kha vi véi gradient
khac 0, chung ta s& co mét siéu phdng tiép xuc trong R™ xac dinh boi mot phuwong trinh tuyén tinh theo n
bién.

Khai niém vé mét vector tiép tuyén vai mot mot duong cong xac dinh theo tham sé trong R? ciing c6 thé
dugc mo rong sang cho cac dudng cong xac dinh theo tham sé trong R3. Nhu vay, néu C la mot dudng cong
xac dinh theo tham sé trong R® xac dinh bai (x(t), y(t), z(t)),t € D, trong d6 D S R, t, 12 mot diém trong
cua D sao cho x,y,z: D > R kha vi tai ¢, va (x'(to), ¥ (£0), z'(t5)) # (0,0,0) thi (x' (o), y' (£0), 2 (to)) SE
duoc goi la vector tiép tuyén cua C tai diém Py = (x(to), y(to), z(tp)).

Puong thang trong R3 xac dinh theo tham s boi
Py + A(x'(t), ' (to), 2’ (t,)), trong d6 A thay dbi trén R,
sé duoc goi la dwong tiép tuyén cua C tai Py,.

C6 thé sé rat tha vi khi chung ta luu ¥ rang cac duong tiép tuyén tai mot diém vai cac duong cong ndm
trén mot mat sé& dwoc chira trong mat phang tiép xac véi mat tai diém do. Noi mot cach chinh xac hon, gia
st S la mot mat duoc xac dinh ngam trong R3 bai f(x,y,2z) = 0, (x,y,z) € D, va C la mdt dudng cong xac
dinh theo tham s6 bai (x(¢), y(£),z(t)), t € D, sao cho C nam trong S, nghia I3, (x(¢t), y(t), z(t)) € S Véi
moit € D.

Gia sur t, la mot diém trong cua D va (xo, Vo, 2o) = (x(to), y(to), z(t,)). Gia sir vector tiép tuyén v, =
(x'(te), y' (to), 2" (ts)) VO C tai Py = (xo, Yo, 7o) d duoc Xac dinh. Bay gid, néu Py 1a mot diém trong cua
D va f kha vi tai P, thi chiing ta c6 thé khang dinh rang P, + Av, nam trén mat phang tiép xac véi S tai P,
v&i moi A € R. Pé nhan thay diéu nay, chiing ta can luu y rang do € nam trén D nén chang ta s ¢o
f(x(©),y(@®),z(t)) = 0 véi moi t € D.

Nhu vay, tir Quy tic tinh dao ham ham hop,
fx(Po)x' (o) + f,(Po)y’ (to) + f2(Po)z'(ty) = 0, nghia la, V£ (P,) - vy = 0.
Theo d6, néu ching ta viét P, + Av, = (x,y, z) thi chiing ta s& c6

fx (X0, Y0, 20) (x — x0) + f5,(x0, Y0, 20) Y — ¥0) + f2(x0, Y0, 20) (z — 2) = 0.



Piéu nay chi ra tinh dang dan cua khing dinh néu & trén.
Trong truong hop V£ (P,) # 0, duong thing trong R3 xac dinh theo tham sé boi
Py + AVF(P,), trong d6 A thay dbi trén R,
sé duoc goi la duong phap tuyén voi S tai diém P,.

Luu ¥ rang, trong trudng hop £, (Py), fy(Po), fz(Po) déu khac 0, duong phap tuyén ciing c6 thé duoc md
ta boi cac phuong trinh

X—=Xo Y—Yo Z—Z2p

f:(P) ~ f,(P)  f,(P)

Gia st S 1a mot miat xac dinh theo tham sb cho boi (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u,v) € E, trong 46 E S
R? va cac ham x, v, z: E — R kha vi tai mot diém trong Q, = (uy, o) cua E. Gia st cac vector
(24 (Q0)» ¥ (Q0), 2, (Q0)) Va (x,(Qo), ¥»(Q0), 2,(Q0)) déu khac khong va khong phai la boi cua nhau. Mot
cach twong duong, gia St ny = (VyZy — ZyVp ZuXy — XuZp Xy ¥y — YuXy), trong do tat ca cac cap déu duoc
tinh tai Q,, la mot vector khac khdng trong R3.

Ki higu Py, = (x(Qo),¥(Q0), 2(Qo)).

Khi d6, mat phang tiép xac véi S tai P, dugc dinh nghia la mat phing trong R3 xac dinh theo tham s6
boi

Py + A(x4,(Q0), yu(Q0), 2, (Q0)) + (2, (Q0), ¥,(Q0), 2,(Q0) ), (4, 1) € R,
Ngoai ra, duong thing trong R3 xac dinh theo tham sé boi
Py + Any, trong d6 A thay dbi trén R,
sé duoc goi la dwong phdp tuyén cua S tgi Py.
Tinh 16i, I6m va cac dang toan phwong bac ba

Cac khai niém vé tinh 16i va 16m ciing c6 thé duge dinh nghia trong ngit canh cta cac ham thuc n bién.
Khoéng co kho khan gi trong viéc mo rong khai niém vé tinh don diéu cua gradient va str dung no dé mo ta
tinh 16i hoic 16m theo chinh xac cai cach ma ching ta da lam trong muc 3. Binh i gia tri trung binh va
Coéng thirc Taylor.

Tuy nhién, cac dic trung theo cac dao ham riéng cap hai sé can duoc giai thich lai doi chat. Dé bat dau,
thay cho cac dang toan phuong bac hai, chang ta sé phai xem xét cac dang toan phwong bdc ba, nghia la,
cac da thurc thuan nhat véi tdng bac bang 2 theo ba bién. Néu cac bién duoc ki hiéu lai boi h, k, I thi mot
dang toan phuong bac ba s& tréng giéng nhur

Q(h,k,1) = ah? + bk? + cl® + 2phk + 2qkl + 2rlh,

trong d6 a, b, c,p, q,r la cac s6 thuc.



Trong cac ki hiéu ma tran, Q (h, k, 1) c6 thé duoc biéu dién lai duéi dang tich ma tran

a p r h
p b q]véh=H,

r gq c l

hT Ah,trong d6 A =

trong d6 h” biéu thi cho matran chuyénvi [h  k [] cuah.
Chung ta co thé coi A nhu 1a ma tran ddi xang 3 x 3 tuong tng vai Q(h, k, ).

NéuD € R3® lamd va f: D — R la mot ham sao cho cac dao ham riéng cap mét va cap hai cua f ton tai
va lién tyc trén D thi, vai moi (x,, Vo, Z,) € D, dang toan phuong bac ba lién két

0% 0% 0% 0% 0% 0%
2—f+k2 f+lz—f+2hk f+2kl f+21h—f

h -~ 5 ]
0x? dy? 0z? d0xdy 0yoz 0z0x

trong do tat ca cac dao ham riéng cap hai déu duoc tinh tai (x4, yo, Z,), duoc goi la dgng Hessian cua f tai
(X0, Vo, Zo)-Ma tran ddi xing 3 x 3 tuong tng sé duoc goi la ma trgn Hessian cua f tai (xg, Yo, Zo).

Noi chung, mét dang toan phuong bac ba Q(h, k, 1) hoic ma tran di xing 3 x 3 A twong tng s& duoc
goi la xdc dinh khdng am néu Q(s, t,u) = 0 vai moi (s,t,u) € R3. Vi D € R3 va f: D — R nhu trén,
chang ta sé noi rang dang Hessian cua f la xdc dinh khong am trén D néu dang Hessian cua f tai
(X0, Vo, Zo) Xac dinh khdng am, voi moi (x4, yo, Zo) € D. Khi D la 16i va md, tinh 16i cua f trén D sé tuong
duong voi diéu kién la dang Hessian cua f la xac dinh khong am trén D. Diéu nay c6 thé duoc ching minh
twong tu nhu trong Két qua 4.9).

Dang tuong tu cua Két qua 4.10) dua ra mot dic trung dai s6 cho tinh xac dinh khdng &m khong that r5
rang va, vi ly do nay, chung ta sé dua ra mét phat biéu va phép chimg minh diy du cho két qua nay dudi
day:

Két qua 5.3.

Giasu Q(h, k,1) = ah? + bk? + cl® + 2phk + 2qkl + 2rlh la mot dang toan phuong bac ba theo cac
bién h, k, I voi cac hé sb a, b, ¢, p, q, T trong R.

Ki hiéu
a p r

A=|p b q|=r({pq—>br)+qlr—aq)+ c(ab—p?)
r o q c

la dinh thic cua ma tran 3 X 3 tuong ung.
Khi do,

Q(h, k,1) xac dinh khéngam < a = 0,b = 0,¢ = 0,ab — p?> = 0,bc — q*> = 0,ac —r* = 0,A=> 0.




Chirng minh két qua 5.3.

Gia su Q(h, k, 1) xac dinh khéng am. Khi do, cac dang toan phuong bac hai Q(h, k,0), Q(h, 0, 1),
Q(0, k, 1) la xac dinh khdng am. Do do, tir Két qua 4.10), mdi mét trong a, b, ¢, ab — p?, bc — q?, ac — r?
déu khong am. Ngoai ra, chung ta c6 thé quan sat thay ring Q(pq — br, pr — aq, ab — p%) = (ab — p?)A.
Nhu vay, néu ab — p? # 0 thi A> 0. Bing cach hoan vi theo chu trinh cac bién h, k, [, chung ta sé thu duoc
Q(bc — q%,rq — pc,pq — br) = (bc — ¢¥)Ava Q(rq — pc,ac — r?,pr — aq) = (ac — r?)A. Do d6, néu
bc — q? # 0 hoic ac — r? # 0 thi A> 0. Cudi cung, gia st ab — p% = bc — g% = ac — r? = 0. Bay gio,
néua = 0 thichingtasécob =r = 0. Tuong ty, néub = 0 thip = q = 0, trong khi néu c = 0 thir =
g = 0. Biéu nay chi ra ring néu abc = 0 thi A= 0. Ké tiép, gia st abc # 0. Xét Q(p, —a, 1) =
21(pr — aq) + cl1?. Do Q(h, k, 1) xac dinh khong &m nén chang ta cé thé nhan thiy ring 2(pr — aq) + cl >
0néul > 0va2(pr—aq)+cl <0néul < 0. Bing cach chuyén qua giéi han khi I - 0%, chung ta nhan
thy riang pr — ag = 0 va, bing cach chuyén qua gigi han khi I — ¢~, chang ta ciing nhan thy riang pr —
aq < 0. Do do, pr — aq = 0, nghia la, aq = pr. Nhu vy, apr = p?r = abr va, do d6, pq = br. Diéu nay
chiraring pqg — br = 0,pr —aq = 0,ab — p? = 0. Nhu vay, A= 0.

Nguoc lai, gia st mdi mét trong a, b, ¢, ab — p?, bc — g2, ac — r?, A déu khdng am. Trong truong hop
a = 0, cac bat dang thac ab — p? > 0 va bc — q% = 0 ngu y ring p = 0 va r = 0. Nhu vay, trong truong
hop nay, Q(h, k,1) = bk? + 2qkl + cl? va biéu thic nay xac dinh khdng am theo Két qua 4.10). Tuong tu,
néub = 0thip = q = 0, trong khinéu c = 0 thir = q¢ = 0, va, trong ca hai treong hop nay, Q (h, k, 1) xac
dinh khéng am theo Két qua 4.10). Giasta > 0,b > 0,¢ > 0.

Nhan thay ring néu ab — p? > 0 thi dong nhat thirc
a(ab —p?)Q(h, k, 1) = (ab — p?)(ah + pk + r1)? + [(ab — pD)k + (aq — pr)1]? + aAl?
ngu y rang Q(h, k, 1) xac dinh khdng am.
Tuong tu, néu bc — g2 > 0 thi
b(bc — q*)Q(h, k, 1) = (bc — q*)(ph + bk + ql)? + [(bc — q*)L + (br — pq)h]* + bAh?
ngu y rang Q(h, k, 1) xac dinh khdng &m, trong khi néu ac — r? > 0 thi
clac —r*)Q(h k,1) = (ac — r*)(rh + qh + cl)? + [(ac — r?)L + (pc — qr)k]? + rAk?
cling ngu y rang Q (h, k, 1) xac dinh khong am.

Cubi cung, gia sa ab — p% = bc — q?> = ac —r? = 0. Khi do, prq # 0, boi vi a, b, c 1a cac s6 duong.
Ngoai ra, p?r? = (ab)(ac) = a?(bc) = a*q?. Nhu vay, pr = +aq. Mit khac, A= 2q(pr — aq) va, do do,
néu pr = —aq thi A= —4aq? < 0, v0 li. Piéu mau thuan nay chi rarang pr = aq. Kétqua la Q(h, k,1) =
(ah + pk + r)?. Biéu nay ngu y rang Q(h, k, 1) xac dinh khdng am. O

Nhan thay rang, dbi voi tinh xac dinh duong ciia mot dang toan phuong bac ba Q(h, k, 1) = ah? +
bk? + cl? + 2phk + 2qkl + 2rlh, ching ta sé co dic trung sau day:

Q(h, k, 1) xac dinh dwong  a > 0,ab — p? > 0,A> 0,



trong d6 A la dinh thirc ciia ma tran ddi xing 3 x 3 A twong tng voi Q(h, k, 1).

Phép ching minh cho khing dinh nay duoc thuc hién tuong tw nhu Két qua 5.3). Trén thuc té, né don
gian hon rat nhiéu. Ching ta ciing c6 thé luu y ring, nhu trong truong hop cac dang toan phuong bac hai,
tinh xac dinh khéng am cua Q(h, k, 1) c6 thé duoc dic trung bai tinh khdng &m cua tat ca cac phan phu
chinh cua 4, trong khi tinh xac dinh dwong cta Q(h, k, 1) ¢6 thé dwoc dic trung bdi tinh duong cua tat ca cac
phan phu chinh hang dau cua A. No6i chung, diéu nay ciing sé dung cho cac dang toan phuong voi sé luong
bét ki.

Nhu mot hé qua cua Két qua 5.3), ching ta sé thu duoc mét diéu kién can va da cho tinh 15i caa mot
ham ba bién voi cac dao ham riéng cdp mét va cip hai lién tuc. Ngoai ra, ching ta ciing c6 thé thu duoc mot
diéu kién du cho tinh 16i nghiém ngat. Nhitng két qua nay twong tu vai cac khiang dinh néu trong Két qua
4.11) va phan nhan xét caa no.
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