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      Khái niêṃ về đaọ hàm của môṭ hàm môṭ biến không thưc̣ sư ̣có môṭ daṇg tương tư ̣đơn đôc̣ cho các hàm 

nhiều biến. Thâṭ vâỵ, đối với môṭ hàm hai (hoăc̣ nhiều) biến, chúng ta có thể có rất nhiều daṇg đaọ hàm khác 

nhau tùy thuôc̣ vào viêc̣ chúng ta choṇ khảo sát môṭ biến nào đó trong số các biến hoăc̣ choṇ di chuyển theo 

môṭ hướng cu ̣thể hoăc̣ muốn xem xét bức tranh môṭ cách tổng thể. Hai quan điểm đầu tiên dẫn chúng ta đến 

khái niêṃ về đaọ hàm riêng và đaọ hàm có hướng, trong khi quan điểm cuối cùng dẫn chúng ta đến môṭ khái 

niêṃ hơi trừu tươṇg hơn về tính khả vi và, đến lươṭ mình, nó laị dẫn chúng ta đến khái niêṃ về đaọ hàm 

toàn phần. Chúng ta se ̃điṇh nghiã khái niêṃ đaọ hàm riêng và đaọ hàm có hướng trong muc̣ 1. Khái niêṃ 

đaọ hàm riêng và đaọ hàm có hướng, chứng minh môṭ số tính chất cơ bản bao gồm hai daṇg tương tư ̣

riêng biêṭ của điṇh lí giá tri ̣trung bình và môṭ phiên bản của Công thức Taylor bằng cách sử duṇg đaọ hàm 

có hướng bâc̣ cao. Trong muc̣ 2. Tính khả vi, chúng ta se ̃nghiên cứu khái niêṃ về tính khả vi và chứng 

minh laị phiên bản cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn. Chúng ta có thể nhâṇ xét rằng bất cứ khi nào chúng ta muốn 

bỏ qua khái niêṃ trừu tươṇg về tính khả vi thì chúng ta luôn có thể thay thế nó, bất cứ khi nào chúng ta thưc̣ 

hiêṇ viêc̣ viêṇ dẫn, bởi môṭ điều kiêṇ maṇh hơn môṭ chút nhưng thưc̣ duṇg hơn về sư ̣tồn taị và tính liên tuc̣ 

của đaọ hàm riêng. (Kết quả 2.4) Như vâỵ, chúng ta có thể bỏ qua tất cả các kết quả trong muc̣ 2. Tính khả 

vi, có le ̃ngoaị trừ phiên bản cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn. Môṭ số kết quả chính có liên quan đến các hàm khả 

vi hai biến như phiên bản cổ điển của Công thức Taylor và Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ se ̃đươc̣ thảo luâṇ 

trong muc̣ 3. Điṇh lí giá tri ̣ trung biǹh và Công thức Taylor. Kế tiếp, trong muc̣ 4. Tính đơn điêụ, tính 

lồi, tính lom̃, chúng ta se ̃xem xét laị các khái niêṃ về tính đơn điêụ, tính song đơn điêụ, tính lồi, tính lõm 

đã đươc̣ giới thiêụ trong bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến” và liên hê ̣chúng với các đaọ hàm 

riêng. Cuối cùng, trong muc̣ 5. Phép tính vi phân hàm ba biến, chúng ta se ̃phác thảo môṭ cách ngắn goṇ 

cách mà môṭ số kết quả đươc̣ thảo luâṇ trong các phần trước có thể đươc̣ mở rôṇg cho các hàm ba biến và 

thảo luâṇ các khái niêṃ về măṭ phẳng tiếp xúc và pháp tuyến, điều này có thể đươc̣ hiểu rõ hơn trong ngữ 

cảnh của các măṭ cong đươc̣ xác điṇh ngầm bởi các hàm ba biến.           

      1. Khái niêṃ đaọ hàm riêng và đaọ hàm có hướng  

      Đầu tiên, chúng ta se ̃nhắc laị khái niêṃ về đaọ hàm của môṭ hàm môṭ biến. Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ và 𝑐 là môṭ 

điểm trong của 𝐷, nghiã là, (𝑐 − 𝑟, 𝑐 + 𝑟) ⊆ 𝐷 với môṭ số 𝑟 > 0 nào đó.  

      Môṭ hàm 𝑓: 𝐷 → ℝ đươc̣ goị là khả vi taị 𝒄 nếu giới haṇ  

𝑙𝑖𝑚ℎ→0

𝑓(𝑐 + ℎ) − 𝑓(𝑐)

ℎ
 

tồn taị; trong trường hơp̣ này, giá tri ̣của giới haṇ này se ̃đươc̣ kí hiêụ laị bởi 𝑓 ′(𝑐) và đươc̣ goị là đaọ hàm 

của 𝒇 taị 𝒄.  

      Bây giờ, giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm trong của 𝐷, nghiã là, 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0) ⊆ 𝐷 với môṭ số 𝑟 > 0 

nào đó. Đối với môṭ hàm 𝑓:𝐷 → ℝ, có vẻ se ̃rất tư ̣nhiên khi chúng ta xem xét môṭ giới haṇ chẳng haṇ như 

𝑙𝑖𝑚(ℎ,𝑘)→(0,0)

𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

(ℎ, 𝑘)
. 



      Nhưng điều này là không hơp̣ lý bởi vì môṭ lý do đơn giản là phép chia môṭ số thưc̣ cho môṭ điểm trong 

ℝ2 là không đươc̣ xác điṇh. Có rất nhiều cách khác nhau để chúng ta có thể giải quyết vấn đề này nhưng 

chúng laị không đăc̣ biêṭ dê ̃dàng và chúng ta se ̃taṃ hoãn viêc̣ thảo luâṇ về khái niêṃ khả vi đối với các 

hàm hai (hoăc̣ nhiều) biến ở phần sau của bài viết. Hiêṇ taị, chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng viêc̣ lưạ choṇ 

khảo sát môṭ biến nào đó trong số các biến se ̃khiến moị viêc̣ trở nên dê ̃dàng hơn và dẫn đến môṭ khái niêṃ 

thâṭ sư ̣hữu ích. 

      Đaọ hàm riêng 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm bất kì. Cố điṇh môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 và xét các tâp̣ 𝐷1, 𝐷2 ⊆

ℝ xác điṇh bởi 𝐷1 = {𝑥 ∈ ℝ: (𝑥, 𝑦0) ∈ 𝐷} và 𝐷2 = {𝑦 ∈ ℝ: (𝑥0, 𝑦) ∈ 𝐷}. 

      Nếu 𝑥0 là môṭ điểm trong của 𝐷1 thì chúng ta se ̃điṇh nghiã đaọ hàm riêng của 𝒇 theo 𝒙 taị (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) là 

giới haṇ     

𝑙𝑖𝑚ℎ→0

𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

ℎ
, 

miêñ là giới haṇ này tồn taị. Nó thường đươc̣ kí hiêụ laị bởi 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0).  

      Tương tư,̣ nếu 𝑦0 là môṭ điểm trong của 𝐷2 thì chúng ta se ̃điṇh nghiã đaọ hàm riêng của 𝒇 theo 𝒚 taị 

(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) là giới haṇ   

𝑙𝑖𝑚𝑘→0

𝑓(𝑥0, 𝑦0 + 𝑘) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

𝑘
, 

miêñ là giới haṇ này tồn taị. Nó thường đươc̣ kí hiêụ laị bởi 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0).  

      Các đaọ hàm riêng này còn đươc̣ goị là các đaọ hàm riêng cấp môṭ của 𝒇 taị (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) hoăc̣ đơn giản là 

các đaọ hàm riêng cấp môṭ.    

      Chúng thường đươc̣ kí hiêụ bởi  

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0) và  

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) 

thay thế lần lươṭ cho 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) và 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0).  

      Nếu các đaọ hàm riêng này tồn taị thì căp̣ (𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0), 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)) se ̃đươc̣ goị là gradient của 𝒇 taị 

(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) và đươc̣ kí hiêụ bởi ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

      Như vâỵ,  

∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0),

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)). 

      Đaọ hàm riêng 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) đo tốc đô ̣thay đổi của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) doc̣ theo truc̣ 𝑥, trong khi 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) đo tốc 

đô ̣thay đổi của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) doc̣ theo truc̣ 𝑦. Trên thưc̣ tế, viêc̣ tìm đaọ hàm riêng của 𝑓 theo 𝑥 se ̃tương 

đương với viêc̣ coi đaọ hàm của 𝑓(𝑥, 𝑦) như là môṭ hàm của 𝑥 và coi 𝑦 như môṭ hằng số. Thâṭ vâỵ, nếu 



𝜙:𝐷1 → ℝ là môṭ hàm môṭ biến xác điṇh bởi 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦0) thì 𝜙 se ̃khả vi taị 𝑥0 khi và chỉ khi đaọ hàm 

riêng của 𝑓 theo 𝑥 taị (𝑥0, 𝑦0) tồn taị; trong trường hơp̣ này, 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 𝜙
′(𝑥0). Tương tư,̣ nếu 𝜓: 𝐷2 → ℝ 

là môṭ hàm xác điṇh bởi 𝜓(𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦) với 𝑦 ∈ 𝐷2 thì 𝜓 se ̃khả vi taị 𝑦0 khi và chỉ khi đaọ hàm riêng của  

𝑓 theo 𝑦 taị (𝑥0, 𝑦0) tồn taị; trong trường hơp̣ này, 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 𝜓
′(𝑦0). Như môṭ hê ̣quả, chúng ta có thể 

nhâṇ thấy rằng đaọ hàm riêng của tổng, tích vô hướng, tích, nghic̣h đảo, căn cũng đều sở hữu các tính chất 

giống như đaọ hàm của các hàm môṭ biến. Hơn nữa, do tính khả vi se ̃bao hàm tính liên tuc̣ của các hàm môṭ 

biến nên chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng nếu tồn taị các đaọ hàm riêng của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) thì 𝜑 se ̃liên tuc̣ taị 

𝑥0 và 𝜓 se ̃liên tuc̣ taị 𝑦0. Tuy nhiên, sư ̣tồn taị của cả hai đaọ hàm riêng taị môṭ điểm se ̃không bao hàm tính 

liên tuc̣ taị điểm đó. 

      Tương tư ̣với đaọ hàm bên trái và bên phải trong phép tính môṭ biến, chúng ta cũng se ̃có các khái niêṃ 

về đaọ hàm riêng bên trái và bên phải taị các điểm gần giống với các đầu mút của môṭ khoảng trong ℝ. Như 

trước đây, giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm bất kì. Cố điṇh môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 và xét các tâp̣ 

𝐷1 = {𝑥 ∈ ℝ: (𝑥, 𝑦0) ∈ 𝐷} và 𝐷2 = {𝑦 ∈ ℝ: (𝑥0, 𝑦) ∈ 𝐷}.  

      Nếu tồn taị môṭ số 𝑟 > 0 sao cho (𝑥0 − 𝑟, 𝑥0] ⊆ 𝐷1 thì chúng ta se ̃điṇh nghiã đaọ hàm riêng bên trái 

của 𝒇 theo 𝒙 taị (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) là giới haṇ 

𝑙𝑖𝑚ℎ→0−
𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

ℎ
, 

miêñ là giới haṇ này tồn taị. Nó thường đươc̣ kí hiêụ laị bởi (𝑓𝑥)−(𝑥0, 𝑦0).  

      Măṭ khác, nếu tồn taị môṭ số 𝑟 > 0 sao cho [𝑥0, 𝑥0 + 𝑟) ⊆ 𝐷1 thì đaọ hàm riêng bên phải của 𝑓 theo 𝑥 taị 

(𝑥0, 𝑦0) đươc̣ điṇh nghiã như giới haṇ ở trên với ℎ → 0− đươc̣ thay thế bởi ℎ → 0+. Nó thường đươc̣ kí hiêụ 

laị bởi (𝑓𝑥)+(𝑥0, 𝑦0). 

      Tương tư,̣ chúng ta cũng có thể điṇh nghiã các đaọ hàm riêng bên trái và bên phải của 𝑓 theo 𝑦 taị 

(𝑥0, 𝑦0). Chúng se ̃đươc̣ kí hiêụ lần lươṭ laị bởi (𝑓𝑦)−(𝑥0, 𝑦0) và (𝑓𝑦)+(𝑥0, 𝑦0). 

      Trong trường hơp̣ 𝐷 là hình chữ nhâṭ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], với mỗi (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷, chúng ta se ̃có 𝐷1 = [𝑎, 𝑏] và 

𝐷2 = [𝑐, 𝑑]. Nếu 𝑎 < 𝑥0 < 𝑏 thì 𝑥0 se ̃là môṭ điểm trong của 𝐷1 và rõ ràng đaọ hàm riêng của 𝑓 theo 𝑥 taị 

(𝑥0, 𝑦0) se ̃tồn taị khi và chỉ khi cả hai đaọ hàm riêng bên trái và bên phải của 𝑓 theo 𝑥 taị (𝑥0, 𝑦0) đều tồn 

taị và bằng nhau. Tương tư ̣như vâỵ đối với các đaọ hàm riêng theo 𝑦 khi 𝑐 < 𝑦0 < 𝑑. Nếu 𝑥0 = 𝑎 hoăc̣ 

𝑥0 = 𝑏 thì 𝑥0 se ̃không thể là môṭ điểm trong của 𝐷1, nhưng đaọ hàm riêng bên phải của 𝑓 theo 𝑥 taị (𝑥0, 𝑦0) 

vẫn có thể đươc̣ xác điṇh khi 𝑥0 = 𝑎, trong khi đaọ hàm bên trái của 𝑓 theo 𝑥 taị (𝑥0, 𝑦0) cũng có thể đươc̣ 

xác điṇh khi 𝑥0 = 𝑏. Tương tư ̣như vâỵ nếu 𝑦0 = 𝑐 hoăc̣ 𝑦0 = 𝑑. Với quan điểm này, chúng ta se ̃nói rằng 

đaọ hàm riêng 𝒇𝒙 của 𝒇 tồn taị trên [𝒂, 𝒃] × [𝒄, 𝒅] nếu 𝑓𝑥 tồn taị taị mỗi điểm của (𝑎, 𝑏) × [𝑐, 𝑑], (𝑓𝑥)+ tồn 

taị taị mỗi điểm của {𝑎} × [𝑐, 𝑑] và (𝑓𝑥)− tồn taị taị mỗi điểm của {𝑏} × [𝑐, 𝑑]. Trong trường hơp̣ này, chúng 

ta đơn giản se ̃viết 𝑓𝑥(𝑎, 𝑦0) để biểu thi ̣(𝑓𝑥)+(𝑎, 𝑦0) và 𝑓𝑥(𝑏, 𝑦0) để biểu thi ̣(𝑓𝑥)−(𝑏, 𝑦0) với moị 𝑦0 ∈

[𝑐, 𝑑]. Theo cách này, chúng ta se ̃thu đươc̣ môṭ hàm 𝑓𝑥: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ. Môṭ quy ước tương tư ̣cũng 

đúng cho 𝑓𝑦. 

 

 



      Chẳng haṇ, 

      (i)   Xét hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2. Khi đó, cả hai đaọ hàm riêng của 𝑓 đều tồn taị 

taị moị điểm của ℝ2; trên thưc̣ tế, 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 2𝑥0 và 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 2𝑦0 với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2.   

      (ii)  Xét hàm 𝑓: ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2. Khi đó, cả hai đaọ hàm riêng của 𝑓 đều tồn 

taị taị moị điểm của ℝ2 ngoaị trừ gốc toạ đô;̣ trên thưc̣ tế, với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2 với (𝑥0, 𝑦0) ≠ (0,0), 

𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) =
𝑥0

√𝑥0
2 + 𝑦0

2
 va 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) =

𝑦0

√𝑥0
2 + 𝑦0

2
. 

      Để kiểm tra xem có đaọ hàm riêng nào tồn taị taị (0,0) hay không, chúng ta se ̃phải dùng đến điṇh nghiã. 

Điều này se ̃dẫn đến môṭ giới haṇ của thương ℎ |ℎ|⁄  khi ℎ tiến đến 0. Rõ ràng, môṭ giới haṇ như vâỵ se ̃

không tồn taị. Điều này chỉ ra rằng 𝑓𝑥(0,0) và 𝑓𝑦(0,0) không tồn taị.    

      (iii) Xét hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(0,0) = 0 và 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 (𝑥2 + 𝑦2)⁄  với (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0). Khi 

đó, với moị ℎ, 𝑘 ∈ ℝ với ℎ ≠ 0 và 𝑘 ≠ 0, chúng ta se ̃có  

𝑓(0 + ℎ, 0) − 𝑓(0,0)

ℎ
= 0 va 

𝑓(0,0 + 𝑘) − 𝑓(0,0)

𝑘
= 0. 

      Như vâỵ, 𝑓𝑥(0,0) và 𝑓𝑦(0,0) tồn taị và đều bằng 0. Tuy nhiên, 𝑓 không thể liên tuc̣ taị (0,0). 

      (iv) Xét hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = |𝑥| + |𝑦| với (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. Rõ ràng, 𝑓 liên tuc̣ taị (0,0). 

Nhưng, với moị ℎ, 𝑘 ∈ ℝ với ℎ ≠ 0 và 𝑘 ≠ 0, chúng ta laị có            

𝑓(0 + ℎ, 0) − 𝑓(0,0)

ℎ
=
|ℎ|

ℎ
 va 

𝑓(0,0 + 𝑘) − 𝑓(0,0)

𝑘
=
|𝑘|

𝑘
. 

      Như vâỵ, 𝑓𝑥(0,0) và 𝑓𝑦(0,0) không tồn taị. Tuy nhiên, các đaọ hàm riêng bên trái và bên phải của 𝑓 taị 

(0,0) laị tồn taị. Thâṭ vâỵ, (𝑓𝑥)+(0,0) = (𝑓𝑦)+
(0,0) = 1, trong khi (𝑓𝑥)−(0,0) = (𝑓𝑦)−

(0,0) = −1. Măṭ 

khác, nếu chúng ta kí hiêụ 𝑔 và ℎ lần lươṭ là các phép thu hep̣ của 𝑓 trên các hình chữ nhâṭ [−1,1] × [0,1] 

và [0,1] × [−1,1] thì, theo quy ước của chúng ta, 𝑔𝑦(0,0) và ℎ𝑥(0,0) tồn taị và cả hai đều bằng 1. 

      Chúng ta đã thấy trong ví du ̣(iii) ở trên rằng sư ̣tồn taị của cả hai đaọ hàm riêng se ̃không bao hàm tính 

liên tuc̣. Tuy nhiên, thâṭ dê ̃dàng để chúng ta có thể chỉ ra rằng nó se ̃bao hàm tính liên tuc̣ của mỗi biến 

trong số hai biến và, đồng thời, tính liên tuc̣ hai biến trong trường hơp̣ môṭ hoăc̣ cả hai đaọ hàm riêng đều bi ̣

chăṇ. Đối với trường hơp̣ thứ hai, chúng ta se ̃cần sử duṇg đến môṭ kết quả cơ bản trong phép tính môṭ biến 

thường đươc̣ goị là Điṇh lí giá tri ̣trung bình. Trước tiên, chúng ta hãy nhắc laị kết quả này. Đối với các phép 

chứng minh, chúng ta có thể tham khảo Kết quả 2.4) của bài viết “Phép tính vi phân hàm môṭ biến (1)”.  

      Kết quả 1. (Điṇh lí giá tri ̣ trung biǹh) 

      Giả sử 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ với 𝑎 < 𝑏. 

      Khi đó, nếu hàm 𝜙: [𝑎, 𝑏] → ℝ liên tuc̣ trên [𝑎, 𝑏] và khả vi trên (𝑎, 𝑏) thì se ̃tồn taị môṭ số thưc̣ 𝑐 ∈

(𝑎, 𝑏) sao cho 𝜙(𝑏) − 𝜙(𝑎) = 𝜙′(𝑐)(𝑏 − 𝑎).       



      Kết quả 1.1. 

      Với moị hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ, chúng ta se ̃có: 

      (i)   Nếu 𝑓𝑥 tồn taị trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì, với mỗi 𝑦0 ∈ [𝑐, 𝑑] cố điṇh, hàm từ [𝑎, 𝑏] vào ℝ xác điṇh bởi 

𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑦0) là liên tuc̣.   

      (ii)  Nếu 𝑓𝑦 tồn taị trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì, với mỗi 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] cố điṇh, hàm từ [𝑐, 𝑑] vào ℝ xác điṇh bởi 

𝑦 ↦ 𝑓(𝑥0, 𝑦) là liên tuc̣. 

      (iii) Nếu cả 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 đều tồn taị và môṭ trong số chúng bi ̣chăṇ trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì 𝑓 se ̃liên tuc̣ trên 

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].     

      Chứng minh kết quả 1.1. 

      (i)   Cố điṇh 𝑦0 ∈ [𝑐, 𝑑]. Sư ̣tồn taị của 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) với moị 𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] ngu ̣ý rằng hàm môṭ biến xác điṇh 

bởi 𝑥 ↦ 𝑓(𝑥, 𝑦0) khả vi và, do dó, liên tuc̣ trên [𝑎, 𝑏]. 

      (ii)  Phép chứng minh của (ii) đươc̣ thưc̣ hiêṇ tương tư ̣như của (i) nêu ở trên.  

      (iii) Giả sử cả 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 đều tồn taị và 𝑓𝑥 bi ̣chăṇ trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Khi đó, tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛼 ∈ ℝ sao 

cho |𝑓𝑥(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝛼 với moị (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Cố điṇh (𝑥0, 𝑦0) ∈ [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Với moị (𝑥, 𝑦) ∈

[𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] cho trước, theo Điṇh lí giá tri ̣trung bình (Kết quả 1), chúng ta nhâṇ thấy rằng se ̃tồn taị môṭ số 

thưc̣ 𝑢 ∈ ℝ nằm giữa 𝑥 và 𝑥0 sao cho 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦) = 𝑓𝑥(𝑢, 𝑦)(𝑥 − 𝑥0) và, do đó, |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦)| ≤ 𝛼|𝑥 − 𝑥0|. 

      Như vâỵ, 

|𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)| ≤ |𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦)| + |𝑓(𝑥0, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)| 

                      ≤ 𝛼|𝑥 − 𝑥0| + |𝑓(𝑥0, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)|. 

      Ngoài ra, các bất đẳng thức này rõ ràng se ̃đúng nếu 𝑥 = 𝑥0. Như vâỵ, theo quan điểm của (ii), 

𝑓(𝑥, 𝑦) → 𝑓(𝑥0, 𝑦0) khi (𝑥, 𝑦) → (𝑥0, 𝑦0). Điều này chỉ ra rằng 𝑓 se ̃liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0).                              □   

      Đaọ hàm có hướng 

      Khái niêṃ đaọ hàm riêng có thể dê ̃dàng đươc̣ khái quát hóa thành khái niêṃ đaọ hàm có hướng, đo tốc 

đô ̣thay đổi của môṭ hàm taị môṭ điểm doc̣ theo môṭ hướng nhất điṇh. Chúng ta se ̃chỉ điṇh môṭ hướng bằng 

cách chỉ điṇh môṭ vector đơn vi.̣ Giả sử 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) là môṭ vector đơn vi ̣trong ℝ2, nên 𝑢1
2 + 𝑢2

2 = 1. Ngoài 

ra, giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm bất kì. Giả sử (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 sao cho 𝐷 có chứa môṭ đoaṇ thẳng đi 

qua (𝑥0, 𝑦0) theo hướng của 𝑢, nghiã là, 0 là môṭ điểm trong của 𝐷0 = {𝑡 ∈ ℝ: (𝑥0 + 𝑡𝑢1, 𝑦0 + 𝑡𝑢2) ∈ 𝐷}. 

Chúng ta se ̃điṇh nghiã đaọ hàm có hướng của 𝒇 taị (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) doc̣ theo 𝒖 là giới haṇ 

𝑙𝑖𝑚𝑡→0

𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑢1, 𝑦0 + 𝑡𝑢2) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

𝑡
, 

miêñ là giới haṇ này tồn taị. Nó thường đươc̣ kí hiêụ laị bởi 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0). 



      Lưu ý rằng nếu 𝑣 = −𝑢 thì 𝐷𝑣𝑓(𝑥0, 𝑦0) = −𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0). Ngoài ra, lưu ý thêm rằng nếu 𝑖 = (1,0) và 

𝑗 = (0,1) thì 𝐷𝑖𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) và 𝐷𝑗𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0).  

      Chẳng haṇ, 

      (i)   Xét hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2. Với moị vector đơn vi ̣𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) cho trước 

trong ℝ2 và với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2, với moị 𝑡 ∈ ℝ với 𝑡 ≠ 0, thương [𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑢1, 𝑦0 + 𝑡𝑢2) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)] 𝑡⁄  

se ̃bằng 

(𝑥0 + 𝑡𝑢1)
2 + (𝑦0 + 𝑡𝑢2)

2 − (𝑥0
2 + 𝑦0

2)

𝑡
=
2𝑡𝑥0𝑢1 + 𝑡

2𝑢1
2 + 2𝑡𝑦0𝑢2 + 𝑡

2𝑢2
2

𝑡
 

                                                   = 2𝑥0𝑢1 + 2𝑦0𝑢2 + 𝑡. 

      Điều này chỉ ra rằng 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) tồn taị và bằng 2𝑥0𝑢1 + 2𝑦0𝑢2. Như vâỵ, chúng ta có thể nhâṇ thấy 

rằng 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)𝑢1 + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)𝑢2.  

      (ii)  Xét hàm 𝑓: ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2. Với moị vector đơn vi ̣𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) cho 

trước trong ℝ2 và với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2, với moị 𝑡 ∈ ℝ với 𝑡 ≠ 0, thương [𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑢1, 𝑦0 + 𝑡𝑢2) −

𝑓(𝑥0, 𝑦0)] ∕ 𝑡 se ̃bằng 

√(𝑥0 + 𝑡𝑢1)2 + (𝑦0 + 𝑡𝑢2)2 − √𝑥0
2 + 𝑦0

2

𝑡
=

2𝑡𝑥0𝑢1 + 2𝑡𝑦0𝑢2 + 𝑡
2

𝑡 (√(𝑥0 + 𝑡𝑢1)
2 + (𝑦0 + 𝑡𝑢2)

2 +√𝑥0
2 + 𝑦0

2)
. 

      Điều này chỉ ra rằng nếu (𝑥0, 𝑦0) ≠ (0,0) thì 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) tồn taị và  

𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) =
𝑥0𝑢1 + 𝑦0𝑢2

√𝑥0
2 + 𝑦0

2
. 

      Như vâỵ, môṭ lần nữa, chúng ta cũng có thể nhâṇ thấy rằng 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)𝑢1 + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)𝑢2 

với (𝑥0, 𝑦0) ≠ (0,0). Măṭ khác, 𝐷𝑢𝑓(0,0) không tồn taị, bởi vì không tồn taị giới haṇ của thương 𝑡 |𝑡|⁄  khi 𝑡 

tiến đến 0.   

      (iii) Xét hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(0,0) = 0 và 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 (𝑥4 + 𝑦2)⁄  với (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0). Với 

moị vector đơn vi ̣𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) cho trước trong ℝ2 và với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2, với moị 𝑡 ∈ ℝ với 𝑡 ≠ 0, 

thương [𝑓(0 + 𝑡𝑢1, 0 + 𝑡𝑢2) − 𝑓(0,0)] ∕ 𝑡 se ̃bằng 𝑢1
2𝑢2 (𝑢1

4𝑡2 + 𝑢2
2)⁄ . 

      Điều này chỉ ra rằng 𝐷𝑢𝑓(0,0) tồn taị và 

𝐷𝑢𝑓(0,0) = {

𝑢1
2

𝑢2
 nếu 𝑢2 ≠ 0,

  0  nếu 𝑢2 = 0.

 

      Đăc̣ biêṭ, 𝑓𝑥(0,0) = 𝑓𝑦(0,0) = 0. Như vâỵ, lúc này, chúng ta laị nhâṇ thấy rằng 𝐷𝑢𝑓(0,0) ≠ 𝑓𝑥(0,0)𝑢1 +

𝑓𝑦(0,0)𝑢2, trừ khi 𝑢1 = 0 hoăc̣ 𝑢2 = 0. Lưu ý rằng 𝑓 se ̃không thể liên tuc̣ taị (0,0), măc̣ dù tồn taị tất cả 

các đaọ hàm có hướng của 𝑓 taị (0,0).     



      (iv) Xét hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = |𝑥| + |𝑦| với (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. Giả sử 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) là môṭ 

vector đơn vi ̣bất kì. Khi đó, chúng ta se ̃có |𝑢1| + |𝑢2| ≠ 0 và, với moị 𝑡 ∈ ℝ với 𝑡 ≠ 0, 

𝑓(0 + 𝑡𝑢1, 0 + 𝑡𝑢2) − 𝑓(0,0)

𝑡
=
|𝑡|

𝑡
(|𝑢1| + |𝑢2|). 

      Như vâỵ, 𝐷𝑢𝑓(0,0) se ̃không tồn taị. Lưu ý rằng rõ ràng 𝑓 se ̃liên tuc̣ taị (0,0), nhưng không tồn taị bất 

kì môṭ đaọ hàm có hướng nào của 𝑓 taị (0,0).  

      Bây giờ, chúng ta se ̃sử duṇg khái niêṃ đaọ hàm có hướng để taọ ra môṭ daṇg tương tư ̣của Điṇh lí giá 

tri ̣trung bình (Kết quả 1) trong trường hơp̣ hai biến. Rõ ràng, nói môṭ cách đaị khái, môṭ daṇg tương tư ̣như 

vâỵ se ̃chỉ ra rằng hiêụ giữa các giá tri ̣của môṭ hàm taị hai điểm phân biêṭ luôn có thể biểu diêñ laị dưới 

daṇg tích của khoảng cách giữa hai điểm đó với giá tri ̣của “đaọ hàm” taị môṭ điểm nào đó “nằm giữa” 

chúng. Để làm cho ý tưởng “nằm giữa” này trở nên chính xác, chúng ta chỉ cần giới haṇ khảo sát trên đoaṇ 

thẳng nối giữa hai điểm phân biêṭ này và rõ ràng là khái niêṃ thích hơp̣ về “đaọ hàm” để xem xét ở đây là 

đaọ hàm có hướng theo hướng của đoaṇ thẳng này. Nói môṭ cách chính xác hơn, chúng ta se ̃có khẳng điṇh 

sau đây.   

      Kết quả 1.2. (Điṇh lí giá tri ̣ trung biǹh hai biến) 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và 𝐷∘ là phần trong của 𝐷. Giả sử (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1) là các điểm phân biêṭ của 𝐷 sao cho 

𝐿 = {(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∈ ℝ2: 𝑡 ∈ (0,1)} ⊆ 𝐷∘, trong đó 𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑡(𝑥1 − 𝑥0) và 𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝑡(𝑦1 − 𝑦0). Giả 

sử 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) là vector đơn vi ̣xác điṇh bởi 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) =
1

𝑟
(𝑥1 − 𝑥0, 𝑦1 − 𝑦0), trong đó 𝑟 =

√(𝑥1 − 𝑥0)
2 + (𝑦1 − 𝑦0)

2, và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm liên tuc̣ sao cho 𝐷𝑢𝑓 tồn taị taị mỗi điểm của 𝐿.  

      Khi đó, tồn taị môṭ điểm (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐿 sao cho 𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑟𝐷𝑢𝑓(𝑐, 𝑑).  

      Chứng minh kết quả 1.2.  

      Xét hàm 𝐹: [0,1] → ℝ xác điṇh bởi 𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) với 𝑡 ∈ [0,1]. Từ khẳng điṇh (ii) của Kết quả 

3.1.3) của bài viết “Phép tính giới haṃ hàm môṭ biến”, 𝐹 liên tuc̣ trên [0,1]. Ngoài ra, với moị 𝑡0 ∈ (0,1) 

cho trước và 𝑡 ∈ [0,1] với 𝑡 ≠ 𝑡0, chúng ta se ̃có 

𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑡(𝑥1 − 𝑥0) = 𝑥0 + 𝑡0(𝑥1 − 𝑥0) + (𝑡 − 𝑡0)(𝑥1 − 𝑥0) = 𝑥(𝑡0) + (𝑡 − 𝑡0)𝑟𝑢1, 

và, tương tư,̣ 𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑡0) + (𝑡 − 𝑡0)𝑟𝑢2 nên, do đó, 

𝐹(𝑡) − 𝐹(𝑡0)

𝑡 − 𝑡0
=
𝑓(𝑥(𝑡0) + (𝑡 − 𝑡0)𝑟𝑢1, 𝑦(𝑡0) + (𝑡 − 𝑡0)𝑟𝑢2) − 𝑓(𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0))

𝑡 − 𝑡0
. 

     Bằng cách nhân tử số và mẫu số của biểu thức bên phải với 𝑟, chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝐹 se ̃khả vi taị 𝑡0 

và  

𝐹′(𝑡0) = 𝑟𝐷𝑢𝑓(𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0)). 

      Do đó, bằng cách áp duṇg Điṇh lí giá tri ̣trung bình (Kết quả 1) cho 𝐹, tồn taị môṭ số thưc̣ ∈ (0,1) sao 

cho 𝐹(1) − 𝐹(0) = (1 − 0)𝐹′( ). Như vâỵ, (𝑐, 𝑑) = (𝑥( ), 𝑦( )) se ̃là môṭ điểm nằm trên 𝐿 và  



𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑟𝐷𝑢𝑓(𝑐, 𝑑).                                                                                                                 □ 

      Chúng ta đã thấy rằng, trong nhiều trường hơp̣ (nhưng không phải tất cả), đaọ hàm có hướng 𝐷𝑢𝑓 se ̃

bằng ∇𝑓. 𝑢. Trong trường hơp̣ này, môṭ phiên bản thay thế của Điṇh lí giá tri ̣trung bình hai biến có thể đươc̣ 

đưa ra như trong kết quả dưới đây.  

      Kết quả 1.3. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và 𝐷∘ là phần trong của 𝐷. Giả sử (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1) là các điểm phân biêṭ của 𝐷 sao cho 

𝐿 = {(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∈ ℝ2: 𝑡 ∈ (0,1)} ⊆ 𝐷0, trong đó 𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑡(𝑥1 − 𝑥0) và 𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝑡(𝑦1 − 𝑦0). Giả 

sử 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm liên tuc̣ sao cho 𝐷𝑢𝑓 tồn taị taị moị điểm của 𝐿 với moị vector đơn vi ̣𝑢 ∈ ℝ2 và, 

hơn nữa, 𝐷𝑢𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = ∇𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)). 𝑢 với moị vector đơn vi ̣𝑢 ∈ ℝ2 và 𝑡 ∈ (0,1).  

      Khi đó, tồn taị môṭ điểm (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐿 sao cho 𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑥1 − 𝑥0)𝑓𝑥(𝑐, 𝑑) + (𝑦1 −

𝑦0)𝑓𝑦(𝑐, 𝑑). Đăc̣ biêṭ, nếu tồn taị các số thưc̣ 𝑚,𝑀 ∈ ℝ sao cho 𝑚 ≤ 𝑓𝑥(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑀 và, đồng thời, 𝑚 ≤

𝑓𝑦(𝑢, 𝑣) ≤ 𝑀 với moị (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐿 thì Bất đẳng thức giá tri ̣ trung biǹh hai biến sau đây se ̃thỏa mañ: 

𝑚(𝑥1 − 𝑥0 + 𝑦1 − 𝑦0) ≤ 𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≤ 𝑀(𝑥1 − 𝑥0 + 𝑦1 − 𝑦0) 

      Chứng minh kết quả 1.3.        

      Kí hiêụ ℎ = 𝑥1 − 𝑥0, 𝑘 = 𝑦1 − 𝑦0, 𝑟 = √ℎ2 + 𝑘2, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) =
1

𝑟
(ℎ, 𝑘) =

1

𝑟
(𝑥1 − 𝑥0, 𝑦1 − 𝑦0). 

      Khi đó, 𝑢 là môṭ vector đơn vi ̣trong ℝ2 với 𝑟𝑢 = (ℎ, 𝑘).  

      Từ các quan điểm của các giả thiết trên 𝐷𝑢𝑓, chúng ta nhâṇ thấy rằng, với moị (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐿, 

𝑟𝐷𝑢𝑓(𝑐, 𝑑) = 𝑟∇𝑓(𝑐, 𝑑). 𝑢 = ℎ𝑓𝑥(𝑐, 𝑑) + 𝑘𝑓𝑦(𝑐, 𝑑). 

      Như vâỵ, kết quả cần chứng minh đươc̣ suy ra ngay lâp̣ tức từ Kết quả 1.2).                                             □ 

      Đaọ hàm riêng cấp cao 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ mở và cố điṇh môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷. Rõ ràng 𝑥0 là môṭ điểm trong của 𝐷1 =

{𝑥 ∈ ℝ: (𝑥, 𝑦0) ∈ 𝐷} và 𝑦0 là môṭ điểm trong của 𝐷2 = {𝑦 ∈ ℝ: (𝑥0, 𝑦) ∈ 𝐷}. Giả sử 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm 

bất kì. 

      Nếu 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) tồn taị taị moị điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 thì chúng ta se ̃thu đươc̣ môṭ hàm từ 𝐷 đến ℝ xác điṇh 

bởi (𝑥, 𝑦) ⟼ 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦). Nó thường đươc̣ kí hiêụ laị bởi 𝑓𝑥 và đươc̣ goị là đaọ hàm riêng của 𝒇 theo 𝒙 trên 𝑫. 

Đaọ hàm riêng của 𝒇 theo 𝒚 trên 𝑫 cũng đươc̣ điṇh nghiã theo cách tương tư.̣ Đôi khi các đaọ hàm riêng 

trên 𝐷 này còn đươc̣ kí hiêụ lần lươṭ laị bởi 
𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
 thay vì 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦. Trong trường hơp̣ cả 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 đều xác điṇh 

trên 𝐷, chúng ta se ̃điṇh nghiã gradient của 𝒇 trên 𝑫 là phép biến hình ∇𝑓:𝐷 → ℝ2 xác điṇh bởi  

∇𝑓(𝑥, 𝑦) = (𝑓𝑥(𝑥, 𝑦), 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦)) với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 

      Trong trường hơp̣ 𝑓𝑥 xác điṇh trên 𝐷, chúng ta có thể xem xét các đaọ hàm riêng của nó taị bất kì môṭ 

điểm nào của 𝐷. Giả sử (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷. Đaọ hàm riêng của 𝑓𝑥: 𝐷 → ℝ theo 𝑥 taị (𝑥0, 𝑦0), nếu tồn taị, se ̃  



đươc̣ kí hiêụ laị bởi 𝑓𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0). Ngoài ra, đaọ hàm riêng của 𝑓𝑥 theo 𝑦 taị (𝑥0, 𝑦0), nếu tồn taị, se ̃đươc̣ kí 

hiêụ laị bởi 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0). Trong trường hơp̣ 𝑓𝑦 xác điṇh trên 𝐷, chúng ta có thể điṇh nghiã tương tư ̣cho 

𝑓𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0) và 𝑓𝑦𝑦(𝑥0, 𝑦0).  

      Các đaọ hàm riêng này đôi khi còn đươc̣ biểu thi ̣laị lần lươṭ bởi  

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑥0, 𝑦0),

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0),

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0),

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
(𝑥0, 𝑦0) 

thay vì 𝑓𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0), 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0), 𝑓𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0), 𝑓𝑦𝑦(𝑥0, 𝑦0).  

      Nói chung, chúng thường đươc̣ goị là các đaọ hàm riêng cấp hai của 𝒇 taị (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) hoăc̣ đơn giản là các 

đaọ hàm riêng cấp hai. Trong các đaọ hàm riêng cấp hai này, hai cái ở giữa, cu ̣thể là 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) =

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0) và 𝑓𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0) =

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0), thường đươc̣ goị là các đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ của 𝒇. Thứ tư ̣

xuất hiêṇ của 𝑥 và 𝑦 trong các đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ đôi khi có thể gây ra nhầm lẫn.  

      Thứ tư ̣lấy đaọ hàm có thể dê ̃nhớ hơn nếu chúng ta lưu ý rằng 

𝑓𝑥𝑦 = (𝑓𝑥)𝑦 =
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
) =

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
 𝑣�̀� 𝑓𝑦𝑥 = (𝑓𝑦)𝑥 =

𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
) =

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
. 

      Cuối cùng, chúng ta nhâṇ xét rằng, theo các quy ước của chúng ta đối với các đaọ hàm riêng bên trái và 

bên phải, các đaọ hàm riêng cấp cao của bất kì môṭ hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ nào cũng có thể đươc̣ điṇh 

nghiã theo cách tương tư.̣  

      Chẳng haṇ, 

      (i)  Giả sử 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2. Với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2 cho trước, chúng ta se ̃

có 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 2𝑥0𝑦0 + 𝑦0
2 và 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 𝑥0

2 + 2𝑥0𝑦0 và, do đó, 𝑓𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 2𝑦0 và 𝑓𝑦𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 2𝑥0, 

trong khi 

𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 2𝑥0 + 2𝑦0 = 𝑓𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0). 

      (ii) Giả sử 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = sin (𝑥𝑦). Với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2 cho trước, chúng ta se ̃có 

𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 𝑦0𝑐𝑜𝑠(𝑥0𝑦0) và 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 𝑥0𝑐𝑜𝑠(𝑥0𝑦0) và, do đó, 𝑓𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0) = −𝑦0
2𝑠𝑖𝑛(𝑥0𝑦0) và 

𝑓𝑦𝑦(𝑥0, 𝑦0) = −𝑥0
2𝑠𝑖𝑛(𝑥0𝑦0), trong khi 

𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 𝑐𝑜𝑠(𝑥0𝑦0) − 𝑥0𝑦0𝑠𝑖𝑛(𝑥0𝑦0) = 𝑓𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0). 

      Trong các ví du ̣nêu ở trên, các đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ hóa ra laị bằng nhau. Bây giờ, chúng ta se ̃chỉ ra 

rằng, bất cứ khi nào tồn taị các đaọ hàm riêng cấp môṭ và môṭ trong các đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ là liên tuc̣, 

các đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ này se ̃bằng nhau. Để đaṭ đươc̣ điều này, chúng ta se ̃sử duṇg môṭ phiên bản khác 

của Điṇh lí giá tri ̣trung bình (Kết quả 1) cho các hàm hai biến xác điṇh trên môṭ hình chữ nhâṭ và, do đó, nó 

se ̃đươc̣ suy ra từ môṭ phiên bản khác của Điṇh lí Rolle. Để bắt đầu, chúng ta se ̃nhắc laị phát biểu của Điṇh 

lí Rolle trong các phép tính môṭ biến. Chúng ta có thể lưu ý rằng đây là môṭ hê ̣quả trưc̣ tiếp của Điṇh lí giá 

tri ̣trung bình (Kết quả 1). Đối với các phép chứng minh, chúng ta có thể tham khảo Kết quả 2.3) của bài viết 

“Phép tính vi phân hàm môṭ biến (1)”.        



      Kết quả 2. (Điṇh lí Rolle) 

      Giả sử 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ với 𝑎 < 𝑏. 

      Khi đó, nếu 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ liên tuc̣ trên [𝑎, 𝑏], khả vi trên (𝑎, 𝑏) và 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) thì se ̃tồn taị môṭ số thưc̣ 

𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) sao cho 𝑓 ′(𝑐) = 0.   

      Trong daṇg tương tư ̣hai biến bên dưới, môṭ khoảng se ̃đươc̣ thay thế bởi môṭ hình chữ nhâṭ, nghiã là, 

tích của các khoảng, và đẳng thức của các giá tri ̣của hàm trên biên của môṭ khoảng se ̃đươc̣ thay thế bởi 

đẳng thức của tổng của các giá tri ̣của hàm trên các đỉnh đối diêṇ của môṭ hình chữ nhâṭ. Tổng xen ke ̃của 

các giá tri ̣của hàm taị các đỉnh đươc̣ yêu cầu phải bằng không. Ngoài ra, các giả thuyết liên quan đến tính 

liên tuc̣ và tính khả vi cũng tương tư.̣     

      Kết quả 1.4. (Điṇh lí Rolle cho các hiǹh chữ nhâṭ) 

      Giả sử 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ với 𝑎 < 𝑏 và 𝑐 < 𝑑 và 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ thỏa mãn các điều kiêṇ sau: 

      ●   Với mỗi 𝑦0 ∈ [𝑐, 𝑑] cố điṇh, hàm xác điṇh bởi 𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥, 𝑦0) là liên tuc̣ trên [𝑎, 𝑏] và khả vi trên 

(𝑎, 𝑏).  

      ●   Với mỗi 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) cố điṇh, hàm xác điṇh bởi 𝑦 ↦ 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦) là liên tuc̣ trên [𝑐, 𝑑] và khả vi trên 

(𝑐, 𝑑).  

      ●   𝑓(𝑎, 𝑐) + 𝑓(𝑏, 𝑑) = 𝑓(𝑏, 𝑐) + 𝑓(𝑎, 𝑑).  

      Khi đó, tồn taị môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ (𝑎, 𝑏) × (𝑐, 𝑑) sao cho 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 0. 

      Chứng minh kết quả 1.4. 

      Xét hàm 𝜙: [𝑎, 𝑏] → ℝ xác điṇh bởi 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑑) − 𝑓(𝑥, 𝑐). Khi đó, 𝜙 se ̃liên tuc̣ trên [𝑎, 𝑏], khả vi 

trên (𝑎, 𝑏) và 𝜙(𝑎) = 𝑓(𝑎, 𝑑) − 𝑓(𝑎, 𝑐) = 𝑓(𝑏, 𝑑) − 𝑓(𝑏, 𝑐) = 𝜙(𝑏). Do đó, từ Điṇh lí Rolle (Kết quả 2), 

tồn taị môṭ số thưc̣ 𝑥0 trong (𝑎, 𝑏) sao cho 𝜙′(𝑥0) = 0, nghiã là, 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑐) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑑). Kế tiếp, xét hàm 

𝜓: [𝑐, 𝑑] → ℝ xác điṇh bởi 𝜓(𝑦) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦). Khi đó, 𝜓 se ̃liên tuc̣ trên [𝑐, 𝑑], khả vi trên (𝑐, 𝑑) và 𝜓(𝑐) =

𝑓𝑥(𝑥0, 𝑐) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑑) = 𝜓(𝑑). Như vâỵ, từ Điṇh lí Rolle (Kết quả 2), tồn taị môṭ số thưc̣ 𝑦0 ∈ (𝑐, 𝑑) sao cho 

𝜓′(𝑦0) = 0, nghiã là, 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 0.                                                                                                              □   

      Kết quả 1.5. (Điṇh lí giá tri ̣ trung biǹh cho các hiǹh chữ nhâṭ) 

      Giả sử 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ với 𝑎 < 𝑏 và 𝑐 < 𝑑 và 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ thỏa mãn các điều kiêṇ sau: 

      ●   Với mỗi 𝑦0 ∈ [𝑐, 𝑑] cố điṇh, hàm xác điṇh bởi 𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥, 𝑦0) là liên tuc̣ trên [𝑎, 𝑏] và khả vi trên 

(𝑎, 𝑏). 

      ●   Với mỗi 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) cố điṇh, hàm xác điṇh bởi 𝑦 ↦ 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦) là liên tuc̣ trên [𝑐, 𝑑] và khả vi trên 

(𝑐, 𝑑).  

      Khi đó, tồn taị môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ (𝑎, 𝑏) × (𝑐, 𝑑) sao cho  

𝑓(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑎, 𝑐) − 𝑓(𝑏, 𝑐) − 𝑓(𝑎, 𝑑) = (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0). 



      Chứng minh kết quả 1.5. 

      Xét môṭ số thưc̣ 𝑠 ∈ ℝ và hàm 𝐹: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ xác điṇh bởi 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝑓(𝑎, 𝑐) − 𝑓(𝑥, 𝑐) − 𝑓(𝑎, 𝑦) − 𝑠(𝑥 − 𝑎)(𝑦 − 𝑐). 

      Quan sát thấy rằng 𝐹(𝑎, 𝑐) = 𝐹(𝑎, 𝑑) = 𝐹(𝑏, 𝑐) = 0. Do đó, nếu chúng ta choṇ số thưc̣ 𝑠 sao cho 

𝐹(𝑏, 𝑑) = 0, nghiã là, nếu chúng ta choṇ 

𝑠 =
𝑓(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑎, 𝑐) − 𝑓(𝑏, 𝑐) − 𝑓(𝑎, 𝑑)

(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐)
, 

thì chúng ta se ̃có 𝐹(𝑎, 𝑐) + 𝐹(𝑏, 𝑑) = 𝐹(𝑏, 𝑐) + 𝐹(𝑎, 𝑑). Như vâỵ, từ Điṇh lí Rolle cho các hình chữ nhâṭ, 

tồn taị môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ (𝑎, 𝑏) × (𝑐, 𝑑) sao cho 𝐹𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 0, nghiã là, 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 𝑠. Điều này chỉ 

ra tính đúng đắn của kết quả mong muốn.                                                                                                         □ 

      Điṇh lí giá tri ̣trung hình cho các hình chữ nhâṭ có thể đươc̣ sử duṇg để ước tính giá tri ̣của hàm taị môṭ 

trong số các đỉnh của hình chữ nhâṭ, miêñ là đa ̃biết giá tri ̣của nó taị các đỉnh còn laị và chúng ta có các 

chăṇ cho môṭ trong số các đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ cấp hai của nó taị các điểm trong của hình chữ nhâṭ.   

      Kết quả 1.6. (Bất đẳng thức giá tri ̣ trung biǹh cho các hiǹh chữ nhâṭ) 

      Giả sử 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ với 𝑎 ≤ 𝑏 và 𝑐 ≤ 𝑑 và 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ thỏa mãn các điều kiêṇ sau: 

      ●  Với mỗi 𝑦0 ∈ [𝑐, 𝑑] cố điṇh, hàm xác điṇh bởi 𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥, 𝑦0) là liên tuc̣ trên [𝑎, 𝑏] và khả vi trên 

(𝑎, 𝑏). 

      ●  Với mỗi 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) cố điṇh, hàm xác điṇh bởi 𝑦 ↦ 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦) là liên tuc̣ trên [𝑐, 𝑑] và khả vi trên 

(𝑐, 𝑑).  

      ●  Tồn taị các số thưc̣ 𝑚,𝑀 ∈ ℝ sao cho 𝑚 ≤ 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≤ 𝑀 với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ (𝑎, 𝑏) × (𝑐, 𝑑). 

      Khi đó, 𝑚(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) ≤ 𝑓(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑎, 𝑐) − 𝑓(𝑏, 𝑐) − 𝑓(𝑎, 𝑑) ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐). 

      Chứng minh kết quả 1.6. 

      Nhâṇ thấy rằng nếu 𝑎 < 𝑏 và 𝑐 < 𝑑 thì các bất đẳng thức mong muốn se ̃là môṭ hê ̣quả trưc̣ tiếp của Kết 

quả 1.5), ngươc̣ laị nếu 𝑎 = 𝑏 hoăc̣ 𝑐 = 𝑑 thì mỗi môṭ trong ba biểu thức trong số các bất đẳng thức trên đều 

se ̃bằng không.                                                                                                                                                   □ 

      Nhâṇ thấy rằng, trong mỗi kết quả trong số ba kết quả cuối cùng, cu ̣thể là Điṇh lí Rolle cho các hình 

chữ nhâṭ, Điṇh lí giá tri ̣trung bình cho các hình chữ nhâṭ và Bất đẳng thức giá tri ̣trung bình cho các hình 

chữ nhâṭ, chúng ta luôn có thể giả thiết rằng, với mỗi 𝑦0 ∈ [𝑐, 𝑑], hàm xác điṇh bởi 𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥, 𝑦0)liên tuc̣ 

trên [𝑎, 𝑏] có thể đươc̣ làm yếu đi. Thâṭ vâỵ, như các phép chứng minh cho thấy, chúng ta chỉ cần giả sử 

rằng hàm 𝜙: [𝑎, 𝑏] → ℝ xác điṇh bởi 𝜙(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑑) − 𝑓(𝑥, 𝑐) là liên tuc̣. Ngoài ra, mỗi kết quả trong số ba 

kết quả này đều thừa nhâṇ môṭ daṇg tương tư ̣đơn giản với 𝑓𝑥 và 𝑓𝑥𝑦 đươc̣ thay thế bởi 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦𝑥. 

 



      Bây giờ, chúng ta đã sẵn sàng để chứng minh sư ̣bằng nhau của các đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ cấp hai với 

điều kiêṇ môṭ trong số chúng là liên tuc̣.     

      Kết quả 1.7. (Điṇh lí đaọ hàm riêng hỗn hơp̣) 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ mở và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm bất kì nằm trong 𝐷. Giả sử 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm 

sao cho cả 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 đều tồn taị trên 𝐷.   

      Khi đó, nếu 𝑓𝑥𝑦 hoăc̣ 𝑓𝑦𝑥 tồn taị trên 𝐷 và liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) thì cả 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) và 𝑓𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0) đều tồn taị 

và 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0).     

      Chứng minh kết quả 1.7.   

      Giả sử 𝑓𝑥𝑦 tồn taị trên 𝐷 và liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0). Giả sử cho trước môṭ số thưc̣ > 0. Do 𝐷 là môṭ tâp̣ 

con mở của ℝ2 và 𝑓𝑥𝑦 liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) nên, từ Kết quả 3.1.6) của bài viết “Phép tính vi phân hàm môṭ 

biến (1)”, se ̃tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 sao cho 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) ⊆ 𝐷 và  

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) ⇒ |𝑓𝑥𝑦 (𝑥, 𝑦) − 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0)| < . 

      Cố điṇh môṭ điểm (ℎ, 𝑘) ∈ 𝑆𝛿(0,0) với ℎ ≠ 0 và 𝑘 ≠ 0. Từ Điṇh lí gía tri ̣trung bình cho các hình chữ 

nhâṭ (Kết quả 1.5), tồn taị môṭ điểm (𝑐, 𝑑) ∈ 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) sao cho 

𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) − 𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0 + 𝑘) + 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = ℎ𝑘𝑓𝑥𝑦(𝑐, 𝑑). 

      Nhâṇ thấy rằng vế trái của phương trình trên có thể đươc̣ viết laị dưới daṇg 𝐺(𝑦0 + 𝑘) − 𝐺(𝑦0), trong đó 

hàm 𝐺: (𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 + 𝛿) → ℝ xác điṇh bởi 𝐺(𝑦) = 𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦). 

      Như vâỵ, 

|
𝐺(𝑦0 + 𝑘) − 𝐺(𝑦0)

ℎ𝑘
− 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0)| = |𝑓𝑥𝑦(𝑐, 𝑑) − 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0)| < . 

      Do 𝑓𝑦 tồn taị trên 𝐷 nên hàm 𝐺 se ̃khả vi taị 𝑦0 và 𝐺′(𝑦0) = 𝑓𝑦(𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0). Như vâỵ, bằng 

cách chuyển qua giới haṇ khi 𝑘 → 0 (với ℎ cố điṇh), chúng ta nhâṇ thấy rằng, với 0 < |ℎ| < 𝛿, 

|
𝑓𝑦(𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)

ℎ
− 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0)| = |

𝐺′(𝑦0)

ℎ
− 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0)| ≤ . 

      Do > 0 là tùy ý nên chúng ta có thể kết luâṇ rằng 𝑓𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0) tồn taị và bằng với 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0). Trường 

hơp̣ 𝑓𝑦𝑥 tồn taị trên 𝐷 và liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) đươc̣ chứng minh tương tư ̣theo quan điểm của tuyên bố nêu 

trong nhâṇ xét ở trên.                                                                                                                                         □ 

      Theo các quy ước của chúng ta đối với các đaọ hàm riêng bên trái cũng như bên phải, chúng ta có thể dê ̃

dàng nhâṇ thấy rằng môṭ kết quả có daṇg tương tư ̣với Điṇh lí đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ (Kết quả 1.7) vẫn 

đúng khi 𝐷 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm bất kì nằm trong 𝐷.                                      

       



      Chẳng haṇ, xét hàm 𝑓: ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 

𝑓(𝑥, 𝑦) = {
𝑥𝑦
𝑥2 + 𝑦2

𝑥2 − 𝑦2
 nếu (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0),

          0          nếu (𝑥, 𝑦) = (0,0).

  

      Rõ ràng là 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦, 𝑓𝑥𝑦 , 𝑓𝑦𝑥 tồn taị trên ℝ2 ∖ {(0,0)}. Ngoài ra, chúng ta cũng dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng 

𝑓𝑥(0, 𝑦0) = −𝑦0 với moị 𝑦0 ∈ ℝ và 𝑓𝑦(𝑥0, 0) = 𝑥0 với moị 𝑥0 ∈ ℝ. Do đó, 𝑓𝑥𝑦(0,0) = −1 ≠ 1 = 𝑓𝑦𝑥(0,0).      

      Như vâỵ, từ Kết quả 1.7), chúng ta có thể dê ̃dàng suy ra rằng cả 𝑓𝑥𝑦 và 𝑓𝑦𝑥 đều không thể liên tuc̣ taị 

(0,0). 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ mở và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm bất kì xác điṇh trên 𝐷. Trong trường hơp̣ môṭ đaọ 

hàm riêng cấp hai của hai của 𝑓 xác điṇh taị moị điểm nằm trong 𝐷, chúng ta có thể xét các đaọ hàm riêng 

của đaọ hàm riêng cấp hai theo 𝑥 hoăc̣ theo 𝑦. Điều này dẫn chúng ta đến các đaọ hàm riêng cấp ba 

𝑓𝑥𝑥𝑥 , 𝑓𝑥𝑥𝑦, 𝑓𝑥𝑦𝑥, 𝑓𝑥𝑦𝑦, 𝑓𝑦𝑥𝑥 , 𝑓𝑦𝑥𝑦, 𝑓𝑦𝑦𝑥, 𝑓𝑦𝑦𝑦. Bằng cách áp duṇg Điṇh lí đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ cho 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦, 

chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝑓𝑥𝑥𝑦 = 𝑓𝑥𝑦𝑥 và 𝑓𝑦𝑦𝑥 = 𝑓𝑦𝑥𝑦 taị mỗi điểm của 𝐷 mà taị đó các đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ 

cấp ba này liên tuc̣. Hơn nữa, nếu 𝑓𝑥𝑦 = 𝑓𝑦𝑥 trên 𝐷 thì, bằng cách lấy đaọ hàm riêng theo 𝑥 và theo 𝑦, chúng 

ta se ̃thu đươc̣ 𝑓𝑥𝑦𝑥 = 𝑓𝑦𝑥𝑥 và 𝑓𝑦𝑥𝑦 = 𝑓𝑥𝑦𝑦. Như vâỵ, nếu các đaọ hàm riêng cấp hai tồn taị và liên tuc̣ trên 𝐷, 

và các đaọ hàm riêng cấp ba tồn taị trên 𝐷 thì chúng ta se ̃có 𝑓𝑥𝑥𝑦 = 𝑓𝑥𝑦𝑥 = 𝑓𝑦𝑥𝑥 và 𝑓𝑥𝑦𝑦 = 𝑓𝑦𝑥𝑦 = 𝑓𝑦𝑦𝑥 taị 

mỗi điểm (𝑥0, 𝑦0) của 𝐷 mà taị đó các đaọ hàm riêng cấp ba này liên tuc̣.  

      Taị môṭ điểm như vâỵ, thay vì tám đaọ hàm riêng cấp ba khả di,̃ chúng ta chỉ cần xét bốn đaọ hàm riêng 

là đủ và chúng có thể đươc̣ kí hiêụ laị lần lươṭ bởi 

𝜕3𝑓

𝜕𝑥3
(𝑥0, 𝑦0),

𝜕3𝑓

𝜕𝑥2𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0),

𝜕3𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦2
(𝑥0, 𝑦0),

𝜕3𝑓

𝜕𝑦3
(𝑥0, 𝑦0), 

thay vì 𝑓𝑥𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0), 𝑓𝑦𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0), 𝑓𝑦𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0), 𝑓𝑦𝑦𝑦(𝑥0, 𝑦0).  

      Bằng cách tiếp tuc̣ thưc̣ hiêṇ theo cách này, với mỗi 𝑛 ∈ ℕ, chúng ta có thể xét các đaọ hàm riêng cấp 𝑛 

của 𝑓 taị môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) bất kì thuôc̣ 𝐷. Như vâỵ, chúng ta se ̃có 2𝑛 khả năng, nhưng nếu đaọ hàm riêng 

cấp < 𝑛 tồn taị và liên tuc̣ trên 𝐷 và đaọ hàm riêng cấp 𝑛 tồn taị trên 𝐷 và liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) thì chúng ta 

chỉ cần xét 𝑛 + 1 trong số đó là đủ, cu ̣thể là, 

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑛
(𝑥0, 𝑦0),

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑛−1𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0), … ,

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦𝑛−1
(𝑥0, 𝑦0),

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑦𝑛
(𝑥0, 𝑦0) với 𝑚 = 0,1, … , 𝑛, 

hoăc̣ đơn giản chỉ là 

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑛−𝑚𝜕𝑦𝑚
(𝑥0, 𝑦0) với 𝑚 = 0,1, … , 𝑛. 

 

 



      Chẳng haṇ,  

      (i)   Giả sử 𝐼 và 𝐽 là các khoảng mở khác rỗng trong ℝ, 𝜙: 𝐼 → ℝ và 𝜓: 𝐽 → ℝ là các hàm môṭ biến khả vi 

vô haṇ.  

      Xét các hàm 𝑓, 𝑔: 𝐼 × 𝐽 → ℝ xác điṇh bởi 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥) + 𝜓(𝑦) và 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜓(𝑦). 

      Bằng cách sử duṇg môṭ lâp̣ luâṇ quy nap̣ đơn giản trên chỉ số 𝑙 + 𝑚, trong đó 𝑙, 𝑚 là các số nguyên 

không âm, chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng tất cả các đaọ hàm riêng cấp cao của 𝑓 và 𝑔 đều tồn taị trên 𝐼 × 𝐽 

và, taị bất kì môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) cho trước nào thuôc̣ 𝐼 × 𝐽, đươc̣ xác điṇh bởi  

𝜕𝑙+𝑚𝑓

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑦𝑚
(𝑥0, 𝑦0) =

{
 
 

 
 𝜙(𝑥0) + 𝜓(𝑦0) nếu 𝑙 = 𝑚 = 0,

                 𝜙(𝑙)(𝑥0)      nếu 𝑙 ≥ 1 và 𝑚 = 0,

                𝜓(𝑚)(𝑦0)     nếu 𝑙 = 0 và 𝑚 ≥ 1,

                        0            nếu 𝑙 ≥ 1 và 𝑚 ≥ 1.

 

      Tương tư,̣ các đaọ hàm riêng cấp cao của 𝑔 cũng se ̃đươc̣ xác điṇh bởi 

𝜕𝑙+𝑚𝑔

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑦𝑚
(𝑥0, 𝑦0) = 𝜙

(𝑙)(𝑥0)𝜓
(𝑚)(𝑦0) với 𝑙 ≥ 0,𝑚 ≥ 0 và (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐼 × 𝐽. 

      (ii)  Với các số nguyên không âm 𝑖, 𝑗 bất kì cho trước, kí hiêụ 𝑔𝑖,𝑗: ℝ
2 → ℝ là hàm xác điṇh bởi 

𝑔𝑖,𝑗(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑖𝑦𝑗 . Bằng cách sử duṇg (i) nêu ở trên, chúng ta nhâṇ thấy rằng, với moị số nguyên không âm 

𝑙, 𝑚 và với môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2 bất kì,  

𝜕𝑙+𝑚𝑓𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑦𝑚
(𝑥0, 𝑦0) = {

𝑖! 𝑗!

(𝑖 − 𝑙)! (𝑗 − 𝑚)!
𝑥0
𝑖−𝑙𝑦0

𝑗−𝑚
 nếu 𝑙 ≤ 𝑖 và 𝑚 ≤ 𝑗,

                               0                    nếu 𝑙 > 𝑖 hoặc 𝑚 > 𝑗.

 

      Kế tiếp, giả sử 𝑓: ℝ2 → ℝ là môṭ hàm đa thức, nghiã là, 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∑

𝑖≥0       

∑

𝑗≥0        
𝑖+𝑗≤𝑛     

𝑐𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 , với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, 

trong đó 𝑛 là môṭ số nguyên không âm và 𝑐𝑖,𝑗 ∈ ℝ với 𝑖, 𝑗 ≥ 0 với 𝑖 + 𝑗 ≤ 𝑛. 

       Kí hiêụ 𝑐𝑖,𝑗 = 0 nếu 𝑖, 𝑗 ≥ 0 với 𝑖 + 𝑗 > 𝑛. Ngoài ra, như thường lê,̣ chúng ta luôn quy ước rằng 𝑎0 = 1  

với moị 𝑎 ∈ ℝ và moị tổng rỗng đều có giá tri ̣bằng 0. Khi đó, theo quan điểm của công thức nêu ở trên cho 

các đaọ hàm riêng của 𝑔𝑖,𝑗 , chúng ta nhâṇ thấy rằng, với moị số nguyên không âm 𝑙, 𝑚 và với môṭ điểm 

(𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2 bất kì, 

𝜕𝑙+𝑚𝑓𝑖,𝑗

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑦𝑚
(𝑥0, 𝑦0) =∑

𝑖≥𝑙       

∑

𝑗≥𝑚        
𝑖+𝑗≤𝑛     

𝑐𝑖,𝑗
𝑖! 𝑗!

(𝑖 − 𝑙)! (𝑗 − 𝑚)!
𝑥0
𝑖−𝑙𝑦0

𝑗−𝑚
, với mọi (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ

2. 



      Như vâỵ, các đaọ hàm riêng của 𝑓 với cấp bất kì tồn taị taị moị điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2 và đươc̣ cho bởi 

công thức trên. 

      (iii) Như đã nhâṇ xét từ trước đó, viêc̣ lấy đaọ hàm riêng se ̃tương đương với viêc̣ lấy đaọ hàm của môṭ 

hàm môṭ biến và, do đó, các quy tắc tính đaọ hàm thông thường vẫn có thể sử duṇg đươc̣. Đăc̣ biêṭ, chúng ta 

hãy xem xét ảnh hưởng của quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ đối với môṭ hàm hơp̣ có daṇg 𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑔(𝑢(𝑥, 𝑦)), trong đó 𝑔: 𝐸 → ℝ và 𝑢:𝐷 → ℝ2 sao cho 𝑢(𝐷) ⊆ 𝐸, trong đó 𝐸 là môṭ tâp̣ con mở của ℝ và 𝐷 

là môṭ tâp̣ con mở của ℝ2. Giả sử tất cả các đaọ hàm riêng của 𝑢 đều tồn taị trên 𝐷 và 𝑔 khả vi vô haṇ trên 

𝐸. Khi đó, tất cả các đaọ hàm riêng cấp cao của 𝑓 đều tồn taị trên 𝐷. Tuy nhiên, viêc̣ tìm môṭ công thức 

tường minh cho chúng dưới daṇg đaọ hàm riêng của 𝑢 và đaọ hàm của 𝑓 dường như không dê ̃dàng. Trong 

trường hơp̣ 𝑢 là môṭ hàm tuyến tính, nghiã là, 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, trong đó 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, taị 

bất kì môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 nào cho trước, bằng cách đăṭ 𝑢0 = 𝑢(𝑥0, 𝑦0) = 𝑎𝑥0 + 𝑏𝑦0, chúng ta dê ̃dàng 

nhâṇ thấy rằng 

𝜕𝑙+𝑚𝑓

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑦𝑚
(𝑥0, 𝑦0) = 𝑔

(𝑙+𝑚)(𝑢0)𝑎
𝑙𝑏𝑚 với 𝑙 ≥ 0,𝑚 ≥ 0. 

      Các tuyên bố chính thức của quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ se ̃đươc̣ thảo luâṇ thêm trong muc̣ 3. Điṇh lí 

giá tri ̣ trung biǹh và Công thức Taylor. 

      Với moị ℎ, 𝑘 ∈ ℝ cho trước, chúng ta điṇh nghiã toán tử đaọ hàm riêng 𝓓𝒉,𝒌 như sau:  

𝒟ℎ,𝑘 = ℎ
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
. 

      Nhâṇ thấy rằng 𝒟ℎ,𝑘 se ̃biến đổi môṭ hàm thưc̣ hai biến thành môṭ hàm thưc̣ hai biến khác. Như vâỵ, nếu 

𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ mở và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao cho cả hai đaọ hàm riêng của 𝑓 đều tồn taị taị moị điểm 

của 𝐷 thì 𝒟ℎ,𝑘𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm xác điṇh bởi 

(𝒟ℎ,𝑘𝑓)(𝑥0, 𝑦0) = ℎ
𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0) + 𝑘

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) = ℎ𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) + 𝑘𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0),  

trong đó (𝑥0, 𝑦0) thay đổi trên 𝐷. 

      Kí hiêụ toán tử 𝒟ℎ,𝑘𝑓 có môṭ ưu điểm là chúng ta có thể xem xét các lũy thừa hình thức (hoăc̣ hơp̣ liên 

tiếp) của 𝒟ℎ,𝑘 và những điều này se ̃cho phép chúng ta xem xét môṭ tổ hơp̣ của các đaọ hàm riêng cấp 𝑛 taị 

cùng môṭ thời điểm.  

      Như vâỵ, với moị 𝑛 ∈ ℕ, chúng ta se ̃điṇh nghiã 

𝒟ℎ,𝑘
𝑛 = (ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)

𝑛

= ∑ (
𝑛

𝑚
)ℎ𝑛−𝑚𝑘𝑚

𝜕𝑛

𝜕𝑥𝑛−𝑚𝜕𝑦𝑚

𝑛

𝑚=0

. 

      Nói cách khác, nếu 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ mở và 𝑓:𝐷 → ℝ có các đaọ hàm riêng với cấp ≤ 𝑛 liên tuc̣ taị 

moị điểm của 𝐷 thì 𝒟ℎ,𝑘
𝑛 𝑓:𝐷 → ℝ se ̃là môṭ hàm xác điṇh bởi  

 



(𝒟ℎ,𝑘
𝑛 𝑓)(𝑥0, 𝑦0) = ∑ (

𝑛

𝑚
)ℎ𝑛−𝑚𝑘𝑚

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑛−𝑚𝜕𝑦𝑚

𝑛

𝑚=0

(𝑥0, 𝑦0), 

trong đó (𝑥0, 𝑦0) thay đổi trên 𝐷. 

      Chẳng haṇ, 

(𝒟ℎ,𝑘
2 𝑓)(𝑥0, 𝑦0) = ℎ2

𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑥0, 𝑦0) + 2ℎ𝑘

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) + 𝑘

2
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
(𝑥0, 𝑦0). 

      Chẳng haṇ, xét môṭ đa thức 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 

𝑓(𝑥, 𝑦) = ∑

𝑖≥0       

∑

𝑗≥0        
𝑖+𝑗≤𝑛     

𝑐𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 , với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. 

      Bằng cách đăṭ (𝑥0, 𝑦0) = (0,0) trong công thức đaọ hàm riêng cấp cao của 𝑓 nêu trong ví du ̣(ii) ở trên, 

chúng ta nhâṇ thấy rằng 

𝜕𝑙+𝑚𝑓

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑦𝑚
(0,0) = 𝑙!𝑚! 𝑐𝑙,𝑚 với mọi số nguyên không âm 𝑙,𝑚. 

      Như vâỵ, với moị số nguyên không âm 𝑝 cho trước, chúng ta se ̃có  

(𝒟ℎ,𝑘
𝑝
𝑓)(0,0) = 𝑝! ∑ 𝑐𝑝−𝑚,𝑚ℎ

𝑝−𝑚𝑘𝑚
𝑝

𝑚=0

 với mọi (ℎ, 𝑘) ∈ ℝ2. 

      Bằng cách chia cả hai vế cho 𝑝! và lấy tổng khi 𝑝 thay đổi từ 0 đến 𝑛, chúng ta nhâṇ thấy rằng 

𝑓(𝑛, 𝑘) =∑
1

𝑝!

𝑛

𝑝=0

(𝒟ℎ,𝑘
𝑝
𝑓)(0,0) với mọi (ℎ, 𝑘) ∈ ℝ2. 

      Như vâỵ, chúng ta đã thu đươc̣ môṭ biểu thức thay thế cho 𝑓(𝑥, 𝑦) theo các đaọ hàm riêng cấp cao của 

nó taị (0,0). 

      Đaọ hàm có hướng cấp cao   

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ con mở của ℝ2 và 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) là môṭ vector đơn vi ̣trong ℝ2. Khi đó, với 

moị điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷, số thưc̣ 0 rõ ràng là môṭ điểm trong của 𝐷0 = {𝑡 ∈ ℝ: (𝑥0 + 𝑡𝑢1, 𝑦0 + 𝑡𝑢2) ∈ 𝐷}. 

Giả sử 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm bất kì. 

      Nếu 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) tồn taị taị moị điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 thì chúng ta se ̃thu đươc̣ môṭ hàm từ 𝐷 đến ℝ xác 

điṇh bởi (𝑥, 𝑦) ↦ 𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦). Nó thường đươc̣ kí hiêụ laị bởi 𝐷𝑢𝑓 và đươc̣ goị là đaọ hàm có hướng của 𝒇 

trên 𝑫 doc̣ theo 𝒖. Do 𝐷𝑢𝑓 là môṭ hàm thưc̣ hai biến nên chúng ta có thể xem xét thêm các đaọ hàm có 

hướng của nó doc̣ theo 𝑢 taị các điểm của 𝐷. Nếu chúng tồn taị taị moị điểm 𝐷 thì chúng ta se ̃thu đươc̣ môṭ 

hàm từ 𝐷 đến ℝ xác điṇh bởi (𝑥, 𝑦) ↦ 𝐷𝑢(𝐷𝑢𝑓)(𝑥, 𝑦). Nó thường đươc̣ kí hiêụ laị bởi 𝐷𝑢
2𝑓 và đươc̣ goị là 

đaọ hàm có hướng cấp hai của 𝑓 trên 𝐷 doc̣ theo 𝑢. Nói chung, chúng ta có thể đưa ra môṭ điṇh nghiã đê ̣quy  



như sau. Giả sử 𝑓0 = 𝐷𝑢
0𝑓 = 𝑓 và 𝑓𝑖 = 𝐷𝑢

𝑖 𝑓 đa ̃đươc̣ xác điṇh với 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 1, trong đó 𝑛 ∈ ℕ. Nếu 

đaọ hàm có hướng của 𝑓𝑛−1 trên 𝐷 doc̣ theo 𝑢 tồn taị thì chúng ta thường kí hiêụ nó laị bởi 𝐷𝑢
𝑛𝑓 và goị nó là 

đaọ hàm có hướng cấp 𝒏 của 𝒇 trên 𝑫 doc̣ theo 𝒖. Lưu ý rằng 𝐷𝑢
1𝑓 = 𝐷𝑢𝑓.     

      Giả sử 𝑓: 𝐷 → ℝ và 𝑢 như trên, và đaọ hàm có hướng 𝐷𝑢𝑓 của 𝑓 trên 𝐷 doc̣ theo 𝑢 tồn taị. Nếu 𝑣 là môṭ 

vector đơn vi ̣bất kì trong ℝ2 và đaọ hàm có hướng của 𝐷𝑢𝑓 trên 𝐷 doc̣ theo 𝑣 tồn taị thì chúng ta se ̃thu 

đươc̣ môṭ hàm từ 𝐷 đến ℝ xác điṇh bởi (𝑥, 𝑦) ↦ 𝐷𝑣(𝐷𝑢𝑓)(𝑥, 𝑦). Nó thường đươc̣ kí hiêụ laị bởi 𝐷𝑢𝑣
2 𝑓. Bằng 

cách tiến hành theo cách này, chúng ta se ̃có thể xây dưṇg môṭ khái niêṃ về các đaọ hàm có hướng cấp 𝑛 

doc̣ theo môṭ 𝑛 − bô ̣sắp thứ tư ̣của các vector đơn vi ̣trong ℝ2. Tuy nhiên, chúng ta se ̃không có bất kì môṭ 

cơ hôị nào để sử duṇg những khái niêṃ như vâỵ môṭ cách đầy đủ tổng quát và, do đó, chúng ta se ̃không 

thảo luâṇ thêm về nó.  

      Chúng ta đã thấy từ trước đó rằng môṭ daṇg tương tư ̣hai biến của Điṇh lí giá tri ̣trung bình có thể đươc̣ 

taọ thành bằng cách sử duṇg các đaọ hàm có hướng. Theo cách tương tư,̣ chúng ta có thể xây dưṇg và chứng 

minh môṭ daṇg tương tư ̣hai biến của Công thức Taylor bằng cách sử duṇg các đaọ hàm có hướng cấp cao 

hơn. Đầu tiên, chúng ta hãy nhắc laị phát biểu của Công thức Taylor từ phép tính môṭ biến. Đối với các phép 

chứng minh, chúng ta có thể tham khảo Kết quả 2.4) của bài viết “Phép tính vi phân hàm môṭ biến (1)”.  

      Kết quả 3. (Công thức Taylor) 

      Giả sử 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ với 𝑎 < 𝑏 và 𝑛 là môṭ số nguyên không âm.  

      Khi đó, nếu 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ là môṭ hàm sao cho 𝑓 ′, 𝑓 ′′, … , 𝑓(𝑛) tồn taị trên [𝑎, 𝑏], hơn nữa, 𝑓(𝑛) liên tuc̣ 

trên [𝑎, 𝑏] và khả vi trên (𝑎, 𝑏) thì se ̃tồn taị môṭ số thưc̣ 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏) sao cho 

𝑓(𝑏) = 𝑓(𝑎) + 𝑓 ′(𝑎)(𝑏 − 𝑎) + ⋯+
𝑓(𝑛)(𝑎)

𝑛!
(𝑏 − 𝑎)𝑛 +

𝑓(𝑛+1)(𝑐)

(𝑛 + 1)!
(𝑏 − 𝑎)𝑛+1. 

      Sau đây là môṭ kết quả tương tư ̣cho các hàm hai biến.  

      Kết quả 1.8. (Công thức Taylor hai biến) 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ mở, (𝑥0, 𝑦0) và (𝑥1, 𝑦1) là các điểm phân biêṭ trong 𝐷 sao cho đoaṇ thẳng nối 

giữa chúng nằm trong 𝐷, nghiã là, 𝐿 = {(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∈ ℝ2: 𝑡 ∈ [0,1]} ⊆ 𝐷, trong đó 𝑥(𝑡) = 𝑥0 + 𝑡(𝑥1 − 𝑥0) 

và 𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝑡(𝑦1 − 𝑦0). Giả sử 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) là vector đơn vi ̣xác điṇh bởi 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) =
1

𝑟
(𝑥1 −

𝑥0, 𝑦1 − 𝑦0), trong đó 𝑟 = √(𝑥1 − 𝑥0)
2 + (𝑦1 − 𝑦0)

2. Giả sử 𝑛 là môṭ số nguyên không âm và 𝑓:𝐷 → ℝ là 

môṭ hàm sao cho 𝐷𝑢
𝑖 𝑓 tồn taị và liên tuc̣ trên 𝐷 với 𝑖 = 0,… , 𝑛, và, hơn nữa, 𝐷𝑢

𝑛+1𝑓 tồn taị taị (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 

với mỗi 𝑡 ∈ (0,1).     

      Khi đó, tồn taị môṭ điểm (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐿 ∖ {(𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1)} sao cho 

𝑓(𝑥1, 𝑦1) = ∑
𝑟𝑖

𝑖!
(𝐷𝑢

𝑖 𝑓)(𝑥0, 𝑦0)

𝑛

𝑖=0

+
𝑟𝑛+1

(𝑛 + 1)!
(𝐷𝑢

𝑛+1𝑓)(𝑐, 𝑑). 

       



      Chứng minh kết quả 1.8. 

      Với 𝑖 = 0,… , 𝑛, kí hiêụ 𝑓𝑖: 𝐷 → ℝ là hàm xác điṇh bởi 𝑓𝑖 = 𝐷𝑢
𝑖 𝑓 và 𝐹𝑖: [0,1] → ℝ là hàm xác điṇh bởi 

𝐹𝑖(𝑡) = 𝑓𝑖(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) với 𝑡 ∈ [0,1]. Kí hiêụ 𝑓𝑛+1: 𝐿 ∖ {(𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1)} → ℝ là hàm xác điṇh bởi 𝑓𝑛+1 =

𝐷𝑢
𝑛+1𝑓 và 𝐹𝑛+1: (0,1) → ℝ là hàm xác điṇh bởi 𝐹𝑛+1(𝑡) = 𝑓𝑛+1(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) với 𝑡 ∈ (0,1). 

      Bằng cách sử duṇg điṇh nghiã của đaọ hàm có hướng, chúng ta nhâṇ thấy rằng, như trong phép chứng 

minh của Điṇh lí giá tri ̣trung bình hai biến (Kết quả 1.2), nếu 𝑛 ≥ 1 thì 𝐹 = 𝐹0 se ̃khả vi trên [0,1] và  

𝐹′(𝑡) = 𝑟(𝐷𝑢𝑓)(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = 𝑟𝑓1(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = 𝑟𝐹1(𝑡) với moị 𝑡 ∈ [0,1]. 

      Tương tư,̣ nếu 𝑛 ≥ 2 thì 𝐹1 se ̃khả vi trên [0,1] và 𝐹1
′(𝑡) = 𝑟𝐹2(𝑡) với moị 𝑡 ∈ [0,1].  

      Như vâỵ, 𝐹 = 𝐹0 khả vi hai lần trên [0,1] và  

𝐹′′(𝑡) = 𝑟𝐹1
′(𝑡) = 𝑟2𝐹2(𝑡) với moị 𝑡 ∈ [0,1]. 

      Bằng cách tiếp tuc̣ theo cách này, chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng, với 𝑖 = 0,… , 𝑛, đaọ hàm cấp 𝑖 của 𝐹 

tồn taị trên [0,1] và 𝐹(𝑖)(𝑡) = 𝑟𝑖𝐹𝑖(𝑡) với moị 𝑡 ∈ [0,1]. Hơn nữa, đaọ hàm cấp (𝑛 + 1) của 𝐹 tồn taị trên 

(0,1) và 𝐹(𝑛+1)(𝑡) = 𝑟𝑛+1𝐹𝑛+1(𝑡) với moị 𝑡 ∈ (0,1). Như vâỵ, bằng cách áp duṇg Công thức Taylor từ các 

phép tính môṭ biến (Kết quả 3) cho hàm 𝐹, tồn taị môṭ số thưc̣ ∈ (0,1) sao cho  

𝐹(1) =∑
𝐹(𝑖)(0)

𝑖!

𝑛

𝑖=0

+
𝐹(𝑛+1)( )

(𝑛 + 1)!
. 

      Như vâỵ, bằng cách đăṭ (𝑐, 𝑑) = (𝑥( ), 𝑦( )) ∈ 𝐿 ∖ {(𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1)}, chúng ta nhâṇ thấy rằng 

𝑓(𝑥1, 𝑦1) = ∑
𝑟𝑖

𝑖!
(𝐷𝑢

𝑖 𝑓)(𝑥0, 𝑦0)

𝑛

𝑖=0

+
𝑟𝑛+1

(𝑛 + 1)!
(𝐷𝑢

𝑛+1𝑓)(𝑐, 𝑑), 

như đa ̃tuyên bố.                                                                                                                                                 □ 

      Trong trường hơp̣ đẳng thức 𝐷𝑢𝑓 = ∇𝑓. 𝑢 đươc̣ thỏa mãn bởi 𝑓 cũng như các đaọ hàm có hướng cấp cao 

hơn của nó, chúng ta se ̃thu đươc̣ phiên bản thay thế sau đây của Công thức Taylor hai biến tương tư ̣với Kết 

quả 1.3).             

      Kết quả 1.9. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ mở và 𝑛 là môṭ số nguyên không âm. Giả sử (𝑥0, 𝑦0) và (𝑥1, 𝑦1) là các điểm 

phân biêṭ thuôc̣ 𝐷 và 𝐿 là đoaṇ thẳng nối giữa chúng. Giả sử 𝐿 ⊆ 𝐷. Giả sử 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao cho 𝑓 

có các đaọ hàm riêng cấp ≤ 𝑛 + 1 liên tuc̣ taị moị điểm của 𝐷 và, hơn nữa, các đaọ hàm có hướng cấp cao 

hơn 𝐷𝑢
𝑖 𝑓 tồn taị taị moị điểm của 𝐷 với moị vector đơn vi ̣𝑢 trong ℝ2 và 𝑖 = 0,1, … , 𝑛 + 1. Giả sử thêm 

rằng, với bất kì môṭ vector đơn vi ̣𝑢 nào trong ℝ2, các hàm 𝑓𝑖 = 𝐷𝑢
𝑖 𝑓 đều thỏa mãn hê ̣thức 

(𝐷𝑢𝑓𝑖)(𝑥, 𝑦) = ∇𝑓𝑖(𝑥, 𝑦). 𝑢 với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 và 𝑖 = 0,… , 𝑛, 

trong đó 𝑓0 = 𝑓. 



      Khi đó, tồn taị môṭ điểm (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐿 ∖ {(𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1)} sao cho  

𝑓(𝑥1, 𝑦1) =∑
1

𝑖!

𝑛

𝑖=0

(𝒟ℎ,𝑘
𝑖 𝑓)(𝑥0, 𝑦0) +

1

(𝑛 + 1)!
(𝒟ℎ,𝑘

𝑛+1𝑓)(𝑐, 𝑑), 

trong đó ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 và 𝑘 = 𝑦1 − 𝑦0. 

      Chứng minh kết quả 1.9.    

      Với ℎ và 𝑘 như trên, kí hiêụ 𝑟 = √ℎ2 + 𝑘2 và 𝑢 = (ℎ 𝑟⁄ , 𝑘 𝑟⁄ ). Khi đó, 𝑢 se ̃là môṭ vector đơn vi ̣trong 

ℝ2 với 𝑟𝑢 = (ℎ, 𝑘). Như trong phép chứng minh của Kết quả 1.3), với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 và 𝑖 = 0,1, … , 𝑛, 

chúng ta se ̃có 

𝑟𝑓𝑖+1(𝑥, 𝑦) = 𝑟𝐷𝑢𝑓𝑖(𝑥, 𝑦) = (ℎ
𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕𝑓𝑖

𝜕𝑦
) (𝑥, 𝑦) = (𝒟ℎ,𝑘𝑓𝑖)(𝑥, 𝑦). 

      Bằng cách lần lươṭ sử duṇg đẳng thức trên, chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝑟𝑖(𝐷𝑢
𝑖 𝑓) = 𝑟𝑖𝑓𝑖 = (𝒟ℎ,𝑘𝑓𝑖)

𝑖 với 𝑖 =

0,… , 𝑛 + 1. Như vâỵ, kết quả mong muốn đươc̣ suy ra ngay lâp̣ tức từ Kết quả 1.8).                              □                           

      2. Tính khả vi 

      Những khó khăn liên quan đến viêc̣ tổng quát hóa khái niêṃ khả vi từ các hàm môṭ biến thành các hàm 

hai (hoăc̣ nhiều) biến đã đươc̣ thỏa luâṇ trong phần đầu của muc̣ 1. Khái niêṃ đaọ hàm riêng và đaọ hàm 

có hướng. Chúng ta se ̃trình bày trong muc̣ này cách khắc phuc̣ những khó khăn này. Ý tưởng chính ở đây 

gồm hai phần: (i) nhâṇ thức rằng đaọ hàm của môṭ hàm thưc̣ hai biến có thể không phải là môṭ số mà có thể 

là môṭ căp̣ số thưc̣, (ii) nhâṇ xét rằng vấn đề chia cho môṭ điểm (ℎ, 𝑘) trong ℝ2 có thể đươc̣ giải quyết bằng 

cách thay thế (ℎ, 𝑘) bởi chuẩn |(ℎ, 𝑘)| = √ℎ2 + 𝑘2 của nó. Để hiểu điều này rõ ràng hơn, trước tiên, chúng 

ta hãy lưu ý rằng nếu 𝐷 ⊆ ℝ và 𝑐 là môṭ điểm trong của 𝐷 thì hàm 𝑓: 𝐷 → ℝ se ̃khả vi taị 𝑐 khi và chỉ khi 

tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛼 ∈ ℝ sao cho 

𝑙𝑖𝑚ℎ→0

𝑓(𝑐 + ℎ) − 𝑓(𝑐) − 𝛼ℎ

|ℎ|
= 0. 

      Trong trường hơp̣ này, 𝛼 se ̃đươc̣ goị là đaọ hàm của 𝑓 taị 𝑐. 

      Bây giờ, giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm trong của 𝐷. Môṭ hàm 𝑓: 𝐷 → ℝ đươc̣ goị là khả vi taị 

(𝑥0, 𝑦0) nếu tồn taị (𝛼1, 𝛼2) ∈ ℝ
2 sao cho 

𝑙𝑖𝑚(ℎ,𝑘)→(0,0)

𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) − 𝛼1ℎ − 𝛼2𝑘

√ℎ2 + 𝑘2
= 0. 

      Trong trường hơp̣ này, chúng ta se ̃goị căp̣ (𝛼1, 𝛼2) là đaọ hàm toàn phần của 𝒇 taị (𝒙𝟎, 𝒚𝟎). (Trong các 

phương pháp xử lí hiêṇ đaị của phép tính nhiều biến, thay vì căp̣ (𝛼1, 𝛼2), ánh xa ̣tuyến tính từ ℝ2 đến ℝ xác 

điṇh bởi (ℎ, 𝑘) ⟼ 𝛼1ℎ + 𝛼2𝑘 đươc̣ goị là đaọ hàm (toàn phần) của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0). Tuy nhiên, căp̣ (𝛼1, 𝛼2) 

và ánh xa ̣tuyến tính tương ứng xác điṇh duy nhất lẫn nhau. Với lí do này và để đơn giản hóa vấn đề, chúng 

ta se ̃goị căp̣ (𝛼1, 𝛼2) là đaọ hàm (toàn phần) của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0).) 



      Chúng ta cần lưu ý rằng nếu 𝑓 khả vi taị (𝑥0, 𝑦0), (𝛼1, 𝛼2) là đaọ hàm toàn phần của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) thì, 

khi (ℎ, 𝑘) tiến đến (0,0) doc̣ theo truc̣ 𝑥 hoăc̣ truc̣ 𝑦, chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng 

𝑙𝑖𝑚ℎ⟶0

𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) − 𝛼1ℎ

|ℎ|
= 𝑙𝑖𝑚𝑘⟶0

𝑓(𝑥0, 𝑦0 + 𝑘) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) − 𝛼2𝑘

|𝑘|
= 0. 

      Như vâỵ, cả 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) và 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) đều tồn taị và tương ứng bằng với 𝛼1 và 𝛼2.  

      Nói cách khác, nếu 𝑓 khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) thì gradient của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) tồn taị và  

đaọ hàm toàn phần của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0).  

      Như vâỵ, khi kiểm tra tính khả vi của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0), rõ ràng giá tri ̣nào của 𝛼1 và 𝛼2 cũng có thể hoaṭ 

đôṇg và nhiêṃ vu ̣của chúng ta giảm xuống còn kiểm tra xem giới haṇ hai biến tương ứng có tồn taị và bằng 

không hay không. Ngoài ra, nếu môṭ trong hai đaọ hàm riêng không tồn taị taị môṭ điểm nào đó thì chúng ta 

có thể chắc chắn rằng 𝑓 se ̃khả vi taị điểm đó. Điều này se ̃đươc̣ minh hoạ trong các ví du ̣nêu dưới đây. Măṭ 

khác, sư ̣tồn taị của cả hai đaọ hàm riêng taị (𝑥0, 𝑦0) là không đủ để 𝑓 khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) và điều này cũng se ̃

đươc̣ chỉ ra trong các ví du ̣nêu dưới đây.   

      Chẳng haṇ, 

      (i)   Giả sử 𝑓:ℝ2 → ℝ là hàm hằng xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 với moị (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. Rõ ràng 𝑓 khả vi taị 

moị điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2 và đaọ hàm toàn phần của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) là (0,0).  

      (ii)  Giả sử 𝑓:ℝ2 → ℝ là hàm xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 với moị (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. Với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈

ℝ2 cho trước, chúng ta se ̃có 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 2𝑥0 và 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) = 2𝑦0 và, hơn nữa, 

 𝑙𝑖𝑚(ℎ,𝑘)→(0,0)

𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) − 2𝑥0ℎ − 2𝑦0𝑘

√ℎ2 + 𝑘2
= 𝑙𝑖𝑚(ℎ,𝑘)→(0,0)

ℎ2 + 𝑘2

√ℎ2 + 𝑘2
 

                                                                                                               = 𝑙𝑖𝑚(ℎ,𝑘)→(0,0)√ℎ
2 + 𝑘2 

                                                                       = 0. 

      Điều này chỉ ra rằng 𝑓 khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) và ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (2𝑥0, 2𝑦0).   

      (iii)  Giả sử 𝑓:ℝ2 → ℝ là hàm chuẩn xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2 với moị (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. Chúng ta 

có thể nhâṇ thấy rằng cả 𝑓𝑥(0,0) và 𝑓𝑦(0,0) đều không tồn taị. Như vâỵ, 𝑓 se ̃không thể khả vi taị (0,0). 

      (iv)  Giả sử 𝑓:ℝ2 → ℝ là hàm xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = |𝑥𝑦|. Dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng 𝑓𝑥(0,0) =

𝑓𝑦(0,0) = 0. Hơn nữa, với moị (ℎ, 𝑘) ∈ ℝ2, chúng ta se ̃có |ℎ| ≤ √ℎ2 + 𝑘2 và, do đó, nếu (ℎ, 𝑘) ≠ (0,0) thì  

𝑓(ℎ, 𝑘) − 𝑓(0,0) − 0. ℎ − 0. 𝑘

√ℎ2 + 𝑘2
=

|ℎ𝑘|

√ℎ2 + 𝑘2
≤ |𝑘| → 0 khi (ℎ, 𝑘) → (0,0). 

      Như vâỵ, 𝑓 se ̃khả vi taị (0,0) và ∇𝑓(0,0) = (0,0).  

       



      Đối với các hàm môṭ biến, chúng ta có môṭ đăc̣ trưng khả vi khá hữu ích đươc̣ đưa ra bởi Bổ đề 

Carathéodory. Đầu tiên, chúng ta hãy nhắc laị phát biểu của nó. Đối với các phép chứng minh, chúng ta có 

thể tham khảo Kết quả 1.1) của bài viết “Phép tính vi phân hàm môṭ biến (1)”.   

      Kết quả 4. (Bổ đề Carathéodory)  

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ và 𝑐 là môṭ điểm trong của 𝐷. 

      Khi đó, 𝑓:𝐷 → ℝ se ̃khả vi taị 𝑐 khi và chỉ khi tồn taị môṭ hàm 𝑓1: 𝐷 → ℝ sao cho 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑐) =

(𝑥 − 𝑐)𝑓1(𝑥) với moị 𝑥 ∈ 𝐷 và 𝑓1 liên tuc̣ taị 𝑐. Ngoài ra, nếu các điều kiêṇ này đươc̣ thỏa mãn thì 𝑓 ′(𝑐) =

𝑓1(𝑐).   

      Nếu các điều kiêṇ của Kết quả 4) đươc̣ thỏa mãn thì hàm 𝑓1 se ̃đươc̣ xác điṇh duy nhất bởi 𝑓 và 𝑐, và 𝑓1 

đươc̣ goị là hàm liên kết với 𝒇 và 𝒄. Đối với các hàm hai biến, chúng ta cũng có môṭ đăc̣ trưng tương tư ̣về 

tính khả vi và nó se ̃đóng môṭ vai trò quan troṇg trong phần kế tiếp.    

      Kết quả 2.1. (Bổ đề Carathéodory hai biến) 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm trong của 𝐷. 

      Khi đó, 𝑓:𝐷 → ℝ se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) khi và chỉ khi tồn taị các hàm 𝑓1, 𝑓2: 𝐷 → ℝ sao cho 𝑓1 và 𝑓2 liên 

tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) và 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑥 − 𝑥0)𝑓1(𝑥, 𝑦) + (𝑦 − 𝑦0)𝑓2(𝑥, 𝑦) với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. Ngoài ra, 

nếu các điều kiêṇ này đươc̣ thỏa mãn thì ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑓1(𝑥0, 𝑦0), 𝑓2(𝑥0, 𝑦0)).  

      Chứng minh kết quả 2.1. 

      Giả sử 𝑓: 𝐷 → ℝ khả vi taị (𝑥0, 𝑦0). 

      Khi đó, tồn taị môṭ (𝛼1, 𝛼2) ∈ ℝ
2 sao cho  

𝑙𝑖𝑚(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝐹(𝑥, 𝑦)

√(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2
= 0, 

trong đó 

𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) − 𝛼1(𝑥 − 𝑥0) − 𝛼2(𝑦 − 𝑦0) với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 

      Kí hiêụ 𝑓1, 𝑓2: 𝐷 → ℝ là các hàm xác điṇh bởi 𝑓𝑖(𝑥0, 𝑦0) = 𝛼𝑖 , với 𝑖 = 1,2, và, với (𝑥, 𝑦) ≠ (𝑥0, 𝑦0), 

𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝛼1 +
(𝑥 − 𝑥0)𝐹(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2
, 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 𝛼2 +

(𝑦 − 𝑦0)𝐹(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2
. 

      Khi đó, với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 với (𝑥, 𝑦) ≠ (𝑥0, 𝑦0), chúng ta se ̃có  

(𝑥 − 𝑥0)𝑓1(𝑥, 𝑦) + (𝑦 − 𝑦0)𝑓2(𝑥, 𝑦)                                                                        

= 𝛼1(𝑥 − 𝑥0) +
(𝑥 − 𝑥0)

2𝐹(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2
+ 𝛼2(𝑦 − 𝑦0) +

(𝑦 − 𝑦0)
2𝐹(𝑥, 𝑦)

(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2
 

= 𝛼1(𝑥 − 𝑥0) + 𝛼2(𝑦 − 𝑦0) + 𝐹(𝑥, 𝑦).                                                                           



      Như vâỵ, bằng cách sử duṇg điṇh nghiã của 𝐹(𝑥, 𝑦) và kiểm tra trưc̣ tiếp khi (𝑥, 𝑦) = (𝑥0, 𝑦0), chúng ta 

nhâṇ thấy rằng 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑥 − 𝑥0)𝑓1(𝑥, 𝑦) + (𝑦 − 𝑦0)𝑓2(𝑥, 𝑦) với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 

      Ngoài ra, với moị (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 cho trước với (𝑥, 𝑦) ≠ (𝑥0, 𝑦0), rõ ràng chúng ta se ̃có 

|𝑥 − 𝑥0|

√(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2
≤ 1 và 

|𝑦 − 𝑦0|

√(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2
≤ 1, 

và, do đó, với (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 với (𝑥, 𝑦) ≠ (𝑥0, 𝑦0) và với 𝑖 = 1,2, chúng ta se ̃có  

|𝑓𝑖(𝑥0, 𝑦0) − 𝛼𝑖| ≤ |
𝐹(𝑥, 𝑦)

√(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2
| → 0 khi (𝑥, 𝑦) → (𝑥0, 𝑦0). 

      Như vâỵ, từ Kết quả 3.3.1) của bài viết “Phép tính giới haṇ hàm hai biến”, chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝑓1 

và 𝑓2 se ̃liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0). 

      Ngươc̣ laị, giả sử tồn taị các hàm 𝑓1, 𝑓2: 𝐷 → ℝ liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) sao cho 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑥 − 𝑥0)𝑓1(𝑥, 𝑦) + (𝑦 − 𝑦0)𝑓2(𝑥, 𝑦) với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 

      Kí hiêụ 𝛼1 = 𝑓1(𝑥0, 𝑦0), 𝛼2 = 𝑓2(𝑥0, 𝑦0) và 𝐹(𝑥, 𝑦) như trước.       

      Khi đó, 

𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝑥0)(𝑓1(𝑥, 𝑦) − 𝛼1) + (𝑦 − 𝑦0) (𝑓2(𝑥, 𝑦) − 𝛼2) với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 

      Như vâỵ, với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 với (𝑥, 𝑦) ≠ (𝑥0, 𝑦0), chúng ta se ̃có 

|
𝐹(𝑥, 𝑦)

√(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2
| ≤ |𝑓1(𝑥, 𝑦) − 𝛼1| + |𝑓2(𝑥, 𝑦) − 𝛼2|. 

      Do cả 𝑓1 và 𝑓2 đều liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) nên chúng ta se ̃có |𝑓1(𝑥, 𝑦) − 𝛼1| → 0 và |𝑓2(𝑥, 𝑦) − 𝛼2| → 0 khi 

(𝑥, 𝑦) → (𝑥0, 𝑦0). 

      Như vâỵ,  

𝑙𝑖𝑚(𝑥,𝑦)→(𝑥0,𝑦0)

𝐹(𝑥, 𝑦)

√(𝑥 − 𝑥0)
2 + (𝑦 − 𝑦0)

2
= 0. 

      Điều này chỉ ra rằng 𝑓 khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) và ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑓1(𝑥0, 𝑦0), 𝑓2(𝑥0, 𝑦0)).                                  □ 

      Môṭ căp̣ hàm (𝑓1, 𝑓2) thỏa mãn các điều kiêṇ nêu trong Bổ đề Carathéodory hai biến se ̃đươc̣ goị là môṭ 

căp̣ hàm liên kết với hàm 𝑓 và điểm (𝑥0, 𝑦0). Như vâỵ, Bổ đề Carathéodory hai biến có thể đươc̣ diêñ giải 

laị bằng cách nói rằng tính khả vi của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) se ̃tương đương với sư ̣tồn taị của môṭ căp̣ hàm liên kết 

với 𝑓 và (𝑥0, 𝑦0). 

  



      Nhâṇ xét, 

      (i)  Như trong trường hơp̣ hàm môṭ biến, tính khả vi của môṭ hàm hai biến là môṭ điều kiêṇ cuc̣ bô.̣ Nói 

cách khác, nếu 𝐷 ⊆ ℝ2 và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm trong của 𝐷 thì 𝑓:𝐷 → ℝ se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) khi và chỉ khi 

tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 với 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) ⊆ 𝐷 sao cho phép thu hep̣ 𝑓|𝑆𝛿(𝑥0,𝑦0) của 𝑓 trên 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) se ̃khả vi 

taị (𝑥0, 𝑦0). Đăc̣ biêṭ, để kiểm tra tính khả vi của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0), Bổ đề Carathéodory hai biến có thể đươc̣ áp 

duṇg cho môṭ phép thu hep̣ như vâỵ của 𝑓 chỉ cần tìm đươc̣ môṭ căp̣ hàm liên kết trên 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) với môṭ số 

𝛿 > 0 nào đó.   

      (ii) Ngươc̣ laị với trường hơp̣ hàm môṭ biến, môṭ căp̣ hàm liên kết với môṭ hàm hai biến 𝑓: 𝐷 → ℝ và 

môṭ điểm trong (𝑥0, 𝑦0) của 𝐷 có thể không duy nhất. Thâṭ vâỵ, giả sử (𝑓1, 𝑓2) là môṭ căp̣ hàm liên kết với 𝑓 

và (𝑥0, 𝑦0), và ℎ: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm bất kì nào đó liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0). 

      Kí hiêụ 𝑔1, 𝑔2: 𝐷 → ℝ là các hàm xác điṇh bởi 

𝑔1(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥, 𝑦) + (𝑦 − 𝑦0)ℎ(𝑥, 𝑦) và 𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑓2(𝑥, 𝑦) − (𝑥 − 𝑥0)ℎ(𝑥, 𝑦). 

      Khi đó, (𝑔1, 𝑔2) cũng se ̃là môṭ căp̣ hàm liên kết với 𝑓 và (𝑥0, 𝑦0). Như vâỵ, nếu 𝑓 khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) thì 

se ̃có vô số các căp̣ hàm liên kết với 𝑓 và (𝑥0, 𝑦0).   

      Chẳng haṇ, xét hàm 𝑓: ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm bất kì của ℝ2.  

      Kí hiêụ 𝑓1, 𝑓2: ℝ
2 → ℝ là các hàm xác điṇh bởi 𝑓1(𝑥, 𝑦) = 1 và 𝑓2(𝑥, 𝑦) = 0. 

      Khi đó, rõ ràng (𝑓1, 𝑓2) là môṭ căp̣ hàm liên kết với 𝑓 và (𝑥0, 𝑦0). Như vâỵ, 𝑓 se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) và 

∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (1,0). 

      Tương tư,̣ hàm 𝑔: ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑦 se ̃khả vi taị moị điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2 và 

∇𝑔(𝑥0, 𝑦0) = (0,1). 

      Môṭ hê ̣quả tức thì của Bổ đề Carathéodory hai biến là:    

      Kết quả 2.2. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm trong của 𝐷. 

      Khi đó, nếu hàm 𝑓: 𝐷 → ℝ khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) thì 𝑓 se ̃liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0). 

      Chứng minh kết quả 2.2. 

      Nhâṇ thấy rằng nếu (𝑓1, 𝑓2) là môṭ căp̣ hàm liên kết với 𝑓 và (𝑥0, 𝑦0) thì 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) + (𝑥 − 𝑥0)𝑓1(𝑥, 𝑦) + (𝑦 − 𝑦0)𝑓2(𝑥, 𝑦) với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 

      Như vâỵ, tính liên tuc̣ của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) se ̃kéo theo tính liên tuc̣ của 𝑓1 và 𝑓2 taị (𝑥0, 𝑦0).                        □ 

      Chẳng haṇ,  

      (i)  Giả sử 𝑓:ℝ2 → ℝ là hàm xác điṇh bởi 𝑓(0,0) = 0 và 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 (𝑥4 + 𝑦2)⁄  với (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0). 

Chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝑓 se ̃không thể liên tuc̣ taị (0,0). Như vâỵ, 𝑓 không thể khả vi taị (0,0).  



Măṭ khác, tất cả các đaọ hàm có hướng của 𝑓 taị (0,0).     

      (ii) Giả sử 𝑓:ℝ2 → ℝ là hàm chuẩn xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = √𝑥2 + 𝑦2 với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. Chúng ta 

nhâṇ thấy rằng 𝑓 liên tuc̣ taị (0,0), nhưng chúng ta cũng nhâṇ thấy rằng 𝑓 không khả vi taị (0,0). Như vâỵ, 

chiều ngươc̣ laị của Kết quả 2.2) là không đúng.    

      Môṭ ứng duṇg đơn giản của Bổ đề Carathéodory hai biến cho thấy rằng đaọ hàm (toàn phần) của tổng, 

tích vô hướng, tích, nghic̣h đảo, căn của các hàm thưc̣ hai biến se ̃hành xử giống như trong trường hơp̣ môṭ 

biến.  

      Kết quả 2.3. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm trong của 𝐷. Giả sử 𝑟 ∈ ℝ và 𝑓, 𝑔: 𝐷 → ℝ là các hàm khả vi taị 

(𝑥0, 𝑦0). 

      Khi đó, 𝑓 + 𝑔, 𝑟𝑓, 𝑓𝑔 se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0); hơn nữa,  

∇(𝑓 + 𝑔)(𝑥0, 𝑦0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) + ∇𝑔(𝑥0, 𝑦0), ∇(𝑟𝑓)(𝑥0, 𝑦0) = 𝑟∇𝑓(𝑥0, 𝑦0), 

và  

∇(𝑓𝑔)(𝑥0, 𝑦0) = 𝑔(𝑥0, 𝑦0)∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) + 𝑓(𝑥0, 𝑦0)∇𝑔(𝑥0, 𝑦0). 

      Trong trường hơp̣ 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0, tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 sao cho 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) ⊆ 𝐷 và 𝑓(𝑥, 𝑦) ≠ 0 với 

moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0); hơn nữa, hàm 1 𝑓⁄ : 𝐷⋂𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) → ℝ se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) và  

∇ (
1

𝑓
)(𝑥0, 𝑦0) = −

1

𝑓2(𝑥0, 𝑦0)
∇𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

      Trong trường hơp̣ tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 sao cho 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) ⊆ 𝐷 và 𝑓(𝑥, 𝑦) > 0 với moị (𝑥, 𝑦) ∈

𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0), với moị 𝑘 ∈ ℕ, hàm 𝑓1 𝑘⁄ : 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) → ℝ se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) và 

∇(𝑓1 𝑘⁄ )(𝑥0, 𝑦0) =
1

𝑘
𝑓(1 𝑘⁄ )−1(𝑥0, 𝑦0)∇𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

      Chứng minh kết quả 2.3. 

      Giả sử (𝑓1, 𝑓2) và (𝑔1, 𝑔2) lần lươṭ là các căp̣ hàm liên kết với 𝑓 và 𝑔 và (𝑥0, 𝑦0). Bằng cách sử duṇg Kết 

quả 3.1.2) của bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến” và Kết quả 2.2), chúng ta dê ̃dàng nhâṇ thấy 

rằng (𝑓1 + 𝑔1, 𝑓2 + 𝑔2), (𝑟𝑓1, 𝑟𝑓2), (𝑓1𝑔 + 𝑓(𝑥0, 𝑦0)𝑔1, 𝑓2𝑔 + 𝑓(𝑥0, 𝑦0)𝑔2) lần lươṭ là các căp̣ hàm liên kết 

với 𝑓 + 𝑔, 𝑟𝑓, 𝑓𝑔 và (𝑥0, 𝑦0). Trong trường hơp̣ 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0, theo quan điểm của Kết quả 3.1.1) của bài 

viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến” và Kết quả 2.2), chúng ta nhâṇ thấy rằng tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 >

0 sao cho 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) ⊆ 𝐷 và, với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0), chúng ta se ̃có 𝑓(𝑥, 𝑦) ≠ 0 và 

1

𝑓(𝑥, 𝑦)
−

1

𝑓(𝑥0, 𝑦0)
= (𝑥 − 𝑥0) [

−𝑓1(𝑥, 𝑦)

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥0, 𝑦0)
] + (𝑦 − 𝑦0) [

−𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑓(𝑥0, 𝑦0)
]. 

      Như vâỵ, theo quan điểm của Kết quả 3.1.2) của bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến” và Kết 

quả 2.2), chúng ta dê ̃dàng suy ra rằng (− 𝑓1 𝑓⁄ (𝑥0, 𝑦0)𝑓, −𝑓2 𝑓⁄ (𝑥0, 𝑦0)𝑓) là môṭ căp̣ hàm liên kết với 1 𝑓⁄   



và (𝑥0, 𝑦0). 

      Cuối cùng, nếu 𝑓(𝑥0, 𝑦0) > 0 thì, từ Kết quả 2.2) và Kết quả 3.1.1) của bài viết “Phép tính giới haṇ 

hàm nhiều biến”, tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 sao cho 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) ⊆ 𝐷 và 𝑓(𝑥, 𝑦) > 0 với moị (𝑥, 𝑦) ∈

𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0). Bây giờ, cố điṇh môṭ điểm (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) bất kì. Để đơn giản, chúng ta se ̃viết 𝐹(𝑥, 𝑦) =

𝑓1 𝑘⁄ (𝑥, 𝑦). 

      Khi đó, 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝐹
𝑘(𝑥, 𝑦) − 𝐹𝑘(𝑥0, 𝑦0) = [𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑥0, 𝑦0)]𝐺(𝑥, 𝑦), 

trong đó 𝐺(𝑥, 𝑦) = 𝐹𝑘−1(𝑥, 𝑦) + 𝐹(𝑥0, 𝑦0)𝐹
𝑘−2(𝑥, 𝑦) + ⋯+ 𝐹𝑘−1(𝑥0, 𝑦0). 

      Như vâỵ,  

𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑥0, 𝑦0) = (𝑥 − 𝑥0)
𝑓1(𝑥, 𝑦)

𝐺(𝑥, 𝑦)
+ (𝑦 − 𝑦0)

𝑓2(𝑥, 𝑦)

𝐺(𝑥, 𝑦)
. 

      Từ Kết quả 3.1.2) của bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến” và Kết quả 2.2), 𝐹 se ̃liên tuc̣ taị 

(𝑥0, 𝑦0) và, do đó, 𝐺 như vâỵ. Điều này chỉ ra rằng (𝑓1 𝐺⁄ , 𝑓2 𝐺⁄ ) là môṭ căp̣ hàm liên kết của 𝑓1 𝑘⁄ .             □   

      Nhâṇ xét rằng, với các kí hiêụ và các giả thiết như trong mêṇh đề trên, bằng cách sử duṇg các kết quả 

cho tổng và tích vô hướng, chúng ta có thể suy ra rằng hiêụ 𝑓 − 𝑔 khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) và ∇(𝑓 − 𝑔)(𝑥0, 𝑦0) =

∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) − ∇𝑔(𝑥0, 𝑦0). Ngoài ra, bằng cách sử duṇg các kết quả cho tích và nghic̣h đảo, chúng ta nhâṇ 

thấy rằng nếu 𝑔(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0 thì thương 𝑓 𝑔⁄  se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) và 

∇(
𝑓

𝑔
) (𝑥0, 𝑦0) =

𝑔(𝑥0, 𝑦0)∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)∇𝑔(𝑥0, 𝑦0)

𝑔2(𝑥0, 𝑦0)
. 

      Ngoài ra, bằng cách sử duṇg các kết quả cho tích, nghic̣h đảo và căn, chúng ta có thể suy ra rằng nếu 𝑟 ∈

ℚ thì lũy thừa hữu tỉ 𝑓𝑟 se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) và 

∇(𝑓𝑟)(𝑥0, 𝑦0) = 𝑟𝑓𝑟−1(𝑥0, 𝑦0)∇𝑓(𝑥0, 𝑦0), 

miêñ là 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0 nếu 𝑟 là môṭ số nguyên âm và 𝑓(𝑥0, 𝑦0) > 0 nếu 𝑟 không phải là môṭ số nguyên. 

      Chẳng haṇ, chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng moị hàm đa thức hai biến đều khả vi trên ℝ2. Ngoài ra, từ 

Nhâṇ xét nêu ở trên, chúng ta cũng có thể nhâṇ thấy rằng moị hàm hữu tỉ hai biến đều khả vi taị mỗi điểm 

của ℝ2 mà taị đó nó đươc̣ xác điṇh. Hơn nữa, nếu 𝑓(𝑥, 𝑦) là môṭ hàm hữu tỉ hai biến và 𝑟 là môṭ số hữu tỉ 

nào đó thì hàm đaị số 𝑓𝑟 se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2, miêñ là 𝑓 đươc̣ xác điṇh taị (𝑥0, 𝑦0) và 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0. 

      Măc̣ dù Bổ đề Carathéodory hai biến chỉ ra cho chúng ta môṭ cách khác để kiểm tra tính khả vi của môṭ 

hàm hai biến, nhưng trên thưc̣ tế, cả điṇh nghiã và Bổ đề Carathéodory hai biến đều không đăc̣ biêṭ hiêụ quả 

trong viêc̣ xác điṇh tính khả vi. Tuy nhiên, lưu ý rằng Kết quả 2.2) laị đưa ra môṭ điều kiêṇ cần cho tính khả 

vi, cu ̣thể là tính liên tuc̣. Điều này đôi khi có thể đươc̣ sử duṇg để chỉ ra môṭ hàm không khả vi taị môṭ 

điểm. Tương tư,̣ nếu môṭ trong hai đaọ hàm riêng không tồn taị taị môṭ điểm thì hàm cũng se ̃không thể khả 

vi taị điểm đó. Chúng ta cũng đã thấy rằng cả tính liên tuc̣ lẫn sư ̣tồn taị của các đaọ hàm riêng đều không đủ 

để có thể khẳng điṇh tính khả vi. Nhưng hóa ra sư ̣tồn taị và tính liên tuc̣ của đaọ hàm riêng laị bao hàm tính  



khả vi. Kết quả này, đươc̣ chứng minh ở dưới đây, đưa ra môṭ tâp̣ rất hữu ích các điều kiêṇ đủ cho tính khả 

vi.  

      Kết quả 2.4. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm trong của 𝐷. Giả sử 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao cho cả 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 

đều tồn taị trên 𝐷⋂𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) với môṭ số 𝛿 > 0 nào đó. 

      Khi đó, nếu môṭ trong số chúng liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) thì 𝑓 se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0).   

      Chứng minh kết quả 2.4. 

      Giả sử 𝑓𝑥 liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0). Do (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm trong của 𝐷 nên chúng ta có thể giả sử không mất 

tính tổng quát rằng 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) ⊆ 𝐷. Theo quan điểm của nhâṇ xét nêu ở trên, chúng ta chỉ cần tìm đươc̣ môṭ 

căp̣ hàm liên kết với 𝑓|𝑆𝛿(𝑥0,𝑦0) và (𝑥0, 𝑦0). Để kết thúc điều này, trước tiên chúng ta có thể quan sát thấy 

rằng, với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0), (𝑥0, 𝑦) ∈ 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) và, hơn nữa, chúng ta có thể phân tách 𝑓(𝑥, 𝑦) −

𝑓(𝑥0, 𝑦0) doc̣ theo “móc” liên kết (𝑥, 𝑦) và (𝑥0, 𝑦0), nghiã là, chúng ta có thể viết 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) =

𝐴(𝑥, 𝑦) + 𝐵(𝑥, 𝑦), trong đó 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦) và 𝐵(𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

 

Hình ve ̃minh hoạ “móc’” liên kết (𝑥, 𝑦) và (𝑥0, 𝑦0). 

      Chúng ta se ̃điṇh nghiã các hàm 𝑓1, 𝑓2: 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) → ℝ bởi 

𝑓1(𝑥, 𝑦) = {
 
𝐴(𝑥, 𝑦)

𝑥 − 𝑥0
 nếu 𝑥 ≠ 𝑥0,

𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦) nếu 𝑥 = 𝑥0.

 và 𝑓1(𝑥, 𝑦) = {
   
𝐵(𝑦)

𝑦 − 𝑦0
  nếu 𝑦 ≠ 𝑦0,

𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) nếu 𝑦 = 𝑦0.

 

      Khi đó, chúng ta dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑥 − 𝑥0)𝑓1(𝑥, 𝑦) + (𝑦 − 𝑦0)𝑓2(𝑥, 𝑦) với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0). 

      Ngoài ra, do 𝑓𝑥 tồn taị trên 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) nên chúng ta nhâṇ thấy rằng nếu 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿), với 𝑥 ≠ 𝑥0, 

và 𝑦 ∈ (𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 + 𝛿) thì, từ Điṇh lí giá tri ̣trung bình (Kết quả 1), se ̃tồn taị môṭ số thưc̣ 𝑐 ∈ ℝ nằm giữa 

𝑥0 và 𝑥 sao cho 𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦) = (𝑥 − 𝑥0)𝑓𝑥(𝑐, 𝑦) và, do đó, 𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥(𝑐, 𝑦). Bây giờ, do  



𝑓𝑥 liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) nên chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng 𝑓1 liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0). Hơn nữa, do 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) tồn 

taị nên chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝑓2 liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0). Như vâỵ, từ Bổ đề Carathéodory hai biến, chúng ta 

có thể suy ra rằng 𝑓 khả vi taị (𝑥0, 𝑦0). Trường hơp̣ 𝑓𝑦 liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) đươc̣ chứng minh tương tư.̣        □ 

      Ví du ̣đầu tiên dưới đây minh hoạ cách sử duṇg Kết quả 2.4) để xác điṇh tính khả vi, trong khi ví du ̣thứ 

hai cho thấy rằng chiều ngươc̣ laị của Kết quả 2.4) là không đúng. 

      Chẳng haṇ, 

      (i)  Xét hàm 𝑓: ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(0,0) = 0 và 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦2 (𝑥4 + 𝑦2)⁄  với moị (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0).  

      Dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng 𝑓𝑥(0,0) = 𝑓𝑦(0,0) = 0.  

      Ngoài ra, với (𝑥0, 𝑦0) ≠ (0,0), 

𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) =
2𝑥0𝑦0

2(𝑦0
2 − 𝑥0

4)

(𝑥0
4 + 𝑦0

2)2
 và 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) =

2𝑥0
6𝑦0

(𝑥0
4 + 𝑦0

2)2
. 

      Hơn nữa, do (𝑥0
4 + 𝑦0

2)2 ≥ 𝑦0
4 và (𝑥0

4 + 𝑦0
2)2 ≥ 2𝑥0

4𝑦0
2 nên chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng 

|𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)| ≤ 2|𝑥0| + |𝑥0| = 3|𝑥0|, với (𝑥0, 𝑦0) ≠ (0,0), và, do đó, 𝑓𝑥 liên tuc̣ taị (0,0). Như vâỵ, từ Kết 

quả 2.4), 𝑓 se ̃khả vi taị (0,0). Tuy nhiên, lưu ý rằng 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑥0
2) =

1

2
 , với 𝑥0 ≠ 0, và, do đó, 𝑓𝑦 không liên 

tuc̣ taị (0,0). 

      (ii) Xét hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = |𝑥𝑦| với moị (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. Chúng ta đa ̃thấy rằng 𝑓 khả vi 

taị (0,0).  

      Giả sử (𝑥0, 𝑦0) ∈ ℝ
2.  

      Với moị ℎ ∈ ℝ với ℎ ≠ 0, 

𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

ℎ
=
|𝑦0|(|𝑥0 + ℎ| − |𝑥0|)

ℎ
. 

      Như vâỵ, 𝑓𝑥(𝑥0, 0) = 0, trong khi 𝑓𝑥(0, 𝑦0) không tồn taị nếu 𝑦0 ≠ 0. 

      Tương tư,̣ chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng 𝑓𝑦(0, 𝑦0) = 0, trong khi 𝑓𝑦(𝑥0, 0) không tồn taị nếu 𝑥0 ≠ 0.  

      Như vâỵ, cả 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 đều không tồn taị trên 𝑆𝛿(0,0) với moị 𝛿 > 0. 

      Tính khả vi và đaọ hàm có hướng 

      Bây giờ, chúng ta se ̃chỉ ra rằng nếu môṭ hàm hai biến 𝑓 là khả vi thì tất cả các đaọ hàm có hướng của nó 

đều tồn taị và chúng đều có thể đươc̣ tính bởi công thức đơn giản 𝐷𝑢𝑓 = ∇𝑓. 𝑢. Nói môṭ cách chính xác hơn, 

chúng ta se ̃có khẳng điṇh sau đây 

      Kết quả 2.5. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm trong của 𝐷.  



      Khi đó, nếu 𝑓: 𝐷 → ℝ khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) thì, với moị vector đơn vi ̣𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) trong ℝ2, đaọ hàm có 

hướng 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) tồn taị và, hơn nữa, 

𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0). 𝑢 = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)𝑢1 + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)𝑢2. 

      Chứng minh kết quả 2.5. 

      Giả sử (𝑓1, 𝑓2) là môṭ căp̣ hàm liên kết với 𝑓 và (𝑥0, 𝑦0).  

      Khi đó, với moị 𝑡 ∈ ℝ sao cho (𝑥0 + 𝑡𝑢1, 𝑦0 + 𝑡𝑢2) ∈ 𝐷, 

𝑓(𝑥0 + 𝑡𝑢1, 𝑦0 + 𝑡𝑢2) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑡𝑢1𝑓1(𝑥0 + 𝑡𝑢1, 𝑦0 + 𝑡𝑢2) + 𝑡𝑢2𝑓2(𝑥0 + 𝑡𝑢1, 𝑦0 + 𝑡𝑢2). 

      Như vâỵ, bằng cách sử duṇg Kết quả 3.1.2) của bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến” và tính 

liên tuc̣ của 𝑓1 và 𝑓2 taị (𝑥0, 𝑦0), chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) tồn taị và, hơn nữa, 

𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓1(𝑥0, 𝑦0)𝑢1 + 𝑓2(𝑥0, 𝑦0)𝑢2 = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)𝑢1 + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)𝑢2, 

như đa ̃tuyên bố.                                                                                                                                                 □ 

      Kết quả trên cho thấy cách giải thích hình hoc̣ sau đây của gradient. Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ 

điểm trong của 𝐷. Giả sử 𝑓:𝐷 → ℝ khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) và ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≠ (0,0).  

      Với moị vector đơn vi ̣𝑢 = (𝑢1, 𝑢2), 

𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0). 𝑢 = |∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)| cos , 

trong đó ∈ [0, 𝜋] là góc giữa ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) và 𝑢. 

      Như vâỵ, nếu chúng ta ghi nhớ môṭ thưc̣ tế là 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) đo tốc đô ̣thay đổi của 𝑓 theo hướng của 𝑢 thì 

chúng ta có thể thưc̣ hiêṇ các nhâṇ xét sau. 

      1. 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) đaṭ cưc̣ đaị khi cos = 1, nghiã là, khi = 0. Như vâỵ, trong lân câṇ xung quanh 

(𝑥0, 𝑦0), 𝑢 = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) |∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)|⁄  là hướng mà 𝑓 tăng nhanh nhất.  

      2. 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) đaṭ cưc̣ tiểu khi cos = −1, nghiã là, khi = 𝜋. Như vâỵ, trong lân câṇ xung quanh 

(𝑥0, 𝑦0), 𝑢 = −∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) |∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)|⁄  là hướng mà 𝑓 giảm nhanh nhất.  

      3. 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 0 khi cos = 0, nghiã là, khi = 𝜋 2⁄ . Như vâỵ, trong lân câṇ xung quanh (𝑥0, 𝑦0), 

𝑢 = ±(𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0), −𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)) |∇𝑓(𝑥0, 𝑦0)|⁄  là các hướng mà không có sư ̣thay đổi của 𝑓. 

      Chẳng haṇ, xét hàm 𝑓: ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 4 − 𝑥2 − 𝑦2 với moị (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. Chúng ta se ̃có 

𝑓𝑥 = −2𝑥 và 𝑓𝑦 = −2𝑦. Do đó, taị (𝑥0, 𝑦0) = (1,1), gradient đươc̣ xác điṇh bởi ∇𝑓(1,1) = (−2,−2). Như  

vâỵ, trong lân câṇ xung quanh (1,1), đường đi lên dốc nhất trên bề măṭ 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) đi theo hướng 

∇𝑓(1,1) |∇𝑓(1,1)|⁄ = (−1 √2⁄ ,−1 √2⁄ ), trong khi đường đi xuống dốc nhất laị đi theo hướng ngươc̣ laị,  

cu ̣thể là (1 √2⁄ , 1 √2⁄ ). Các hướng không có sư ̣thay đổi là ±(1 √2⁄ ,−1 √2⁄ ). 



      Kết quả 2.5) cũng rất hữu ích trong viêc̣ chỉ ra rằng môṭ số hàm nhất điṇh se ̃không khả vi măc̣ dù có thể 

tồn taị gradient. Thâṭ vâỵ, chúng ta chỉ cần tìm môṭ vector đơn vi ̣𝑢 sao cho đẳng thức 𝐷𝑢𝑓 = ∇𝑓. 𝑢 không 

thỏa mãn. Măṭ khác, ngay cả khi đẳng thức này đúng với moị vector đơn vi ̣𝑢, hàm 𝑓 cũng có thể không khả 

vi. Những nhâṇ xét này đươc̣ minh hoạ laị trong ví du ̣sau đây. 

      Chẳng haṇ, 

      (i)   Xét hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = √|𝑥𝑦| với moị (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. Dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng 𝑓 

liên tuc̣ taị (0,0) và 𝑓𝑥(0,0) = 𝑓𝑦(0,0) = 0. Măṭ khác, với moị vector đơn vi ̣𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) cho trước trong 

ℝ2 và với moị 𝑡 ∈ ℝ với 𝑡 ≠ 0, chúng ta se ̃có 

𝑓(0 + 𝑡𝑢1, 0 + 𝑡𝑢2) − 𝑓(0,0)

𝑡
=
|𝑡|√|𝑢1𝑢2|

𝑡
. 

      Điều này chỉ ra rằng đaọ hàm có hướng 𝐷𝑢𝑓(0,0) không tồn taị bất cứ khi nào 𝑢1 và 𝑢2 khác không, 

chẳng haṇ, nếu 𝑢 = (1 √2⁄ , 1 √2⁄ ). Như vâỵ, từ Kết quả 2.5), chúng ta có thể kết luâṇ rằng 𝑓 không khả vi 

taị (0,0). 

      (ii)  Xét hàm 𝑓: ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(0,0) = 0 và 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 (𝑥2 + 𝑦2)⁄  với moị (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0). 

Chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝑓 se ̃liên tuc̣ taị (0,0). Ngoài ra, với moị vector đơn vi ̣𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) cho trước trong 

ℝ2 và với moị 𝑡 ∈ ℝ với 𝑡 ≠ 0, chúng ta se ̃có 

𝑓(0 + 𝑡𝑢1, 0 + 𝑡𝑢2) − 𝑓(0,0)

𝑡
=

𝑡3𝑢1
2𝑢2

𝑡(𝑡2𝑢1
2 + 𝑡2𝑢2

2)
= 𝑢1

2𝑢2. 

       Điều này chỉ ra rằng đaọ hàm có hướng 𝐷𝑢𝑓(0,0) tồn taị và bằng 𝑢1
2𝑢2. Đăc̣ biêṭ, 𝑓𝑥(0,0) = 𝑓𝑦(0,0) =

0. Do đó, 𝐷𝑢𝑓(0,0) ≠ ∇𝑓(0,0). 𝑢 bất cứ khi nào 𝑢1 và 𝑢2 khác không. Như vâỵ, từ Kết quả 2.5), chúng ta có 

thể kết luâṇ rằng 𝑓 không khả vi taị (0,0).  

      (iii) Xét hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(0,0) = 0 và 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥3𝑦 (𝑥4 + 𝑦2)⁄  với moị (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0). 

Chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝑓 se ̃liên tuc̣ taị (0,0). Ngoài ra, với moị vector đơn vi ̣𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) cho trước trong 

ℝ2 và với moị 𝑡 ∈ ℝ với 𝑡 ≠ 0, chúng ta se ̃có 

𝑓(0 + 𝑡𝑢1, 0 + 𝑡𝑢2) − 𝑓(0,0)

𝑡
=

𝑡4𝑢1
3𝑢2

𝑡(𝑡4𝑢1
4 + 𝑡2𝑢2

2)
=

𝑡𝑢1
3𝑢2

𝑡2𝑢1
4 + 𝑢2

2, 

và, do đó, bằng cách xét riêng các trường hơp̣ 𝑢2 = 0 và 𝑢2 ≠ 0, chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng 𝐷𝑢𝑓(0,0) 

tồn taị và bằng 0. Đăc̣ biêṭ, 𝑓𝑥(0,0) = 𝑓𝑦(0,0) = 0. 

      Như vâỵ, 𝐷𝑢𝑓(0,0) = ∇𝑓(0,0). 𝑢 với moị vector đơn vi ̣𝑢. 

      Măṭ khác, nếu chúng ta xét 

𝑄(ℎ, 𝑘) =
𝑓(0 + ℎ, 0 + 𝑘) − 𝑓(0,0) − 0. ℎ − 0. 𝑘

√ℎ2 + 𝑘2
=

ℎ3𝑘

(ℎ4 + 𝑘2)√ℎ2 + 𝑘2
, 

thì 𝑄(ℎ, 𝑘) ↛ 0 khi (ℎ, 𝑘) ⟶ (0,0). 



      Để nhâṇ thấy điều này, chúng ta hãy xét môṭ dãy trong ℝ2 ∖ {(0,0)} tiến đến (0,0) doc̣ theo parabol 𝑘 =

ℎ2. Chẳng haṇ, nếu (𝑎𝑛 , 𝑏𝑛) = (1 𝑛⁄ , 1 𝑛2⁄ ) với 𝑛 ∈ ℕ thì 𝑄(𝑎𝑛 , 𝑏𝑛) → 1 2⁄ . Chúng ta có thể dê ̃dàng suy ra 

rằng 𝑓 se ̃không khả vi taị (0,0). Điều này cho thấy rằng chiều ngươc̣ laị của Kết quả 2.5) là không đúng. 

Trên thưc̣ tế, điều này cũng chỉ ra rằng môṭ hàm có thể thỏa mãn tất cả các điều kiêṇ cần để khả vi đươc̣ đưa 

ra trong Kết quả 2.2) và Kết quả 2.5), nhưng nó vẫn có thể không khả vi.  

      Có thể đáng để chúng ta ghi laị hê ̣quả sau đây của môṭ điều kiêṇ cần và đủ cho tính khả vi đươc̣ nêu ra 

trong muc̣ này của bài viết.    

      Kết quả 2.6.  

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm trong của 𝐷. 

      Khi đó, nếu 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao cho cả 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 đều tồn taị trên 𝐷⋂𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) với môṭ số 𝛿 > 0 

nào đó và môṭ trong số chúng liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) thì 

      (i)  𝑓 se ̃liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0), 

      (ii) Với moị vector đơn vi ̣𝑢 = (𝑢1, 𝑢2), đaọ hàm có hướng 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) tồn taị và, hơn nữa,  

𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0). 𝑢 = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)𝑢1 + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)𝑢2. 

      Chứng minh kết quả 2.6. 

      Từ Kết quả 2.4), 𝑓 se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0). Như vâỵ, khẳng điṇh (i) đươc̣ suy ra từ Kết quả 2.2), trong khi 

khẳng điṇh (ii) đươc̣ suy ra từ Kết quả 2.5).                                                                                                      □ 

      Đaọ hàm hàm ẩn  

      Trong giải tích các hàm môṭ biến, chúng ta thường bắt găp̣ quá trình vi phân ngầm. Thông thường, điều 

này thường đươc̣ áp duṇg cho các phương trình có daṇg 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, đươc̣ “vi phân ngầm”, coi 𝑦 như là môṭ 

hàm của 𝑥, để có đươc̣ môṭ phương trình như 

𝑃(𝑥, 𝑦) + 𝑄(𝑥, 𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0. 

      Bằng cách sử duṇg điều này, đaọ hàm của 𝑦 theo 𝑥 se ̃đươc̣ tính taị các điểm mà 𝑄(𝑥, 𝑦) khong triêṭ tiêu. 

Để có đươc̣ môṭ quan điểm đúng đắn về quá trình này và đăṭ nó trên môṭ nền tảng vững chắc, chúng ta se ̃

cần phải viêṇ đến các hàm hai biến và môṭ kết quả quan troṇg đươc̣ goị là Điṇh lí hàm ẩn. Để bắt đầu, lưu ý 

rằng, trên thưc̣ tế, 𝑃(𝑥, 𝑦) và 𝑄(𝑥, 𝑦) là các đaọ hàm riêng 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) và 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦), và quá trình vi phân taị môṭ 

điểm có thể đươc̣ chứng minh nếu quy tắc tính đaọ hàm hơp̣ có thể đươc̣ áp duṇg nếu phương trình 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 thưc̣ sư ̣xác điṇh 𝑦 như là môṭ hàm của 𝑥, ít nhất là trong môṭ lân câṇ xung quanh điểm mà taị 

đó đaọ hàm đươc̣ lấy. Điṇh lí hàm ẩn, ở daṇg đươc̣ đưa ra dưới đây, cho phép chúng ta chứng minh điều sau. 

Có thể nhắc laị rằng chúng ta đã chứng minh môṭ phiên bản của Điṇh lí hàm ẩn trong ngữ cảnh của các hàm 

liên tuc̣. Sau đây là phiên bản cổ điển và thường đươc̣ sử duṇg nhất trong thưc̣ hành. 

 

  



      Kết quả 2.7. (Daṇg cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn) 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2, 𝑓: 𝐷 → ℝ và (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 sao cho 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 0. Giả sử tồn taị môṭ số thưc̣ 𝑟 > 0 với 

𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0) ⊆ 𝐷 và các điều kiêṇ sau đây đươc̣ thỏa mãn:  

      (a) 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 tồn taị taị moị điểm của 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0),  

      (b) 𝑓𝑦 liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) và 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0.   

      Khi đó, tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 và môṭ hàm liên tuc̣ duy nhất : (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) → ℝ với (𝑥0) = 𝑦0 

sao cho (𝑥, (𝑥)) ∈ 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0) và 𝑓(𝑥, (𝑥)) = 0 với moị 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿); hơn nữa,  se ̃khả vi taị 𝑥0 

và  

′(𝑥0) = −
𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)

𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)
. 

      Ngoài ra, nếu điều kiêṇ (b) đươc̣ thay thế bởi điều kiêṇ (𝑏∗) maṇh hơn: 

      (b∗) 𝑓𝑦 liên tuc̣ trên 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0) và 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0, 

thì  se ̃khả vi taị moị điểm của (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) và, hơn nữa,  

𝑓𝑦(𝑥, (𝑥)) ≠ 0 và ′(𝑥) = −
𝑓𝑥(𝑥, (𝑥))

𝑓𝑦(𝑥, (𝑥))
 với mọi 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿).  

      Chứng minh kết quả 2.7. 

      Giả sử 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) > 0. Do 𝑓𝑦 liên tuc̣ trên 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0) nên, từ Kết quả 3.1.1) của bài viết “Phép tính giới 

haṇ hàm nhiều biến”, chúng ta nhâṇ thấy rằng se ̃tồn taị môṭ số thưc̣ 𝑡 > 0 với 𝑡 ≤ 𝑟 sao cho 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) > 0 

với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝑡(𝑥0, 𝑦0). Do đó, từ các phép thử đaọ hàm bâc̣ nhất của phép tính môṭ biến (chẳng haṇ, 

khẳng điṇh (iii) của Kết quả 3.1) của bài viết “Phép tính vi phân hàm môṭ biến”), chúng ta nhâṇ thấy rằng, 

với mỗi 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝑡, 𝑥0 + 𝑡), hàm xác điṇh bởi 𝑦 ⟼ 𝑓(𝑥, 𝑦) tăng nghiêm ngăṭ, nghiã là, điều kiêṇ (b) của 

Điṇh lí hàm ẩn (Kết quả 3.2.9) của bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến”) đươc̣ thỏa mãn. Ngoài 

ra, từ điều kiêṇ (a) nêu ở trên, chúng ta nhâṇ thấy rằng điều kiêṇ (a) của Kết quả 3.2.9) của bài viết “Phép 

tính giới haṇ hàm nhiều biến” đươc̣ thỏa mãn. Như vâỵ, tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 với 𝛿 ≤ 𝑡 ≤ 𝑟 và môṭ 

hàm liên tuc̣ duy nhất : (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) → (𝑦0 − 𝑡, 𝑦0 + 𝑡) sao cho (𝑥0) = 𝑦0 và 𝑓(𝑥, (𝑥)) = 0 với moị 

𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿). Hơn nữa, từ (a), (b) và Kết quả 2.4), chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝑓 se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) 

và, do đó, từ Bổ đề Carathéodory hai biến (Kết quả 2.1), tồn taị các hàm 𝑓1, 𝑓2: 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) → ℝ liên tuc̣ taị 

(𝑥0, 𝑦0) và thỏa mãn  

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑥 − 𝑥0)𝑓1(𝑥, 𝑦) + (𝑦 − 𝑦0)𝑓2(𝑥, 𝑦) với moi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0). 

      Do 𝑓2 liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) và 𝑓2(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0 nên chúng ta có thể tìm đươc̣ môṭ số thưc̣ 𝛿′ >

0 sao cho 𝛿′ ≤ 𝛿 và 𝑓2(𝑥, 𝑦) ≠ 0 với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛿′(𝑥0, 𝑦0). Hơn nữa, do  liên tuc̣ taị 𝑥0 nên chúng ta có 

thể tìm đươc̣ môṭ số thưc̣ 𝛿′′ > 0 với 𝛿′′ ≤ 𝛿′ sao cho | (𝑥) − 𝑦0| < 𝛿′ bất cứ khi nào 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿
′′, 𝑥0 +

𝛿′′). 



      Bằng cách đăṭ 𝑦 = (𝑥), chúng ta se ̃thu đươc̣ 

(𝑥) − (𝑥0) = (𝑥) − 𝑦0 = −
𝑓1(𝑥, (𝑥))

𝑓2(𝑥, (𝑥))
(𝑥 − 𝑥0) với 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿

′′, 𝑥0 + 𝛿
′′). 

      Ngoài ra, do 𝑓1, 𝑓2 liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) với 𝑓1(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) và 𝑓2(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0 nên, từ 

Kết quả 3.1.2) của bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến” cũng với khẳng điṇh (ii) của Kết quả 

3.1.3) và Bổ đề Carathéodory (Kết quả 4), chúng ta nhâṇ thấy rằng  khả vi taị 𝑥0 và ′(𝑥0) thỏa mãn công 

thức nêu ở trên. 

      Cuối cùng, giả sử điều kiêṇ (b) đươc̣ thay thế bởi điều kiêṇ (b∗). Kí hiêụ 𝑡, 𝛿,  như trên. Do 𝛿 ≤ 𝑡 nên 

chúng ta se ̃có 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) ≠ 0 với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝑡(𝑥0, 𝑦0) và, do đó, 𝑓𝑦(𝑥, (𝑥)) ≠ 0 với moị 𝑥 ∈

(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿). Cố điṇh môṭ số thưc̣ 𝑥1 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) bất kì và kí hiêụ 𝑦1 = (𝑥1). Giả sử 𝑟1 > 0 sao 

cho 𝑆𝑟1(𝑥1, 𝑦1) ⊆ 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0). Bằng cách áp duṇg những gì chúng ta đã chứng minh cho đến nay cho (𝑥1, 𝑦1) 

thay vì (𝑥0, 𝑦0), chúng ta nhâṇ thấy rằng se ̃có môṭ số thưc̣ 𝛿1 > 0 với 𝛿1 ≤ 𝑟1 và môṭ hàm liên tuc̣ duy nhất 

1: (𝑥1 − 𝛿1, 𝑥1 + 𝛿1) → ℝ với 1(𝑥1) = 𝑦1 sao cho (𝑥, (𝑥)) ∈ 𝑆𝑟1(𝑥1, 𝑦1) và 𝑓(𝑥, 1(𝑥)) = 0 với moị 

𝑥 ∈ (𝑥1 − 𝛿1, 𝑥1 + 𝛿1). Ngoài ra, 1 khả vi taị 𝑥1 và 1
′ (𝑥1) = −𝑓𝑥(𝑥1, 𝑦1) 𝑓𝑦(𝑥1, 𝑦1)⁄ . Không làm giảm 

tính tổng quát của vấn đề, chúng ta có thể giả sử rằng 𝛿1 > 0 nhỏ đến mức 𝐼1 = (𝑥1 − 𝛿1, 𝑥1 + 𝛿1) ⊆

(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿). Bây giờ, từ tính duy nhất của 1, chúng ta dê ̃dàng suy ra rằng |𝐼1 = 1. Đăc̣ biêṭ,  khả 

vi taị 𝑥1 và ′(𝑥1) thỏa mãn công thức nêu ở trên. Do 𝑥1 là môṭ phần tử tùy ý của (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) nên 

khẳng điṇh cuối cùng trong điṇh lí trên đã đươc̣ chứng minh.  

      Trường hơp̣ 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) < 0 đươc̣ chứng minh tương tư.̣                                                                             □ 

      Nhâṇ xét rằng, như trong bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến”, chúng ta cũng có môṭ daṇg 

tương tư ̣đơn giản của Daṇg cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn, tương ứng với viêc̣ giải phương trình 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 

cho 𝑥 theo 𝑦. Trong tình huống này, điều kiêṇ (a) trong Kết quả 2.7) đươc̣ giữ nguyên, trong khi ở các điều 

kiêṇ (b) và (b∗), chúng ta phải thay 𝑓𝑦 bởi 𝑓𝑥. Kết luâṇ ở đây se ̃là tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 và môṭ hàm 

𝜉: (𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 + 𝛿) → ℝ như trong bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến”. Ngoài ra, 𝜉 se ̃khả vi và 

𝜉′ = −𝑓𝑦 𝑓𝑥⁄ . Bằng cách kết hơp̣ môṭ trong hai tình huống nêu ở trên, chúng ta có thể đưa ra môṭ phát biểu 

thống nhất cho Daṇg cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn như sau: 

    “Giả sử 𝑫 ⊆ ℝ𝟐 và (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) là môṭ điểm trong của 𝑫. Giả sử hàm 𝒇: 𝑫 → ℝ có các đaọ hàm riêng 

liên tuc̣ trên 𝑺𝒓(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) với môṭ số 𝒓 > 0 nào đó với 𝑺𝒓(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) ⊆ 𝑫. Giả sử 𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) = 𝟎 và 

𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) ≠ (𝟎, 𝟎).    

      Khi đó, tồn taị môṭ số thưc̣ 𝜹 > 0, môṭ số thưc̣ 𝒕𝟎 ∈ ℝ và các hàm khả vi 𝒙, 𝒚: (𝒕𝟎 − 𝜹, 𝒕𝟎 + 𝜹) → ℝ 

sao cho (𝒙(𝒕𝟎), 𝒚(𝒕𝟎)) = (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) và, với moị 𝒕 ∈ (𝒕𝟎 − 𝜹, 𝒕𝟎 + 𝜹), chúng ta se ̃có (𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕)) ∈

𝑺𝒓(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) và 𝒇(𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕)) = 𝟎. Ngoài ra, (𝒙′(𝒕), 𝒚′(𝒕)) ≠ (𝟎, 𝟎) và 𝑓𝑥(𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕))𝒙
′(𝒕) + 

𝑓𝑦(𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕)) 𝒚
′(𝒕) = 𝟎 với moị 𝒕 ∈ (𝒕𝟎 − 𝜹, 𝒕𝟎 + 𝜹). Nói cách khác, nếu 𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) = 𝟎 và 𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) ≠

(𝟎, 𝟎) thi ̀se ̃tồn taị môṭ đường cong chính quy đi qua (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) và nằm trên măṭ 𝒛 = 𝒇(𝒙, 𝒚).” 

      Như trong Kết quả 3.2.10) của bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến”, chúng ta có thể rút ra môṭ 

phiên bản cổ điển của cái goị là Điṇh lí hàm ngươc̣ cho các hàm thưc̣ môṭ biến như môṭ hê ̣quả của Daṇg 

cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn.   



      Kết quả 2.8. (Daṇg cổ điển của Điṇh lí hàm ngươc̣) 

      Giả sử 𝐼 là môṭ khoảng trong ℝ và 𝑥0 là môṭ điểm trong nào đó của 𝐼. Giả sử hàm 𝑓: 𝐼 → ℝ khả vi liên 

tuc̣ trên (𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟) với môṭ số 𝑟 > 0 nào đó với (𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟) ⊆ 𝐼 và 𝑓 ′(𝑥0) ≠ 0. Kí hiêụ 𝑦0 =

𝑓(𝑥0) và 𝐽 = 𝑓(𝐼). 

      Khi đó, tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 với (𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 + 𝛿) ⊆ 𝐽 và môṭ hàm khả vi duy nhất 𝜉: (𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 +

𝛿) → ℝ sao cho 𝜉(𝑦0) = 𝑥0 và 𝑓(𝜉(𝑦)) = 𝑦 với moị 𝑦 ∈ (𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 + 𝛿). Ngoài ra, tồn taị môṭ số thưc̣ 

𝑡 > 0 với 𝑡 < 𝑟 sao cho 𝑓 đơn ánh trên (𝑥0 − 𝑡, 𝑥0 + 𝑡) và 𝑓−1 khả vi taị 𝑦0 với (𝑓−1)′(𝑦0) = 1 𝑓 ′⁄ (𝑥0).   

      Chứng minh kết quả 2.8. 

      Xét hàm ℎ: 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0) → ℝ xác điṇh bởi ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥) − 𝑦. Khi đó, ℎ(𝑥0, 𝑦0) = 0, cả ℎ𝑥 và ℎ𝑦 đều tồn 

taị và liên tuc̣ trên 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0), và ℎ𝑥(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓 ′(𝑥0) ≠ 0. Do đó, từ Daṇg cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn (Kết 

quả 2.7), tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 và môṭ hàm liên tuc̣ duy nhất 𝜉: (𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 + 𝛿) → ℝ với 𝜉(𝑦0) = 𝑥0 

sao cho (𝜉(𝑦), 𝑦) ∈ 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0) và ℎ(𝜉(𝑦), 𝑦) = 0 với moị 𝑦 ∈ (𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 + 𝛿). Ngoài ra, 𝜉 khả vi taị 𝑦0 và 

𝜉′(𝑦0) = −ℎ𝑦(𝑥0, 𝑦0) ℎ𝑥(𝑥0, 𝑦0)⁄ = 1 𝑓 ′(𝑥0)⁄ . Như vâỵ, 𝑓(𝜉(𝑦)) = 𝑦 với moị 𝑦 ∈ (𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 + 𝛿) và, đăc̣ 

biêṭ, (𝑦0 − 𝛿, 𝑦0 + 𝛿) ⊆ 𝐽. Hơn nữa, do 𝑓 ′(𝑥0) ≠ 0 và 𝑓 ′ liên tuc̣ trên (𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟) nên se ̃tồn taị taị môṭ 

số thưc̣ 𝑡 > 0 với 𝑡 < 𝑟 sao cho 𝑓 ′(𝑥) ≠ 0 với moị 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝑡, 𝑥0 + 𝑡). Do đó, từ tính chất giá tri ̣trung 

gian của 𝑓 ′ và các phép thử đaọ hàm bâc̣ nhất của phép tính môṭ biến (hoăc̣, cu ̣thể hơn, từ khẳng điṇh (ii) 

của Kết quả 3.2) của bài viết “Phép tính vi phân hàm môṭ biến”), chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝑓 là đơn điêụ 

nghiêm ngăṭ, và đăc̣ biêṭ, đơn ánh, trên (𝑥0 − 𝑡, 𝑥0 + 𝑡). Điều này chỉ ra rằng 𝑓−1 = 𝜉 trên 𝑓((𝑥0 − 𝑡, 𝑥0 +

𝑡)). Ngoài ra, từ tính liên tuc̣ và tính đơn điêụ nghiêm ngăṭ của 𝑓 trên (𝑥0 − 𝑡, 𝑥0 + 𝑡), chúng ta nhâṇ thấy 

rằng 𝑦0 là môṭ điểm trong của 𝑓((𝑥0 − 𝑡, 𝑥0 + 𝑡)). Như vâỵ, 𝑓−1 khả vi taị 𝑦0 và (𝑓−1)′(𝑦0) = 1 𝑓 ′⁄ (𝑥0). □ 

      Như là môṭ hê ̣quả trưc̣ tiếp của Kết quả 2.8), chúng ta se ̃thu đươc̣ môṭ phiên bản khác của Điṇh lí 

nghic̣h đảo khả vi của các phép tính môṭ biến (Kết quả 1.5) của bài viết “Phép tính vi phân hàm môṭ 

biến”).         

      Kết quả 2.9. (Điṇh lí nghic̣h đảo khả vi) 

      Giả sử 𝐼 là môṭ khoảng mở nào đó trong ℝ và 𝑓: 𝐼 → ℝ là môṭ hàm khả vi liên tuc̣ sao cho 𝑓 ′(𝑥) ≠ 0 với 

moị 𝑥 ∈ 𝐼.  

      Khi đó, hàm ngươc̣ 𝑓−1: 𝑓(𝐼) → ℝ khả vi liên tuc̣ và (𝑓−1)′(𝑓(𝑥)) = 1 𝑓 ′(𝑥)⁄  với moị 𝑥 ∈ 𝐼. 

      Chứng minh kết quả 2.9.  

      Bằng cách áp duṇg Kết quả 2.8) cho mỗi điểm của 𝐼, chúng ta se ̃thu đươc̣ tính khả vi của 𝑓−1 và công 

thức (𝑓−1)′(𝑓(𝑥)) = 1 𝑓 ′(𝑥)⁄  với moị 𝑥 ∈ 𝐼. Công thức này cũng hàm ý tính liên tuc̣ của đaọ hàm của hàm 

𝑓−1, bởi vì 𝑓 ′ liên tuc̣ và 𝑓 ′(𝑥) ≠ 0 với moị 𝑥 ∈ 𝐼.                                                                                          □ 

      3. Điṇh lí giá tri ̣ trung biǹh và Công thức Taylor 

      Trong muc̣ này của bài viết, chúng ta se ̃thỏa luâṇ về hai kết quả quan troṇg trong các phép tính nhiều 

biến đươc̣ goị là Công thức Taylor và Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣. Chúng ta đã thảo luâṇ về Công thức 

Taylor bằng cách sử duṇg khái niêṃ đaọ hàm có hướng cấp cao. Ở đây, chúng ta se ̃cung cấp môṭ phiên bản  



cổ điển khác đươc̣ sử duṇg rôṇg rãi hơn trong thưc̣ tế. Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ cho các hàm hai (hoăc̣ 

nhiều) biến chẳng qua là môṭ daṇg tương tư ̣của Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ cho các hàm môṭ biến (Kết 

quả 1.4) của bài viết “Phép tính vi phân hàm môṭ biến”). 

      Công thức Taylor hai biến 

      Chúng ta đã thảo luâṇ trong muc̣ 1. Khái niêṃ đaọ hàm riêng và đaọ hàm có hướng về sư ̣tương tư ̣

của Điṇh lí giá tri ̣trung bình và Công thức Taylor cho các hàm hai biến bằng cách sử duṇg khái niêṃ đaọ 

hàm có hướng. Chúng ta cũng đã nêu ra các phiên bản thay thế của các kết quả này trong trường hơp̣ các đaọ 

hàm có hướng thỏa mãn môṭ đồng nhất thức có daṇg 𝐷𝑢𝑓 = ∇𝑓. 𝑢. Kế tiếp, trong muc̣ 2. Tính khả vi, 

chúng ta đã thấy rằng môṭ đẳng thức nhu vâỵ là hê ̣quả trưc̣ tiếp của tính khả vi của hàm, và đăc̣ biêṭ, là hê ̣

quả trưc̣ tiếp của tính liên tuc̣ của các đaọ hàm riêng. Bây giờ, chúng ta có thể kết hơp̣ tất cả những dữ kiêṇ 

này laị với nhau và rút ra phiên bản cổ điển của Điṇh lí giá tri ̣trung bình hai biến và Công thức Taylor hai 

biến.   

      Kết quả 3.1. (Daṇg cổ điển của Điṇh lí giá tri ̣ trung biǹh hai biến) 

      Giả sử 𝐷 là môṭ tâp̣ con lồi và mở của ℝ2 và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm khả vi bất kì.  

      Khi đó, với các điểm phân biêṭ (𝑥0, 𝑦0) và (𝑥1, 𝑦1) cho trước trong 𝐷, tồn taị môṭ điểm (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐷 nằm 

trên đoaṇ thẳng nối giữa (𝑥0, 𝑦0) và (𝑥1, 𝑦1), với (𝑐, 𝑑) ≠ (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) với 𝑖 = 0,1, sao cho 

𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑥1 − 𝑥0)𝑓𝑥(𝑐, 𝑑) + (𝑦1 − 𝑦0)𝑓𝑦(𝑐, 𝑑) = (𝑥1 − 𝑥0, 𝑦1 − 𝑦0). ∇𝑓(𝑐, 𝑑). 

      Chứng minh kết quả 3.1.  

      Do 𝐷 là lồi nên đoaṇ thẳng nối giữa (𝑥0, 𝑦0) và (𝑥1, 𝑦1) se ̃đươc̣ chứa trong 𝐷, nghiã là, 𝐿 = {(𝑥0 +

𝑡(𝑥1 − 𝑥0), 𝑦0 + 𝑡(𝑦1 − 𝑦0)): 𝑡 ∈ [0,1]} ⊆ 𝐷. Ngoài ra, do 𝑓 khả vi trên 𝐷 nên, từ Kết quả 2.5), chúng ta se ̃

có 𝐷𝑢𝑓(𝑥, 𝑦) = ∇𝑓(𝑥, 𝑦). 𝑢  với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 và với moị vector đơn vi ̣𝑢 trong ℝ2. Như vâỵ, kết quả 

mong muốn có thể đươc̣ suy ra trưc̣ tiếp từ Kết quả 1.3).                                                                                 □ 

      Nhâṇ thấy rằng, với kí hiêụ và giả thiết như trong Kết quả 3.1), nếu chúng ta viết ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 và 𝑘 =

𝑦1 − 𝑦0 thì kết luâṇ của Điṇh lí giá tri ̣trung bình hai biến có thể đươc̣ diêñ giải laị dưới daṇg 

𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) + ℎ𝑓𝑥(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) + 𝑘𝑓𝑦(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘), 

 với môṭ ∈ (0,1) nào đó.  

      Kết quả 3.2. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ con không rỗng, lồi và mở trong ℝ2 và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm bất kì. 

      Khi đó, 𝑓 là môṭ hàm hằng trên 𝐷 khi và chỉ khi 𝑓 khả vi và cả 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 đều triêṭ tiêu trên 𝐷.  

      Chứng minh kết quả 3.2. 

      Nhâṇ thấy rằng nếu 𝑓 là môṭ hàm hằng thì rõ ràng 𝑓 khả vi và 𝑓𝑥 = 𝑓𝑦 = 0 trên 𝐷. Ngươc̣ laị, giả sử 𝑓 

khả vi và cả 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 đều triêṭ tiêu trên 𝐷. Giả sử (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm bất kì nằm trong 𝐷. Do 𝑓𝑥 = 𝑓𝑦 = 0 



trên 𝐷 nên, từ Kết quả 3.1), với moị (𝑥1, 𝑦1) ∈ 𝐷 với (𝑥1, 𝑦1) ≠ (𝑥0, 𝑦0), chúng ta se ̃có 𝑓(𝑥1, 𝑦1) −

𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 0, nghiã là, 𝑓(𝑥1, 𝑦1) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0). Như vâỵ, 𝑓 là môṭ hàm hằng trên 𝐷.                                      □ 

      Nhâṇ thấy rằng nếu 𝐷 ⊆ ℝ2 không lồi thì se ̃tồn taị các hàm khả vi trên 𝐷 với gradient không triêṭ tiêu 

giống hêṭ nhau trên 𝐷. Chẳng haṇ, nếu 𝐷 = 𝑆1(0,0)⋃𝑆1(2,2) là hơp̣ phân biêṭ của hai hình vuông mở và 

hàm 𝑓:𝐷 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 nếu 𝑥 ∈ 𝑆1(0,0) và 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2 nếu 𝑥 ∈ 𝑆1(2,2) thì rõ ràng 𝐷 là 

khác rỗng và mở, và 𝑓𝑥 = 𝑓𝑦 = 0 trên 𝐷, nhưng 𝑓 không phải là môṭ hàm hằng trên 𝐷. Điều này chứng tỏ 

rằng giả thiết 𝐷 là lồi trong Kết quả 3.2) là không hể bi ̣loaị bỏ. Măṭ khác, chúng ta cũng có thể chỉ ra rằng 

môṭ giả thiết yếu hơn trên 𝐷, cu ̣thể là 𝐷 là liên thông đường, cũng đủ.                      

      Kết quả 3.3. (Daṇg cổ điển của Công thức Taylor hai biến) 

      Giả sử 𝐷 là môṭ tâp̣ con lồi và mở của ℝ2 và 𝑛 là môṭ số nguyên không âm. 

      Khi đó, nếu 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao cho tất cả các đaọ hàm riêng của 𝑓 với cấp ≤ 𝑛 + 1 tồn taị và liên 

tuc̣ trên 𝐷 thì, với các điểm phân biêṭ (𝑥0, 𝑦0) và (𝑥1, 𝑦1) nằm trong 𝐷, se ̃tồn taị môṭ điểm (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐷 nằm 

trên đoaṇ thẳng nối giữa (𝑥0, 𝑦0) và (𝑥1, 𝑦1), với (𝑐, 𝑑) ≠ (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) với 𝑖 = 0,1, sao cho 

𝑓(𝑥1, 𝑦1) =∑
1

𝑖!
(ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)

𝑖

𝑓(𝑥0, 𝑦0)

𝑛

𝑖=0

+
1

(𝑛 + 1)!
(ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)

𝑛+1

𝑓(𝑐, 𝑑), 

trong đó ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 và 𝑘 = 𝑦1 − 𝑦0. 

      Ngoài ra,     

𝑓(𝑥1, 𝑦1) = 𝑃𝑛(𝑥1, 𝑦1) +∑

𝑙≥0       

∑

𝑚≥0        

𝜕𝑛+1𝑓

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑦𝑚
(𝑐, 𝑑)

𝑙+𝑚=𝑛+1                                             

(𝑥1 − 𝑥0)
𝑙

𝑙!

(𝑦1 − 𝑦0)
𝑚

𝑚!
, 

trong đó 

𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) = ∑

𝑙≥0       

∑

𝑚≥0        

𝜕𝑛+1𝑓

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑦𝑚
(𝑥0, 𝑦0)

𝑙+𝑚≤𝑛                                                  

(𝑥 − 𝑥0)
𝑙

𝑙!

(𝑦 − 𝑦0)
𝑚

𝑚!
 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. 

      Chứng minh kết quả 3.3. 

      Do 𝐷 lồi nên đoaṇ thẳng nối giữa (𝑥0, 𝑦0) và (𝑥1, 𝑦1) đươc̣ chứa trong 𝐷, nghiã là, 𝐿 = {(𝑥0 +

𝑡(𝑥1 − 𝑥0), 𝑦0 + 𝑡(𝑦1 − 𝑦0)): 𝑡 ∈ [0,1]} ⊆ 𝐷. 

      Kí hiêụ 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) là vector đơn vi ̣xác điṇh bởi  

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2) =
1

𝑟
(𝑥1 − 𝑥0, 𝑦1 − 𝑦0), 

trong đó 𝑟 = √(𝑥1 − 𝑥0)
2 + (𝑦1 − 𝑦0)

2. 

 



      Bây giờ, từ Kết quả 2.4) và Kết quả 2.5), hàm 𝑓0 = 𝑓 khả vi trên 𝐷 và đaọ hàm có hướng 𝐷𝑢𝑓 tồn taị taị 

moị điểm của 𝐷. Tổng quát hơn, bằng cách sử duṇg Kết quả 2.4) và Kết quả 2.5) cùng với môṭ phép quy nap̣ 

trên 𝑖, chúng ta nhâṇ thấy rằng, với 𝑖 = 1,… , 𝑛, đaọ hàm có hướng cấp 𝑖 𝐷𝑢
𝑖 𝑓 tồn taị taị moị điểm của 𝐷 và, 

hơn nữa, nếu 𝑓𝑖: 𝐷 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓𝑖 = 𝐷𝑢
𝑖 𝑓 thì 𝑓𝑖 se ̃khả vi trên 𝐷. Như vâỵ, từ Kết quả 2.2) và Kết quả 

2.5), với mỗi 𝑖 = 0, … , 𝑛, hàm 𝑓𝑖 liên tuc̣ trên 𝐷 và thỏa mãn hê ̣thức 𝐷𝑢𝑓𝑖(𝑥, 𝑦) = ∇𝑓𝑖(𝑥, 𝑦). 𝑢 với moị 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷.  

      Như vâỵ, từ Kết quả 1.9), tồn taị môṭ điểm (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐿 ∖ {(𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1)} sao cho 

𝑓(𝑥1, 𝑦1) =∑
1

𝑖!
(ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)

𝑖

𝑓(𝑥0, 𝑦0)

𝑛

𝑖=0

+
1

(𝑛 + 1)!
(ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)

𝑛+1

𝑓(𝑐, 𝑑), 

trong đó ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 và 𝑘 = 𝑦1 − 𝑦0. 

      Điều này chứng minh tính đúng đắn của khẳng điṇh thứ nhất. 

      Để chứng minh tính đúng đắn của công thức thay thế cho 𝑓(𝑥1, 𝑦1), lưu ý rằng với 𝑖 = 0,… , 𝑛 + 1, 

chúng ta se ̃có 

1

𝑖!
(ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)

𝑖

𝑓(𝑥, 𝑦) =∑

𝑙≥0       

∑

𝑚≥0        

𝜕𝑖𝑓

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑦𝑚
(𝑥, 𝑦)

𝑙+𝑚=𝑖                                               

ℎ𝑙

𝑙!

𝑘𝑚

𝑚!
 với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 

      Điều này chứng minh tính đúng đắn của khẳng điṇh thứ hai.                                                                     □                        

      Nhâṇ xét, 

      (i)   Daṇg cổ điển của Điṇh lí giá tri ̣trung bình hai biến se ̃tương ứng với trường hơp̣ 𝑛 = 0 của Công 

thức Taylor hai biến. 

      (ii)  Trường hơp̣ 𝑛 = 1 của Daṇg cổ điển của Công thức Taylor hai biến đôi khi còn đươc̣ goị là Điṇh lí 

giá tri ̣ trung biǹh hai biến mở rôṇg. Nó có thể đươc̣ phát biểu laị như sau: 

      Giả sử 𝑫 ⊆ ℝ𝟐 là môṭ tâp̣ con lồi và mở, 𝒇:𝑫 → ℝ là môṭ hàm bất ki ̀có các đaọ hàm riêng cấp môṭ 

và cấp hai liên tuc̣ trên 𝑫. 

      Khi đó, với các điểm phân biêṭ (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) và (𝒙𝟏, 𝒚𝟏) bất ki ̀nằm trong 𝑫, tồn taị môṭ điểm (𝒄, 𝒅) ∈ 𝑫 

nằm trên đoaṇ thẳng nối giữa (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) và (𝒙𝟏, 𝒚𝟏), với (𝒄, 𝒅) ≠ (𝒙𝒊, 𝒚𝒊) với 𝒊 = 𝟎, 𝟏, sao cho 

𝒇(𝒙, 𝒚) = 𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) + (𝒉
𝝏

𝝏𝒙
+ 𝒌

𝝏

𝝏𝒚
) 𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) +

𝟏

𝟐
(𝒉

𝝏

𝝏𝒙
+ 𝒌

𝝏

𝝏𝒚
)

𝟐

𝒇(𝒄, 𝒅). 

      (iii) Đa thức 𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) đươc̣ xác điṇh như trong Kết quả 3.3) ở trên thường đươc̣ goị là Đa thức Taylor 

(hai biến) cấp 𝒏 của 𝒇 xung quanh (𝒙𝟎, 𝒚𝟎). Hiêụ 𝑅𝑛 = 𝑓 − 𝑃𝑛  thường đươc̣ goị là Phần dư (hai biến) cấp 

𝒏. Như vâỵ, Kết quả 3.3) liên hê ̣hàm 𝑓 với Đa thức Taylor của nó bằng cách chỉ ra rằng, với moị (𝑥, 𝑦) ∈

𝐷, tồn taị môṭ điểm (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐷 sao cho 

 



𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) +∑

𝑙≥0       

∑

𝑚≥0        

𝜕𝑛+1𝑓

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑦𝑚
(𝑐, 𝑑)

𝑙+𝑚=𝑛+1                                             

(𝑥 − 𝑥0)
𝑙

𝑙!

(𝑦 − 𝑦0)
𝑚

𝑚!
. 

      Công thức cuối cùng đôi khi cũng đươc̣ goị là Công thức Taylor hai biến của 𝒇 xung quanh (𝒙𝟎, 𝒚𝟎). 

Công thức này cho thấy rằng Phần dư 𝑅𝑛 đươc̣ xác điṇh bởi 

𝑅𝑛(𝑥, 𝑦) = ∑

𝑙≥0       

∑

𝑚≥0        

𝜕𝑛+1𝑓

𝜕𝑥𝑙𝜕𝑦𝑚
(𝑐, 𝑑)

𝑙+𝑚=𝑛+1                                             

(𝑥 − 𝑥0)
𝑙

𝑙!

(𝑦 − 𝑦0)
𝑚

𝑚!
, với một điểm (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐷. 

      Hê ̣quả sau đây của Công thức Taylor hai biến se ̃tổng quát hóa Kết quả 3.2) và đưa ra môṭ đăc̣ trưng 

quan troṇg của các hàm đa thức trên các tâp̣ con lồi mở của ℝ2.  

      Kết quả 3.4. 

      Giả sử 𝐷 là môṭ tâp̣ con không rỗng, lồi và mở của ℝ2, và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm bất kì. Giả sử 𝑛 là môṭ 

số nguyên không âm bất kì. 

      Khi đó, 𝑓 se ̃là môṭ hàm đa thức xác điṇh trên 𝐷 với tổng bâc̣ ≤ 𝑛 khi và chỉ khi tất cả các đaọ hàm riêng 

của 𝑓 với cấp ≤ 𝑛 + 1 đều tồn taị và liên tuc̣ trên 𝐷 và, hơn nữa, tất cả các đaọ hàm riêng cấp (𝑛 + 1) của 𝑓 

đều triêṭ tiêu trên 𝐷. 

      Chứng minh kết quả 3.4. 

      Giả sử 𝑓 là môṭ hàm đa thức xác điṇh trên 𝐷 với tổng bâc̣ ≤ 𝑛, nghiã là, 𝑓(𝑥, 𝑦) là môṭ tổng hữu haṇ của 

các số haṇg có daṇg 𝑐𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗  trong đó 𝑖, 𝑗 là các số nguyên không âm với 𝑖 + 𝑗 ≤ 𝑛 và 𝑐𝑖,𝑗 ∈ ℝ. Chúng ta 

cũng có thể nhâṇ thấy rằng tất cả các đaọ hàm riêng của 𝑓 với cấp ≤ 𝑛 + 1 đều tồn taị và liên tuc̣ trên 𝐷 và, 

hơn nữa, tất cả các đaọ hàm riêng cấp (𝑛 + 1) của 𝑓 đều triêṭ tiêu trên 𝐷. Để chứng minh chiều ngươc̣ laị, 

chúng ta chỉ cần cố điṇh môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 và áp duṇg Công thức Taylor hai biến cho hàm 𝑓 xung 

quanh (𝑥0, 𝑦0).                                                                                                                                                   □  

      Chẳng haṇ, 

      (i)  Giả sử 𝐼 và 𝐽 là các khoảng mở khác rỗng trong ℝ, và 𝜙: 𝐼 → ℝ và 𝜓: 𝐽 → ℝ là các hàm môṭ biến khả 

vi vô haṇ.  

      Xét các hàm 𝑓, 𝑔: 𝐼 × 𝐽 → ℝ xác điṇh bởi 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥) + 𝜓(𝑦) và 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥)𝜓(𝑦). 

      Giả sử 𝑥0 ∈ 𝐼, 𝑦0 ∈ 𝐽 và 𝑛 là môṭ số nguyên không âm. Nếu chúng ta lần lươṭ kí hiêụ 𝑃𝑛(𝜙) và 𝑃𝑛(𝜓) là 

các đa thức Taylor cấp 𝑛 của 𝜙 và 𝜓 xung quanh 𝑥0 và 𝑦0 thì chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng đa thức Taylor 

cấp 𝑛 của 𝑓 xung quanh (𝑥0, 𝑦0) xác điṇh bởi 𝑃𝑛(𝜙)(𝑥) + 𝑃𝑛(𝜓)(𝑦), trong khi đa thức Taylor cấp 𝑛 của 𝑔 

xung quanh (𝑥0, 𝑦0) xác điṇh bởi tổng của các số haṇg với tổng bâc̣ ≤ 𝑛 trong tích 𝑃𝑛(𝜙)(𝑥)𝑃𝑛(𝜓)(𝑦). 

      Chẳng haṇ, các đa thức Taylor cấp 𝑛 xung quanh (0,0) của các hàm 𝑓, 𝑔: ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 + 𝑒𝑦 và 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥+𝑦 xác điṇh bởi 



𝑃𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) =∑
𝑥𝑙

𝑙!

𝑛

𝑙=0

+∑
𝑦𝑚

𝑚!

𝑛

𝑙=0

 và 𝑃𝑛(𝑔)(𝑥, 𝑦) =∑

𝑙≥0       

∑

𝑚≥0        

𝑥𝑙

𝑙!

𝑦𝑚

𝑚!
𝑙+𝑚≤𝑛                          

. 

      (ii) Giả sử 𝐸 là môṭ tâp̣ con mở của ℝ và 𝐷 là môṭ tâp̣ con mở của ℝ2 sao cho {𝑥 + 𝑦: (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷} ⊆ 𝐸. 

Giả sử 𝑔: 𝐸 → ℝ là môṭ hàm khả vi vô haṇ và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥 + 𝑦). Với 

moị số nguyên không âm 𝑛 bất kì và với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 bất kì, nếu 𝑃𝑛(𝑔) là đa thức Taylor cấp 𝑛 của 𝑔 

xung quanh 𝑥0 + 𝑦0 thì chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng đa thức Taylor cấp 𝑛 của 𝑓 xung quanh (𝑥0, 𝑦0) xác 

định bởi 

𝑃𝑛(𝑓)(𝑥, 𝑦) = ∑

𝑙≥0       

∑

𝑚≥0        

𝑔(𝑙+𝑚)

𝑙+𝑚≤𝑛                          

(𝑥0 + 𝑦0)
(𝑥 − 𝑥0)

𝑙

𝑙!

(𝑦 − 𝑦0)
𝑚

𝑚!
 

                          = ∑
𝑔(𝑗)(𝑥0 + 𝑦0)

𝑗!

𝑛

𝑗=0

∑
𝑗!

𝑙! (𝑗 − 𝑙)!
(𝑥 − 𝑥0)

𝑙(𝑦 − 𝑦0)
𝑗−𝑙

𝑗

𝑙=0

 

=∑
𝑔(𝑗)(𝑥0 + 𝑦0)

𝑗!

𝑛

𝑗=0

(𝑥 + 𝑦 − 𝑥0 − 𝑦0)
𝑗   

= 𝑃𝑛(𝑔)(𝑥 + 𝑦).                                              

      Chẳng haṇ, đa thức Taylor cấp 𝑛 của 𝑓: 𝑆1 2⁄ (0,0) → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 (1 − 𝑥 − 𝑦)⁄  xung 

quanh (0,0) xác điṇh bởi  

      Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ 

      Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ cho các hàm hai biến là môṭ kỹ thuâṭ đươc̣ sử duṇg rôṇg rãi để tính toán 

đaọ hàm của các hàm hơp̣. Như trong Kết quả 3.1.3) của bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến” liên 

quan đến tính liên tuc̣ của các hàm hơp̣, chúng ta se ̃phát biểu Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ thành ba phần, 

áp duṇg cho ba cách hình thành khác nhau của các hàm hơp̣.  

      Kết quả 3.5. (Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣) 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2, (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm trong của 𝐷 và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm khả vi taị (𝑥0, 𝑦0).   

      (i)   Giả sử 𝐸 ⊆ ℝ sao cho 𝑓(𝐷) ⊆ 𝐸 và 𝑓(𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm trong của 𝐸. Khi đó, nếu 𝑔: 𝐸 → ℝ là môṭ 

hàm khả vi taị 𝑓(𝑥0, 𝑦0) thì hàm 𝐹:𝐷 → ℝ xác điṇh bởi 𝐹 = 𝑔 ∘ 𝑓 khả vi taị (𝑥0, 𝑦0), và 

∇𝐹(𝑥0, 𝑦0) = 𝑔′(𝑓(𝑥0, 𝑦0))∇𝑓(𝑥0, 𝑦0).  

      (ii)  Giả sử 𝐸 ⊆ ℝ và 𝑡0 là môṭ điểm trong của 𝐸. Khi đó, nếu 𝑥, 𝑦: 𝐸 → ℝ là các hàm khả vi taị 𝑡0 và 

nếu (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∈ 𝐷 với moị 𝑡 ∈ 𝐸 và (𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0)) = (𝑥0, 𝑦0) thì hàm 𝐹: 𝐸 → ℝ xác điṇh bởi 𝐹(𝑡) =

𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) với moị 𝑡 ∈ 𝐸 se ̃khả vi taị 𝑡0, và   

𝐹′(𝑡0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ⋅ (𝑥
′(𝑡0), 𝑦

′(𝑡0)) = 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0)𝑥
′(𝑡0) + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)𝑦

′(𝑡0). 



      (iii) Giả sử 𝐸 ⊆ ℝ2 và (𝑢0, 𝑣0) là môṭ điểm trong của 𝐸. Khi đó, nếu 𝑥, 𝑦: 𝐸 → ℝ là các hàm khả vi taị 

(𝑢0, 𝑣0) và nếu (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)) ∈ 𝐷 với moị (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 và (𝑥(𝑢0, 𝑣0), 𝑦(𝑢0, 𝑣0)) = (𝑥0, 𝑦0) thì hàm 

𝐹: 𝐸 → ℝ xác điṇh bởi 𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)) với moị (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸 se ̃khả vi taị (𝑢0, 𝑣0), và 

∇𝐹(𝑢0, 𝑣0) se ̃đươc̣ xác điṇh bởi 

(∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥𝑢(𝑥0, 𝑦0), 𝑦𝑢(𝑥0, 𝑦0)), ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥𝑣(𝑥0, 𝑦0), 𝑦𝑣(𝑥0, 𝑦0))). 

      Chứng minh kết quả 3.5. 

      Từ Bổ đề Carathéodory hai biến, tồn taị môṭ căp̣ hàm (𝑓1, 𝑓2) liên kết với 𝑓 và (𝑥0, 𝑦0). Như vâỵ, 

𝑓1, 𝑓2: 𝐷 → ℝ se ̃liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) với (𝑓1(𝑥0, 𝑦0), 𝑓2(𝑥0, 𝑦0)) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0), và  

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑥 − 𝑥0)𝑓1(𝑥, 𝑦) + (𝑦 − 𝑦0)𝑓2(𝑥, 𝑦) với mọi (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 

      Kết quả này đóng môṭ vai trò quan troṇg trong viêc̣ chứng minh các khẳng điṇh (i), (ii), (iii). 

      (i)   Giả sử 𝐸, 𝑔 thỏa mãn các giả thiết trong khẳng điṇh (i).  

      Từ Bổ đề Carathéodory (Kết quả 4), tồn taị môṭ hàm 𝑔1: 𝐸 → ℝ liên kết với 𝑔 và 𝑧0 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0).  

      Như vâỵ, 𝑔1 se ̃liên tuc̣ taị 𝑧0 với 𝑔1(𝑧0) = 𝑔
′(𝑧0) và  

𝑔(𝑧) − 𝑔(𝑧0) = (𝑧 − 𝑧0)𝑔1(𝑧) với moị 𝑧 ∈ 𝐸. 

      Do 𝑓(𝐷) ⊆ 𝐸 nên điều này chỉ ra rằng, với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 

𝐹(𝑥, 𝑦) − 𝐹(𝑥0, 𝑦0) = (𝑔1 ∘ 𝑓)(𝑥, 𝑦)[(𝑥 − 𝑥0)𝑓1(𝑥, 𝑦) + (𝑦 − 𝑦0)𝑓2(𝑥, 𝑦)]. 

      Ngoài ra, từ Kết quả 2.2) và  Kết quả 3.1.2) và khẳng điṇh (i) của Kết quả 3.1.3) của bài viết “Phép tính 

giới haṇ hàm nhiều biến”, chúng ta nhâṇ thấy rằng (𝑔1 ∘ 𝑓)𝑓1 và (𝑔1 ∘ 𝑓)𝑓2 se ̃liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0).  

      Như vâỵ, từ Bổ đề Carathéodory hai biến, chúng ta có thể kết luâṇ 𝐹 se ̃khả vi taị (𝑥0, 𝑦0) và  

∇𝐹(𝑥0, 𝑦0) = (𝑔1 ∘ 𝑓)(𝑥0, 𝑦0)∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑔
′(𝑓(𝑥0, 𝑦0))∇𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

      (ii)  Giả sử 𝐸, 𝑡0, 𝑥, 𝑦 thỏa mãn các giả thiết trong khẳng điṇh (ii).  

      Từ Bổ đề Carathéodory (Kết quả 4), tồn taị các hàm 𝑥1, 𝑦1: 𝐸 → ℝ liên kết lần lươṭ với 𝑥, 𝑦 và 𝑡0.  

      Như vâỵ, 𝑥1, 𝑦1 se ̃liên tuc̣ taị 𝑡0 với (𝑥1(𝑡0), 𝑦1(𝑡0)) = (𝑥0, 𝑦0) và, với moị 𝑡 ∈ 𝐸, 

𝑥(𝑡) − 𝑥(𝑡0) = (𝑡 − 𝑡0)𝑥1(𝑡) và 𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑡0) = (𝑡 − 𝑡0)𝑦1(𝑡).  

      Với moị 𝑡 ∈ 𝐸 cho trước, chúng ta se ̃có (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∈ 𝐷 và, do đó, 𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) se ̃thỏa mãn 

hê ̣thức 

𝐹(𝑡) − 𝐹(𝑡0) = (𝑡 − 𝑡0)𝐹1(𝑡) với moị 𝑡 ∈ 𝐸. 

      Ngoài ra, theo quan điểm của khẳng điṇh (ii) của Kết quả 3.1.3), chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝐹1 se ̃liên tuc̣ 

taị 𝑡0.  



      Như vâỵ, từ Bổ đề Carathéodory (Kết quả 4), chúng ta có thể kết luâṇ đươc̣ rằng 𝐹 se ̃khả vi taị 𝑡0 và   

𝐹′(𝑡0) = 𝐹1(𝑡0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥
′(𝑡0), 𝑦

′(𝑡0)). 

      (iii) Giả sử 𝐸, (𝑢0, 𝑣0), 𝑥, 𝑦 thỏa mãn các giả thiết trong khẳng điṇh (iii). 

      Kí hiêụ 

𝐸1 = {𝑢 ∈ ℝ: (𝑢, 𝑣0) ∈ 𝐸} và 𝐸2 = {𝑣 ∈ ℝ: (𝑢0, 𝑣) ∈ 𝐸}. 

      Ngoài ra, kí hiêụ 𝜙, 𝜉: 𝐸1 → ℝ và 𝜓, : 𝐸2 → ℝ là các hàm xác điṇh bởi 

𝜙(𝑢) = 𝑥(𝑢, 𝑣0), 𝜉(𝑢) = 𝑦(𝑢, 𝑣0), 𝜓(𝑣) = 𝑥(𝑢0, 𝑣), (𝑣) = 𝑦(𝑢0, 𝑣). 

      Khi đó, 𝐸1, 𝑢0 và 𝜙, 𝜉 se ̃thỏa mãn các giả thiết trong khẳng điṇh (ii) và, do đó, hàm 𝐹1: 𝐸1 → ℝ xác điṇh 

bởi 𝐹1(𝑢) = 𝑓(𝜙(𝑢), 𝜉(𝑢)), với 𝑢 ∈ 𝐸1, se ̃khả vi taị 𝑢0 và  

𝐹1
′(𝑢0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝜙

′(𝑢0), 𝜉
′(𝑢0)). 

      Tương tư,̣ 𝐸1, 𝑢0 và 𝜓,  se ̃thỏa mãn các giả thiết trong khẳng điṇh (ii) và, do đó, hàm 𝐹2: 𝐸2 → ℝ xác 

điṇh bởi 𝐹2(𝑣) = 𝑓(𝜓(𝑣), (𝑣)), với 𝑣 ∈ 𝐸2, se ̃khả vi taị 𝑣0 và   

𝐹2
′(𝑣0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝜓

′(𝑣0),
′(𝑣0)). 

      Ngoài ra, do 𝐹1(𝑢) = 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣0), 𝑦(𝑢, 𝑣0)), với 𝑢 ∈ 𝐸1, và 𝐹2(𝑣) = 𝑓(𝑥(𝑢0, 𝑣), 𝑦(𝑢0, 𝑣)), với 𝑣 ∈ 𝐸2 

nên điều này cũng chỉ ra rằng 

𝐹𝑢(𝑢0, 𝑣0) = 𝐹1
′(𝑢0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥𝑢(𝑢0, 𝑣0), 𝑦𝑢(𝑢0, 𝑣0)), 

𝐹𝑣(𝑢0, 𝑣0) = 𝐹2
′(𝑣0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥𝑣(𝑢0, 𝑣0), 𝑦𝑣(𝑢0, 𝑣0)). 

      Như vâỵ, ∇𝐹(𝑢0, 𝑣0) se ̃thỏa mãn công thức đã tuyên bố.                                                                          □ 

      Nhâṇ thấy rằng se ̃rất hữu ích nếu chúng ta viết laị các đồng nhất thức do Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ 

đưa ra bằng môṭ kí hiêụ hơi trang troṇg nhưng mang tính gơị ý cao như sau: 

      (i)   Nếu 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) và 𝑤 = 𝑔(𝑧) thì 𝑤 se ̃là môṭ hàm của (𝑥, 𝑦), và 

𝜕𝑤

𝜕𝑥
=
𝑑𝑤

𝑑𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
 và  

𝜕𝑤

𝜕𝑦
=
𝑑𝑤

𝑑𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑦
. 

      (ii)  Nếu 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) và 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) thì 𝑧 se ̃là môṭ hàm của 𝑡, và 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
. 

      (iii) Nếu 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) và 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣) thì 𝑧 se ̃là môṭ hàm của (𝑢, 𝑣), và 

𝜕𝑧

𝜕𝑢
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑢
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑢
 𝑣�̀�  

𝜕𝑧

𝜕𝑣
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑣
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑣
. 

 



      Cần lưu ý rằng các đồng nhất thức trong các khẳng điṇh (i), (ii), (iii) nêu ở trên se ̃hơp̣ lê ̣khi các đaọ 

hàm (riêng) có liên quan đươc̣ tính taị các điểm thích hơp̣ và khi các giả thiết của Kết quả 3.5) đươc̣ thỏa 

mãn. Theo quan điểm của Kết quả 2.4), nhâṇ điṇh trên se ̃đúng nếu mỗi đaọ hàm (riêng) tồn taị trong môṭ 

hình vuông mở xung quanh điểm liên quan và liên tuc̣ taị điểm đó.  

      Chúng ta cũng nhâṇ thấy rằng các đồng nhất thức đươc̣ chỉ ra trong (ii) và (iii) ở trên có thể đươc̣ viết laị 

dưới daṇg thống nhất, bằng cách sử duṇg kí hiêụ ma trâṇ, như sau: 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= [

𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦
] [

𝑑𝑥

𝑑𝑡
𝑑𝑦

𝑑𝑡

]  và  [
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑣
] = [

𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦
] [

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

]. 

      Ma trâṇ 2 × 2 ở phía bên phải của đồng nhất thứ hai thường đươc̣ goị là ma trâṇ Jacobian của các hàm 

𝒙 và 𝒚 đối với các biến 𝒖 và 𝒗, hoăc̣ nói môṭ cách chính xác hơn, là ma trâṇ Jacobian của phép biến đổi 

𝜱:𝑬 → ℝ𝟐 xác điṇh bởi 𝜱(𝒖, 𝒗) = (𝒙(𝒖, 𝒗), 𝒚(𝒖, 𝒗)). Điṇh thức của ma trâṇ này xác điṇh cho chúng ta 

môṭ hàm 𝐽(Φ): 𝐸 → ℝ và nó thường đươc̣ goị là Jacobian của phép biến đổi 𝜱 hoăc̣ Jacobian của các 

hàm 𝒙 và 𝒚 đối với các biến 𝒖 và 𝒗. 

      Như vâỵ,  

𝐽(Φ)(𝑢, 𝑣) = 𝑑𝑒𝑡 [

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

] =
𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣
−
𝜕𝑥

𝜕𝑣

𝜕𝑦

𝜕𝑢
 với mọi (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸. 

      Jacobian của các hàm 𝑥 và 𝑦 đối với các biến 𝑢 và 𝑣 đôi khi còn đươc̣ kí hiêụ laị bởi 

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
. 

      Các kí hiêụ tương tư ̣cũng đươc̣ sử duṇg trong trường hơp̣ 𝑛 hàm của 𝑛 biến. 

      Se ̃rất hữu ích khi ghi laị hê ̣quả sau đây của Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ đối với các ma trâṇ Jacobian 

của các hàm hơp̣: 

      Giả sử 𝑬 là môṭ tâp̣ con mở của ℝ𝟐 và phép biến đổi 𝚽:𝑬 → ℝ𝟐 như trên, nghiã là, 𝚽(𝒖, 𝒗) =

(𝒙(𝒖, 𝒗), 𝒚(𝒖, 𝒗)), trong đó các hàm thành phần 𝒙, 𝒚: 𝑬 → ℝ khả vi trên 𝑬. Giả sử 𝑫 ⊆ ℝ𝟐 là môṭ tâp̣ 

con mở với 𝚽(𝑬) ⊆ 𝑫.   

      Khi đó, nếu phép biến đổi 𝚿:𝑫 → ℝ𝟐 xác điṇh bởi 𝚿(𝒙, 𝒚) = (𝒘(𝒙, 𝒚), 𝒛(𝒙, 𝒚) có các hàm thành 

phần 𝒘, 𝒛:𝑫 → ℝ khả vi trên 𝑫 thi ̀các hàm thành phần của 𝚿 ∘ 𝚽:𝑬 → ℝ𝟐 se ̃khả vi trên 𝑬 và 

𝑱(𝚿 ∘ 𝚽)(𝒖, 𝒗) = 𝑱(𝚿)(𝒙(𝒖, 𝒗), 𝒚(𝒖, 𝒗))𝑱(𝚽)(𝒖, 𝒗) 𝐯ớ𝐢 𝐦�̣�𝐢 (𝒖, 𝒗) ∈ 𝑬. 

      Nói cách khác, Jacobian của hơp̣ của các phép biến đổi bằng với tích của các Jacobian của các phép biến 

đổi thành phần. 

 



      Để nhâṇ thấy điều này, chúng ta hãy lưu ý rằng đồng nhất thức nêu ở trên có thể đươc̣ viết laị như sau: 

[

𝜕𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑤

𝜕𝑣
𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑣

] =

[
 
 
 
 
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦]
 
 
 
 

[

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

]. 

      Sư ̣bằng nhau của các phần tử trong ma trâṇ bên trái với các phần tử tương ứng của tích của hai ma trâṇ 

bên phải là hê ̣quả trưc̣ tiếp của khẳng điṇh (iii) của Kết quả 3.5). 

      Chẳng haṇ, 

      (i)   Xét hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦, với (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, và hàm 𝑔: ℝ → ℝ xác điṇh bởi 

𝑔(𝑧) = 𝑠𝑖𝑛𝑧, với 𝑧 ∈ ℝ.  

      Từ Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣, hàm hơp̣ 𝐹:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝐹(𝑥, 𝑦) = (𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥, 𝑦) = sin (𝑥𝑦) 

se ̃khả vi taị moị điểm của ℝ2 và 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
=
𝑑𝐹

𝑑𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= (cos 𝑥𝑦)𝑦 va 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
=
𝑑𝐹

𝑑𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= (cos 𝑥𝑦)𝑥. 

      (ii)  Xét hàm 𝑓: ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2, với (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. Ngoài ra, kí hiêụ 𝑥, 𝑦:ℝ → ℝ 

là các hàm xác điṇh bởi 𝑥(𝑡) = 𝑒𝑡 và 𝑦(𝑡) = 𝑠𝑖𝑛𝑡 , với 𝑡 ∈ ℝ.  

      Từ Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣, hàm hơp̣ 𝐹:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = 𝑒2𝑡 +

𝑠𝑖𝑛 2𝑡 se ̃khả vi taị moị điểm của ℝ và 

𝑑𝐹

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= (2𝑥(𝑡))𝑒𝑡 + (2𝑦(𝑡)) cos 𝑡 = 2𝑒2𝑡 + 2 sin 𝑡 cos 𝑡. 

      (iii) Xét hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2, với (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2.  

      Kí hiêụ 𝑥, 𝑦:ℝ2 → ℝ là các hàm xác điṇh bởi 𝑥(𝑢, 𝑣) = 𝑢2 − 𝑣2 và 𝑦(𝑢, 𝑣) = 2𝑢𝑣, với (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2. 

      Từ Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣, hàm hơp̣ 𝐹:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi  

𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)) = (𝑢2 − 𝑣2)2 + (2𝑢𝑣)2 = 𝑢4 + 2𝑢2𝑣2 + 𝑣4 

se ̃khả vi taị moị điểm của ℝ2 và  

𝜕𝐹

𝜕𝑢
=
𝜕𝐹

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑢
+
𝜕𝐹

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑢
= 2(𝑢2 − 𝑣2)(2𝑢) + 2(2𝑢𝑣)(2𝑣) = 4𝑢(𝑢2 + 𝑣2), 

𝜕𝐹

𝜕𝑣
=
𝜕𝐹

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑣
+
𝜕𝐹

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑣
= 2(𝑢2 − 𝑣2)(−2𝑣) + 2(2𝑢𝑣)(2𝑢) = 4𝑣(𝑢2 + 𝑣2). 

       Như vâỵ, ∇𝐹(𝑢, 𝑣) = 4(𝑢2 + 𝑣2)(𝑢, 𝑣) với moị (𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2. Lưu ý rằng Jacobian của các hàm 𝑥 và 𝑦 

đối với các biến 𝑢 và 𝑣 se ̃bằng (2𝑢)(2𝑢) − (−2𝑣)(2𝑣) = 4(𝑢2 + 𝑣2). 

 



      (iv) Xét hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2, với (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. 

      Kí hiêụ 𝑥, 𝑦:ℝ2 → ℝ là các hàm xác điṇh bởi 𝑥(𝑟, ) = 𝑟𝑐𝑜𝑠  và 𝑦(𝑟, ) = 𝑟𝑠𝑖𝑛 , với (𝑟, ) ∈ ℝ2.  

      Từ Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣, hàm hơp̣ 𝐹:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 

𝐹(𝑟, ) = 𝑓(𝑥(𝑟, ), 𝑦(𝑟, )) = (𝑟𝑐𝑜𝑠 )2 + (𝑟𝑠𝑖𝑛 )2 = 𝑟2 

se ̃khả vi taị moị điểm của ℝ2 và 

𝜕𝐹

𝜕𝑟
=
𝜕𝐹

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑟
+
𝜕𝐹

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑟
= (2𝑟𝑐𝑜𝑠 )𝑐𝑜𝑠 + (2𝑟𝑠𝑖𝑛 )𝑠𝑖𝑛 = 2𝑟, 

              
𝜕𝐹

𝜕𝑣
=
𝜕𝐹

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑣
+
𝜕𝐹

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑣
= (2𝑟𝑐𝑜𝑠 )(−𝑟𝑠𝑖𝑛 ) + (2𝑟𝑠𝑖𝑛 )(𝑟𝑐𝑜𝑠 ) = 0. 

      Như vâỵ, ∇𝐹(𝑟, ) = (2𝑟, 0), với (𝑟, ) ∈ ℝ2. Lưu ý rằng Jacobian của các hàm 𝑥 và 𝑦 đối với các biến 

𝑟 và  se ̃bằng 𝑟. 

      (v)  Xét hàm 𝑓: ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(0,0) = 0 và 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑦 (𝑥2 + 𝑦2)⁄ , với (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0). 

      Xét các hàm 𝑥, 𝑦: ℝ → ℝ xác điṇh bởi 𝑥(𝑡) = 𝑡 và 𝑦(𝑡) = 𝑡2, với 𝑡 ∈ ℝ.  

      Chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng cả 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 đều tồn taị trên ℝ2 và 𝑓𝑥(0,0) = 𝑓𝑦(0,0) = 0, nhưng 𝑓 không 

thể khả vi taị (0,0). Ngoài ra, cả 𝑥 và 𝑦 đều khả vi trên ℝ và 𝑥′(𝑡) = 1 và 𝑦′(𝑡) = 2𝑡, với 𝑡 ∈ ℝ. Măṭ khác, 

nếu hàm 𝐹:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) thì 𝐹(𝑡) = 1 (1 + 𝑡2)⁄  và 𝐹′(𝑡) =

(1 − 𝑡2) (1 + 𝑡2)2⁄ , với 𝑡 ∈ ℝ. 

      Như vâỵ, chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng 𝐹′(0) = 1, trong khi 𝑓𝑥(0,0)𝑥
′(0) + 𝑓𝑦(0,0)𝑦

′(0) = 0.  

      Điều này cho thấy rằng giả thiết 𝑓 khả vi trong Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ là không thể bỏ đươc̣.  

      4. Tính đơn điêụ, tính lồi, tính lõm 

      Chúng ta đã thấy trong muc̣ 1.2. Hàm và các tính chất hiǹh hoc̣ của nó của bài viết “Phép tính giới 

haṇ hàm nhiều biến” rằng khái niêṃ về tính đơn điêụ của các hàm môṭ biến thừa nhâṇ hai daṇg tương tư ̣

phân biêṭ trong bối cảnh thiết lâp̣ của các hàm thưc̣ hai biến. Trong muc̣ này của bài viết, chúng ta se ̃liên hê ̣

chúng với dấu của môṭ số đaọ hàm riêng nhất điṇh, từ đó thu đươc̣ các daṇg tương tư ̣của các phép thử đaọ 

hàm bâc̣ nhất của các phép tính môṭ biến. Tiếp theo, chúng ta se ̃thu đươc̣ các tiêu chuẩn hữu ích cho các 

hàm có biến phân bi ̣chăṇ cũng như cho các hàm có song biến phân bi ̣chăṇ theo các đaọ hàm riêng. 

Gradient của môṭ hàm thưc̣ hai (hoăc̣ nhiều) biến se ̃là môṭ hàm vector hai (hoăc̣ nhiều) biến. Chúng ta se ̃

nhâṇ thấy rằng có môṭ khái niêṃ tư ̣nhiên về tính đơn điêụ của các hàm như vâỵ. Khi đó, chúng ta se ̃liên hê ̣

tính đơn điêụ của gradient với các khái niêṃ về tính lồi và tính lõm của các hàm hai (hoăc̣ nhiều) biến.  

      Tính đơn điêụ và các đaọ hàm riêng cấp môṭ 

      Nhắc laị rằng môṭ hàm 𝑓: 𝐼 × 𝐽 → ℝ xác điṇh trên môṭ tích của các khoảng 𝐼 và 𝐽 trong ℝ se ̃đươc̣ goị là 

đơn điêụ tăng nếu 



(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐼 × 𝐽 va (𝑥1, 𝑦1) ≤ (𝑥2, 𝑦2) ⇒ 𝑓(𝑥1, 𝑦1) ≤ 𝑓(𝑥2, 𝑦2). 

      Nếu điều kiêṇ này đươc̣ thỏa mãn với ≤ đươc̣ thay bởi ≥ trong các bất đẳng thức nêu trên thì 𝑓 se ̃đươc̣ 

goị là đơn điêụ giảm. 

      Trên thưc̣ tế, tính đơn điêụ của môṭ hàm hai biến cũng giống như tính đơn điêụ của mỗi môṭ trong hai 

biến. Tương tư,̣ viêc̣ lấy đaọ hàm riêng của môṭ hàm hai biến cũng có nghiã là chúng ta se ̃coi nó như là môṭ 

hàm môṭ biến (coi biến kia là hằng số) và lấy đaọ hàm như trong đối với các phép tính môṭ biến.  

      Như vâỵ, thâṭ tư ̣nhiên khi mong đơị rằng đăc̣ trưng sau đây se ̃đúng:  

      Kết quả 4.1. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và 𝐼, 𝐽 là các khoảng bất kì trong ℝ sao cho 𝐼 × 𝐽 ⊆ 𝐷. Giả sử 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao 

cho cả 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 đều tồn taị trên 𝐼 × 𝐽. 

      Khi đó,  

      (i)  𝑓 đơn điêụ tăng trên 𝐼 × 𝐽 ⇔ 𝑓𝑥 ≥ 0 và 𝑓𝑦 ≥ 0 trên 𝐼 × 𝐽. 

      (ii) 𝑓 đơn điêụ giảm trên 𝐼 × 𝐽 ⇔ 𝑓𝑥 ≤ 0 và 𝑓𝑦 ≤ 0 trên 𝐼 × 𝐽.     

      Chứng minh kết quả 4.1.  

      (i)  Giả sử 𝑓 đơn điêụ tăng trên 𝐼 × 𝐽. Khi đó, với moị (𝑥0, 𝑦0) cho trước, chúng ta nhâṇ thấy rằng 

[𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)] ℎ⁄ ≥ 0 với moị ℎ ∈ ℝ sao cho ℎ ≠ 0 và (𝑥0 + ℎ, 𝑦0) ∈ 𝐼 × 𝐽. Bằng cách chuyển 

qua giới haṇ khi ℎ → 0, chúng ta dê ̃dàng suy ra rằng 𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) ≥ 0. Tương tư,̣ chúng ta cũng nhâṇ thấy 

rằng 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≥ 0. 

      Ngươc̣ laị, giả sử 𝑓𝑥 ≥ 0 và 𝑓𝑦 ≥ 0 trên 𝐼 × 𝐽. Giả sử (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐼 × 𝐽 sao cho (𝑥1, 𝑦1) ≤

(𝑥2, 𝑦2). Đầu tiên, chúng ta se ̃chứng minh rằng 𝑓(𝑥1, 𝑦1) ≤ 𝑓(𝑥2, 𝑦1). Điều này se ̃là hiển nhiên nếu 𝑥1 =

𝑥2. Nếu 𝑥1 < 𝑥2 thì chúng ta se ̃xét hàm 𝜙: [𝑥1, 𝑥2] → ℝ xác điṇh bởi 𝜙(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑥1), với 𝑡 ∈ [𝑥1, 𝑥2]. 

Bằng cách sử duṇg Điṇh lí giá tri ̣trung bình (Kết quả 1), chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝜙(𝑥2) − 𝜙(𝑥1) =

𝜙′(𝑐)(𝑥2 − 𝑥1) với môṭ số 𝑐 ∈ ℝ nào đó với 𝑥1 < 𝑐 < 𝑥2. Như vâỵ, 𝑓(𝑥2, 𝑦1) − 𝑓(𝑥1, 𝑦1) = 𝑓𝑥(𝑐, 𝑦1)(𝑥2 −

𝑥1) ≥ 0, nghiã là, 𝑓(𝑥1, 𝑦1) ≤ 𝑓(𝑥2, 𝑦1). Kế tiếp, chúng ta se ̃chỉ ra rằng 𝑓(𝑥2, 𝑦1) ≤ 𝑓(𝑥2, 𝑦2). Điều này se ̃

là hiển nhiên nếu 𝑦1 = 𝑦2, trong khi nếu 𝑦1 < 𝑦2 thì điều này se ̃xảy ra theo cách tương tư ̣bằng cách áp 

duṇg Điṇh lí giá tri ̣trung bình (Kết quả 1) cho hàm 𝜓: [𝑦1, 𝑦2] → ℝ xác điṇh bởi 𝜓(𝑠) = 𝑓(𝑥2, 𝑠), với 𝑠 ∈

[𝑦1, 𝑦2]. Bằng cách kết hơp̣ hai bất đẳng thức nêu ở trên, chúng ta se ̃thu đươc̣ 𝑓(𝑥1, 𝑦1) ≤ 𝑓(𝑥2, 𝑦2).  

      Như vâỵ, 𝑓 đơn điêụ tăng trên 𝐼 × 𝐽.     

      (ii) Phép chứng minh đươc̣ thưc̣ hiêṇ tương tư ̣như ở khẳng điṇh (i). Ngoài ra, (ii) có thể đươc̣ suy ra từ 

(i) bằng cách áp duṇg (i) cho – 𝑓.                                                                                                                      □ 

      Tính song đơn điêụ và các đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ 

      Nhắc laị rằng môṭ hàm 𝑓: 𝐼 × 𝐽 → ℝ xác điṇh trên môṭ tích của các khoảng 𝐼 và 𝐽 trong ℝ se ̃đươc̣ goị là 

song đơn điêụ tăng nếu 



(𝑥1, 𝑦1) ≤ (𝑥2, 𝑦2) ⇒ 𝑓(𝑥1, 𝑦2) + 𝑓(𝑥2, 𝑦1) ≤ 𝑓(𝑥1, 𝑦1) + 𝑓(𝑥2, 𝑦2). 

      Nếu điều kiêṇ này đươc̣ thỏa mãn với ≤ đươc̣ thay bởi ≥ trong các bất đẳng thức nêu trên thì 𝑓 se ̃đươc̣ 

goị là song đơn điêụ giảm. 

      Hóa ra là những khái niêṃ này laị thừa nhâṇ môṭ đăc̣ trưng đơn giản theo các đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ cấp 

hai như sau: 

      Kết quả 4.2. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 và 𝐼, 𝐽 là các khoảng bất kì trong ℝ sao cho 𝐼 × 𝐽 ⊆ 𝐷. Giả sử 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao 

cho cả 𝑓𝑥 và 𝑓𝑥𝑦 đều tồn taị trên 𝐼 × 𝐽. 

      Khi đó, 

      (i)  𝑓 tăng song song trên 𝐼 × 𝐽 ⇔ 𝑓𝑥𝑦 ≥ 0 trên 𝐼 × 𝐽.  

      (ii) 𝑓 giảm song song trên 𝐼 × 𝐽 ⇔ 𝑓𝑥𝑦 ≤ 0 trên 𝐼 × 𝐽.  

      Chứng minh kết quả 4.2. 

      (i)  Giả sử 𝑓 tăng song song trên 𝐼 × 𝐽. 

      Với moị điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐼 × 𝐽 cho trước và với các số thưc̣ khác không ℎ, 𝑘 ∈ ℝ, chúng ta nhâṇ thấy 

rằng 

0 ≤
𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) + 𝑓(𝑥0, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0 + 𝑘) − 𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0)

ℎ𝑘
 

             =
1

𝑘
(
𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0 + 𝑘)

ℎ
−
𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

ℎ
), 

bất cứ khi nào (𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘) ∈ 𝐼 × 𝐽.   

      Bằng cách chuyển qua giới haṇ, đầu tiên, khi ℎ → 0 và, sau đó, khi 𝑘 → 0, chúng ta dê ̃dàng suy ra rằng 

𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≥ 0. 

      Ngươc̣ laị, giả sử 𝑓𝑥𝑦 ≥ 0 trên 𝐼 × 𝐽. Giả sử (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐼 × 𝐽 sao cho (𝑥1, 𝑦1) ≤ (𝑥2, 𝑦2).  

      Nhâṇ thấy rằng nếu 𝑥1 < 𝑥2 và 𝑦1 < 𝑦2 thì, từ Điṇh lí giá tri ̣trung bình cho các hình chữ nhâṭ (Kết quả 

1.5), se ̃tồn taị môṭ điểm (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐼 × 𝐽 sao cho 

𝑓(𝑥1, 𝑦1) + 𝑓(𝑥2, 𝑦2) − 𝑓(𝑥1, 𝑦2) − 𝑓(𝑥2, 𝑦1) = 𝑓𝑥𝑦(𝑐, 𝑑)(𝑦2 − 𝑦1)(𝑥2 − 𝑥1) ≥ 0. 

      Ngoài ra, biểu thức ở bên trái se ̃bằng 0 nếu 𝑥1 = 𝑥2 hoăc̣ 𝑦1 = 𝑦2.  

      Điều này chỉ ra rằng 𝑓 tăng song song trên 𝐼 × 𝐽. 

      (ii) Phép chứng minh đươc̣ thưc̣ hiêṇ tương tư ̣như ở khẳng điṇh (i). Ngoài ra, (ii) có thể đươc̣ suy ra từ 

(i) bằng cách áp duṇg (i) cho – 𝑓.                                                                                                                      □ 



      Nhâṇ thấy rằng các đăc̣ trưng tương tư ̣như trong Kết quả 4.2) vâñ đúng nếu chúng ta thay thế 𝑓𝑥 và 𝑓𝑥𝑦 

bởi 𝑓𝑦 và 𝑓𝑦𝑥.  

      Biến phân bi ̣ chăṇ và tính bi ̣ chăṇ của các đaọ hàm riêng cấp môṭ 

      Nhắc laị rằng môṭ hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ se ̃đươc̣ goị là có biến phân bi ̣chăṇ trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] 

nếu tâp̣ tất cả các tổng hữu haṇ có daṇg 

∑|𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑖−1)|

𝑛

𝑖=1

, 

trong đó 𝑛 ∈ ℕ và (𝑥0, 𝑦0), … , (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) là các điểm bất kì trên ℝ2 thỏa mañ 

(𝑎, 𝑐) = (𝑥0, 𝑦0) ≤ (𝑥1, 𝑦1) ≤ ⋯ ≤ (𝑥𝑛−1, 𝑦𝑛−1) ≤ (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) = (𝑏, 𝑑), 

bi ̣chăṇ trên. 

      Chúng ta đã thấy trong muc̣ 1.2. Hàm và các tính chất hiǹh hoc̣ của nó của bài viết “Phép tính giới 

haṇ hàm nhiều biến” rằng môṭ hàm thưc̣ xác điṇh trên môṭ hình chữ nhâṭ se ̃có biến phân bi ̣chăṇ khi và chỉ 

khi nó là hiêụ của hai hàm thưc̣ tăng đơn điêụ. Trên thưc̣ tế, không phải lúc nào chúng ta cũng có thể dê ̃

dàng xác minh xem môṭ hàm cho trước có phải là có biến phân bi ̣chăṇ hay không bằng cách sử duṇg điṇh 

nghiã hoăc̣ đăc̣ trưng này. Tuy nhiên, tiêu chuẩn đơn giản sau đây se ̃thường rất hữu ích trong thưc̣ hành. 

      Kết quả 4.3. 

      Giả sử hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ liên tuc̣ trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] và khả vi trên (𝑎, 𝑏) × (𝑐, 𝑑). Giả sử 𝑓𝑥 tồn 

taị và bi ̣chăṇ trên (𝑎, 𝑏) × [𝑐, 𝑑], trong khi 𝑓𝑦 tồn taị và bi ̣chăṇ trên [𝑎, 𝑏] × (𝑐, 𝑑).  

      Khi đó, 𝑓 se ̃có biến phân bi ̣ chăṇ trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

      Chứng minh kết quả 4.3.  

      Giả sử 𝛼 ∈ ℝ là môṭ số thưc̣ sao cho |𝑓𝑥(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝛼 với moị (𝑢, 𝑣) ∈ (𝑎, 𝑏) × [𝑐, 𝑑] và |𝑓𝑦(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝛼 

với moị (𝑢, 𝑣) ∈ [𝑎, 𝑏] × (𝑐, 𝑑). Giả sử 𝑛 ∈ ℕ và (𝑥0, 𝑦0), … , (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) là các điểm bất kì trên ℝ2 sao cho 

(𝑎, 𝑐) = (𝑥0, 𝑦0) ≤ (𝑥1, 𝑦1) ≤ ⋯ ≤ (𝑥𝑛−1, 𝑦𝑛−1) ≤ (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) = (𝑏, 𝑑). 

      Theo quan điểm của Bất đẳng thức giá tri ̣trung bình hai biến (Kết quả 1.3) cùng với Kết quả 2.5), chúng 

ta nhâṇ thấy rằng 

|𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑖−1)| ≤ 𝛼(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1 + 𝑦𝑖 − 𝑦𝑖−1), với 𝑖 = 1,… , 𝑛, 

và, do đó, 

∑|𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑖−1)|

𝑛

𝑖=1

≤ 𝛼(𝑏 − 𝑎 + 𝑑 − 𝑐). 

     Như vâỵ, 𝑓 se ̃có biến phân bi ̣ chăṇ trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].                                                                               □ 



      Phép chứng minh trên không chỉ chỉ ra rằng môṭ hàm 𝑓 như trong Kết quả 4.3) se ̃có biến phân bi ̣chăṇ 

mà còn đưa ra môṭ câṇ trên cho tổng biến phân của 𝑓 trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Ngoài ra, chúng ta cũng có môṭ hê ̣

quả hữu ích sau đây, có le ̃se ̃hữu ích hơn trong thưc̣ hành.   

      Kết quả 4.4. 

      Nếu hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ có các đaọ hàm riêng liên tuc̣ trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] thì 𝑓 se ̃có biến phân bi ̣

chăṇ trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].  

      Chứng minh kết quả 4.4. 

      Từ Kết quả 2.4), 𝑓 se ̃khả vi trên (𝑎, 𝑏) × (𝑐, 𝑑). Ngoài ra, từ Kết quả 3.2.1) của bài viết “Phép tính giới 

haṇ hàm nhiều biến”, các đaọ hàm riêng cấp môṭ 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 se ̃bi ̣chăṇ trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Như vâỵ, kết quả 

mong muốn có thể đươc̣ suy ra trưc̣ tiếp từ Kết quả 4.3).                                                                                 □ 

      Song biến phân bi ̣ chăṇ và tính bi ̣ chăṇ của các đaọ hàm riêng hôñ hơp̣  

      Nhắc laị rằng môṭ hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ se ̃đươc̣ goị là có song biến phân bi ̣chăṇ trên [𝑎, 𝑏] ×

[𝑐, 𝑑] nếu tâp̣ tất cả các tổng kép hữu haṇ có daṇg 

∑∑|𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) − 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) − 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗−1) − 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗)|

𝑚

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

, 

trong đó 𝑛,𝑚 ∈ ℕ và (𝑥0, 𝑦0), … , (𝑥𝑛 , 𝑦𝑚) là các điểm bất kì trên ℝ2 thỏa mãn 

𝑎 = 𝑥0 ≤ 𝑥1 ≤ ⋯ ≤ 𝑥𝑛−1 ≤ 𝑥𝑛 = 𝑏 và 𝑐 =  𝑦0 ≤ 𝑦1 ≤ ⋯ ≤ 𝑦𝑚−1 ≤ 𝑦𝑚 = 𝑑, 

bi ̣chăṇ trên. 

      Chúng ta đã thấy trong muc̣ 1.2. Hàm và các tính chất hiǹh hoc̣ của nó của bài viết “Phép tính giới 

haṇ hàm nhiều biến” rằng môṭ hàm thưc̣ xác điṇh trên môṭ hình chữ nhâṭ se ̃có song biến phân bi ̣chăṇ khi 

và chỉ khi nó là hiêụ của hai hàm thưc̣ tăng song song. Môṭ lần nữa, trên thưc̣ tế, không phải lúc nào chúng 

ta cũng có thể dê ̃dàng xác minh xem môṭ hàm cho trước có phải là có song biến phân bi ̣chăṇ hay không 

bằng cách sử duṇg điṇh nghiã hoăc̣ đăc̣ trưng này. Tuy nhiên, tiêu chuẩn đơn giản sau đây se ̃thường rất hữu 

ích trong thưc̣ hành. 

      Kết quả 4.5. 

      Giả sử hàm 𝑓: [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] → ℝ liên tuc̣ trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Giả sử 𝑓𝑥 tồn taị và liên tuc̣ trên (𝑎, 𝑏) ×

[𝑐, 𝑑], trong khi 𝑓𝑥𝑦 tồn taị và bi ̣chăṇ trên (𝑎, 𝑏) × (𝑐, 𝑑).   

      Khi đó, 𝑓 se ̃có song biến phân bi ̣chăṇ trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. 

      Chứng minh kết quả 4.5. 

      Giả sử 𝛽 ∈ ℝ là môṭ số thưc̣ sao cho |𝑓𝑥𝑦(𝑢, 𝑣)| ≤ 𝛽 với moị (𝑢, 𝑣) ∈ (𝑎, 𝑏) × (𝑐, 𝑑). Giả sử 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ 

và (𝑥0, 𝑦0), … , (𝑥𝑛 , 𝑦𝑚) là các điểm bất kì trên ℝ2 sao cho  

𝑎 = 𝑥0 ≤ 𝑥1 ≤ ⋯ ≤ 𝑥𝑛−1 ≤ 𝑥𝑛 = 𝑏 và 𝑐 =  𝑦0 ≤ 𝑦1 ≤ ⋯ ≤ 𝑦𝑚−1 ≤ 𝑦𝑚 = 𝑑. 



      Với 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 và 𝑗 = 1,… ,𝑚, bằng cách sử duṇg Bất đẳng thức giá tri ̣trung bình cho các hình chữ 

nhâṭ (Kết quả 1.6), chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng 

|𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) − 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) − 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗−1) − 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗)| ≤ 𝛽𝐴𝑖𝑗, 

trong đó 𝐴𝑖𝑗 = (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)(𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1). 

      Kế tiếp, do ∑ ∑ 𝐴𝑖𝑗
𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 = (𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐) nên, do đó,  

∑∑|𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗) − 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗−1) − 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑗−1) − 𝑓(𝑥𝑖−1, 𝑦𝑗)|

𝑚

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

≤ 𝛽(𝑏 − 𝑎)(𝑑 − 𝑐). 

      Như vâỵ, 𝑓 se ̃có song biến phân bi ̣chăṇ trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].                                                                     □    

      Chúng ta cũng có thể dê ̃dàng nhâṇ thấy rằng môṭ kết quả tương tư ̣như Kết quả 4.5) vẫn đúng nếu chúng 

ta thay thế 𝑓𝑥 và 𝑓𝑥𝑦 bởi 𝑓𝑦 và 𝑓𝑦𝑥.  

      Phép chứng minh trên không chỉ chỉ ra rằng môṭ hàm 𝑓 như trong Kết quả 4.5) se ̃có song biến phân bi ̣

chăṇ mà còn đưa ra môṭ câṇ trên cho tổng song biến phân của 𝑓 trên [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑].   

      Tính lồi và tính đơn điêụ của gradient 

      Các khái niêṃ về các hàm lồi và các hàm lõm hai biến đa ̃đươc̣ thảo luâṇ trong muc̣ 1.2. Hàm và các 

tính chất hiǹh hoc̣ của nó của bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến”. Như đối với các phép tính 

môṭ biến, chúng ta cũng có thể liên hê ̣các khái niêṃ này với tính đơn điêụ của đaọ hàm (toàn phần), mà 

chúng ta se ̃điṇh nghiã ngay bây giờ. 

      Để thúc đẩy điều này, trước tiên chúng ta haỹ lưu ý rằng nếu 𝐼 ⊆ ℝ là môṭ khoảng trong ℝ thì 𝑓: 𝐼 → ℝ 

se ̃đươc̣ goị là tăng đơn điêụ nếu, với moị 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼 với 𝑥1 < 𝑥2, chúng ta có 𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥2). Môṭ cách 

tương đương, 𝑓: 𝐼 → ℝ là tăng đơn điêụ khi và chỉ khi 

(𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1))(𝑥2 − 𝑥1) ≥ 0 với moị 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐼.  

      Điều kiêṇ này có thể dê ̃dàng tổng quát hóa nếu chúng ta thay thế hàm môṭ biến bởi gradient của môṭ 

hàm hai (hoăc̣ nhiều) biến và thay thế phép nhân các số thưc̣ bởi tích vô hướng của các vector. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ con mở và lồi, và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm khả vi bất kì.  

      Chúng ta se ̃nói rằng 𝜵𝒇 tăng đơn điêụ trên 𝑫 nếu 

(∇𝑓(𝑥2, 𝑦2) − ∇𝑓(𝑥1, 𝑦1)) ∙ (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1) ≥ 0 với moị (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐷. 

      Tương tư,̣ chúng ta se ̃nói rằng 𝜵𝒇 giảm đơn điêụ trên 𝑫 nếu 

  (∇𝑓(𝑥2, 𝑦2) − ∇𝑓(𝑥1, 𝑦1)) ∙ (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1) ≤ 0 với moị (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐷. 

      Chúng ta se ̃nói rằng 𝜵𝒇 đơn điêụ trên 𝑫 nếu nó tăng đơn điêụ hoăc̣ giảm đơn điêụ trên 𝐷. 

 



      Bây giờ, chúng ta se ̃thấy rằng tính lồi hoăc̣ lõm của 𝑓 có thể đươc̣ đăc̣ trưng theo tính đơn điêụ của ∇𝑓 

theo cách hoàn toàn giống như trong trường hơp̣ các hàm môṭ biến. Đầu tiên, chúng ta se ̃cần đến môṭ kết 

quả phu ̣trơ ̣như sau.    

      Kết quả 4.6. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ con mở và lồi, và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm khả vi bất kì. 

      Khi đó, nếu 𝑓 khả vi taị môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 nào đó và 𝑓 lồi trên 𝐷 thì  

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≥ ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷.  

      Ngươc̣ laị, nếu 𝑓 khả vi trên 𝐷 và thỏa mãn 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≥ ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) với moị (𝑥0, 𝑦0), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, 

thì 𝑓 se ̃lồi trên 𝐷. 

      Chứng minh kết quả 4.6. 

      Giả sử 𝑓 khả vi taị môṭ điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 nào đó và 𝑓 lồi trên 𝐷. Giả sử (𝑓1, 𝑓2) là môṭ căp̣ hàm liên kết 

với 𝑓 và (𝑥0, 𝑦0).  

      Khi đó, các hàm 𝑓1, 𝑓2: 𝐷 → ℝ se ̃liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0) và 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = (𝑥 − 𝑥0)𝑓1(𝑥, 𝑦) + (𝑦 − 𝑦0)𝑓2(𝑥, 𝑦) với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 

      Cố điṇh môṭ điểm (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 bất kì. Kí hiêụ ℎ = 𝑥 − 𝑥0 và 𝑘 = 𝑦 − 𝑦0. 

      Khi đó, với moị 𝑡 ∈ (0,1), điểm (𝑥0 + 𝑡ℎ, 𝑦0 + 𝑡𝑘) = 𝑡(𝑥, 𝑦) + (1 − 𝑡)(𝑥0, 𝑦0) se ̃nằm trong 𝐷 bởi vì 𝐷 

lồi; ngoài ra, do 𝑓 lồi nên chúng ta se ̃có 

𝑓(𝑥0 + 𝑡ℎ, 𝑦0 + 𝑡𝑘) ≤ 𝑡𝑓(𝑥, 𝑦) + (1 − 𝑡)𝑓(𝑥0, 𝑦0) 

                                                  = 𝑡[𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)] − 𝑓(𝑥0, 𝑦0). 

      Như vâỵ, với moị 𝑡 ∈ (0,1), chúng ta se ̃có 

𝑡[𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)] ≥ 𝑓(𝑥0 + 𝑡ℎ, 𝑦0 + 𝑡𝑘) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) 

                                                                           = 𝑡[ℎ𝑓1(𝑥0 + 𝑡ℎ, 𝑦0 + 𝑡𝑘) + 𝑘𝑓2(𝑥0 + 𝑡ℎ, 𝑦0 + 𝑡𝑘)]. 

      Điều này chỉ ra rằng, với moị 𝑡 ∈ (0,1), chúng ta se ̃có 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≥ ℎ𝑓1(𝑥0 + 𝑡ℎ, 𝑦0 + 𝑡𝑘) + 𝑘𝑓2(𝑥0 + 𝑡ℎ, 𝑦0 + 𝑡𝑘). 

      Do (𝑓1(𝑥0, 𝑦0), 𝑓2(𝑥0, 𝑦0)) = (𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0), 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0)) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) nên, bằng cách chuyển qua giới haṇ 

khi 𝑡 → 0+ và sử duṇg tính liên tuc̣ của 𝑓1, 𝑓2 taị (𝑥0, 𝑦0), chúng ta nhâṇ thấy rằng 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≥ ℎ𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0) + 𝑘𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0). 

      Điều này chứng minh tính đúng đắn của bất đẳng thức mong muốn. 



      Ngươc̣ laị, giả sử 𝑓 khả vi trên 𝐷 và thỏa mãn 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≥ ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) với moị (𝑥0, 𝑦0), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. 

      Xét các điểm (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐷 bất kì và môṭ số thưc̣ 𝑡 ∈ (0,1). 

      Kí hiêụ 

(𝑥0, 𝑦0) = (1 − 𝑡)(𝑥1, 𝑦1) + 𝑡(𝑥2, 𝑦2) = (𝑥1, 𝑦1) + 𝑡(𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1). 

      Do 𝐷 lồi nên (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷. Ngoài ra, từ giả thiết của bài toán, chúng ta se ̃có 

𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≥ ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥𝑖 − 𝑥0, 𝑦𝑖 − 𝑦0) với 𝑖 = 1,2. 

      Bằng cách nhân bất đẳng thức tương ứng với 𝑖 = 1 với (1 − 𝑡), bất đẳng thức tương ứng với 𝑖 = 2 với 𝑡, 

và côṇg cả hai chúng laị với nhau, chúng ta se ̃thu đươc̣ 

[(1 − 𝑡)𝑓(𝑥1, 𝑦1) + 𝑡𝑓(𝑥2, 𝑦2)] − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≥ ∇ 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥3, 𝑦3), 

trong đó (𝑥3, 𝑦3) = (1 − 𝑡)(𝑥1 − 𝑥0, 𝑦1 − 𝑦0) + 𝑡(𝑥2 − 𝑥0, 𝑦2 − 𝑦0). 

      Nhưng do (𝑥3, 𝑦3) = (1 − 𝑡)(𝑥1, 𝑦1) + 𝑡(𝑥2, 𝑦2) − (𝑥0, 𝑦0) = (0,0) nên chúng ta se ̃có 

𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑥1, 𝑦1) + 𝑡𝑓(𝑥2, 𝑦2). 

      Điều này chứng tỏ rằng 𝑓 lồi trên 𝐷.                                                                                                           □ 

      Nhâṇ thấy rằng phép chứng minh của “chiều ngươc̣ laị” của Kết quả 4.6) hoàn toàn không cần sử duṇg 

đến giả thiết cơ bản 𝑓 khả vi, ngoaị trừ sư ̣tồn taị của gradient ∇𝑓. Trên thưc̣ tế, khẳng điṇh đầu tiên trong 

kết quả nêu ở trên cũng có thể đươc̣ chứng minh theo giả thiết yếu hơn ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) tồn taị. Điều này có thể 

đươc̣ suy ra từ môṭ tính chất tổng quát của các hàm lồi: “Nếu 𝑫 ⊆ ℝ𝟐 là môṭ tâp̣ con lồi và mở, (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) ∈

𝑫 và 𝒇: 𝑫 → ℝ là môṭ hàm lồi sao cho 𝛁𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) tồn taị thi ̀𝒇 se ̃khả vi taị (𝒙𝟎, 𝒚𝟎)”. Phép chứng minh 

cho tính chất này hơi mang tính kỹ thuâṭ và se ̃không thâṭ cần thiết để trình bày trong bài viết này. 

      Kết quả tiếp theo là môṭ đăc̣ trưng cơ bản của tính lồi của môṭ hàm hai biến 𝑓 xét theo tính lồi của các 

hàm môṭ biến thu đươc̣ bằng cách thu hep̣ 𝑓 trên các đoaṇ thẳng khác nhau trong tâp̣ xác điṇh của 𝑓.    

      Kết quả 4.7. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ con lồi và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm bất kì. 

      Khi đó, 𝑓 se ̃lồi trên 𝐷 nếu và chỉ nếu, với moị (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐷, hàm 𝐹: [0,1] → ℝ xác điṇh bởi 

𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑥1 + 𝑡(𝑥2 − 𝑥1), 𝑦1 + 𝑡(𝑦2 − 𝑦1)) là lồi trên [0,1].  

      Chứng minh kết quả 4.7.  

      Giả sử 𝑓 lồi trên 𝐷. Cố điṇh các điểm (𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝐷 bất kì và xét hàm 𝐹: [0,1] → ℝ xác điṇh bởi 

𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑥1 + 𝑡(𝑥2 − 𝑥1), 𝑦1 + 𝑡(𝑦2 − 𝑦1)). Với moị 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,1] cho trước và với moị 𝜆 ∈ (0,1), chúng 

ta hãy choṇ 𝑡 = (1 − 𝜆)𝑡1 + 𝜆𝑡2.  

 



      Khi đó, 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2) và 

𝑥1 + 𝑡(𝑥2 − 𝑥1) = [(1 − 𝜆) + 𝜆]𝑥1 + [(1 − 𝜆)𝑡1 + 𝜆𝑡2](𝑥2 − 𝑥1) 

                                         = (1 − 𝜆)[(1 − 𝑡1)𝑥1 + 𝑡1𝑥2] + 𝜆[(1 − 𝑡2)𝑥1 + 𝑡2𝑥2]. 

      Như vâỵ, nếu chúng ta kí hiêụ 𝑢1 = (1 − 𝑡1)𝑥1 + 𝑡1𝑥2 và 𝑢2 = (1 − 𝑡2)𝑥1 + 𝑡2𝑥2 thì 𝑥1 + 𝑡(𝑥2 − 𝑥1) =

(1 − 𝜆)𝑢1 + 𝜆𝑢2. Tương tư,̣ nếu chúng ta kí hiêụ 𝑣1 = (1 − 𝑡1)𝑦1 + 𝑡1𝑦2 và 𝑢2 = (1 − 𝑡2)𝑦1 + 𝑡2𝑦2 thì 

𝑦1 + 𝑡(𝑦2 − 𝑦1) = (1 − 𝜆)𝑣1 + 𝜆𝑣2. 

      Bây giờ, do 𝐷 lồi, (𝑢1, 𝑣1), (𝑢2, 𝑣2) ∈ 𝐷 và, hơn nữa, 𝑓 lồi nên 

𝐹(𝑡) = 𝑓((1 − 𝜆)(𝑢1, 𝑣1) + 𝜆(𝑢2, 𝑣2)) ≤ (1 − 𝜆)𝑓(𝑢1, 𝑣1) + 𝜆𝑓(𝑢2, 𝑣2). 

      Điều này chỉ ra rằng 𝐹((1 − 𝜆)𝑡1 + 𝜆𝑡2) ≤ (1 − 𝜆)𝐹(𝑡1) + 𝜆𝐹(𝑡2).  

      Như vâỵ, 𝐹 lồi trên [0,1].  

      Để chứng minh chiều ngươc̣ laị, giả sử (𝑥1, 𝑦1) và (𝑥2, 𝑦2) là hai điểm bất kì của 𝐷 và giả sử hàm 

𝐹: [0,1] → ℝ xác điṇh bởi 𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑥1 + 𝑡(𝑥2 − 𝑥1), 𝑦1 + 𝑡(𝑦2 − 𝑦1)) là lồi trên [0,1].   

      Khi đó,  

𝐹(𝑡) = 𝐹((1 − 𝑡). 0 + 𝑡. 1) ≤ (1 − 𝑡)𝐹(0) + 𝑡𝐹(1) với moị 𝑡 ∈ (0,1), 

và, do đó, 

𝑓((1 − 𝑡)(𝑥1, 𝑦1) + 𝑡(𝑥2, 𝑦2)) ≤ (1 − 𝑡)𝑓(𝑥1, 𝑦1) + 𝑡𝑓(𝑥2, 𝑦2) với moị 𝑡 ∈ (0,1). 

      Điều này chỉ ra tính đúng đắn của kết quả mong muốn.                                                                              □ 

      Nhâṇ thấy rằng phép lâp̣ luâṇ đươc̣ sử duṇg trong phần đầu tiên của phép chứng minh nêu ở trên cũng có 

thể đươc̣ sử duṇg để chứng minh môṭ phiên bản cuc̣ bô ̣của Kết quả 4.7); cu ̣thể, “Nếu 𝑫 ⊆ ℝ𝟐 là môṭ tâp̣ 

con lồi, 𝒇:𝑫 → ℝ là môṭ hàm lồi trên 𝑫, (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) ∈ 𝑫 là môṭ điểm sao cho (𝒙𝟎 + 𝒕𝒉, 𝒚𝟎 + 𝒕𝒌) ∈ 𝑫 với 

moị 𝒕 ∈ 𝑰 và (𝒉, 𝒌) ∈ ℝ𝟐, trong đó 𝑰 là môṭ khoảng nào đó trong ℝ có chứa 0, thi ̀𝑭: 𝑰 → ℝ xác điṇh bởi 

𝑭(𝒕) = 𝒇(𝒙𝟎 + 𝒕𝒉, 𝒚𝟎 + 𝒕𝒌), với 𝒕 ∈ 𝑰, se ̃là môṭ hàm lồi trên 𝑫”.  

      Để nhâṇ thấy điều này, lưu ý rằng, với moị 𝑡1, 𝑡2 ∈ 𝐼 và với moị 𝜆 ∈ (0,1), chúng ta se ̃có  

𝑥0 + [((1 − 𝜆)𝑡1 + 𝜆𝑡2)]ℎ = (1 − 𝜆)(𝑥0 + 𝑡1ℎ) + 𝜆(𝑥0 + 𝑡2ℎ), 

và 

𝑦0 + [((1 − 𝜆)𝑡1 + 𝜆𝑡2)]𝑘 = (1 − 𝜆)(𝑦0 + 𝑡1𝑘) + 𝜆(𝑦0 + 𝑡2𝑘); 

do đó, từ tính lồi của 𝑓 trên 𝐷, chúng ta se ̃thu đươc̣ 

𝐹((1 − 𝜆)𝑡1 + 𝜆𝑡2) ≤ (1 − 𝜆)𝑓(𝑥0 + 𝑡1ℎ, 𝑦0 + 𝑡1𝑘) + 𝜆𝑓(𝑥0 + 𝑡2𝑘, 𝑦0 + 𝑡2𝑘) 

= (1 − 𝜆)𝐹(𝑡1) + 𝜆𝐹(𝑡2),                       



      Điều này chỉ ra rằng 𝐹 lồi trên 𝐼.                                                                                                                 □ 

      Bây giờ, chúng ta đã sẵn sàng để chứng minh môṭ đăc̣ trưng của tính lồi theo tính đơn điêụ của gradient. 

      Kết quả 4.8. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ mở và lồi, 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm khả vi bất kì trên 𝐷. 

      Khi đó,  

𝑓 lồi trên 𝐷 ⇔ ∇𝑓 tăng đơn điêụ trên 𝐷. 

      Chứng minh kết quả 4.8. 

      Giả sử 𝑓 lồi trên 𝐷. Giả sử (𝑥1, 𝑦1) và (𝑥2, 𝑦2) là hai điểm bất kì của 𝐷. 

      Từ Kết quả 4.6), chúng ta se ̃có 

𝑓(𝑥2, 𝑦2) − 𝑓(𝑥1, 𝑦1) ≥ ∇𝑓(𝑥1, 𝑦1) ∙ (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1) 

và  

𝑓(𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑥2, 𝑦2) ≥ ∇𝑓(𝑥2, 𝑦2) ∙ (𝑥1 − 𝑥2, 𝑦1 − 𝑦2). 

      Bằng cách côṇg hai bất đẳng thức nêu ở trên, chúng ta se ̃thu đươc̣ 

(∇𝑓(𝑥2, 𝑦2) − ∇𝑓(𝑥1, 𝑦1)) ∙ (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1) ≥ 0. 

      Như vâỵ, ∇𝑓 tăng đơn điêụ trên 𝐷.  

      Ngươc̣ laị, giả sử ∇𝑓 tăng đơn điêụ trên 𝐷. Cố điṇh các điểm (𝑥1, 𝑦1) và (𝑥2, 𝑦2) bất kì nào đó trong 𝐷. 

Giả sử 𝐸 = {𝑡 ∈ ℝ: (𝑥1 + 𝑡(𝑥2 − 𝑥1), 𝑦1 + 𝑡(𝑦2 − 𝑦1)) ∈ 𝐷}. Lưu ý rằng do 𝐷 lồi nên 𝐸 se ̃có chứa khoảng 

[0,1].  

      Giả sử 𝑥, 𝑦: 𝐸 → ℝ và 𝐹: 𝐸 → ℝ là các hàm xác điṇh bởi 

𝑥(𝑡) = 𝑥1 + 𝑡(𝑥2 − 𝑥1), 𝑦(𝑡) = 𝑦1 + 𝑡(𝑦2 − 𝑦1) và 𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)). 

      Do 𝐷 mở trong ℝ2 nên, từ Kết quả 3.1.7) của bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến”, chúng ta 

có thể nhâṇ thấy rằng 𝐸 là môṭ tâp̣ mở trong ℝ. Từ Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ (khẳng điṇh (ii) của Kết 

quả 3.5), 𝐹 se ̃khả vi và, với moị 𝑡 ∈ 𝐸, chúng ta se ̃có 

𝐹′(𝑡) = ∇𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∙ (𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡)) = ∇𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∙ (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1). 

      Đăc̣ biêṭ, với moị 𝑡1, 𝑡2 ∈ [0,1], chúng ta se ̃có 

𝐹′(𝑡2) − 𝐹
′(𝑡1) = [∇𝑓(𝑥(𝑡2), 𝑦(𝑡2)) − ∇𝑓(𝑥(𝑡1), 𝑦(𝑡1))] ∙ (𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1). 

      Bây giờ, do (𝑥(𝑡2) − 𝑥(𝑡1), 𝑦(𝑡2) − 𝑦(𝑡1)) = (𝑡2 − 𝑡1)(𝑥2 − 𝑥1, 𝑦2 − 𝑦1) nên chúng ta nhâṇ thấy rằng 

(𝑡2 − 𝑡1)(𝐹
′(𝑡2) − 𝐹

′(𝑡1)) se ̃bằng 

[∇𝑓(𝑥(𝑡2), 𝑦(𝑡2)) − ∇𝑓(𝑥(𝑡1), 𝑦(𝑡1))] ∙ (𝑥(𝑡2) − 𝑥(𝑡1), 𝑦(𝑡2) − 𝑦(𝑡1)). 



      Ngoài ra, do ∇𝑓 đơn điêụ trên 𝐷 nên chúng ta se ̃có (𝑡2 − 𝑡1)(𝐹
′(𝑡2) − 𝐹

′(𝑡1)) ≥ 0. Điều này chỉ ra 

rằng 𝐹′ tăng đơn điêụ trên [0,1]. Do đó, theo môṭ kết quả tiêu chuẩn trong các phép tính môṭ biến (khẳng 

điṇh (i) của Kết quả 3.4) của bài viết “Phép tính vi phân hàm môṭ biến”), 𝐹 lồi trên [0,1]. Như vâỵ, từ Kết 

quả 4.7), chúng ta có thể kết luâṇ đươc̣ rằng 𝑓 lồi trên 𝐷.                                                                          □ 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ con mở và lồi, và giả sử 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm bất kì. Rõ ràng là 𝑓 se ̃lõm trên 

𝐷 nếu và chỉ nếu – 𝑓 lồi trên 𝐷. Ngoài ra, nếu 𝑓 khả vi trên 𝐷 thì ∇𝑓 se ̃giảm đơn điêụ trên 𝐷 nếu và chỉ nếu 

∇(−𝑓) tăng đơn điêụ trên 𝐷.  

      Như vâỵ, Kết quả 4.8) ngu ̣ý tính đúng đắn của đăc̣ trưng cơ bản sau đây của tính lõm:    

𝑓 lõm trên 𝐷 ⇔ ∇𝑓 giảm đơn điêụ trên 𝐷. 

      Các khái niêṃ về tính lồi nghiêm ngăṭ và tính lõm nghiêm ngăṭ của môṭ hàm thưc̣ hai biến cũng có thể 

đươc̣ điṇh nghiã bằng cách thay đổi các bất đẳng thức ≤ và ≥ trong điṇh nghiã của tính lồi và tính lõm 

tương ứng thành < và >. Tương tư,̣ chúng ta cũng có thể dê ̃dàng hình thành các khái niêṃ về gradient tăng 

hoăc̣ giảm nghiêm ngăṭ. Bây giờ, mỗi môṭ trong các kết quả trong tiểu muc̣ này của bài viết đều có môṭ daṇg 

tương tư ̣cho các hàm lồi nghiêm ngăṭ. Đăc̣ biêṭ, nếu 𝑓 khả vi thì chúng ta se ̃có đăc̣ trưng sau đây: 

𝑓 lồi nghiêm ngăṭ trên 𝐷 ⇔ ∇𝑓 tăng nghiêm ngăṭ trên 𝐷. 

      Bằng cách áp duṇg điều này cho – 𝑓, chúng ta cũng nhâṇ thấy rằng 

𝑓 lõm nghiêm ngăṭ trên 𝐷 ⇔ ∇𝑓 giảm nghiêm ngăṭ trên 𝐷. 

      Như vâỵ, chúng ta cũng có thể thu đươc̣ các kết quả tương tư ̣như trong các phép tính môṭ biến đối với 

các hàm lồi và lõm nghiêm ngăṭ. 

      Tính lồi và tính không âm của Hessian 

      Bây giờ, chúng ta se ̃tiến hành khảo sát xem liêụ viêc̣ mô tả đăc̣ trưng của tính lồi của môṭ hàm môṭ biến 

theo tính không âm của đaọ hàm cấp hai của nó có môṭ daṇg tương tư ̣cho môṭ hàm hai biến hay không. Để 

đaṭ đươc̣ muc̣ đích này, trước tiên chúng ta phải tính đến thưc̣ tế là nếu 𝑓 là môṭ hàm hai biến thì có bốn đaọ 

hàm riêng cấp hai có thể có, cu ̣thể là 𝑓𝑥𝑥, 𝑓𝑥𝑦, 𝑓𝑦𝑥, 𝑓𝑦𝑦. Nếu chúng hoaṭ đôṇg tốt thì chúng ta se ̃có 𝑓𝑥𝑦 = 𝑓𝑦𝑥 

và chúng ta chỉ cần xem xét ba. Nói chung, chúng có thể đươc̣ ghi laị dưới daṇg  
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      Bằng cách xem ℎ và 𝑘 như là các biến và tính giá tri ̣của các đaọ hàm riêng taị môṭ điểm cu ̣thể, chúng ta 

se ̃thu đươc̣ môṭ đa thức thuần nhất 𝑄(ℎ, 𝑘) với tổng bâc̣ bằng 2 theo (ℎ, 𝑘) xác điṇh bởi 

𝑄(ℎ, 𝑘) = 𝑎ℎ2 + 2𝑏ℎ𝑘 + 𝑐𝑘2, trong đó 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ. 

      Môṭ đa thức 𝑄(ℎ, 𝑘) như vâỵ se ̃đươc̣ goị là môṭ daṇg toàn phương bâc̣ hai theo các biến 𝒉 và 𝒌. Nếu 

𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ mở và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao cho các đaọ hàm riêng cấp môṭ và cấp hai của 𝑓 tồn taị 

và liên tuc̣ trên 𝐷 thì, với moị điểm (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷, daṇg toàn phương bâc̣ hai liên kết  
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se ̃đươc̣ goị là daṇg Hessian của 𝒇 taị (𝒙𝟎, 𝒚𝟎). 

      Nói chung, môṭ daṇg toàn phương bâc̣ hai 𝑄(ℎ, 𝑘) se ̃đươc̣ goị là xác điṇh không âm nếu nó luôn nhâṇ 

các giá tri ̣không âm, nghiã là, 𝑄(𝑠, 𝑡) ≥ 0 với moị (𝑠, 𝑡) ∈ ℝ2. Với 𝐷 ⊆ ℝ2 và 𝑓:𝐷 → ℝ như trên, chúng ta 

se ̃nói rằng daṇg Hessian của 𝑓 là xác điṇh không âm trên 𝑫 nếu daṇg Hessian của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) là xác 

điṇh không âm với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷.      

      Hóa ra tính không âm của đaọ hàm cấp hai của môṭ hàm môṭ biến se ̃tương tư ̣như tính xác điṇh không 

âm của daṇg Hessian của môṭ hàm hai biến. Đây se ̃là chủ đề mà chúng ta se ̃phát triển trong phần còn laị 

của tiểu muc̣ này.  

      Kết quả 4.9. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ con mở và lồi, và giả sử 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao cho các đaọ hàm riêng cấp 

môṭ và cấp hai của 𝑓 tồn taị và liên tuc̣ trên 𝐷. 

      Khi đó, 

𝑓 lồi trên 𝐷 ⇔ daṇg Hessian của 𝑓 là xác điṇh không âm trên 𝐷. 

      Chứng minh kết quả 4.9. 

      Nhâṇ thấy rằng do các đaọ hàm riêng cấp môṭ của 𝑓 tồn taị và liên tuc̣ trên 𝐷 nên, từ Kết quả 2.4), chúng 

ta nhâṇ thấy rằng 𝑓 se ̃khả vi trên 𝐷. 

      Giả sử 𝑓 lồi trên 𝐷. Giả sử (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 và (ℎ, 𝑘) ∈ ℝ2. Do 𝐷 mở nên se ̃tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 sao 

cho (𝑥0 + 𝑡ℎ, 𝑦0 + 𝑡𝑘) ∈ 𝐷 với moị 𝑡 ∈ (−𝛿, 𝛿). Xét hàm 𝐹: (−𝛿, 𝛿) → ℝ xác điṇh bởi 𝐹(𝑡) =

𝑓(𝑥0 + 𝑡ℎ, 𝑦0 + 𝑡𝑘) với moị 𝑡 ∈ (−𝛿, 𝛿). Từ Kết quả 2.4) và Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ (khẳng điṇh (ii) 

của Kết quả 3.5), 𝐹 se ̃khả vi và, với moị 𝑡 ∈ (−𝛿, 𝛿), chúng ta se ̃có  

𝐹′(𝑡) = (ℎ𝑓𝑥 + 𝑘𝑓𝑦)(𝑥0 + 𝑡ℎ, 𝑦0 + 𝑡𝑘). 

      Bằng cách áp duṇg cách lâp̣ luâṇ tương tư ̣cho 𝐹′, chúng ta se ̃nhâṇ thấy rằng 𝐹 se ̃khả vi hai lần và, với 

moị 𝑡 ∈ (−𝛿, 𝛿), chúng ta se ̃có 

𝐹′′(𝑡) = (ℎ[ℎ𝑓𝑥𝑥 + 𝑘𝑓𝑥𝑦] + 𝑘[ℎ𝑓𝑦𝑥 + 𝑘𝑓𝑦𝑦])(𝑥0 + 𝑡ℎ, 𝑦0 + 𝑡𝑘). 

      Như vâỵ, theo quan điểm của Điṇh lí đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ (Kết quả 1.7), chúng ta se ̃có 

𝐹′′(𝑡) = (ℎ2
𝜕2

𝜕𝑥2
+ 2ℎ𝑘

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝑘2

𝜕2

𝜕𝑦2
)𝑓(𝑥0 + 𝑡ℎ, 𝑦0 + 𝑡𝑘). 

      Bây giờ, theo quan điểm của Kết quả 4.7), 𝐹 lồi trên (−𝛿, 𝛿) và, do đó, theo môṭ kết quả tiêu chuẩn 

trong các phép tính môṭ biến (khẳng điṇh (i) của Kết quả 3.5) của bài viết “Phép tính giới haṇ hàm môṭ 

biến”), chúng ta se ̃có 𝐹′′(𝑡) ≥ 0 với moị 𝑡 ∈ (−𝛿, 𝛿).  



      Đăc̣ biêṭ, 𝐹′′(0) ≥ 0 và, do đó,  

ℎ2
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
(𝑥0, 𝑦0) + 2ℎ𝑘

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0) + 𝑘

2
𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
(𝑥0, 𝑦0) ≥ 0. 

      Điều này chứng tỏ rằng daṇg Hessian của 𝑓 xác điṇh không âm trên 𝐷. 

      Ngươc̣ laị, giả sử daṇg Hessian của 𝑓 xác điṇh không âm trên 𝐷. Giả sử (𝑥0, 𝑦0), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 và choṇ ℎ =

𝑥 − 𝑥0 và 𝑘 = 𝑦 − 𝑦0. Từ Điṇh lí giá tri ̣trung bình hai biến mở rôṇg, tồn taị môṭ điểm (𝑐, 𝑑) ∈ 𝐷 sao cho 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥0, 𝑦0) + (ℎ
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)𝑓(𝑥0, 𝑦0) +

1

2
(ℎ

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
)

2

𝑓(𝑐, 𝑑). 

      Ngoài ra, do daṇg Hessian của 𝑓 taị (𝑐, 𝑑) xác điṇh không âm nên chúng ta se ̃thu đươc̣ 

𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≥ (ℎ
𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑘

𝜕

𝜕𝑦
) 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0) ∙ (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0). 

      Như vâỵ, từ Kết quả 4.6), 𝑓 lồi trên 𝐷.                                                                                                        □ 

      Môṭ daṇg toàn phương bâc̣ hai 𝑄(ℎ, 𝑘) = 𝑎ℎ2 + 2𝑏ℎ𝑘 + 𝑐𝑘2 đươc̣ goị là xác điṇh dương nếu 𝑄(𝑠, 𝑡) >

0 với moị (𝑠, 𝑡) ∈ ℝ2 với (𝑠, 𝑡) ≠ (0,0). Nếu 𝐷 ⊆ ℝ2 và 𝑓: 𝐷 → ℝ như trong Kết quả 4.9) thì daṇg Hessian 

của 𝑓 se ̃đươc̣ goị là xác điṇh dương trên 𝑫 nếu daṇg Hessian của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) là xác điṇh dương với moị 

(𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷. 

      Đối với môṭ hàm 𝑓 như vâỵ, 

daṇg Hessian của 𝑓 xác điṇh dương trên 𝐷 ⇒ 𝑓 lồi nghiêm ngăṭ trên 𝐷. 

      Điều này có thể đươc̣ chứng minh bằng cách sử duṇg các lâp̣ luâṇ hoàn toàn tương tư ̣như các lâp̣ luâṇ 

trong nửa sau của phép chứng minh của Kết quả 4.9). Tuy nhiên, như trong trường hơp̣ các hàm môṭ biến, 

chiều ngươc̣ laị của khẳng điṇh trên laị không đúng. Chẳng haṇ, nếu hàm 𝑓:ℝ2 → ℝ xác điṇh bởi 𝑓(𝑥, 𝑦) =

𝑥4 + 𝑦4 thì 𝑓 se ̃lồi nghiêm ngăṭ nhưng daṇg Hessian của 𝑓 taị (0,0) laị không xác điṇh dương.  

      Như môṭ tiên nghiêṃ, tính xác điṇh không âm của daṇg Hessian của môṭ hàm dường như không phải là 

môṭ điều kiêṇ có thể dê ̃kiểm tra trong thưc̣ hành. Nói chung, để biết môṭ daṇg toàn phương bâc̣ hai 

𝑄(ℎ, 𝑘)xác điṇh không âm, dường như yêu cầu thay thế tất cả các căp̣ số thưc̣ (𝑠, 𝑡) để kiểm tra xem giá tri ̣

kết quả 𝑄(𝑠, 𝑡) có phải là không âm hay không là môṭ viêc̣ không khả thi. Thâṭ thú vi,̣ điều này laị thường có 

thể tránh đươc̣ bởi vì có môṭ phép thử đơn giản và thưc̣ tế để kiểm tra xem môṭ daṇg toàn phương bâc̣ hai có 

xác điṇh không âm hay không. Phép thử này se ̃đươc̣ đưa ra trong mêṇh đề sau trong môṭ thiết lâp̣ thuần túy 

đaị số, và sau này chúng ta se ̃sử duṇg nó để suy ra môṭ tiêu chuẩn đơn giản cho tính lồi.    

      Kết quả 4.10. 

      Giả sử 𝑄(ℎ, 𝑘) = 𝑎ℎ2 + 2𝑏ℎ𝑘 + 𝑐𝑘2 là môṭ daṇg toàn phương bâc̣ hai theo các biến ℎ và 𝑘 với các hê ̣

số 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ. 

 



      Khi đó,  

𝑄(ℎ, 𝑘) xác điṇh không âm ⇔ 𝑎 ≥ 0, 𝑐 ≥ 0 và 𝑎𝑐 − 𝑏2 ≥ 0.  

      Chứng minh kết quả 4.10. 

      Giả sử 𝑄(ℎ, 𝑘) xác điṇh không âm.  

      Khi đó, 𝑎 = 𝑄(1,0) ≥ 0 và 𝑐 = 𝑄(0,1) ≥ 0. 

      Trong trường hơp̣ 𝑎 ≠ 0, xét  

𝑄(𝑏,−𝑎) = 𝑎𝑏2 − 2𝑎𝑏2 + 𝑐𝑎2 = 𝑐𝑎2 − 𝑎𝑏2 = 𝑎(𝑎𝑐 − 𝑏2). 

      Do 𝑄(𝑏,−𝑎) ≥ 0 và 𝑎 > 0 nên chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝑎𝑐 − 𝑏2 ≥ 0. 

      Kế tiếp, trong trường hơp̣ 𝑎 = 0 và 𝑐 ≠ 0, xét 

𝑄(𝑐, −𝑏) = 𝑎𝑐2 − 2𝑐𝑏2 + 𝑐𝑏2 = 𝑎𝑐2 − 𝑐𝑏2 = 𝑐(𝑎𝑐 − 𝑏2). 

      Do 𝑄(𝑐, −𝑏) ≥ 0 và 𝑐 > 0 nên chúng ta nhâṇ thấy rằng 𝑎𝑐 − 𝑏2 ≥ 0. 

      Cuối cùng, trong trường hơp̣ 𝑎 = 0 và 𝑐 = 0, chúng ta se ̃có 2𝑏 = 𝑄(1,1) ≥ 0 và −2𝑏 = 𝑄(1,−1) ≥ 0, 

nghiã là 𝑏 = 0. Như vâỵ, trong trường hơp̣ này, 𝑎𝑐 − 𝑏2 = 0. 

      Ngươc̣ laị, giả sử 𝑎 ≥ 0, 𝑐 ≥ 0 và 𝑎𝑐 − 𝑏2 ≥ 0. Kí hiêụ ∆= 𝑎𝑐 − 𝑏2. 

      Trong trường hơp̣ 𝑎 > 0, đồng nhất thức 

𝑎𝑄(ℎ, 𝑘) = 𝑎2ℎ2 + 2𝑎𝑏ℎ𝑘 + 𝑎𝑐𝑘2 = (𝑎ℎ + 𝑏𝑘)2 + ∆𝑘2 

ngu ̣ý rằng 𝑄(𝑠, 𝑡) ≥ 0 với moị (𝑠, 𝑡) ∈ ℝ2. 

      Trong trường hơp̣ 𝑐 > 0, đồng nhất thức 

𝑐𝑄(ℎ, 𝑘) = 𝑎𝑐ℎ2 + 2𝑏𝑐ℎ𝑘 + 𝑐2𝑘2 = (𝑏ℎ + 𝑐𝑘)2 + ∆ℎ2 

ngu ̣ý rằng 𝑄(𝑠, 𝑡) ≥ 0 với moị (𝑠, 𝑡) ∈ ℝ2. 

      Trong trường hơp̣ 𝑎 = 𝑐 = 0, điều kiêṇ 𝑎𝑐 − 𝑏2 ≥ 0 ngu ̣ý rằng 𝑏 = 0 và, do đó, 𝑄(𝑠, 𝑡) = 0 với moị 

(𝑠, 𝑡) ∈ ℝ2.  

      Như vâỵ, trong moị trường hơp̣, 𝑄(ℎ, 𝑘) đều xác điṇh không âm.                                                              □ 

      Nhâṇ thấy rằng, đối với tính xác điṇh dương của môṭ daṇg toàn phương bâc̣ hai 𝑄(ℎ, 𝑘) = 𝑎ℎ2 +

2𝑏ℎ𝑘 + 𝑐𝑘2, chúng ta se ̃có đăc̣ trưng sau đây: 

𝑄(ℎ, 𝑘) xác điṇh dương ⇔ 𝑎 > 0 và 𝑎𝑐 − 𝑏2 > 0.  

      Phép chứng minh cho khẳng điṇh này đươc̣ thưc̣ hiêṇ tương tư ̣như Kết quả 4.10). Trên thưc̣ tế, nó đơn 

giản hơn rất nhiều. Măṭ khác, ví du ̣𝑄(ℎ, 𝑘) = −𝑘2 cho thấy rằng các điều kiêṇ 𝑎 ≥ 0 và 𝑎𝑐 − 𝑏2 ≥ 0 là 

không đủ để đảm bảo 𝑄(ℎ, 𝑘) là xác điṇh không âm.   



      Số thưc̣ ∆= 𝑎𝑐 − 𝑏2 đươc̣ goị là biêṭ thức của daṇg toàn phương bâc̣ hai 𝑸(𝒉, 𝒌) = 𝒂𝒉𝟐 + 𝟐𝒃𝒉𝒌 +

𝒄𝒌𝟐 (Daṇg toàn phương bâc̣ hai 𝑎ℎ2 + 2𝑏ℎ𝑘 + 𝑐𝑘2 tương ứng với đa thức bâc̣ hai 𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 + 𝑐, với biêṭ 

thức cổ điển là (2𝑏)2 − 4𝑎𝑐 = 4(𝑏2 − 𝑎𝑐). Lý do chúng ta đa ̃bỏ qua hằng số 4 và quan troṇg hơn là viêc̣ 

đảo ngươc̣ dấu khi chúng ta điṇh nghiã biêṭ thức của 𝑄(ℎ, 𝑘) là do mối liên hê ̣của nó với lý thuyết ma trâṇ. 

Mối liên hê ̣này se ̃đươc̣ giải thích trong các nhâṇ xét trình bày ở phần cuối của tiều muc̣ này. Khái niêṃ biêṭ 

thức mà chúng ta vừa điṇh nghiã có thể dê ̃dàng tổng quát hóa lên cho trường hơp̣ các daṇg toàn phương với 

nhiều hơn hai biến).  

      Trong trường hơp̣ 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ mở và 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao cho các đaọ hàm riêng cấp môṭ và 

cấp hai của 𝑓 tồn taị và liên tuc̣ trên 𝐷, với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷, chúng ta se ̃điṇh nghiã biêṭ thức của 𝒇 taị 

(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) là biêṭ thức của daṇg Hessian của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) và kí hiêụ nó laị bởi ∆𝑓(𝑥0, 𝑦0).  

      Nói cách khác,  

∆𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0)𝑓𝑦𝑦(𝑥0, 𝑦0) − [𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0)]
2. 

      Môṭ hê ̣quả trưc̣ tiếp của Kết quả 4.9) và Kết quả 4.10) là tiêu chuẩn thưc̣ hành sau đây cho tính lồi. 

      Kết quả 4.11. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ mở và lồi và 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao cho các đaọ hàm riêng cấp môṭ và cấp 

hai của 𝑓 tồn taị và liên tuc̣ trên 𝐷. 

      Khi đó,   

𝑓 lồi trên 𝐷 ⇔ 𝑓𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0) ≥ 0, 𝑓𝑦𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≥ 0 và ∆𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≥ 0 với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷.    

      Chứng minh kết quả 4.11.  

      Từ Kết quả 4.10), chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng daṇg Hessian của 𝑓 se ̃xác điṇh không âm nếu và chỉ 

nếu 𝑓𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0) ≥ 0, 𝑓𝑦𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≥ 0 và ∆𝑓(𝑥0, 𝑦0) ≥ 0 với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷. Như vâỵ, kết quả mong muốn 

có thể đươc̣ suy ra trưc̣ tiếp từ Kết quả 4.9).                                                                                                      □ 

      Nhâṇ xét, 

      (i)  Theo quan điểm của Kết quả 4.9), chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng nếu 𝐷 ⊆ ℝ2 và 𝑓:𝐷 → ℝ là môṭ 

hàm như trong Kết quả 4.11) thì tính dương của 𝑓𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0) và ∆𝑓(𝑥0, 𝑦0) với moị (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 se ̃kéo theo 

tính lồi nghiêm ngăṭ của 𝑓 trên 𝐷. Tuy nhiên, ví du ̣𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥4 + 𝑦4 cho thấy rằng chiều ngươc̣ laị nói 

chung là không đúng.   

      (ii) Viêc̣ nghiên cứu các daṇg toàn phương bâc̣ hai có liên quan chăṭ che ̃với các nghiên cứu về các ma 

trâṇ đối xứng thưc̣ 2 × 2.  

      Thâṭ vâỵ, daṇg toàn phương bâc̣ hai 𝑄(ℎ, 𝑘) = 𝑎ℎ2 + 2𝑏ℎ𝑘 + 𝑐𝑘2 có thể đươc̣ biểu diêñ dưới daṇg tích 

của các ma trâṇ 

ℎ𝑇𝐴ℎ, trong đó 𝐴 = [
𝑎 𝑏
𝑏 𝑐

]  và ℎ = [
ℎ
𝑘
], 



trong đó, như thường lê,̣ ℎ𝑇 biểu thi ̣ma trâṇ chuyển vi ̣[ℎ 𝑘] của ℎ. 

      Trong cách thiết lâp̣ này, biêṭ thức ∆ của 𝑄(ℎ, 𝑘) chính là điṇh thức của 𝐴. Lưu ý rằng điều kiêṇ để có 

tính xác điṇh không âm trong Kết quả 4.10), cu ̣thể là 𝑎 ≥ 0, 𝑐 ≥ 0 và 𝑎𝑐 − 𝑏2 ≥ 0, cũng có thể đươc̣ hình 

thành bằng cách lưu ý rằng các phần phu ̣chính của 𝑨 là không âm (Nói chung, đối với bất kì môṭ ma trâṇ 

nào, môṭ phần phu ̣đươc̣ điṇh nghiã là điṇh thức của môṭ ma trâṇ con vuông của nó. Nếu các hàng và các 

côṭ đươc̣ choṇ để taọ ra ma trâṇ con có cùng chỉ số thì nó se ̃đươc̣ goị là môṭ phần phu ̣chính. Ngoài ra, nếu 

các chỉ số này là liên tiếp và bắt đầu từ 1 thì nó se ̃đươc̣ goị là môṭ phần phu ̣chính hàng đầu). Măṭ khác, 

điều kiêṇ để có tính xác điṇh dương, cu ̣thể là 𝑎 > 0 và 𝑎𝑐 − 𝑏2 > 0, có thể đươc̣ hình thành bằng cách lưu 

ý rằng các phần phu ̣chính hàng đầu của 𝐴 là dương.  

      Trong trường hơp̣ 𝐷 ⊆ ℝ2 là môṭ tâp̣ mở và 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao cho các đaọ hàm riêng cấp môṭ và 

cấp hai của 𝑓 tồn taị và liên tuc̣ trên 𝐷, ma trâṇ đối xứng thưc̣ 𝟐 × 𝟐 tương ứng với daṇg Hessian của 𝒇 taị 

(𝒙𝟎, 𝒚𝟎) ∈ 𝑫 đươc̣ xác điṇh bởi   

[
𝑓𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0) 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0)

𝑓𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0) 𝑓𝑦𝑦(𝑥0, 𝑦0)
] = [

𝑓𝑥𝑥(𝑥0, 𝑦0) 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0)

𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0) 𝑓𝑦𝑦(𝑥0, 𝑦0)
]. 

      Về măṭ lic̣h sử, ma trâṇ bên trái thường đươc̣ goị là ma trâṇ Hessian của 𝒇 taị (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) và, trên thưc̣ tế, 

đây cũng chính là lý do taị sao chúng ta laị goị daṇg toàn phương bâc̣ hai liên kết là daṇg Hessian của 𝑓 taị 

(𝑥0, 𝑦0). Lưu ý rằng biêṭ thức của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0) cũng chính là điṇh thức của ma trâṇ Hessian của 𝑓 taị 

(𝑥0, 𝑦0).        

      5. Phép tính vi phân hàm ba biến 

      Trong muc̣ này của bài viết, chúng ta se ̃chỉ trình bày ngắn goṇ cách mà các lý thuyết đa ̃phát triển từ 

trước cho đến nay trong bài viết này có thể đươc̣ mở rôṇg lên cho các hàm ba (hoăc̣ nhiều hơn) biến. Các 

thông tin chi tiết se ̃chỉ đươc̣ cung cấp khi phần mở rôṇg không rõ ràng. Trên đường đi này, chúng ta cũng se ̃

găp̣ môṭ số khái niêṃ và kết quả mới. Chẳng haṇ, các khái niêṃ về măṭ phẳng tiếp xúc và các đường pháp 

tuyến với các măṭ cong cũng se ̃đươc̣ giới thiêụ ở đây. Các đồ thi ̣ của các hàm hai biến là trường hơp̣ cu ̣thể 

của các măṭ cong trong không gian 3 − chiều và chúng ta có thể đã thảo luâṇ về các khái niêṃ này trong các 

muc̣ trước. Nhưng như chúng ta se ̃thấy, các măṭ phẳng tiếp xúc và các đường pháp tuyến có thể đươc̣ hiểu 

rõ hơn trong bối cảnh của các hàm ba biến. Tương tư,̣ trong ngữ cảnh của các hàm ba (hoăc̣ nhiều hơn) biến, 

bài toán giải hai phương trình theo hai trong số các biến trở nên có ý nghiã. Chúng ta cũng se ̃thấy rằng câu 

trả lời cho vấn đề này có thể đươc̣ đưa ra bởi môṭ daṇg tương tư ̣thích hơp̣ của Điṇh lí hàm ẩn. 

      Sư ̣tương tư ̣và các daṇg mở rôṇg 

      Khái niêṃ đaọ hàm riêng của môṭ hàm ba biến 𝑓 cũng có thể đươc̣ điṇh nghiã theo cách tương tư.̣ Tất 

nhiên, chúng ta se ̃có ba đaọ hàm riêng khả di,̃ kí hiêụ bởi 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦, 𝑓𝑧 hoăc̣ bởi 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
,
𝜕𝑓

𝜕𝑧
. 

      Chúng ta cũng có môṭ khái niêṃ tương tư ̣về đaọ hàm có hướng của 𝑓 doc̣ theo môṭ vector đơn vi ̣𝑢 =

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) trong ℝ3. Điṇh lí giá tri ̣trung bình hai biến có thể đươc̣ mở rôṇg dê ̃dàng lên thành Điṇh lí giá 

tri ̣trung bình ba biến. 



      Các đaọ hàm riêng cấp cao của 𝑓:𝐷 → ℝ, trong đó 𝐷 ⊆ ℝ3, cũng có thể đươc̣ điṇh nghiã theo cách 

tương tư ̣như trong trường hơp̣ hàm hai biến. Lần này, chúng ta se ̃có 32 = 9 đaọ hàm riêng cấp hai khả di,̃ 

cu ̣thể là 𝑓𝑥𝑥 , 𝑓𝑥𝑦, 𝑓𝑥𝑧 , 𝑓𝑦𝑥, 𝑓𝑦𝑦, 𝑓𝑦𝑧, 𝑓𝑧𝑥 , 𝑓𝑧𝑦, 𝑓𝑧𝑧. Sư ̣bằng nhau của các đaọ hàm riêng tương ứng với hai biến 

bất kì trong các chỉ số dưới chỉ khác nhau về thứ tư ̣của chúng taị các điểm 𝑃0, trong đó ít nhất môṭ trong số 

chúng tồn taị trong 𝑆𝑟(𝑃0) với môṭ số 𝑟 > 0 nào đó và liên tuc̣ taị 𝑃0. Nói cách khác, chúng ta se ̃có Điṇh lí 

đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ đối với các hàm ba biến tương tư ̣với kết quả tương ứng đối với các hàm hai biến 

(Kết quả 1.7). Ngoài ra, cái trước có thể đươc̣ chứng minh như là hê ̣quả của cái sau. Chẳng haṇ, để chứng 

minh rằng 𝑓𝑥𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝑓𝑦𝑥(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), chúng ta chỉ cần xét hàm hai biến xác điṇh bởi (𝑥, 𝑦) ↦

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧0) và áp duṇg Điṇh lí đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ (Kết quả 1.7). Như môṭ hê ̣quả, nếu 𝐷 ⊆ ℝ3 là môṭ tâp̣ 

mở trong ℝ3 thì, với moị hàm 𝑓:𝐷 → ℝ, chúng ta se ̃có sư ̣bằng nhau của hai đaọ hàm riêng cấp 𝑛 bất kì của 

𝑓 mà các biến trong chỉ số chỉ khác nhau về thứ tư,̣ miêñ là tất cả các đaọ hàm riêng cấp ≤ 𝑛 của 𝑓 đều tồn 

taị và liên tuc̣ trên 𝐷.  

      Trong môṭ trường hơp̣ như vâỵ, môṭ đaọ hàm cấp 𝑛 điển hình của 𝑓 taị 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) có thể đươc̣ viết 

laị dưới daṇg 

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑝𝜕𝑦𝑞𝜕𝑧𝑟
(𝑃0) =

𝜕𝑛𝑓

𝜕𝑥𝑝𝜕𝑦𝑞𝜕𝑧𝑟
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), 

trong đó 𝑝, 𝑞, 𝑟 là các số nguyên không âm với 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 = 𝑛. 

      Môṭ cách tiếp câṇ khác để chứng minh Điṇh lí đaọ hàm riêng hỗn hơp̣ cho các hàm ba biến bằng cách sử 

duṇg “Điṇh lí giá tri ̣trung bình cho các khối lâp̣ phương”. Nói cách khác, chúng ta cũng se ̃thu đươc̣ các 

daṇg tương tư ̣của Điṇh lí Rolle cho các hình chữ nhâṭ (Kết quả 1.4) và Điṇh lí giá tri ̣trung bình cho các 

hình chữ nhâṭ (Kết quả 1.5). Những daṇg tương tư ̣này có thể đươc̣ xây dưṇg và chứng minh môṭ cách dê ̃

dàng cho các hàm gồm ba biến trở lên. Để đaṭ đươc̣ điều này, se ̃thâṭ tiêṇ lơị khi sử duṇg cách kí hiêụ đã 

đươc̣ giới thiêụ trong muc̣ 1.2. Hàm và các tính chất hiǹh hoc̣ của nó trong bài viết “Phép tính giới haṇ 

hàm nhiều biến” và lưu ý rằng đaị lươṇg 𝑓(𝑏, 𝑑) + 𝑓(𝑎, 𝑐) − 𝑓(𝑏, 𝑐) − 𝑓(𝑎, 𝑑) xuất hiêṇ trong phát biểu 

của Điṇh lí giá tri ̣trung bình cho các hình chữ nhâṭ (Kết quả 1.5) có thể đươc̣ biểu diêñ ngắn goṇ laị dưới 

daṇg Δ(𝑎,𝑐)
(𝑏,𝑑)

𝑓.  

      Đaọ hàm có hướng liên tiếp (doc̣ theo cùng môṭ vector đơn vi)̣ se ̃đưa chúng ta đến khái niêṃ về các đaọ 

hàm có hướng cấp cao của môṭ hàm ba biến. Khái niêṃ này hoaṭ đôṇg cũng giống như trong trường hơp̣ 

hàm hai biến. Chúng ta cũng có thể dê ̃dàng xây dưṇg và chứng minh Công thức Taylor ba biến cho các đaọ 

hàm có hướng cấp cao và, do đó, thu đươc̣ các kết quả tương tư ̣như Kết quả 1.8) và Kết quả 1.9).  

      Khái niêṃ về tính khả vi cũng có thể đươc̣ mở rôṇg môṭ cách dê ̃dàng.  

      Thâṭ vâỵ, nếu 𝐷 ⊆ ℝ3 và (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) là môṭ điểm trong của 𝐷 thì 𝑓: 𝐷 → ℝ se ̃khả vi taị (𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎) nếu 

tồn taị môṭ (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) ∈ ℝ
3 sao cho 

𝑙𝑖𝑚(ℎ,𝑘,𝑙)→(0,0,0)

𝑓(𝑥0 + ℎ, 𝑦0 + 𝑘, 𝑧0 + 𝑙) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) − 𝛼1ℎ − 𝛼2𝑘 − 𝛼3𝑙

√ℎ2 + 𝑘2 + 𝑙2
= 0. 

      Trong trường hơp̣ này, chúng ta se ̃goị bô ̣ba (𝛼1, 𝛼2, 𝛼3) là đaọ hàm toàn phần của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). Nếu 

𝑓 khả vi taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) thì 𝑓𝑥 , 𝑓𝑦, 𝑓𝑧 se ̃tồn taị taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) và tương ứng bằng 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3. 



      Nói cách khác, gradient 𝜵𝒇 của 𝒇 tồn taị taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) và 

đaọ hàm toàn phần của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). 

      Môṭ daṇg tương tư ̣của Bổ đề Carathéodory hai biến (Kết quả 2.1) cũng có thể dê ̃dàng thu đươc̣ trong 

tình huống trên. Điều này chỉ ra rằng tính khả vi của 𝑓 taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) se ̃tương đương với sư ̣tồn taị của môṭ 

bô ̣ba (𝒇𝟏, 𝒇𝟐, 𝒇𝟑) gồm các hàm liên kết với 𝒇 và (𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎), nghiã là, tồn taị các hàm 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3: 𝐷 → ℝ liên 

tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) sao cho, với moị (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷, hiêụ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) se ̃bằng 

(𝑥 − 𝑥0)𝑓1(𝑥, 𝑦, 𝑧) + (𝑦 − 𝑦0)𝑓2(𝑥, 𝑦, 𝑧) + (𝑧 − 𝑧0)𝑓3(𝑥, 𝑦, 𝑧). 

      Nhâṇ thấy rằng nếu các điều kiêṇ này đươc̣ thỏa mãn thì chúng ta nhất thiết se ̃phải có 𝑓1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), 𝑓2(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), 𝑓3(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝑓𝑧(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). Sư ̣tồn taị của tất cả các đaọ hàm 

riêng trong 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) đối với môṭ số 𝑟 > 0 nào đó và tính liên tuc̣ của hai trong số chúng taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) 

là đủ để 𝑓 khả vi taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). Phép chứng minh cho điều này đươc̣ thưc̣ hiêṇ tương tư ̣như phép chứng 

minh của kết quả tương ứng đối với các hàm hai biến (Kết quả 2.4). 

      Như vâỵ, nếu 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) thì chúng ta có thể viết 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝐵(𝑦, 𝑧) + 𝐶(𝑧), 

trong đó 𝐴(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) − 𝑓(𝑥0, 𝑦, 𝑧), 𝐵(𝑦, 𝑧) =  𝑓(𝑥0, 𝑦, 𝑧) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧), 𝐶(𝑧) =  𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧) −

𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). 

      Kế tiếp, các hàm 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3: 𝐷 → ℝ có thể đươc̣ xác điṇh bằng cách sử duṇg các hàm 𝐴, 𝐵, 𝐶 và chúng ta 

cũng se ̃tiến hành theo các bước tương tư ̣giống như trong phép chứng minh của Kết quả 2.4). Điều kiêṇ cần 

cho tính khả vi của 𝑓 hoàn toàn giống như trong trường hơp̣ các hàm hai biến.  

      Như vâỵ, nếu 𝑓:𝐷 → ℝ khả vi taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) thì 𝑓 se ̃liên tuc̣ taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) và, với moị vector đơn vi ̣

𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) trong ℝ3, đaọ hàm có hướng 𝐷𝑢𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) tồn taị và bằng với ∇𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∙ 𝑢. 

      Các kết quả quan troṇg chẳng haṇ như các phiên bản cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn cũng như Công thức 

Taylor và Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ vẫn đúng đối với các hàm ba (hoăc̣ nhiều hơn) biến và đóng môṭ 

vai trò quan troṇg. Măc̣ dù chúng ta đã xem xét Điṇh lí hàm ẩn ba biến trong Kết quả 3.2.12) của bài viết 

“Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến”. Tuy nhiên, phiên bản cổ điển đươc̣ đưa ra dưới đây dê ̃nhớ hơn và 

đươc̣ sử duṇg rôṇg rãi hơn trong thưc̣ tế.     

      Kết quả 5.1. (Daṇg cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn ba biến) 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ3, (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝐷 và 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao cho 𝑓 có các đaọ hàm riêng liên tuc̣ trên 

𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) với môṭ số 𝑟 > 0 nào đó với 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ⊆ 𝐷 và 𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 0, trong khi 𝑓𝑧(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ≠

0.  

      Khi đó, chúng ta có thể giải phương trình 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 cho 𝑧 theo 𝑥 và 𝑦 trong môṭ lân câṇ nào đó 

xung quanh (𝑥0, 𝑦0), nghiã là, tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 và môṭ hàm liên tuc̣ duy nhất : 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) → ℝ với 

(𝑥0, 𝑦0) = 𝑧0 sao cho (𝑥, 𝑦, (𝑥, 𝑦)) ∈ 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) và 𝑓(𝑥, 𝑦, (𝑥, 𝑦)) = 0 với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0).   



      Ngoài ra,  se ̃khả vi trên 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0) và, với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0), chúng ta se ̃có 𝑓𝑧(𝑥, 𝑦, (𝑥, 𝑦)) ≠ 0 

và 

∇ (𝑥, 𝑦) = (−
𝑓𝑥(𝑥, 𝑦, (𝑥, 𝑦))

𝑓𝑧(𝑥, 𝑦, (𝑥, 𝑦))
, −
𝑓𝑦(𝑥, 𝑦, (𝑥, 𝑦))

𝑓𝑧(𝑥, 𝑦, (𝑥, 𝑦))
). 

      Chứng minh kết quả 5.1. 

      Nhâṇ thấy rằng khẳng điṇh này có thể đươc̣ chứng minh giống như trong Kết quả 2.7): tính liên tuc̣ của 

các đaọ hàm riêng se ̃đươc̣ sử duṇg để xác minh các giả thiết của Kết quả 3.2.12) của bài viết “Phép tính 

giới haṇ hàm nhiều biến” là đúng. Điều này se ̃taọ ra môṭ hàm liên tuc̣  có các tính chất mong muốn. 

Ngoài ra, nếu (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) là môṭ bô ̣ba gồm các hàm liên kết với 𝑓 và (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) và chúng ta thay thế 𝑧 =

(𝑥, 𝑦) thì (− 𝑓1 𝑓3⁄ ,− 𝑓2 𝑓3⁄ ) se ̃trở thành môṭ căp̣ các hàm liên kết với  và (𝑥0, 𝑦0). Như vâỵ,  se ̃khả vi 

taị (𝑥0, 𝑦0) và ∇ (𝑥0, 𝑦0) đươc̣ xác điṇh bởi công thức mong muốn. Nhờ tính liên tuc̣ của 𝑓𝑧 trên 

𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), tính khả vi của  và công thức cho ∇  có thể mở rôṇg cho tất cả các điểm của 𝑆𝛿(𝑥0, 𝑦0).      □ 

      Môṭ phân tích cẩn thâṇ về phép chứng minh của Kết quả 5.1) cho thấy rằng môṭ giả thiết yếu hơn môṭ 

chút là đủ, cu ̣thể là, thay vì yêu cầu ba đaọ hàm riêng của 𝑓 liên tuc̣, chỉ cần 𝑓𝑧 và môṭ trong hai 𝑓𝑥 và 𝑓𝑦 liên 

tuc̣ là đủ. 

      Nhâṇ xét rằng, như trong nhâṇ xét của Kết quả 2.7), chúng ta cũng có môṭ daṇg tương tư ̣đơn giản của 

phiên bản cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn ba biến tương ứng với viêc̣ “giải” phương trình 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 cho 𝑦 

theo 𝑥 và 𝑧 hoăc̣ cho 𝑥 theo 𝑦 và 𝑧, trong môṭ lân câṇ xung quanh 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). Giả thiết chính ở đây đó 

là 𝑓𝑦(𝑃0) ≠ 0 hoăc̣ 𝑓𝑥(𝑃0) ≠ 0, thay vì 𝑓𝑧(𝑃0) ≠ 0. Chúng ta cũng có thể kết hơp̣ ba kết quả này laị bằng 

cách sử duṇg giả thiết chính là ∇𝑓(𝑃0) ≠ 0:  

      Giả sử 𝑫 ⊆ ℝ𝟑, (𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎) ∈ 𝑫 và 𝒇:𝑫 → ℝ là môṭ hàm sao cho 𝒇 có các đaọ hàm riêng liên tuc̣ 

trên 𝑺𝒓(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎) với môṭ số 𝒓 > 0 nào đó với 𝑺𝒓(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎) ⊆ 𝑫 và 𝒇(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎) = 𝟎, trong khi 

𝛁𝒇(𝑷𝟎) ≠ 𝟎.  

      Khi đó, tồn taị môṭ số thưc̣ 𝜹 > 0, (𝒖𝟎, 𝒗𝟎) ∈ ℝ
𝟐 và các hàm khả vi 𝒙, 𝒚, 𝒛: 𝑺𝜹(𝒖𝟎, 𝒗𝟎) → ℝ với 

(𝒙(𝒖𝟎, 𝒗𝟎), 𝒚(𝒖𝟎, 𝒗𝟎), 𝒛(𝒖𝟎, 𝒗𝟎)) = 𝑷𝟎 sao cho (𝒙(𝒖, 𝒗), 𝒚(𝒖, 𝒗), 𝒛(𝒖, 𝒗)) ∈ 𝑺𝒓(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎) và 

𝒇(𝒙(𝒖, 𝒗), 𝒚(𝒖, 𝒗), 𝒛(𝒖, 𝒗)) = 𝟎 với moị (𝒖, 𝒗) ∈ 𝑺𝜹(𝒖𝟎, 𝒗𝟎).    

      Ngoài ra, taị bất ki ̀môṭ (𝒖, 𝒗) ∈ 𝑺𝜹(𝒖𝟎, 𝒗𝟎) nào, các vector (𝒙𝒖, 𝒚𝒖, 𝒛𝒖) và (𝒙𝒗, 𝒚𝒗, 𝒛𝒗) đều khác 

không và cũng không phải là bôị của nhau, và chúng ta se ̃có 

𝒇𝒙𝒙𝒖 + 𝒇𝒚𝒚𝒖 + 𝒇𝒛𝒛𝒖 = 𝟎 và 𝒇𝒙𝒙𝒗 + 𝒇𝒚𝒚𝒗 + 𝒇𝒛𝒛𝒗 = 𝟎, 

trong đó các đaọ hàm riêng của 𝒙 và 𝒚 đều đươc̣ tính taị (𝒖, 𝒗), trong khi các đaọ hàm riêng của 𝒇 laị 

đươc̣ tính taị 𝒙(𝒖, 𝒗), 𝒚(𝒖, 𝒗), 𝒛(𝒖, 𝒗). 

      Phiên bản cổ điển của Công thức Taylor ba biến khá giống với Công thức Taylor hai biến với các đa 

thức ba biến tham gia vào bức tranh này. Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ cho các hàm thưc̣ ba biến cũng có 

thể đươc̣ xây dưṇg trong các tình huống khác nhau tương tư ̣như trong Kết quả 3.5). 



      Chẳng haṇ, nếu chúng ta xem xét các hàm hơp̣ có daṇg 𝐹(𝑡) = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) thì Quy tắc tính đaọ 

hàm hàm hơp̣ phát biểu rằng 

𝑑𝐹

𝑑𝑡
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+
𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑡
. 

      Tương tư,̣ nếu 𝐹(𝑢, 𝑣) = 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)) thì chúng ta se ̃có  

𝜕𝐹

𝜕𝑢
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑢
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑢
+
𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑢
 

và 
𝜕𝐹

𝜕𝑣
=
𝜕𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑣
+
𝜕𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑣
+
𝜕𝑓

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑣
. 

      Tất cả các đẳng thức nêu ở trên đều đúng khi các đaọ hàm đươc̣ tính taị các điểm thích hơp̣ đươc̣ giả 

điṇh là các điểm trong của các tâp̣ xác điṇh của các hàm liên quan và, hơn nữa, tất cả các hàm đều đươc̣ giả 

điṇh là khả vi taị các điểm trong này.  

      Như là môṭ ứng duṇg của Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣, chúng ta se ̃có thể thu đươc̣ môṭ daṇg mở rôṇg 

tư ̣nhiên của phiên bản cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn ba biến, cho phép chúng ta “giải” hai phương trình theo 

ba biến, taṃ giả sử là 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 và 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, cho 𝑦 và 𝑧 theo 𝑥.    

      Kết quả 5.2. 

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ3 và (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) là môṭ điểm trong của 𝐷. Giả sử 𝑓, 𝑔: 𝐷 → ℝ là các hàm có các đaọ hàm 

riêng liên tuc̣ trên 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) với môṭ số 𝑟 > 0 nào đó với 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ⊆ 𝐷. 

      Khi đó, nếu 𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝑔(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 0 và 

𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑔𝑧(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) − 𝑓𝑧(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑔𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ≠ 0 

thì se ̃tồn taị môṭ số thưc̣ 𝛿 > 0 và các hàm liên tuc̣ 𝜙,𝜓: (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) → ℝ với 𝜙(𝑥0) = 𝑦0 và 𝜓(𝑥0) =

𝑧0 sao cho (𝑥, 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥)) ∈ 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) và 𝑓(𝑥, 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥)) = 𝑔(𝑥, 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥)) = 0 với moị 𝑥 ∈

(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿). 

      Ngoài ra, 𝜙 và 𝜓 se ̃khả vi trên (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) và, với moị 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿), chúng ta se ̃có 𝑓𝑦𝑔𝑧 −

𝑓𝑧𝑔𝑦 ≠ 0 taị (𝑥, 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥)) và, hơn nữa, 

𝜙′(𝑥) =
𝑓𝑧𝑔𝑥 − 𝑓𝑥𝑔𝑧

𝑓𝑦𝑔𝑧 − 𝑓𝑧𝑔𝑦
 va 𝜙′(𝑥) =

𝑓𝑥𝑔𝑦 − 𝑓𝑦𝑔𝑥

𝑓𝑦𝑔𝑧 − 𝑓𝑧𝑔𝑦
, 

trong đó các đaọ hàm riêng của 𝑓 và 𝑔 se ̃đươc̣ tính taị (𝑥, 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥)).        

      Chứng minh kết quả 5.2.  

      Kí hiêụ 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). Do 𝑓𝑦𝑔𝑧 − 𝑓𝑧𝑔𝑦 ≠ 0 taị 𝑃0 nên cả 𝑓𝑧(𝑃0) và 𝑔𝑧(𝑃0) đều không thể bằng không. 

Giả sử 𝑓𝑧(𝑃0) ≠ 0. Do các đaọ hàm riêng của 𝑓 và 𝑔 đều liên tuc̣ trên 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) nên, bằng cách thay 𝑟 



bởi môṭ giá tri ̣dương nhỏ hơn, chúng ta có thể giả sử rằng 𝑓𝑦𝑔𝑧 − 𝑓𝑧𝑔𝑦 ≠ 0 và 𝑓𝑧 ≠ 0 taị moị điểm của 

𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). Từ Daṇg cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn ba biến (Kết quả 5.1), tồn taị môṭ số thưc̣ 𝑡 > 0 và môṭ 

hàm : 𝑆𝑡(𝑥0, 𝑦0) → ℝ với (𝑥0, 𝑦0) = 𝑧0 sao cho (𝑥, 𝑦, (𝑥, 𝑦)) ∈ 𝑆𝑟(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) và 𝑓(𝑥, 𝑦, (𝑥, 𝑦)) = 0 với    

moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝑡(𝑥0, 𝑦0). Ngoài ra,  se ̃khả vi trên 𝑆𝑡(𝑥0, 𝑦0) và, với moị (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆𝑡(𝑥0, 𝑦0), chúng ta se ̃có 

∇ζ = (−𝑓𝑥 𝑓𝑧⁄ ,− 𝑓𝑦 𝑓𝑧⁄ ), trong đó các đaọ hàm riêng của 𝑓 đươc̣ tính taị (𝑥, 𝑦, (𝑥, 𝑦)). 

      Kí hiêụ ℎ: 𝑆𝑡(𝑥0, 𝑦0) → ℝ là hàm xác điṇh bởi ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦, (𝑥, 𝑦)). 

      Kế tiếp, ℎ(𝑥0, 𝑦0) = 𝑔(𝑃0) = 0 và, từ Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣ cho các hàm ba biến, ℎ se ̃khả vi 

trên 𝑆𝑡(𝑥0, 𝑦0) với 

ℎ𝑦 = 𝑔𝑦 + 𝑔𝑧 𝑦 = 𝑔𝑦 + 𝑔𝑧(−𝑓𝑦 𝑓𝑧⁄ ) = − (𝑓𝑦𝑔𝑧 − 𝑓𝑧𝑔𝑦) 𝑓𝑧⁄ , 

trong đó các đaọ hàm riêng của 𝑓 và 𝑔 đươc̣ tính taị (𝑥, 𝑦, (𝑥, 𝑦)). 

      Đăc̣ biêṭ, ℎ𝑦 liên tuc̣ và ℎ𝑦 ≠ 0 trên 𝑆𝑡(𝑥0, 𝑦0). 

      Như vâỵ, bằng cách áp duṇg phiên bản cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn (Kết quả 2.7) cho hàm ℎ, tồn taị môṭ 

số thưc̣ 𝛿 > 0 và môṭ hàm : (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) → ℝ với (𝑥0) = 𝑦0 sao cho (𝑥, (𝑥)) ∈ 𝑆𝑡(𝑥0, 𝑦0) và 

ℎ(𝑥, (𝑥)) = 0 với moị 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿). Ngoài ra,  se ̃khả vi và ′(𝑥) = −ℎ𝑥(𝑥, (𝑥)) ℎ𝑦(𝑥, (𝑥))⁄  

với moị 𝑥 ∈ (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿).  

      Bây giờ, kí hiêụ 𝜙,𝜓: (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) → ℝ là các hàm xác điṇh bởi 𝜙(𝑥) = (𝑥) và 𝜓(𝑥) =

(𝑥, (𝑥)). Chúng ta có thể dê ̃dàng xác minh đươc̣ rằng các hàm 𝜙 và 𝜓 thỏa mañ các tính chất mong 

muốn.  

      Phép chứng minh cho trường hơp̣ 𝑔𝑧(𝑃0) ≠ 0 đươc̣ thưc̣ hiêṇ hoàn toàn tương tư.̣                                   □ 

      Nhâṇ xét rằng, như trong nhâṇ xét của Kết quả 5.1), chúng ta se ̃có môṭ daṇg tương tư ̣trưc̣ tiếp của Kết 

quả 5.2), tương ứng với viêc̣ “giải” hai phương trình 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 và 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 cho 𝑥 và 𝑧 theo 𝑦 hoăc̣ 

cho 𝑥 và 𝑦 theo 𝑧, trong môṭ lân câṇ xung quanh 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0). Giả thiết chính ở đây đó là 𝑓𝑥𝑔𝑧 −

𝑓𝑧𝑔𝑥 ≠ 0 taị 𝑃0 hoăc̣ 𝑓𝑥𝑔𝑦 − 𝑓𝑦𝑔𝑥 ≠ 0 taị 𝑃0, thay vì 𝑓𝑦𝑔𝑧 − 𝑓𝑧𝑔𝑦 ≠ 0 taị 𝑃0. Chúng ta cũng có thể kết hơp̣ 

ba trường hơp̣ này laị với nhau để đi đến phiên bản sau của Kết quả 5.2): 

      Giả sử 𝑫 ⊆ ℝ𝟑 và 𝑷𝟎 = (𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎) là môṭ điểm trong của 𝑫. Giả sử 𝒇, 𝒈:𝑫 → ℝ là các hàm có đaọ 

hàm riêng liên tuc̣ trên 𝑺𝒓(𝑷𝟎) với môṭ số 𝒓 > 0 nào đó với 𝑺𝒓(𝑷𝟎) ⊆ 𝑫.   

      Khi đó, nếu 𝒇(𝑷𝟎) = 𝒈(𝑷𝟎) = 𝟎 và có môṭ phần phu ̣𝟐 × 𝟐 nào đó của ma trâṇ 𝟐 × 𝟑 

(
𝒇𝒙(𝑷𝟎) 𝒇𝒚(𝑷𝟎) 𝒇𝒛(𝑷𝟎)

𝒈𝒙(𝑷𝟎) 𝒈𝒚(𝑷𝟎) 𝒈𝒛(𝑷𝟎)
) 

khác không (hoăc̣ tương đương, các hàng của nó, cu ̣thể là 𝛁𝒇(𝑷𝟎) và 𝛁𝒈(𝑷𝟎), không phải là bôị của 

nhau) thi ̀se ̃tồn taị các số thưc̣ 𝜹 > 0, 𝒕𝟎 ∈ ℝ và các hàm khả vi 𝒙, 𝒚, 𝒛: (𝒕𝟎 − 𝜹, 𝒕𝟎 + 𝜹) → ℝ với 

(𝒙(𝒕𝟎), 𝒚(𝒕𝟎), 𝒛(𝒕𝟎)) = 𝑷𝟎 sao cho (𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕)) ∈ 𝑺𝒓(𝑷𝟎) và  



𝒇(𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕)) = 𝒈(𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕)) = 𝟎 với moị 𝒕 ∈ (𝒕𝟎 − 𝜹, 𝒕𝟎 + 𝜹). 

      Ngoài ra, (𝒙′(𝒕), 𝒚′(𝒕), 𝒛′(𝒕)) ≠ (𝟎, 𝟎, 𝟎) và 

𝒇𝒙(𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕))𝒙
′(𝒕) + 𝒇𝒚(𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕))𝒚

′(𝒕) + 𝒇𝒛(𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕))𝒛
′(𝒕) = 𝟎 

cũng như 

𝒈𝒙(𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕))𝒙
′(𝒕) + 𝒈𝒚(𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕))𝒚

′(𝒕) + 𝒈𝒛(𝒙(𝒕), 𝒚(𝒕), 𝒛(𝒕))𝒛
′(𝒕) = 𝟎 

với moị 𝒕 ∈ (𝒕𝟎 − 𝜹, 𝒕𝟎 + 𝜹).  

      Phiên bản thống nhất này có thể đươc̣ so sánh với phiên bản thống nhất của phiên bản cổ điển của Điṇh 

lí hàm ẩn cho các hàm hai biến, đã đươc̣ đưa ra trong phần nhâṇ xét của Kết quả 5.1). Môṭ cách tương tư,̣ 

chúng ta cũng có thể xây dưṇg và chứng minh môṭ phiên bản tổng quát hơn của Điṇh lí hàm ẩn để giải 𝑚 

phương trình theo 𝑛 biến, trong đó 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ với 𝑚 < 𝑛. Trường hơp̣ đăc̣ biêṭ 𝑛 = 2𝑚 có thể đươc̣ sử duṇg 

để chứng minh môṭ phiên bản tổng quát của cái goị là Điṇh lí hàm ngươc̣ để đảo ngươc̣ 𝑚 hàm theo 𝑚 

biến.                 

      Các măṭ phẳng tiếp xúc và các đường pháp tuyến của các măṭ cong 

      Trước tiên chúng ta hãy xem xét laị khái niêṃ đường tiếp tuyến của môṭ đường cong như đã thảo luâṇ 

trong các khóa hoc̣ về các phép tính môṭ biến.  

      Giả sử 𝐷 ⊆ ℝ và 𝑐 là môṭ điểm trong của 𝐷. Nếu 𝑓:𝐷 → ℝ khả vi taị 𝑐 thì đường thẳng xác điṇh bởi 

𝑦 − 𝑓(𝑐) = 𝑓 ′(𝑐)(𝑥 − 𝑐) 

se ̃đươc̣ goị là đường tiếp tuyến của đường cong 𝒚 = 𝒇(𝒙), 𝒙 ∈ 𝑫, taị điểm (𝒄, 𝒇(𝒄)). 

      Thông thường, chúng ta se ̃mở rôṇg khái niêṃ này cho các đường cong đươc̣ xác điṇh theo tham số và 

các đường cong đươc̣ xác điṇh ngầm như sau: 

      Giả sử 𝐶 là môṭ đường cong đươc̣ xác điṇh theo tham số cho bởi (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐷, và 𝑡0 là môṭ điểm 

trong của 𝐷 sao cho cả 𝑥 và 𝑦 đều khả vi taị 𝑡0 và (𝑥′(𝑡0), 𝑦
′(𝑡0)) ≠ (0,0). 

      Khi đó, đường tiếp tuyến của 𝐶 taị điểm (𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0)) đươc̣ điṇh nghiã là đường thẳng xác điṇh bởi 

(𝑦 − 𝑦(𝑡0))𝑥
′(𝑡0) = (𝑥 − 𝑥(𝑡0))𝑦

′(𝑡0). 

      Lưu ý rằng đường thẳng này có thể đươc̣ xác điṇh theo tham số bởi 

(𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0)) + 𝜆(𝑥
′(𝑡0), 𝑦

′(𝑡0)), trong đó 𝜆 thay đổi trên ℝ. 

      Nói cách khác, đây là đường thẳng đi qua (𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0)) và có hướng là vector (𝑥′(𝑡0), 𝑦
′(𝑡0)).  

      Trên thưc̣ tế, đây cũng chính là lý do taị sao, trong ngữ cảnh của các đường cong, chúng ta thường goị 

(𝑥′(𝑡0), 𝑦
′(𝑡0)) là vector tiếp tuyến của 𝑪 taị (𝒙(𝒕𝟎), 𝒚(𝒕𝟎)) khi chúng ta giới thiêụ khái niêṃ về điểm yên 

ngưạ trong bài viết “Phép tính giới haṇ hàm nhiều biến”. Đường thẳng trong ℝ2 đi qua (𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0)) và  



vuông góc với đường tiếp tuyến của 𝐶 taị điểm (𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0)) đươc̣ goị là đường pháp tuyến của 𝑪 taị 

(𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0)).  

      Lưu ý rằng đường pháp tuyến này có thể đươc̣ xác điṇh theo tham số bởi 

(𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0)) + 𝜆(𝑦
′(𝑡0), −𝑥

′(𝑡0)), trong đó 𝜆 thay đổi trên ℝ. 

      Kế tiếp, chúng ta se ̃xem xét môṭ đường cong đươc̣ xác điṇh ngầm, nghiã là, môṭ đường cong trong ℝ2 

xác điṇh bởi môṭ phương trình có daṇg 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 ⊆ ℝ2.  

      Khái niêṃ về môṭ tiếp tuyến của môṭ đường cong như vâỵ đươc̣ điṇh nghiã trong các phép tính môṭ biến, 

nếu có thể, theo môṭ cách khá đăc̣ biêṭ.  

      Thâṭ vâỵ, chúng ta có thể thưc̣ hiêṇ “vi phân ngầm” đối với 𝑥 hoăc̣ đối với 𝑦 để đi đến môṭ phương trình 

có daṇg  

𝑃(𝑥, 𝑦) + 𝑄(𝑥, 𝑦)
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 hoặc 𝑅(𝑥, 𝑦) + 𝑆(𝑥, 𝑦)

𝑑𝑥

𝑑𝑦
= 0. 

      Bây giờ, nếu (𝑥0, 𝑦0) là môṭ điểm nằm trên đường cong sao cho (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐸 và 𝐹(𝑥0, 𝑦0) = 0 thì 

đường tiếp tuyến của đường cong taị (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) là đường thẳng xác điṇh bởi 

𝑦 − 𝑦0 = −
𝑃(𝑥0, 𝑦0)

𝑄(𝑥0, 𝑦0)
(𝑥 − 𝑥0) hoặc 𝑥 − 𝑥0 = −

𝑅(𝑥0, 𝑦0)

𝑆(𝑥0, 𝑦0)
(𝑦 − 𝑦0), 

miêñ là 𝑄(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0 hoăc̣ 𝑆(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0. 

      Cách tiếp câṇ này giờ đây đã có thể đươc̣ sắp xếp laị môṭ cách hơp̣ lý dưới ánh sáng của lý thuyết hàm 

hai biến. Đầu tiên, quá trình “vi phân ngầm” có thể đươc̣ chứng minh môṭ cách dê ̃dàng bằng cách sử duṇg 

phiên bản cổ điển của Điṇh lí hàm ẩn (Kết quả 2.7). Kế tiếp, điều kiêṇ 𝑄(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0 hoăc̣ 𝑆(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0 se ̃

tương ứng với điều kiêṇ nôị taị 𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0, hoăc̣ 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0) ≠ 0, hoăc̣ tương đương, ∇𝐹(𝑥0, 𝑦0) ≠ (0,0). 

Tất nhiên, đây là điều kiêṇ cần thiết để chúng ta có thể áp duṇg Điṇh lí hàm ẩn. Khi điều kiêṇ này đã đươc̣ 

thỏa mãn, đường tiếp tuyến của đường cong 𝑭(𝒙, 𝒚) = 𝟎, (𝒙, 𝒚) ∈ 𝑬, taị điểm (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) là đường thẳng 

trong ℝ2 xác điṇh bởi 

𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0) = 0,  

trong khi đường pháp tuyến của đường cong 𝑭(𝒙, 𝒚) = 𝟎, (𝒙, 𝒚) ∈ 𝑬, taị điểm (𝒙𝟎, 𝒚𝟎) là đường thẳng 

trong ℝ2 xác điṇh bởi   

𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) − 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0) = 0. 

      Theo cách tương tư,̣ khái niêṃ về môṭ măṭ phẳng tiếp xúc với đồ thi ̣của môṭ hàm hai biến cũng có thể 

đươc̣ coi như là môṭ trường hơp̣ đăc̣ biêṭ của khái niêṃ măṭ phẳng tiếp xúc với môṭ măṭ đươc̣ xác điṇh ngầm 

bởi 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷, trong đó 𝐷 ⊆ ℝ3 và 𝑓:𝐷 → ℝ. 

      Nói môṭ cách chính xác hơn, nếu (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) là môṭ điểm trong của 𝐷 sao cho 𝑓 khả vi taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) và 

∇𝑓(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ≠ (0,0,0) thì chúng ta se ̃điṇh nghiã măṭ phẳng tiếp xúc với măṭ 𝒇(𝒙, 𝒚, 𝒛) = 𝟎, (𝒙, 𝒚, 𝒛) ∈ 



𝑫, taị điểm (𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎) là măṭ phẳng trong ℝ3 xác điṇh bởi 

𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑦 − 𝑦0) + 𝑓𝑧(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑧 − 𝑧0) = 0. 

      Đăc̣ biêṭ, nếu 𝐸 ⊆ ℝ2 và 𝐹: 𝐸 → ℝ là môṭ hàm khả vi taị môṭ điểm trong (𝑥0, 𝑦0) của 𝐸 thì măṭ phẳng 

tiếp xúc với đồ thi ̣của 𝑭 taị điểm (𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝑭(𝒙𝟎, 𝒚𝟎)) đươc̣ điṇh nghiã là măṭ phẳng tiếp xúc với măṭ xác 

điṇh bởi 𝑧 − 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸, cu ̣thể là măṭ phẳng trong ℝ3 xác điṇh bởi 

𝑧 − 𝐹(𝑥0, 𝑦0) = 𝐹𝑥(𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝐹𝑦(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0). 

      Những khái niêṃ này có thể đươc̣ mở rôṇg dê ̃dàng cho trường hơp̣ các hàm 𝑛 biến với moị 𝑛 > 1. Như 

vâỵ, tương ứng với môṭ hàm 𝑛 biến và môṭ điểm trong trong miền xác điṇh mà taị đó nó khả vi với gradient 

khác 0, chúng ta se ̃có môṭ siêu phẳng tiếp xúc trong ℝ𝑛 xác điṇh bơi môṭ phương trình tuyến tính theo 𝑛 

biến. 

      Khái niêṃ về môṭ vector tiếp tuyến với môṭ môṭ đường cong xác điṇh theo tham số trong ℝ2 cũng có thể 

đươc̣ mở rôṇg sang cho các đường cong xác điṇh theo tham số trong ℝ3. Như vâỵ, nếu 𝐶 là môṭ đường cong 

xác điṇh theo tham số trong ℝ3 xác điṇh bởi (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐷, trong đó 𝐷 ⊆ ℝ, 𝑡0 là môṭ điểm trong 

của 𝐷 sao cho 𝑥, 𝑦, 𝑧: 𝐷 → ℝ khả vi taị 𝑡0 và (𝑥′(𝑡0), 𝑦
′(𝑡0), 𝑧

′(𝑡0)) ≠ (0,0,0) thì (𝑥′(𝑡0), 𝑦
′(𝑡0), 𝑧

′(𝑡0)) se ̃

đươc̣ goị là vector tiếp tuyến của 𝑪 taị điểm 𝑷𝟎 = (𝒙(𝒕𝟎), 𝒚(𝒕𝟎), 𝒛(𝒕𝟎)). 

      Đường thẳng trong ℝ3 xác điṇh theo tham số bởi 

𝑃0 + 𝜆(𝑥
′(𝑡0), 𝑦

′(𝑡0), 𝑧
′(𝑡0)), trong đó 𝜆 thay đổi trên ℝ, 

se ̃đươc̣ goị là đường tiếp tuyến của 𝑪 taị 𝑷𝟎. 

      Có thể se ̃rất thú vi ̣khi chúng ta lưu ý rằng các đường tiếp tuyến taị môṭ điểm với các đường cong nằm 

trên môṭ măṭ se ̃đươc̣ chứa trong măṭ phẳng tiếp xúc với măṭ taị điểm đó. Nói môṭ cách chính xác hơn, giả 

sử 𝑆 là môṭ măṭ đươc̣ xác điṇh ngầm trong ℝ3 bởi 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷, và 𝐶 là môṭ đường cong xác 

điṇh theo tham số bởi (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)), 𝑡 ∈ 𝐷, sao cho 𝐶 nằm trong 𝑆, nghiã là, (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) ∈ 𝑆 với 

moị 𝑡 ∈ 𝐷.  

      Giả sử 𝑡0 là môṭ điểm trong của 𝐷 và (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = (𝑥(𝑡0), 𝑦(𝑡0), 𝑧(𝑡0)). Giả sử vector tiếp tuyến 𝑣0 =

(𝑥′(𝑡0), 𝑦
′(𝑡0), 𝑧

′(𝑡0)) với 𝐶 taị 𝑃0 = (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) đa ̃đươc̣ xác điṇh. Bây giờ, nếu 𝑃0 là môṭ điểm trong của 

𝐷 và 𝑓 khả vi taị 𝑃0 thì chúng ta có thể khẳng điṇh rằng 𝑃0 + 𝜆𝑣0 nằm trên măṭ phẳng tiếp xúc với 𝑆 taị 𝑃0 

với moị 𝜆 ∈ ℝ. Để nhâṇ thấy điều này, chúng ta cần lưu ý rằng do 𝐶 nằm trên 𝐷 nên chúng ta se ̃có 

𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) = 0 với moị 𝑡 ∈ 𝐷.  

      Như vâỵ, từ Quy tắc tính đaọ hàm hàm hơp̣,  

𝑓𝑥(𝑃0)𝑥
′(𝑡0) + 𝑓𝑦(𝑃0)𝑦

′(𝑡0) + 𝑓𝑧(𝑃0)𝑧
′(𝑡0) = 0, nghiã là, ∇𝑓(𝑃0) ∙ 𝑣0 = 0. 

      Theo đó, nếu chúng ta viết 𝑃0 + 𝜆𝑣0 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) thì chúng ta se ̃có 

𝑓𝑥(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑥 − 𝑥0) + 𝑓𝑦(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑦 − 𝑦0) + 𝑓𝑧(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)(𝑧 − 𝑧0) = 0. 



      Điều này chỉ ra tính đúng đắn của khẳng điṇh nêu ở trên. 

      Trong trường hơp̣ ∇𝑓(𝑃0) ≠ 0, đường thẳng trong ℝ3 xác điṇh theo tham số bởi 

𝑃0 + 𝜆∇𝑓(𝑃0), trong đó 𝜆 thay đổi trên ℝ, 

se ̃đươc̣ goị là đường pháp tuyến với 𝑆 taị điểm 𝑃0. 

      Lưu ý rằng, trong trường hơp̣ 𝑓𝑥(𝑃0), 𝑓𝑦(𝑃0), 𝑓𝑧(𝑃0) đều khác 0, đường pháp tuyến cũng có thể đươc̣ mô 

tả bởi các phương trình 

𝑥 − 𝑥0

𝑓𝑥(𝑃0)
=
𝑦 − 𝑦0

𝑓𝑦(𝑃0)
=
𝑧 − 𝑧0

𝑓𝑧(𝑃0)
. 

      Giả sử 𝑆 là môṭ măṭ xác điṇh theo tham số cho bởi (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸, trong đó 𝐸 ⊆

ℝ2 và các hàm 𝑥, 𝑦, 𝑧: 𝐸 → ℝ khả vi taị môṭ điểm trong 𝑄0 = (𝑢0, 𝑣0) của 𝐸. Giả sử các vector 

(𝑥𝑢(𝑄0), 𝑦𝑢(𝑄0), 𝑧𝑢(𝑄0)) và (𝑥𝑣(𝑄0), 𝑦𝑣(𝑄0), 𝑧𝑣(𝑄0)) đều khác không và không phải là bôị của nhau. Môṭ 

cách tương đương, giả sử 𝑛0 = (𝑦𝑢𝑧𝑣 − 𝑧𝑢𝑦𝑣, 𝑧𝑢𝑥𝑣 − 𝑥𝑢𝑧𝑣, 𝑥𝑢𝑦𝑣 − 𝑦𝑢𝑥𝑣), trong đó tất cả các căp̣ đều đươc̣ 

tính taị 𝑄0, là môṭ vector khác không trong ℝ3. 

      Kí hiêụ 𝑃0 = (𝑥(𝑄0), 𝑦(𝑄0), 𝑧(𝑄0)). 

      Khi đó, măṭ phẳng tiếp xúc với 𝑆 taị 𝑃0 đươc̣ điṇh nghiã là măṭ phẳng trong ℝ3 xác điṇh theo tham số 

bởi 

𝑃0 + 𝜆(𝑥𝑢(𝑄0), 𝑦𝑢(𝑄0), 𝑧𝑢(𝑄0)) + 𝜇(𝑥𝑣(𝑄0), 𝑦𝑣(𝑄0), 𝑧𝑣(𝑄0)), (𝜆, 𝜇) ∈ ℝ
2. 

      Ngoài ra, đường thẳng trong ℝ3 xác điṇh theo tham số bởi 

𝑃0 + 𝜆𝑛0, trong đó 𝜆 thay đổi trên ℝ, 

se ̃đươc̣ goị là đường pháp tuyến của 𝑺 taị 𝑷𝟎.  

      Tính lồi, lõm và các daṇg toàn phương bâc̣ ba 

      Các khái niêṃ về tính lồi và lõm cũng có thể đươc̣ điṇh nghiã trong ngữ cảnh của các hàm thưc̣ 𝑛 biến. 

Không có khó khăn gì trong viêc̣ mở rôṇg khái niêṃ về tính đơn điêụ của gradient và sử duṇg nó để mô tả 

tính lồi hoăc̣ lõm theo chính xác cái cách mà chúng ta đã làm trong muc̣ 3. Điṇh lí giá tri ̣ trung biǹh và 

Công thức Taylor.  

      Tuy nhiên, các đăc̣ trưng theo các đaọ hàm riêng cấp hai se ̃cần đươc̣ giải thích laị đôi chút. Để bắt đầu, 

thay cho các daṇg toàn phương bâc̣ hai, chúng ta se ̃phải xem xét các daṇg toàn phương bâc̣ ba, nghiã là, 

các đa thức thuần nhất với tổng bâc̣ bằng 2 theo ba biến. Nếu các biến đươc̣ kí hiêụ laị bởi ℎ, 𝑘, 𝑙 thì môṭ 

daṇg toàn phương bâc̣ ba se ̃trông giống như 

𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) = 𝑎ℎ2 + 𝑏𝑘2 + 𝑐𝑙2 + 2𝑝ℎ𝑘 + 2𝑞𝑘𝑙 + 2𝑟𝑙ℎ, 

trong đó 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑝, 𝑞, 𝑟 là các số thưc̣. 

 



      Trong các kí hiêụ ma trâṇ, 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) có thể đươc̣ biểu diêñ laị dưới daṇg tích ma trâṇ 

ℎ𝑇𝐴ℎ, trong đó 𝐴 = [

𝑎 𝑝 𝑟
𝑝 𝑏 𝑞
𝑟 𝑞 𝑐

]  và ℎ = [
ℎ
𝑘
𝑙
], 

 trong đó ℎ𝑇 biểu thi ̣cho ma trâṇ chuyển vi ̣[ℎ 𝑘 𝑙] của ℎ. 

      Chúng ta có thể coi 𝐴 như là ma trâṇ đối xứng 3 × 3 tương ứng với 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙). 

      Nếu 𝐷 ⊆ ℝ3 là mở và 𝑓: 𝐷 → ℝ là môṭ hàm sao cho các đaọ hàm riêng cấp môṭ và cấp hai của 𝑓 tồn taị 

và liên tuc̣ trên 𝐷 thì, với moị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝐷, daṇg toàn phương bâc̣ ba liên kết 

ℎ2
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2
+ 𝑘2

𝜕2𝑓

𝜕𝑦2
+ 𝑙2

𝜕2𝑓

𝜕𝑧2
+ 2ℎ𝑘

𝜕2𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 2𝑘𝑙

𝜕2𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑧
+ 2𝑙ℎ

𝜕2𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑥
, 

trong đó tất cả các đaọ hàm riêng cấp hai đều đươc̣ tính taị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), đươc̣ goị là daṇg Hessian của 𝒇 taị 

(𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎).Ma trâṇ đối xứng 3 × 3 tương ứng se ̃đươc̣ goị là ma trâṇ Hessian của 𝒇 taị (𝒙𝟎, 𝒚𝟎, 𝒛𝟎). 

      Nói chung, môṭ daṇg toàn phương bâc̣ ba 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) hoăc̣ ma trâṇ đối xứng 3 × 3 𝐴 tương ứng se ̃đươc̣ 

goị là xác điṇh không âm nếu 𝑄(𝑠, 𝑡, 𝑢) ≥ 0 với moị (𝑠, 𝑡, 𝑢) ∈ ℝ3. Với 𝐷 ⊆ ℝ3 và 𝑓: 𝐷 → ℝ như trên, 

chúng ta se ̃nói rằng daṇg Hessian của 𝑓 là xác điṇh không âm trên 𝑫 nếu daṇg Hessian của 𝑓 taị 

(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) xác điṇh không âm, với moị (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝐷. Khi 𝐷 là lồi và mở, tính lồi của 𝑓 trên 𝐷 se ̃tương 

đương với điều kiêṇ là daṇg Hessian của 𝑓 là xác điṇh không âm trên 𝐷. Điều này có thể đươc̣ chứng minh 

tương tư ̣như trong Kết quả 4.9).   

      Daṇg tương tư ̣của Kết quả 4.10) đưa ra môṭ đăc̣ trưng đaị số cho tính xác điṇh không âm không thâṭ rõ 

ràng và, vì lý do này, chúng ta se ̃đưa ra môṭ phát biểu và phép chứng minh đầy đủ cho kết quả này dưới 

đây: 

      Kết quả 5.3. 

      Giả sử 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) = 𝑎ℎ2 + 𝑏𝑘2 + 𝑐𝑙2 + 2𝑝ℎ𝑘 + 2𝑞𝑘𝑙 + 2𝑟𝑙ℎ là môṭ daṇg toàn phương bâc̣ ba theo các 

biến ℎ, 𝑘, 𝑙 với các hê ̣số 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑝, 𝑞, 𝑟 trong ℝ. 

      Kí hiêụ  

∆= |

𝑎 𝑝 𝑟
𝑝 𝑏 𝑞
𝑟 𝑞 𝑐

| = 𝑟(𝑝𝑞 − 𝑏𝑟) + 𝑞(𝑝𝑟 − 𝑎𝑞) + 𝑐(𝑎𝑏 − 𝑝2) 

là điṇh thức của ma trâṇ 3 × 3 tương ứng. 

      Khi đó,  

𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) xác điṇh không âm ⇔ 𝑎 ≥ 0, 𝑏 ≥ 0, 𝑐 ≥ 0, 𝑎𝑏 − 𝑝2 ≥ 0, 𝑏𝑐 − 𝑞2 ≥ 0, 𝑎𝑐 − 𝑟2 ≥ 0, ∆≥ 0. 

       

 



      Chứng minh kết quả 5.3.  

      Giả sử 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) xác điṇh không âm. Khi đó, các daṇg toàn phương bâc̣ hai 𝑄(ℎ, 𝑘, 0), 𝑄(ℎ, 0, 𝑙), 

𝑄(0, 𝑘, 𝑙) là xác điṇh không âm. Do đó, từ Kết quả 4.10), mỗi môṭ trong 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎𝑏 − 𝑝2, 𝑏𝑐 − 𝑞2, 𝑎𝑐 − 𝑟2 

đều không âm. Ngoài ra, chúng ta có thể quan sát thấy rằng 𝑄(𝑝𝑞 − 𝑏𝑟, 𝑝𝑟 − 𝑎𝑞, 𝑎𝑏 − 𝑝2) = (𝑎𝑏 − 𝑝2)∆. 

Như vâỵ, nếu 𝑎𝑏 − 𝑝2 ≠ 0 thì ∆≥ 0. Bằng cách hoán vi ̣theo chu trình các biến ℎ, 𝑘, 𝑙, chúng ta se ̃thu đươc̣ 

𝑄(𝑏𝑐 − 𝑞2, 𝑟𝑞 − 𝑝𝑐, 𝑝𝑞 − 𝑏𝑟) = (𝑏𝑐 − 𝑞2)∆ và 𝑄(𝑟𝑞 − 𝑝𝑐, 𝑎𝑐 − 𝑟2, 𝑝𝑟 − 𝑎𝑞) = (𝑎𝑐 − 𝑟2)∆. Do đó, nếu 

𝑏𝑐 − 𝑞2 ≠ 0 hoăc̣ 𝑎𝑐 − 𝑟2 ≠ 0 thì ∆≥ 0. Cuối cùng, giả sử 𝑎𝑏 − 𝑝2 =  𝑏𝑐 − 𝑞2 = 𝑎𝑐 − 𝑟2 = 0. Bây giờ, 

nếu 𝑎 = 0 thì chúng ta se ̃có 𝑏 = 𝑟 = 0. Tương tư,̣ nếu 𝑏 = 0 thì 𝑝 = 𝑞 = 0, trong khi nếu 𝑐 = 0 thì 𝑟 =

𝑞 = 0. Điều này chỉ ra rằng nếu 𝑎𝑏𝑐 = 0 thì ∆= 0. Kế tiếp, giả sử 𝑎𝑏𝑐 ≠ 0. Xét 𝑄(𝑝,−𝑎, 𝑙) =

2𝑙(𝑝𝑟 − 𝑎𝑞) + 𝑐𝑙2. Do 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) xác điṇh không âm nên chúng ta có thể nhâṇ thấy rằng 2(𝑝𝑟 − 𝑎𝑞) + 𝑐𝑙 ≥

0 nếu 𝑙 > 0 và 2(𝑝𝑟 − 𝑎𝑞) + 𝑐𝑙 ≤ 0 nếu 𝑙 < 0. Bằng cách chuyển qua giới haṇ khi 𝑙 → 0+, chúng ta nhâṇ 

thấy rằng 𝑝𝑟 − 𝑎𝑞 ≥ 0 và, bằng cách chuyển qua giới haṇ khi 𝑙 → 𝑐−, chúng ta cũng nhâṇ thấy rằng 𝑝𝑟 −

𝑎𝑞 ≤ 0. Do đó, 𝑝𝑟 − 𝑎𝑞 = 0, nghiã là, 𝑎𝑞 = 𝑝𝑟. Như vâỵ, 𝑎𝑝𝑟 = 𝑝2𝑟 = 𝑎𝑏𝑟 và, do đó, 𝑝𝑞 = 𝑏𝑟. Điều này 

chỉ ra rằng 𝑝𝑞 − 𝑏𝑟 = 0, 𝑝𝑟 − 𝑎𝑞 = 0, 𝑎𝑏 − 𝑝2 = 0. Như vâỵ, ∆= 0.            

      Ngươc̣ laị, giả sử mỗi môṭ trong 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑎𝑏 − 𝑝2, 𝑏𝑐 − 𝑞2, 𝑎𝑐 − 𝑟2, ∆ đều không âm. Trong trường hơp̣ 

𝑎 = 0, các bất đẳng thức 𝑎𝑏 − 𝑝2 ≥ 0 và 𝑏𝑐 − 𝑞2 ≥ 0 ngu ̣ý rằng 𝑝 = 0 và 𝑟 = 0. Như vâỵ, trong trường 

hơp̣ này, 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) = 𝑏𝑘2 + 2𝑞𝑘𝑙 + 𝑐𝑙2 và biểu thức này xác điṇh không âm theo Kết quả 4.10). Tương tư,̣ 

nếu 𝑏 = 0 thì 𝑝 = 𝑞 = 0, trong khi nếu 𝑐 = 0 thì 𝑟 = 𝑞 = 0, và, trong cả hai trường hơp̣ này, 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) xác 

điṇh không âm theo Kết quả 4.10). Giả sử 𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 𝑐 > 0. 

      Nhâṇ thấy rằng nếu 𝑎𝑏 − 𝑝2 > 0 thì đồng nhất thức 

𝑎(𝑎𝑏 − 𝑝2)𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) = (𝑎𝑏 − 𝑝2)(𝑎ℎ + 𝑝𝑘 + 𝑟𝑙)2 + [(𝑎𝑏 − 𝑝2)𝑘 + (𝑎𝑞 − 𝑝𝑟)𝑙]2 + 𝑎∆𝑙2 

ngu ̣ý rằng 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) xác điṇh không âm. 

      Tương tư,̣ nếu 𝑏𝑐 − 𝑞2 > 0 thì 

𝑏(𝑏𝑐 − 𝑞2)𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) = (𝑏𝑐 − 𝑞2)(𝑝ℎ + 𝑏𝑘 + 𝑞𝑙)2 + [(𝑏𝑐 − 𝑞2)𝑙 + (𝑏𝑟 − 𝑝𝑞)ℎ]2 + 𝑏∆ℎ2 

ngu ̣ý rằng 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) xác điṇh không âm, trong khi nếu 𝑎𝑐 − 𝑟2 > 0 thì  

𝑐(𝑎𝑐 − 𝑟2)𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) = (𝑎𝑐 − 𝑟2)(𝑟ℎ + 𝑞ℎ + 𝑐𝑙)2 + [(𝑎𝑐 − 𝑟2)𝑙 + (𝑝𝑐 − 𝑞𝑟)𝑘]2 + 𝑟∆𝑘2 

cũng ngu ̣ý rằng 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) xác điṇh không âm. 

      Cuối cùng, giả sử 𝑎𝑏 − 𝑝2 = 𝑏𝑐 − 𝑞2 =  𝑎𝑐 − 𝑟2 = 0. Khi đó, 𝑝𝑟𝑞 ≠ 0, bởi vì 𝑎, 𝑏, 𝑐 là các số dương. 

Ngoài ra, 𝑝2𝑟2 = (𝑎𝑏)(𝑎𝑐) = 𝑎2(𝑏𝑐) = 𝑎2𝑞2. Như vâỵ, 𝑝𝑟 = ±𝑎𝑞. Măṭ khác, ∆= 2𝑞(𝑝𝑟 − 𝑎𝑞) và, do đó, 

nếu 𝑝𝑟 = −𝑎𝑞 thì ∆= −4𝑎𝑞2 < 0, vô lí. Điều mâu thuẫn này chỉ ra rằng 𝑝𝑟 = 𝑎𝑞. Kết quả là 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) =

(𝑎ℎ + 𝑝𝑘 + 𝑟𝑙)2. Điều này ngu ̣ý rằng 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) xác điṇh không âm.                                                             □ 

      Nhâṇ thấy rằng, đối với tính xác điṇh dương của môṭ daṇg toàn phương bâc̣ ba 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) = 𝑎ℎ2 +

𝑏𝑘2 + 𝑐𝑙2 + 2𝑝ℎ𝑘 + 2𝑞𝑘𝑙 + 2𝑟𝑙ℎ, chúng ta se ̃có đăc̣ trưng sau đây: 

𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) xác điṇh dương ⇔ 𝑎 > 0, 𝑎𝑏 − 𝑝2 > 0, ∆> 0, 



trong đó ∆ là điṇh thức của ma trâṇ đối xứng 3 × 3 𝐴 tương ứng với 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙). 

      Phép chứng minh cho khẳng điṇh này đươc̣ thưc̣ hiêṇ tương tư ̣như Kết quả 5.3). Trên thưc̣ tế, nó đơn 

giản hơn rất nhiều. Chúng ta cũng có thể lưu ý rằng, như trong trường hơp̣ các daṇg toàn phương bâc̣ hai, 

tính xác điṇh không âm của 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) có thể đươc̣ đăc̣ trưng bởi tính không âm của tất cả các phần phu ̣

chính của 𝐴, trong khi tính xác điṇh dương của 𝑄(ℎ, 𝑘, 𝑙) có thể đươc̣ đăc̣ trưng bởi tính dương của tất cả các 

phần phu ̣chính hàng đầu của 𝐴. Nói chung, điều này cũng se ̃đúng cho các daṇg toàn phương với số lươṇg 

bất kì.  

      Như môṭ hê ̣quả của Kết quả 5.3), chúng ta se ̃thu đươc̣ môṭ điều kiêṇ cần và đủ cho tính lồi của môṭ 

hàm ba biến với các đaọ hàm riêng cấp môṭ và cấp hai liên tuc̣. Ngoài ra, chúng ta cũng có thể thu đươc̣ môṭ 

điều kiêṇ đủ cho tính lồi nghiêm ngăṭ. Những kết quả này tương tư ̣với các khẳng điṇh nêu trong Kết quả 

4.11) và phần nhâṇ xét của nó.     
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